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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. 1. Вивчення систем L = (V ;V1, . . . , Vn) пiдпросторiв V1, . . . , Vn
скiнченновимiрного векторного простору V , n ∈ N є важливою задачею алгебри. Зга-
даємо, наприклад, задачi про опис нерозкладних трiйок пiдпросторiв, про опис не-
розкладних четвiрок пiдпросторiв 1, про опис нерозкладних зображень у просторi V
скiнченних частково впорядкованих множин 2.

Нехай X — банахiв простiр, а X1, ..., Xn — його пiдпростори (тут i надалi слово
пiдпростiр означає замкнену лiнiйну множину). Вивчення систем S = (X;X1, ..., Xn)
пiдпросторiв простору X є важливою задачею функцiонального аналiзу. Дисертацiйна
робота присвячена двом напрямам у теорiї систем пiдпросторiв банахових просторiв:
структурним теоремам для систем пiдпросторiв гiльбертового простору (роздiл 1) i
вивченню властивостей сум пiдпросторiв банахового простору (роздiли 2, 3, 4).

2. Структурнi теореми для систем пiдпросторiв гiльбертового простору. Тут ми
обмежимось випадком, коли X = H — комплексний гiльбертiв простiр. Зазвичай
(якщо наша мета — одержати структурну теорему) системи пiдпросторiв гiльберто-
вого простору розглядаються з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi. (Нагадаємо, що
двi системи пiдпросторiв S = (H;H1, ..., Hn) i S ′ = (H ′;H ′

1, ..., H
′
n) називаються унiтар-

но еквiвалентними, якщо iснує унiтарний оператор U : H → H ′, такий, що U(Hk) = H ′
k

для всiх k = 1, 2, ..., n). При цьому складнiсть задачi опису систем iз n пiдпросторiв
залежить вiд n.

Якщо n = 1, то структура одного пiдпростору дуже проста. Ми маємо ортогональ-
ний розклад H = H1⊕H⊥

1 , щодо якогоH1 = H1⊕{0}. Це означає, що довiльна система
одного пiдпростору є ортогональною прямою сумою найпростiших систем виду (M ;M)
i (M ; {0}), де M — гiльбертiв простiр. Також ми бачимо, що довiльна система з одного
пiдпростору “будується” з найпростiших нерозкладних систем одного пiдпростору —
(C;C) i (C; {0}). Нагадаємо, що систему S = (H;H1, . . . , Hn) називають розкладною,
якщо iснує ортогональний розклад H = H ′ ⊕ H ′′ у пряму суму ненульових пiдпро-
сторiв H ′, H ′′ i системи пiдпросторiв S ′ = (H ′;H ′

1, . . . , H
′
n), S ′′ = (H ′′;H ′′

1 , . . . , H
′′
n),

такi, що Hk = H ′
k ⊕ H ′′

k для всiх 1 ⩽ k ⩽ n. Система пiдпросторiв S називається
нерозкладною, якщо вона не є розкладною. Таким чином, нерозкладнi системи одного
пiдпростору є “цеглинками”, з яких, у певному сенсi, “будується” довiльна система з
одного пiдпростору.

Якщо n = 2, то структура пари пiдпросторiв цiлком описується за допомогою те-
ореми П. Халмоша про 2 проектори (Halmos’ two projections theorem) 3. При цьому
у вiдповiдi виникає обмежений самоспряжений оператор (кутовий оператор). Як по-
казує теорема Халмоша, довiльна пара пiдпросторiв (подiбно до одного пiдпростору)
“будується” з “цеглинок” — нерозкладних пар пiдпросторiв. Цi “цеглинки” — чотири

1 Gelfand I. M., Ponomarev V. A. Problems of linear algebra and classification of quadruples of subspaces
in a finite-dimensional vector space// Colloquia Mathematica Societatis Ianos Bolyai, 5 Hilbert space operators,
Tihany (Hungary).—1970.— P. 163–237.

2 Исследования по теории представлений// Зап. научн. сем. ЛОМИ.—Том 28, ред. Д. К. Фаддеев.—
Наука, Л.— 1972.

3 Halmos P. R. Two subspaces// Trans. Amer. Math. Soc.—1969.—Vol. 144.— P. 381–389.
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пари пiдпросторiв одновимiрного простору C: S00 = (C; {0}, {0}), S01 = (C; {0},C),
S10 = (C;C, {0}), S11 = (C;C,C); сiм’я пар пiдпросторiв двовимiрного простору C2,
яка параметризується кутом φ ∈ (0, π/2) — пiдпростiр H1 породжується вектором
(1, 0)t, а пiдпростiр H2 — вектором (cosφ, sinφ)t.

Якщо n = 3, то задача опису трiйки пiдпросторiв гiльбертового простору з точнi-
стю до унiтарної еквiвалентностi “надзвичайно складна” (або, як iще кажуть, безна-
дiйна або ∗-дика в термiнологiї Ю.С. Самойленка i С.А. Кругляка). Це означає, що
ця задача мiстить як пiдзадачу задачу опису з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi
пари обмежених самоспряжених операторiв у гiльбертовому просторi (що рiвнозначно
до задачi опису одного оператора C = A + iB). Остання задача — стандартна “над-
звичайно складна” задача теорiї операторiв у гiльбертовому просторi. Вiдзначимо, що
навiть за деяких додаткових умов, наприклад, що другий пiдпростiр H2 ортогональ-
ний до третього пiдпростору H3, задача опису таких трiйок пiдпросторiв залишається
“надзвичайно складною” 4, 5, 6.

Звичайно, все сказане для n = 3 правильне i при n ⩾ 3.
Таким чином, природньо видiлити деякий клас систем пiдпросторiв i спробувати

описати з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi: а) всi системи з цього класу i б) всi
нерозкладнi системи з цього класу (“цеглинки”).

3. Деякi класи систем пiдпросторiв. 1971 року фiзики H. N. V. Temperley i E. H.
Lieb ввели алгебри

C⟨p1, p2, . . . , pn | p2j = pj, j = 1, 2, . . . , n;

pipjpi = νpi, |i− j| = 1;

pipj = pjpi, |i− j| ⩾ 2⟩,

ν ∈ C у зв’язку з вивченням моделей статистичної фiзики 7. У випадку ν = τ 20 ∈
(0, 1) такi алгебри можна розглядати як ∗-алгебри, якщо означити в них iнволюцiю
рiвностями p∗j = pj, 1 ⩽ j ⩽ n. Нехай π — деяке ∗-зображення такої ∗-алгебри в
гiльбертовому просторi H, а Hi — образи ортогональних проекторiв Pi = π(pi). Таким
чином ми отримали систему пiдпросторiв S = (H;H1, . . . , Hn), що задовольняє такi
умови:

(1) сусiднi пари пiдпросторiв розташованi пiд кутом θ0 ∈ (0, π/2), де τ0 = cos θ0,
тобто PiPi+1Pi = τ 20Pi, Pi+1PiPi+1 = τ 20Pi+1, i = 1, . . . , n− 1;

(2) iншi пари пiдпросторiв “комутують”, тобто PiPj = PjPi.
Нехай An — граф iз множиною вершин {1, 2, . . . , n} i множиною ребер {i, i + 1},

1 ⩽ i ⩽ n− 1. Тодi умови на кут мiж пiдпросторами вiдповiдають парам вершин i, j,
4 Кругляк С. А., Самойленко Ю. С. Об унитарной эквивалентности наборов самосопряженных операто-

ров// Функциональный анализ и его приложения.—1980.— Том 14, № 1.— С. 60–62.
5 Kruglyak S. A., Samŏılenko Yu. S. On complexity of description of representations of ∗-algebras generated

by idempotents// Proc. Am. Math. Soc.—2000.—Vol. 128, No. 6.— P. 1655–1664.
6 Ostrovskĭı V., Samŏılenko Yu. Introduction to the Theory of Representations of Finitely Presented ∗-algebras.

I. Representations by bounded operators// Rev. Math. & Math. Phys.—1999.— Vol. 11.— P. 1–261.
7 Temperley H. N. V., Lieb E. H. Relations between ’percolations’ and ’colouring’ problems and other graph

theoretical problems associated with regular planar lattices: some exact results for the percolation problem// J.
Proc. Roy. Soc. London Ser. A.—1971.—Vol. 322.— P. 251–280.



3

що з’єднанi ребром в An, а умови комутативностi — парам вершин i, j, якi не з’єднанi
ребром.

Розглянемо клас систем пiдпросторiв, що визначається графом Γ i функцiєю τ
на його ребрах. Нехай Γ — граф без петель i кратних ребер iз множиною вершин
{1, 2, . . . , n}. Позначимо через E множину ребер Γ, а через E — множину пар вершин
{i, j}, якi не з’єднанi ребром у Γ. Нехай на ребрах Γ задано функцiї θ : E → (0, π/2) :
{i, j} 7→ θ{i,j} i τ = cos θ : E → (0, 1) : {i, j} 7→ τ{i,j}. Через Sys(Γ, τ) позначимо
множину систем пiдпросторiв S, таких, що:

(1) якщо {i, j} ∈ E, то пiдпростори Hi, Hj розташованi пiд кутом θ{i,j}, тобто
PiPjPi = τ 2{i,j}Pi i PjPiPj = τ 2{i,j}Pj;

(2) якщо {i, j} ∈ E, то пiдпростори Hi, Hj “комутують”, тобто PiPj = PjPi.
Системи S ∈ Sys(Γ, τ) можна розглядати як ∗-зображення вiдповiдної ∗-алгебри

T LΓ,τ = C⟨p1, p2, . . . , pn | p2j = p∗j = pj, j = 1, 2, . . . , n;

pipjpi = τ 2{i,j}pi, {i, j} ∈ E;

pipj = pjpi, {i, j} ∈ E⟩.

Зауважимо, що якщо “забути” про iнволюцiю, тобто в означеннi T LΓ,τ умови p2j =
p∗j = pj замiнити на p2j = pj, то визначена таким чином алгебра буде проективною
алгеброю 8.

Вужчиий клас систем пiдпросторiв отримаємо, якщо для кожної пари вершин i, j,
якi не з’єднанi ребром у Γ, умову комутативностi посилити, замiнивши на умову ор-
тогональностi PiPj = PjPi = 0. Множину таких систем пiдпросторiв — “простих”
систем пiдпросторiв — позначимо через Sys(Γ, τ,⊥). Такi системи можна розгляда-
ти як ∗-зображення вiдповiдної ∗-алгебри T LΓ,τ,⊥ (яка є фактор-алгеброю ∗-алгебри
T LΓ,τ ). Вивченню ∗-алгебр T LΓ,τ,⊥ i класiв систем пiдпросторiв Sys(Γ, τ,⊥) присвя-
чена серiя робiт (див. огляд Ю.С. Самойленка i О.В. Стрiльця 9).

Природнiм чином виникає клас систем пiдпросторiв, що займає “промiжне” поло-
ження мiж Sys(Γ, τ) i Sys(Γ, τ,⊥). Нехай Ec — деяка пiдмножина множини E. По-
значимо через Sys(Γ, Ec, τ) множину систем пiдпросторiв S = (H;H1, . . . , Hn), таких,
що:

(1) якщо {i, j} ∈ E, то пiдпростори Hi, Hj розташованi пiд кутом θ{i,j};
(2) якщо {i, j} ∈ Ec, то пiдпростори Hi, Hj “комутують”;
(3) якщо {i, j} ∈ E \ Ec, то пiдпростори Hi, Hj ортогональнi.
У першому роздiлi дисертацiї ми вивчаємо класи систем пiдпросторiв Sys(K1,N , E

c
m, τ),

де N ∈ N, m ∈ N∪{0}, 2m ⩽ N , K1,N — “зiрка” з N променями, τ — довiльна функцiя
на ребрах K1,N , а множина Ec

m складається з пар вершин {2k, 2k + 1}, 1 ⩽ k ⩽ m.
4. Замкненiсть i доповнювальнiсть. Одними iз найпростiших властивостей лiнiй-

ної множини в банаховому просторi є замкненiсть i доповнювальнiсть. Питання про
8 Graham J. J. Modular representations of Hecke algebras and related algebras// Ph.D. thesis.—Univ.

Sydney.— 1995. Роздiл 6.
9 Самойленко Ю. С., Стрелец А. В. О простых n-ках подпространств гильбертова пространства// Укра-

їнський математичний журнал.—2009.— Том 61, № 12.— С. 1668–1703.
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замкненiсть важливе i виникає, наприклад, у теорiї наближень. Питання про допов-
нювальнiсть є тоншим питанням геометрiї банахових просторiв. Нагадаємо вiдповiдне
означення. Нехай X — дiйсний або комплексний банахiв простiр. Нехай M — лiнiйна
пiдмножина простору X. Будемо казати, що M доповнювальна в X, якщо iснує лiнiй-
на множина N (доповнення), така, що простiр X є топологiчною прямою сумою M i
N . Це означає, що оператор суми S :M×N → X, визначений рiвнiстю S(x, y) = x+y,
x ∈M, y ∈ N , є iзоморфiзмом (нормованих лiнiйних просторiв). Тут M×N є лiнiйним
простором усiх пар (x, y) з x ∈ M, y ∈ N , надiленим нормою ∥(x, y)∥ = ∥x∥ + ∥y∥.
Легко перевiрити, що M доповнювальна в X тодi i тiльки тодi, коли iснує неперервний
лiнiйний проектор на M , тобто неперервний лiнiйний оператор P : X → X, такий, що
Px ∈M для всiх x ∈ X i Px = x для x ∈M .

Кожна доповнювальна лiнiйна множина замкнена, тобто є пiдпростором (це випли-
ває з того, що M = S(M × {0})). Саме тому доповнювальнi лiнiйнi множини назива-
ють доповнювальними пiдпросторами. Зауважимо, що можна дати таке (рiвнозначне)
означення доповнювальностi: лiнiйна множина M називається доповнювальною в X,
якщо M замкнена (тобто є пiдпростором), i iснує пiдпростiр N , такий, що M∩N = {0}
i M +N = X (рiвносильнiсть цього означення i попереднього випливає з того, що ко-
жна доповнювальна лiнiйна множина замкнена, i з теореми Банаха про обернений
оператор).

Якщо простiр X гiльбертiв, то кожен пiдпростiр M простору X доповнювальний
в X (можна розглянути ортогональний розклад X = M ⊕ M⊥, або, що фактично
те саме, ортогональний проектор на M). Звичайно, це правильно i у випадку, коли
X iзоморфний до гiльбертового простору. Але якщо X не iзоморфний до гiльберто-
вого простору, то X мiстить пiдпростiр, який не є доповнювальним в X (це теорема
Lindenstrauss-Tzafriri).

Варто зауважити, що питання про доповнювальнiсть пiдпростору становить iнте-
рес не лише саме собою. Це питання виникає, наприклад, у теорiї груп Банаха-Лi i
нескiнченновимiрних гладких однорiдних просторiв 10.

5. Суми пiдпросторiв. Нехай X — банахiв простiр i X1, ..., Xn — пiдпростори X.
Визначимо суму X1, ..., Xn природнiм чином, а саме,

X1 + ...+Xn := {x1 + ...+ xn | x1 ∈ X1, ..., xn ∈ Xn}.

Очевидно, що X1 + ... + Xn — лiнiйна множина в X. Тому, природнiм чином, вини-
кають питання про замкненiсть (в X) цiєї множини i її доповнювальнiсть в X. При
цьому у питаннi про доповнювальнiсть природньо вважати, що всi пiдпростори Xi

доповнювальнi в X.
Оскiльки кожен доповнювальний пiдпростiр замкнений, питання про доповнюваль-

нiсть тiсно пов’язане з питанням про замкненiсть (достатнi умови для доповнювально-
стi суми пiдпросторiв автоматично будуть достатнiми умовами для замкненостi цiєї су-
ми). Також вiдзначимо, що якщо простiрX гiльбертiв, то лiнiйна множинаX1+...+Xn

доповнювальна в X тодi i тiльки тодi, коли вона замкнена в X.
10 Beltiţă D. Smooth Homogeneous Structures in Operator Theory// Chapman & Hall/CRC Monographs and

Surveys in Pure and Applied Mathematics.—Vol. 137.— Chapman & Hall/CRC, New York.—2006. Chapter 4.
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Системи пiдпросторiв X1, ..., Xn, для яких питання про замкненiсть їхньої суми є
дуже важливим, виникають у рiзних областях математики, наприклад, у теоретичнiй
томографiї i теорiї рiдж-функцiй (плоских хвиль) 11, 12; теорiї вейвлетiв i кратномас-
штабному аналiзi 13; статистицi 14, 15; апроксимацiйних алгоритмах у гiльбертових i
банахових просторах i, зокрема, в методах поперемiнних проекцiй 16, 17, 18, 19; задачi
знаходження елемента гiльбертового простору з заданими ортогональними проекцiями
на скiнченне число пiдпросторiв 20; теорiї банахових алгебр 21, 22, 23; теорiї оператор-
них алгебр 24; задачах квадратичної оптимiзацiї в гiльбертовому просторi 25; теорiї
µ-псевдо майже перiодичних функцiй (або послiдовностей) i µ-псевдо майже автомор-
фних функцiй (або послiдовностей) 26.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiя
виконана у вiддiлi функцiонального аналiзу Iнституту математики НАН України в
рамках наукових тем “Спектральнi та алгебраїчнi методи функцiонального аналiзу
в задачах математичної фiзики”, номер державної реєстрацiї 0111U000024, i “Методи
функцiонального аналiзу в задачах сучасної математичної фiзики”, номер державної
реєстрацiї 0116U003126.

Мета i завдання дослiдження.
Об’єктом дослiдження є системи пiдпросторiв банахового, i, зокрема, гiльберто-

11 Shepp L.A., Kruskal J.B. Computerized tomography: the new medical X-ray technology// Amer. Math.
Monthly.—1978.— Vol. 85, No. 6.— P. 420–439.

12 Pinkus A., Ridge Functions// Cambridge Tracts in Mathematics.— Cambridge: Cambridge University
Press.— 2015. Див. Introduction, Chapter 7 i бiблiографiю там.

13 Kim H.O., Kim R.Y., Lim J.K. Characterization of the closedness of the sum of two shift-invariant
subspaces// J. Math. Anal. Appl.—2006.— Vol. 320, Issue 1.— P. 381–395. i бiблiографiя.

14 Bickel P.J., Ritov Y., Wellner J.A. Efficient estimation of linear functionals of a probability measure P with
known marginal distributions// Ann. Statist.—1991.— Vol. 19, No. 3.— P. 1316–1346.

15 Buja A. What Criterion for a Power Algorithm?// in: H. Rieder (ed.), Robust Statistics, Data Analysis,
and Computer Intensive Methods. Lecture Notes in Statistics.— Vol. 109.— Springer, New York, NY.— 1996.— P.
49–61.

16 Pinkus A., Ridge Functions// Cambridge Tracts in Mathematics.— Cambridge: Cambridge University
Press.— 2015. Див. Chapter 9 i бiблiографiю там.

17 Bauschke H.H., Borwein J.M. On projection algorithms for solving convex feasibility problems// SIAM
Rev.—1996.— Vol. 38, No. 3.— P. 367–426. Див. теорему 5.19.

18 Badea C., Grivaux S., Muller V. The rate of convergence in the method of alternating projections// St.
Petersburg Math. J.—2012.— Vol. 23, No. 3.— P. 413–434. Див. теорему 4.1.

19 Pustilnyk E., Reich S., Zaslavski A.J. Convergence of non-periodic infinite products of orthogonal projections
and nonexpansive operators in Hilbert space// J. Approx. Theory.—2012.—Vol. 164.—P. 611–624. Див. Section 3.

20 Combettes P.L., Reyes N.N. Functions with prescribed best linear approximations// J. Approx. Theory.—
2010.—Vol. 162, Issue 5.—P. 1095–1116. i бiблiографiя.

21 Rudin W. Spaces of type H∞ + C// Ann. Inst. Fourier (Grenoble).—1975.—Vol. 25, No. 1.— P. 99–125.
22 Dixon P.G. Non-closed sums of closed ideals in Banach algebras// Proc. Amer. Math. Soc.—2000.—Vol. 128,

No. 12.— P. 3647–3654.
23 Dudziak J., Gamelin T.W., Gorkin P. Hankel operators on bounded analytic functions// Trans. Amer. Math.

Soc.—2000.—Vol. 352, No. 1.— P. 363–377.
24 Hartz M. Topological isomorphisms for some universal operator algebras// J. Funct. Anal.—2012.—Vol. 263,

Issue 11.— P. 3564–3587.
25 Schochetman I.E., Smith R.L., Tsui S-K. On the closure of the sum of closed subspaces// Int. J. Math.

Math. Sci.—2001.— Vol. 26, No. 5.—P. 257–267.
26 Blot J., Cieutat P. Completeness of Sums of Subspaces of Bounded Functions and Applications// Commun.

Math. Anal.—2016.—Vol. 19, No. 2.— P. 43–61.
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вого простору.
Предметом дослiдження є структура систем пiдпросторiв гiльбертового простору,

якi задовольняють певнi умови на кути мiж кожною парою пiдпросторiв, властивостi
замкненостi сум операторних образiв у гiльбертовому просторi й доповнювальностi
сум доповнювальних пiдпросторiв банахового простору, а також властивiсть “змен-
шення” системи пiдпросторiв гiльбертового простору до лiнiйно незалежної системи
пiдпросторiв зi збереженням суми пiдпросторiв системи.

Метою дослiдження є:
1) опис систем пiдпросторiв гiльбертового простору, якi задовольняють певнi умови

на кути мiж кожною парою пiдпросторiв системи;
2) отримання достатнiх умов для того, щоб сума операторних образiв у гiльберто-

вому просторi була замкнена;
3) встановлення достатнiх умов для того, щоб сума доповнювальних пiдпросторiв

банахового простору була доповнювальна, й отримання за цих умов формули для
неперервного лiнiйного проектора на цю суму пiдпросторiв;

4) встановлення достатнiх умов для того, щоб сума маргiнальних пiдпросторiв в
Lp була доповнювальна в Lp, i отримання за цих умов доповнювального пiдпростору
для цiєї суми;

5) отримання вiдповiдi на таке запитання: чи правильно, що довiльну систему пiд-
просторiв гiльбертового простору можна “зменшити” до лiнiйно незалежної системи
пiдпросторiв зi збереженням суми пiдпросторiв?

Для досягнення цiєї мети у роботi було поставлено такi завдання:
1. Дослiдити структуру систем пiдпросторiв гiльбертового простору, для яких ко-

жна пара пiдпросторiв задовольняє одну з умов (Ang) (пiдпростори лежать пiд за-
даним кутом один до одного), (Com) (ортогональнi проектори на пiдпростори ко-
мутують), (Ort) (пiдпростори ортогональнi). При цьому цi умови природнiм чином
пов’язанi з графом-зiркою з множиною вершин 1, 2, ..., 2m+ r + 1, у якого вершина 1
з’єднана з усiма iншими вершинами, а пари вершин (2, 3), (4, 5), ..., (2m, 2m+1) з’єднанi
пунктиром. Якщо кожнiй вершинi графа поставити у вiдповiднiсть пiдпростiр, то умо-
ва (Ang) вiдповiдає парам вершин, якi з’єднанi ребром, умова (Com) вiдповiдає парам
вершин, якi з’єднанi пунктиром, умова (Ort) вiдповiдає парам вершин, якi не з’єднанi
ребром i не з’єднанi пунктиром. Отримати: а) опис (з точнiстю до унiтарної еквiва-
лентностi) всiх систем пiдпросторiв, якi задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort) i б)
опис (з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi) всiх незвiдних систем пiдпросторiв, якi
задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort).

2. Отримати необхiднi i достатнi умови для того, щоб точка 0 належала iстотному
спектру суми обмежених самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких компактнi.

3. Отримати необхiднi i достатнi умови для того, щоб сума образiв обмежених
самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких компактнi, була замкнена.

4. Отримати достатнi умови для того, щоб образи неперервних лiнiйних операторiв
Ak : Hk → H, k = 1, 2, ..., n були слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума була замкнена
в H. Тут H1, ..., Hn, H — гiльбертовi простори.

5. Отримати достатню умову для того, щоб n доповнювальних пiдпросторiв бана-
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хового простору X були лiнiйно незалежнi, а їхня сума була доповнювальною в X.
За цiєї умови отримати формулу для неперервного лiнiйного проектора на цю суму
пiдпросторiв. Дослiдити цю достатню умову на точнiсть.

6. Отримати достатню умову для того, щоб n маргiнальних пiдпросторiв у просторi
Lp були лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальна у просторi Lp. За цiєї
умови знайти доповнювальний пiдпростiр для цiєї суми маргiнальних пiдпросторiв.

7. Довести, що довiльну систему пiдпросторiв гiльбертового простору можна “змен-
шити” до лiнiйно незалежної системи пiдпросторiв iз такою самою сумою пiдпросторiв.
Бiльш того, довести, що для довiльних пiдпросторiв H1, H2, ..., Hn гiльбертового про-
сторуH знайдуться пiдпросториM2 ⊂ H2,M3 ⊂ H3, ...,Mn ⊂ Hn, такi, що пiдпростори
H1,M2,M3, ...,Mn лiнiйно незалежнi i їхня сума дорiвнює H1 +H2 + ...+Hn.

Методи дослiдження.
При розв’язаннi завдань дисертацiйної роботи використовуються методи функцiо-

нального аналiзу i теорiї операторiв. Зокрема, в роздiлi 1 системи пiдпросторiв опи-
суються за допомогою операторної матрицi Грама системи пiдпросторiв. У роздiлi
2 використовується операторна матриця Грама системи операторних образiв у гiль-
бертовому просторi. У роздiлi 3 використовується операторна матриця Грама систе-
ми доповнювальних пiдпросторiв банахового простору. У роздiлi 4 використовується
структурна теорема П. Халмоша для пари пiдпросторiв гiльбертового простору.

Наукова новизна отриманих результатiв.
Результати роботи, що виносяться на захист, є новими i полягають у наступному:
1. Дослiджено структуру систем пiдпросторiв гiльбертового простору, для яких

кожна пара пiдпросторiв задовольняє одну з умов (Ang) (пiдпростори лежать пiд
заданим кутом один до одного), (Com) (ортогональнi проектори на пiдпростори ко-
мутують), (Ort) (пiдпростори ортогональнi). При цьому цi умови природнiм чином
пов’язанi з графом-зiркою з множиною вершин 1, 2, ..., 2m+ r + 1, у якого вершина 1
з’єднана з усiма iншими вершинами, а пари вершин (2, 3), (4, 5), ..., (2m, 2m+1) з’єднанi
пунктиром. Якщо кожнiй вершинi графа поставити у вiдповiднiсть пiдпростiр, то умо-
ва (Ang) вiдповiдає парам вершин, якi з’єднанi ребром, умова (Com) вiдповiдає парам
вершин, якi з’єднанi пунктиром, умова (Ort) вiдповiдає парам вершин, якi не з’єднанi
ребром i не з’єднанi пунктиром. Отримано: а) опис (з точнiстю до унiтарної еквiва-
лентностi) всiх систем пiдпросторiв, якi задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort), i
б) опис (з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi) всiх незвiдних систем пiдпросторiв,
якi задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort).

2. Отримано необхiднi i достатнi умови для того, щоб точка 0 належала iстотному
спектру суми обмежених самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких компактнi.

3. Отримано необхiднi i достатнi умови для того, щоб сума образiв обмежених
самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких компактнi, була замкнена.

4. Отримано достатнi умови для того, щоб образи неперервних лiнiйних операторiв
Ak : Hk → H, k = 1, 2, ..., n були слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума була замкнена
в H. Тут H1, ..., Hn, H — гiльбертовi простори.

5. Отримано достатню умову для того, щоб n доповнювальних пiдпросторiв бана-
хового простору X були лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальною в X.
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За цiєї умови отримано формулу для неперервного лiнiйного проектора на цю суму
пiдпросторiв. Цей проектор подається у виглядi границi певної послiдовностi операто-
рiв (збiжнiсть — за операторною нормою) i ми одержуємо оцiнку зверху для швидкостi
збiжностi. Також показано, що ця достатня умова для того, щоб сума скiнченного чи-
сла доповнювальних пiдпросторiв була доповнювальною, є точною (в певному сенсi).

6. Отримано достатню умову для того, щоб n маргiнальних пiдпросторiв у просторi
Lp були лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальна у просторi Lp. За цiєї
умови знайдено доповнювальний пiдпростiр для цiєї суми маргiнальних пiдпросторiв.

7. Доведено, що довiльну систему пiдпросторiв гiльбертового простору можна “змен-
шити” до лiнiйно незалежної системи пiдпросторiв iз тiєю самою сумою пiдпросторiв.
Бiльш того, доведено, що для довiльних пiдпросторiв H1, H2, ..., Hn гiльбертового про-
сторуH знайдуться пiдпросториM2 ⊂ H2,M3 ⊂ H3, ...,Mn ⊂ Hn, такi, що пiдпростори
H1,M2,M3, ...,Mn лiнiйно незалежнi i їхня сума дорiвнює H1 +H2 + ...+Hn.

Практичне значення отриманих результатiв.
Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер. Отриманi резуль-

тати, а також методи, за допомогою яких вони отриманi, можуть бути використанi
при вивченнi питань функцiонального аналiзу, теорiї операторiв i геометрiї банахових
просторiв. Результати роздiлу 2, якi стосуються замкненостi суми образiв неперервних
лiнiйних операторiв у гiльбертовому просторi, а також результати роздiлу 3 можуть
бути використанi в тих областях математики, де виникає питання про замкненiсть
суми пiдпросторiв банахового простору (див. Актуальнiсть теми).

Особистий внесок здобувача.
Усi результати дисертацiйної роботи, якi виносяться на захист, здобувач одержав

самостiйно. У спiльнiй з О.В. Стрiльцем роботi [2] результати параграфу 3 i пунктiв
4.1, 4.2 належать здобувачу (на захист виносяться результати пунктiв 4.1 i 4.2). В
роздiлi 4 дисертацiйної роботи iдея леми 4.1.2 (точнiше, того, що якась лема такого
типу має бути) належить В.I. Рабановичу. Доведення цiєї леми належить здобувачу.

Апробацiя результатiв дисертацiї.
Результати дисертацiйної роботи були представленi на конференцiї:
1. “Banach Algebras and Applications” dedicated to the memory of William G. Bade

(July 29—August 4, 2013, Gothenburg, Sweden) у форматi Poster Talk
i доповiдались на мiжнародних конференцiях:
2. International Conference in Functional Analysis dedicated to the 125th anniversary

of Stefan Banach (18—23 September, 2017, Lviv, Ukraine);
3. International Conference “Modern Stochastics:Theory and Applications.IV”. Dedi-

cated to the 100-th anniversary of I.I.Gikhman (May 24—26, 2018, Kyiv, Ukraine);
а також на таких семiнарах:
1. науковому семiнарi “Теорiя ймовiрностей та математична статистика” кафедри

теорiї ймовiрностей, статистики та актуарної математики механiко-математичного фа-
культету Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка (керiвники:
доктор фiз.-мат. наук, професор Ю.С. Мiшура, доктор фiз.-мат. наук, професор Ю.В.
Козаченко) (м. Київ, 26.02.2019);
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2. науковому семiнарi “Асимптотичнi методи в статистицi” в Київському нацiональ-
ному унiверситетi iменi Тараса Шевченка (керiвники: доктор фiз.-мат. наук, професор
О.Г. Кукуш, доктор фiз.-мат. наук, професор Р.Є. Майборода) (м. Київ, 4.03.2019);

3. семiнарi “Сучасний аналiз” у Київському нацiональному унiверситетi iменi Та-
раса Шевченка (керiвники: доктор фiз.-мат. наук, професор О.О. Курченко, доктор
фiз.-мат. наук, професор В.М. Радченко, доктор фiз.-мат. наук, професор I.О. Шевчук)
(м. Київ, 3.04.2019);

4. Київському семiнарi з функцiонального аналiзу в Iнститутi математики НАН
України (керiвники: академiк НАН України, доктор фiз.-мат. наук, професор Ю.М.
Березанський, академiк НАН України, доктор фiз.-мат. наук, професор Ю.С. Самой-
ленко, член-кореспондент НАН України, доктор фiз.-мат. наук А.Н.Кочубей) (м. Київ,
13.03.2019 i 12.10.2016).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 5 фахових роботах, се-
ред яких 4 статтi у журналах, якi iндексуються мiжнародною наукометричною базою
Scopus. Частково вони також висвiтленi в матерiалах 3 мiжнародних конференцiй.

Структура i обсяг роботи. Дисертацiя складається з анотацiй (українською та
англiйською мовами), змiсту, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв, списку використаних дже-
рел, що мiстить 57 найменувань, i додатку, який мiстить список публiкацiй здобувача
за темою дисертацiї й вiдомостi про апробацiю результатiв дисертацiї. Загальний обсяг
дисертацiї становить 170 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi зазначаються: актуальнiсть теми дисертацiї i її зв’язок з iншими нау-
ковими програмами, планами, темами в мiсцi виконання дисертацiйної роботи; мета i
завдання, об’єкт, предмет i методи дослiдження; наукова новизна i практичне значення
отриманих результатiв; особистий внесок здобувача; список конференцiй i наукових се-
мiнарiв, на яких доповiдались одержанi результати; iнформацiя про публiкацiї автора;
структура i обсяг роботи, а також подяки.

У роздiлi 1 ми вивчаємо структуру систем пiдпросторiв гiльбертового простору,
для яких кожна пара пiдпросторiв системи задовольняє певну умову на множину кутiв
мiж пiдпросторами.

1. Постановка задачi. Нехай m, r — невiд’ємнi цiлi числа, покладемо N = 2m+ r.
Розглянемо “зiрку” з N променями, тобто граф K1,N , множина вершин якого V =
{1, 2, . . . , N + 1} занумерована таким чином, що вершина 1 з’єднана з усiма iншими
вершинами. Таким чином, множина ребер E рiвна {{1, k} | k ∈ V \ {1}}. Через Ec

m

позначимо множину пар вершин {{2k, 2k + 1} | 1 ⩽ k ⩽ m} (на рисунку цi пари
вершин з’єднанi пунктиром).

Нехай кожному ребру {1, k} поставлено у вiдповiднiсть кут θ{1,k} ∈ (0, π/2), тобто
задана функцiя θ : E → (0, π/2). Визначимо функцiю τ = cos θ : E → (0, 1), тобто
τ{1,k} = cos θ{1,k} ∈ (0, 1).

Уведенi граф K1,N , множина Ec
m i функцiя τ дозволяють “наочно” сформулювати

умови, яким задовольняють системи пiдпросторiв S = (H;H1, . . . , Hn), n = N +1, що
вивчаються в роздiлi 1.
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Рис. 0.1: Граф K1,N iз “пунктирними ребрами” Ec
m

(Ang): Умови на кути (вiдповiднi парам вершин, якi з’єднанi ребром). Для ко-
жного k = 2, 3, . . . , N + 1 пiдпростори H1 i Hk розташованi пiд кутом θ{1,k}, тобто
P1PkP1 = τ 2{1,k}P1 i PkP1Pk = τ 2{1,k}Pk.

(Com): Умови комутування (вiдповiднi парам вершин, якi з’єднанi пунктиром).
Для кожного k = 1, 2, . . . ,m ортогональнi проектори P2k i P2k+1 комутують, тобто
P2kP2k+1 = P2k+1P2k.

(Ort): Умови ортогональностi (вiдповiднi парам вершин, якi не з’єднанi ре-
бром або пунктиром). Якщо пара рiзних вершин i, j не з’єднана ребром i ця пара не
належить множинi Ec

m, то вiдповiднi пiдпросториHi iHj ортогональнi, тобто PiPj = 0.
Зауважимо, що у випадку m = 0 система пiдпросторiв, яку ми вивчаємо, є “про-

стою” системою пiдпросторiв, пов’язаною з графом K1,N i функцiєю τ на його ребрах
27.

Нашi основнi задачi — описати структуру всiх систем пiдпросторiв S, якi задоволь-
няють умови (Ang), (Com), (Ort), i описати структуру всiх незвiдних (=нерозкладних)
систем пiдпросторiв S, якi задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort).

2. Структуру таких систем пiдпросторiв зручно описувати за допомогою
G-конструкцiї систем пiдпросторiв гiльбертового простору (конструкцiї системи пiд-
просторiв за її операторною матрицею Грама). Наведемо цю конструкцiю.

Нехай H0,k, 1 ⩽ k ⩽ n, — набiр ненульових гiльбертових просторiв. Означимо
гiльбертiв простiр H̃ = H0,1 ⊕ . . .⊕H0,n i позначатимемо ⟨·, ·⟩0 природний скалярний
добуток у ньому. Означимо пiдпростори H̃k = {(0, ..., 0, x, 0, ..., 0)|x ∈ H0,k}, 1 ⩽ k ⩽ n,
де x стоїть на k-ому мiсцi. Нехай B : H̃ → H̃ — обмежений невiд’ємний самоспряжений
оператор, причому для його блочного розкладу B = (Bi,j : H0,j → H0,i, 1 ⩽ i, j ⩽ n)

виконано Bk,k = IH0,k
, 1 ⩽ k ⩽ n. Означимо H̃0 = KerB. Використовуючи оператор B,

визначимо скалярний добуток у лiнiйному просторi H̃/H̃0 рiвнiстю ⟨x+ H̃0, y+ H̃0⟩ =
⟨Bx, y⟩0, x, y ∈ H̃. Очевидно, що це означення коректне, тобто не залежить вiд вибору
представникiв класiв еквiвалентностi. НехайH — поповнення простору H̃/H̃0 вiдносно
цього скалярного добутка. Визначимо обмежений лiнiйний оператор ρ : H̃ → H рiвнi-
стю ρ(x) = x + H̃0. Означимо Hk = ρ(H̃k) = {z + H̃0 | z ∈ H̃k}, 1 ⩽ k ⩽ n. Оскiльки

27 Самойленко Ю. С., Стрелец А. В. О простых n-ках подпространств гильбертова пространства// Укра-
їнський математичний журнал.—2009.— Том 61, № 12.— С. 1668–1703.
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для довiльного z ∈ H̃k ∥z + H̃0∥ =
√

⟨Bz, z⟩0 = ∥z∥0, то Hk є пiдпростором про-
стору H. Систему пiдпросторiв (H;H1, . . . , Hn), одержану в результатi застосування
наведеної вище конструкцiї, позначатимемо G(H0,1, . . . , H0,n;B), а саму конструкцiю
називатимемо G-конструкцiєю.

3. Перед тим, як навести опис усiх систем пiдпросторiв, якi задовольняють умови
(Ang), (Com), (Ort), зробимо кiлька зауважень.

Зауваження 1. Спочатку покажемо, що без обмеження загальностi можна вва-
жати, що τ{1,2k} = τ{1,2k+1} для всiх 1 ⩽ k ⩽ m. Наступна лема отримана нами разом
з О.В. Стрiльцем.

Лема 1.4.1. Нехай M,M1,M2 — пiдпростори H. Припустимо, що пiдпростори
M,Mi розташованi пiд кутом φi ∈ [0, π/2), i = 1, 2, а ортогональнi проектори на
пiдпростори M1,M2 комутують. Тодi якщо φ1 ̸= φ2, то пiдпростори M1,M2 орто-
гональнi.

Отже, зменшивши m (якщо це необхiдно), можна вважати, що τ{1,2k} = τ{1,2k+1}
для всiх 1 ⩽ k ⩽ m. Позначимо

τk =

{
τ{1,2k} = τ{1,2k+1}, 1 ⩽ k ⩽ m;

τ{1,k+m+1}, m+ 1 ⩽ k ⩽ m+ r.

Зауваження 2. Нульова система S = (H; 0, . . . , 0) задовольняє всi потрiбнi умови.
В подальшому розглядатимемо ненульовi системи пiдпросторiв. Вiдзначимо, що якщо
система S = (H;H1, . . . , HN+1) задовольняє умову (Ang), i для деякого k пiдпростiр
Hk = 0, то, як легко бачити, H1 = . . . = HN+1 = 0. Таким чином, якщо система
ненульова, то Hk ̸= 0, 1 ⩽ k ⩽ N + 1.

Зауваження 3. Нехай S = (H;H1, . . . , HN+1) — ненульова система пiдпросторiв,
яка задовольняє умови (Ang), (Com), (Ort). Припустимо, що множина H1+ . . .+HN+1

не є щiльною в H. Визначимо системи

S ′ = (H ′;H1, . . . , HN+1) i S ′′ = (H ⊖H ′; 0, . . . , 0),

де H ′ = H1 + . . .+HN+1. Тодi S = S ′ ⊕ S ′′, S ′ задовольняє умови (Ang), (Com),
(Ort), а S ′′ є нульовою системою. Тому, щоб описати всi системи пiдпросторiв, якi
задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort), досить описати системи, для яких сума
H1 + . . .+HN+1 щiльна в H.

4. Тепер ми готовi навести опис усiх систем пiдпросторiв, якi задовольняють умови
(Ang), (Com), (Ort).

Для гiльбертового простору H0 i набору ортогональних проекторiв Q1, ..., Qm у
ньому визначимо оператор B = B(Q1, ..., Qm) : ⊕N+1

k=1 H0 → ⊕N+1
k=1 H0 рiвнiстю (точнiше,



12

блочним розкладом)

B =



I τ1I τ1I . . . τmI τmI τm+1I . . . τm+rI
τ1I I Q1 . . . 0 0 0 . . . 0
τ1I Q1 I . . . 0 0 0 . . . 0
... ... ... . . . 0 0 0 . . . 0

τmI 0 0 0 I Qm 0 . . . 0
τmI 0 0 0 Qm I 0 . . . 0
τm+1I 0 0 0 0 0 I . . . 0

... ... ... ... ... ... ... . . . 0
τm+rI 0 0 0 0 0 0 . . . I


.

Нехай ξ(τ) = 1 −
∑m+r

k=1 τ
2
k . В пунктi 1.4.1 ми доводимо, що кожна ненульова си-

стема пiдпросторiв S = (H;H1, ..., HN+1), яка задовольняє умови (Ang), (Com), (Ort)
i для якої сума пiдпросторiв H1, ..., HN+1 щiльна в H, унiтарно еквiвалентна систе-
мi пiдпросторiв G(H0, ..., H0;B(Q1, ..., Qm)) для деякого гiльбертового простору H0 i
набору ортогональних проекторiв Q1, ..., Qm у ньому, для яких

m∑
k=1

τ 2kRk ⩽ ξ(τ)I, (1)

де Rk = I−Qk, 1 ⩽ k ⩽ m. Навпаки, якщо Q1, ..., Qm — набiр ортогональних проекто-
рiв у деякому гiльбертовому просторi H0 i для ортогональних проекторiв Rk = I−Qk,
1 ⩽ k ⩽ m виконується операторна нерiвнiсть (1), то оператор B(Q1, ..., Qm) не-
вiд’ємний i система пiдпросторiв S = G(H0, ..., H0;B(Q1, ..., Qm)) задовольняє умови
(Ang), (Com), (Ort).

Крiм того, справедливе наступне твердження.
Твердження 1.4.3. Системи пiдпросторiв G(H0, . . . , H0;B(Q1, . . . , Qm)) i

G(H ′
0, . . . , H

′
0;B(Q′

1, . . . , Q
′
m)) унiтарно еквiвалентнi тодi i тiльки тодi, коли набори

ортогональних проекторiв Qk, 1 ⩽ k ⩽ m i Q′
k, 1 ⩽ k ⩽ m унiтарно еквiвалентнi.

Таким чином, використавши G-конструкцiю систем пiдпросторiв, ми встановили
взаємнооднозначну вiдповiднiсть мiж ненульовими системами пiдпросторiв S, якi за-
довольняють умови (Ang), (Com), (Ort), такими, що множина H1+ . . .+HN+1 щiльна
в H, i наборами m ортогональних проекторiв R1, . . . , Rm у деякому гiльбертовому
просторi H0, якi задовольняють умову (1) (при цьому системи пiдпросторiв i набори
операторiв розглядаються з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi).

Зауважимо, що необхiдною умовою для виконання (1) є нерiвнiсть ξ(τ) ⩾ 0. Тому
якщо ξ(τ) < 0, то не iснує ненульової системи пiдпросторiв S, яка задовольняє умови
(Ang), (Com), (Ort). В подальшому ми вважатимемо, що ξ(τ) ⩾ 0.

5. За допомогою наведеного вище опису всiх систем пiдпросторiв, якi задовольня-
ють умови (Ang), (Com), (Ort), ми отримали опис усiх незвiдних систем пiдпросторiв,
якi задовольняють умови (Ang),(Com),(Ort).

Твердження 1.4.4. Система пiдпросторiв G(H0, . . . , H0;B(Q1, . . . , Qm)) незвi-
дна тодi i тiльки тодi, коли набiр ортогональних проекторiв Qk, 1 ⩽ k ⩽ m незвi-
дний.
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Таким чином, з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi всi ненульовi незвiднi систе-
ми пiдпросторiв, якi задовольяють умови (Ang), (Com), (Ort), мають вигляд
S = G(H0, . . . , H0;B(Q1, . . . , Qm)), де H0 — гiльбертiв простiр, Q1, . . . , Qm — незвiдна
сiм’я ортогональних проекторiв у H0, така, що для ортогональних проекторiв Rk =
I −Qk, 1 ⩽ k ⩽ m виконується нерiвнiсть (1).

Отже, використавши G-конструкцiю, ми показали, що задача опису всiх незвiдних
унiтарно нееквiвалентних ненульових систем пiдпросторiв S, якi задовольняють умови
(Ang), (Com), (Ort), еквiвалентна до задачi опису незвiдних унiтарно нееквiвалентних
наборiв ортогональних проекторiв R1, . . . , Rm, якi задовольняють (1).

У пунктi 1.4.2 отримано опис (з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi) всiх не-
звiдних наборiв ортогональних проекторiв R1, ..., Rm, якi задовольняють умову (1).
Зауважимо, що для m ⩾ 3 при варiацiях параметрiв τk виникають три можливi ситу-
ацiї: iснує скiнченна кiлькiсть унiтарно нееквiвалентних незвiдних систем ортогональ-
них проекторiв (скiнченна задача); унiтарно нееквiвалентних незвiдних систем орто-
гональних проекторiв нескiнченно багато, але їх iще можна описати (ручна задача);
задача опису всiх незвiдних систем ортогональних проекторiв з точнiстю до унiтарної
еквiвалентностi є “безнадiйною” в певному сенсi (дика задача). Питання про “безна-
дiйнiсть” нашої задачi при певних значеннях параметрiв τk (коли кiлькiсть iндексiв
k, для яких τ 2k < ξ(τ), не менша вiд трьох) зводиться до питання про “безнадiйнiсть”
задачi опису з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi незвiдних трiйок ортогональних
проекторiв R1, R2, R3, що задовольняють умову R1 + R2 + R3 ⩽ (1 + ε)I, ε > 0. У
пiдроздiлi 1.3 ми доводимо, що ця задача є “безнадiйною”.

Другий роздiл присвячений питанню про замкненiсть суми пiдпросторiв гiльбер-
тового простору. Це — важливе питання функцiонального аналiзу. Системи пiдпросто-
рiв, для яких питання про замкненiсть їхньої суми важливе, виникають у теоретичнiй
томографiї i теорiї рiдж-функцiй (плоских хвиль), теорiї вейвлетiв i кратномасшта-
бному аналiзi, статистицi, апроксимацiйних алгоритмах у гiльбертових i банахових
просторах i, зокрема, в методах поперемiнних проекцiй, теорiї операторних алгебр та
iнших областях математики. Точнiше, у другому роздiлi ми розглядаємо навiть загаль-
нiше питання про замкненiсть суми образiв неперервних лiнiйних операторiв у гiль-
бертовому просторi (ця задача бiльш загальна, оскiльки кожен пiдпростiр є образом
вiдповiдного ортогонального проектора). Остання задача тiсно пов’язана з наступним
питанням: коли точка 0 належить iстотному спектру суми обмежених самоспряжених
операторiв у гiльбертовому просторi?

Покажемо зв’язок мiж цими задачами. Нехай H1, ..., Hn, H — комплекснi гiльбер-
товi простори, i Ak : Hk → H, k = 1, 2, ..., n — набiр неперервних лiнiйних операторiв.
Нас цiкавить питання про замкненiсть суми образiв цих операторiв, тобто множини∑n

k=1Ran(Ak) = {
∑n

k=1 yk | yk ∈ Ran(Ak)} = {
∑n

k=1Akxk | xk ∈ Hk}.
Твердження 2.2.2. Множина

∑n
k=1Ran(Ak) замкнена тодi i тiльки тодi, коли

σ(
∑n

k=1AkA
∗
k) ∩ (0, ε) = ∅ для деякого ε > 0. Якщо цi умови виконанi, то

Ran(
∑n

k=1AkA
∗
k) =

∑n
k=1Ran(Ak).

Iз твердження 2.2.2 випливає, що якщо точка 0 не належить iстотному спектру
оператора

∑n
k=1AkA

∗
k, то

∑n
k=1Ran(Ak) замкнена. Справдi, якщо точка 0 не належить
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iстотному спектру оператора
∑n

k=1AkA
∗
k, то вона не є граничною точкою спектра цього

оператора, а тому σ(
∑n

k=1AkA
∗
k) ∩ (0, ε) = ∅ для деякого ε > 0. Ця i подiбнi iдеї

використовуються в роздiлi 2 для встановлення замкненостi множини
∑n

k=1Ran(Ak)
за певних умов на оператори Ak.

У пiдроздiлi 2.3 ми розглядаємо набори обмежених самоспряжених операторiв
A1, ..., An, для яких кожен добуток AiAj, i ̸= j є компактним оператором. Добре вi-
домо, що iстотний спектр σe(A) суми цих операторiв A = A1 + ... + An спiвпадає, з
точнiстю до точки 0, iз об’єднанням iстотних спектрiв операторiв Ai, i = 1, ..., n. Вини-
кає природнє запитання: що можна сказати про точку 0? Коли 0 належить iстотному
спектру оператора A? Ми одержимо необхiдну i достатню умову для того, щоб 0 на-
лежав iстотному спектру оператора A. Позначимо EAi

спектральну проекторнозначну
мiру оператора Ai, i = 1, 2, ..., n. Для ε ⩾ 0 означимо пiдпростiр

Hε = Hε(A1, . . . , An) =
n∩

i=1

EAi
([−ε, ε])H.

Теорема 2.3.2. 0 ∈ σe(A) тодi i тiльки тодi, коли пiдпростiр Hε нескiнченно-
вимiрний для довiльного ε > 0.

Використовуючи цей результат, ми одержуємо необхiдну i достатню умову для
замкненостi суми образiв операторiв Ai, i = 1, ..., n. Очевидно, H0 =

∩n
i=1Ker(Ai).

Зауважимо, що H0 ⊂ Hε для довiльного ε > 0.
Теорема 2.3.4. Множина

∑n
i=1Ran(Ai) замкнена тодi i тiльки тодi, коли Hε =

H0 для деякого ε > 0.
Використовуючи цей результат, ми одержимо достатню умову для замкненостi су-

ми образiв операторiв.
Теорема 2.3.5. Нехай Ap,i : Kp,i → H, i = 1, . . . , np, p = 1, . . . ,m — обмеженi

лiнiйнi оператори (тут Kp,i — гiльбертовi простори, m,n1, . . . , nm — натуральнi
числа), причому оператор A∗

p,iAq,j компактний для довiльних p ̸= q, i = 1, . . . , np,
j = 1, . . . , nq. Якщо множина Rp =

∑np

i=1Ran(Ap,i) замкнена для всiх p = 1, . . . ,m,
то сума цих множин

∑m
p=1Rp теж замкнена.

У четвертому пiдроздiлi ми розглядаємо набiр неперервних лiнiйних операторiв
A1 : H1 → H, A2 : H2 → H,..., An : Hn → H iз замкненими образами (тут H1, ..., Hn, H
— гiльбертовi простори) i вивчаємо питання про замкненiсть суми їхнiх образiв. Iз те-
ореми 2.3.5 випливає, що якщо всi добутки A∗

iAj, i ̸= j є компактними операторами,
то множина Ran(A1) + ... + Ran(An) замкнена в H. Ми покажемо, що якщо iстотнi
норми операторiв A∗

iAj, i ̸= j є “досить малими” (в певному сенсi), то пiдпростори
Ran(A1), ..., Ran(An) слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума Ran(A1) + ... + Ran(An)
замкнена. Щоб сформулювати свiй основний результат, ми введемо поняття слабкої
лiнiйної незалежностi системи пiдпросторiв i поняття iстотного зведеного мiнiмаль-
ного модуля оператора. Саме за допомогою iстотних зведених мiнiмальних модулiв
операторiв Ak, k = 1, ..., n ми уточнимо значення нечiтких слiв “досить малi”.

Почнiмо зi слабкої лiнiйної незалежностi. Нехай X — гiльбертiв простiр, X1, . . . , Xn

— його пiдпростори. Кажуть, що пiдпростори X1, . . . , Xn лiнiйно незалежнi, якщо з
рiвностi x1 + ... + xn = 0, де xi ∈ Xi, i = 1, . . . , n, випливає, що xi = 0, i = 1, . . . , n.
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Зрозумiло, що X1, . . . , Xn лiнiйно незалежнi тодi i тiльки тодi, коли Xi∩
∑

j ̸=iXj = {0}
для i = 1, . . . , n. Тепер, природньо назвати систему пiдпросторiв X1, . . . , Xn слабко
лiнiйно незалежною, якщо лiнiйна множина Xi ∩

∑
j ̸=iXj скiнченновимiрна для всiх

i = 1, . . . , n.
Тепер перейдемо до iстотного зведеного мiнiмального модуля оператора в гiль-

бертовому просторi. Нехай H1, H2 — гiльбертовi простори, A : H1 → H2 — непе-
рервний лiнiйний оператор. Означимо самоспряжений оператор B = A∗A ↾H1⊖Ker(A):
H1 ⊖Ker(A) → H1 ⊖Ker(A). (Таким чином, A∗A = B ⊕ 0 вiдносно ортогонального
розкладу H1 = (H1 ⊖Ker(A))⊕Ker(A).) Iстотний зведений мiнiмальний модуль не-
нульового оператора A, γer(A) визначимо як супремум множини всiх чисел γ ⩾ 0, для
яких iснує компактний самоспряжений оператор K : H1 ⊖ Ker(A) → H1 ⊖ Ker(A),
такий, що B +K ⩾ γ2I. Легко показати, що якщо образ оператора A замкнений, то
γer(A) > 0.

Тепер перейдемо до формулювання теореми про властивостi образiв операторiв
Ak з “майже компактними” добутками A∗

iAj. Для неперервного лiнiйного оператора
A : H1 → H2 (тут H1, H2 — гiльбертовi простори) будемо позначати ∥A∥e = inf{∥A +
K∥ | K : H1 → H2 компактний} iстотну норму оператора A. Нехай H1, . . . , Hn, H
— комплекснi гiльбертовi простори i Ak : Hk → H — неперервний лiнiйний оператор
iз замкнутим образом Ran(Ak), k = 1, . . . , n. Припустимо що, по-перше, γer(Ak) ⩾
γk > 0, k = 1, . . . , n i, по-друге, ∥A∗

iAj∥e ⩽ εi,j для всiх пар i ̸= j. У подальшому ми
припускатимемо, що εj,i = εi,j для всiх i ̸= j (зауважимо, що оскiльки A∗

jAi = (A∗
iAj)

∗,
то ∥A∗

jAi∥e = ∥A∗
iAj∥e). Визначимо дiйсну симетричну n×n матрицюM = (mi,j) таким

чином:

mi,j =

{
γ2i , якщо i = j;
−εi,j, якщо i ̸= j.

Теорема 2.4.1. Якщо M додатньо визначена, то пiдпростори Ran(A1), . . . ,
Ran(An) слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума замкнена.

Як наслiдок ми одержимо достатню умову, за якої n пiдпросторiв гiльбертово-
го простору слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума замкнена. Нехай X — гiльбертiв
простiр, X1, . . . , Xn — його пiдпростори. Для пiдпростору Y простору X позначимо
PY ортогональний проектор на Y . Припустимо, що числа εi,j = εj,i, i ̸= j такi, що
∥PXi

PXj
∥e ⩽ εi,j для i ̸= j. Визначимо дiйсну симетричну n × n матрицю M = (mi,j)

таким чином:

mi,j =

{
1, якщо i = j;
−εi,j, якщо i ̸= j.

Iз теореми 2.4.1 випливає, що якщо матрицяM додатньо визначена, то пiдпростори
X1, . . . , Xn слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума замкнена. Зокрема, якщо

∑
j ̸=i εi,j < 1

для всiх i = 1, . . . , n, то пiдпростори X1, . . . , Xn слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума
замкнена.

Третiй роздiл присвячений питанню про доповнювальнiсть суми скiнченного чи-
сла доповнювальних пiдпросторiв банахового простору. Нехай X — банахiв простiр i
X1, ..., Xn — доповнювальнi пiдпростори X. Визначимо суму X1, ..., Xn природнiм чи-
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ном, а саме, X1 + ... +Xn := {x1 + ... + xn | x1 ∈ X1, ..., xn ∈ Xn}. Виникає природнє
запитання (Питання 1): Чи є лiнiйна множина X1 + ...+Xn доповнювальною в X?

Зауважимо, що питання 1 має сенс — сума двох доповнювальних пiдпросторiв може
бути недоповнювальна i навiть не замкнена. Простий приклад: нехай X — гiльбертiв
простiр, тодi кожен пiдпростiр доповнювальний, i є добре вiдомi простi приклади двох
пiдпросторiв, сума яких не є замкненою. Вiдзначимо, що навiть якщо сума двох до-
повнювальних пiдпросторiв замкнена, то вона може не бути доповнювальною. Якщо
вiдповiдь на питання 1 позитивна (для деякого набору пiдпросторiв), то виникає насту-
пне природнє запитання (Питання 2): Припустимо, що ми знаємо деякi (неперервнi
лiнiйнi) проектори P1, ..., Pn на X1, ..., Xn, вiдповiдно. Чи є формула для деякого прое-
ктора на X1+...+Xn (у термiнах P1, ..., Pn) (звичайно, за певних додаткових умов)?

Цим двом питанням i присвячений роздiл 3 дисертацiйної роботи. В пiдроздiлi 3.2
ми наводимо кiлька добре вiдомих i простих тверджень, якi стосуються питань 1 i 2, а
також вiдомi результати стосовно цих питань. Наведемо, для прикладу, одне з таких
тверджень.

Твердження 3.2.1. 28 Якщо Pi|Xj
= 0, тобто PiPj = 0, для всiх i ̸= j, i, j ∈

{1, ..., n}, то пiдпростори X1, ..., Xn лiнiйно незалежнi, їхня сума доповнювальна в
X i пiдпростiр ker(P1)∩ ...∩ker(Pn) є доповненням для X1+ ...+Xn в X. Окрiм того,
оператор P = P1+...+Pn є проектором на X1+...+Xn паралельно ker(P1)∩...∩ker(Pn).

Пiдроздiл 3.3 мiстить нашi результати. Нехай X1, ..., Xn — доповнювальнi пiдпро-
стори банахового простору X. Ми наведемо достатню умову для того, щоб цi пiдпро-
стори були лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальна в X. За цiєї умови
ми отримаємо формулу для проектора на цю суму.

Теорема 3.3.1. Нехай X — банахiв простiр, X1, ..., Xn — доповнювальнi пiдпро-
стори X i P1, ..., Pn — проектори на X1, ..., Xn вiдповiдно. Припустимо, що невiд’ємнi
числа εij, i ̸= j, i, j ∈ {1, ..., n} такi, що

∥Pix∥ ⩽ εij∥x∥, x ∈ Xj

для кожної пари i ̸= j, i, j ∈ {1, ..., n}. Визначимо n × n матрицю E = (eij) таким
чином:

eij =

{
0, якщо i = j;
εij, якщо i ̸= j.

Позначимо r(E) спектральний радiус E i покладемо A := P1 + ...+ Pn.
Якщо r(E) < 1, то пiдпростори X1, ..., Xn лiнiйно незалежнi, їхня сума допов-

нювальна в X i пiдпростiр ker(P1) ∩ ... ∩ ker(Pn) є доповненням для X1 + ... + Xn

в X. Окрiм того, послiдовнiсть операторiв I − (I − A)N збiгається рiвномiрно до
проектора P на X1 + ...+Xn паралельно ker(P1) ∩ ... ∩ ker(Pn) при N → ∞.

Наш наступний результат показує, що швидкiсть збiжностi послiдовностi опера-
торiв I − (I − A)N до проектора P може бути оцiнена зверху величиною CαN , де

28 Dunford N., Schwartz J.T. Linear operators. Part I: general theory// with the assistance of W.G. Bade and
R.G. Bartle. Pure and Applied Mathematics.— Vol. 7.— Interscience Publishers, Inc., New York.— 1958. с. 514,
Вправа 23(iii).
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α ∈ [0, 1). Щоб сформулювати цей результат, нам потрiбне таке позначення: для двох
векторiв u, v ∈ Rn будемо писати u ⩽ v, якщо u ⩽ v покоординатно. Щоб зробити
формулювання нашого результату бiльш зрозумiлим i природнiм, зробимо наступне
важливе зауваження. Оскiльки матриця E невiд’ємна, то умова r(E) < 1 рiвносильна
iснуванню вектора w ∈ Rn iз додатнiми координатами i числа α ∈ [0, 1), таких, що
Ew ⩽ αw. Оскiльки r(Et) = r(E), то умова r(E) < 1 також рiвносильна iснуванню
вектора w з додатнiми координатами i числа α ∈ [0, 1), таких, що Etw ⩽ αw.

Теорема 3.3.2. Справедливi такi твердження про швидкiсть збiжностi I−(I−
A)N до P .

1. Припустимо, що вектор w = (w1, ..., wn)
t з додатнiми координатами i число

α ∈ [0, 1) задовольняють Ew ⩽ αw. Тодi

∥I − (I − A)N − P∥ ⩽ (w1 + ...+ wn)max{(1/w1)∥P1∥, ..., (1/wn)∥Pn∥}
αN

1− α

для всiх N ⩾ 1.

2. Припустимо, що вектор w = (w1, ..., wn)
t з додатнiми координатами i число

α ∈ [0, 1) задовольняють Etw ⩽ αw. Тодi

∥I − (I − A)N − P∥ ⩽ (w1∥P1∥+ ...+ wn∥Pn∥)max{(1/w1), ..., (1/wn)}
αN

1− α

для всiх N ⩾ 1.

Припущення r(E) < 1 є точною достатньою умовою для того, щоб сумаX1+...+Xn

була доповнювальна в X. Точнiше, справедливий такий результат.
Теорема 3.3.3. Нехай E = (eij) — n × n матриця iз eii = 0 для i = 1, ..., n i

eij ⩾ 0 для всiх i ̸= j, i, j ∈ {1, ..., n}. Якщо r(E) = 1, то iснують банахiв простiр X,
доповнювальнi пiдпростори X1, ..., Xn простору X i проектори P1, ..., Pn на X1, ..., Xn

вiдповiдно, такi, що

1. ∥Pix∥ = eij∥x∥, x ∈ Xj, для кожної пари i ̸= j, i, j ∈ {1, ..., n};

2. X1, ..., Xn лiнiйно незалежнi;

3. сума X1 + ...+Xn замкнена, але не доповнювальна в X.

Зауважимо, що у випадку, коли r(E) > 1, цю теорему можна застосувати до ма-
трицi (1/r(E))E.

Пiдроздiл 3.4 присвячений питанню про доповнювальнiсть суми маргiнальних пiд-
просторiв у просторi Lp. Наведемо необхiднi означення i акуратно сформулюємо зада-
чу.

Нехай (Ω,F , µ) — ймовiрнiсний простiр. Позначимо K поле скалярiв, тобто R або
C. Для F -вимiрної функцiї (випадкової величини) ξ : Ω → K позначимо Eξ матема-
тичне сподiвання ξ (якщо воно iснує). Будемо казати, що двi випадковi величини ξ i η
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еквiвалентнi якщо ξ(ω) = η(ω) для µ-майже всiх ω. Для p ∈ [1,∞) ∪ {∞} позначимо
Lp(F) = Lp(Ω,F , µ) множину класiв еквiвалентностi випадкових величин ξ : Ω → K,
таких, що E|ξ|p < ∞, якщо p ∈ [1,∞), i ξ є µ-iстотно обмеженою, якщо p = ∞. Для
ξ ∈ Lp(F) покладемо ∥ξ∥p = (E|ξ|p)1/p, якщо p ∈ [1,∞), i ∥ξ∥∞ = ess sup|ξ|, якщо
p = ∞. Тодi Lp(F) є банаховим простором. Для кожної пiд-σ-алгебри A σ-алгебри
F ми визначимо маргiнальний пiдпростiр, вiдповiдний до A, Lp(A), наступним чи-
ном. Lp(A) складається з тих елементiв (класiв еквiвалентностi) простору Lp(F), якi
мiстять хоча б одну A-вимiрну випадкову величину. Зрозумiло, що Lp(A) є доповню-
вальним пiдпростором простору Lp(F) (оператор умовного математичного сподiвання
ξ 7→ E(ξ|A) є проектором норми 1 на Lp(A)). Позначимо через Lp

0(A) пiдпростiр усiх
ξ ∈ Lp(A), для яких Eξ = 0. Цей пiдпростiр також доповнювальний в Lp(F) (оператор
центрованого умовного математичного сподiвання ξ 7→ E(ξ|A)− Eξ є проектором на
Lp
0(A)).

Нехай F1, ...,Fn — пiд-σ-алгебри F . Питання: коли сума вiдповiдних маргiналь-
них пiдпросторiв Lp(F1) + ... + Lp(Fn) доповнювальна в Lp(F)? Оскiльки Lp(Fi) =
Lp
0(Fi)+ ⟨1⟩ (тут ⟨1⟩ — це пiдпростiр, породжений 1, тобто пiдпростiр сталих випадко-

вих величин), ми бачимо, що Lp(F1)+ ...+L
p(Fn) = Lp

0(F1)+ ...+L
p
0(Fn)+ ⟨1⟩. Звiдси

легко випливає, що лiнiйна множина Lp(F1)+ ...+L
p(Fn) доповнювальна в Lp(F) тодi

i тiльки тодi, коли такою є множина Lp
0(F1) + ...+ Lp

0(Fn).
Ми наведемо достатню умову для того, щоб маргiнальнi пiдпростори Lp

0(F1), ...,
Lp
0(Fn) були лiнiйно незалежними i їхня сума Lp

0(F1)+ ...+L
p
0(Fn) була доповнювальна

у просторi Lp(F).
Вiдправною точкою для нашого результату є наступне просте спостереження: якщо

σ-алгебри F1, ...,Fn попарно незалежнi, то пiдпростори Lp
0(F1), ..., L

p
0(Fn) є лiнiйно

незалежними i їхня сума доповнювальна в Lp(F). Це випливає iз твердження 3.2.1.
Щоб це побачити, зауважимо, що оператор центрованого умовного математичного
сподiвання ξ 7→ E(ξ|Fi)−Eξ є проектором на Lp

0(Fi) в Lp(F). Позначимо цей оператор
Pi. Якщо ξ ∈ Lp

0(Fj), j ̸= i, то внаслiдок незалежностi Fi i Fj маємо Piξ = Eξ−Eξ = 0.
Отже, ми можемо використати твердження 3.2.1.

Тепер природньо думати, що якщо σ-алгебри F1, ...,Fn попарно “мало залежнi”,
то вiдповiднi маргiнальнi пiдпростори будуть лiнiйно незалежними i їхня сума буде
доповнювальною в Lp(F).

Але що означають слова “мало залежнi”? Ми надамо цим словам акуратного мате-
матичного сенсу наступним чином. Нехай (Ω,F , µ) — ймовiрнiсний простiр. Для двох
пiд-σ-алгебр A,B σ-алгебри F визначимо таку величину

ψ′(A,B) = inf

{
µ(A ∩B)

µ(A)µ(B)
| A ∈ A, B ∈ B, µ(A) > 0, µ(B) > 0

}
.

Ця величина добре вiдома 29. Легко бачити, що 0 ⩽ ψ′(A,B) ⩽ 1 i ψ′(A,B) = 1
тодi i тiльки тодi, коли A i B незалежнi. Тепер, використовуючи коефiцiєнт ψ′, ми

29 Bradley R.C. Basic Properties of Strong Mixing Conditions. A Survey and Some Open Questions// Probab.
Surveys. — 2005. — Vol. 2. — P. 107–144.
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можемо в якостi мiри залежностi A i B прийняти число 1− ψ′(A,B). Тепер ми готовi
сформулювати наш результат.

Теорема 3.4.1. Нехай (Ω,F , µ) — ймовiрнiсний простiр i F1, ...,Fn — пiд-σ-
алгебри F . Визначимо n× n матрицю E = (eij) так:

eij =

{
0, якщо i = j;
1− ψ′(Fi,Fj), якщо i ̸= j.

Якщо r(E) < 1, то для довiльного p ∈ [1,∞) ∪ {∞} маргiнальнi пiдпростори
Lp
0(F1), ..., L

p
0(Fn) лiнiйно незалежнi, їхня сума доповнювальна в Lp(F) i пiдпростiр

{ξ ∈ Lp(F) | E(ξ|F1) = E(ξ|F2) = ... = E(ξ|Fn) = Eξ}

є доповненням для Lp
0(F1) + ...+ Lp

0(Fn) в Lp(F).
У роздiлi 4 ми вивчаємо питання про “зменшення” системи пiдпросторiв гiльбер-

тового простору до лiнiйно незалежної системи зi збереженням суми пiдпросторiв.
НехайH1, H2 — пiдпростори гiльбертового просторуH. Визначимо пiдпростiрM2 =

H2 ⊖ (H1 ∩H2) ⊂ H2. Пара пiдпросторiв H1,M2 має наступнi властивостi. По-перше,
H1 ∩M2 = {0}, тобто пiдпростори H1 i M2 лiнiйно незалежнi. По-друге, H1 + H2 =
H1 + (H1 ∩ H2) + M2 = H1 + M2. Таким чином, ми “зменшили” пару пiдпросторiв
H1, H2 до лiнiйно незалежної пари пiдпросторiв, але з тiєю самою сумою. В роздiлi 4
ми доведемо аналогiчне твердження для n пiдпросторiв.

Теорема 4.1.1. Нехай H1, ..., Hn — пiдпростори гiльбертового простору H. Тодi
iснують пiдпростори M2 ⊂ H2, ...,Mn ⊂ Hn, такi, що пiдпростори H1,M2, ...,Mn

лiнiйно незалежнi i їхня сума рiвна H1 +H2 + ...+Hn.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено двом напрямам у теорiї систем пiдпросторiв бана-
хових просторiв: вивченню структури систем пiдпросторiв гiльбертового простору, якi
задовольняють певнi умови на множину кутiв мiж кожною парою пiдпросторiв систе-
ми, i вивченню властивостей сум пiдпросторiв банахового простору. У дисертацiйнiй
роботi отримано такi результати:

1. Дослiджено структуру систем пiдпросторiв гiльбертового простору, для яких
кожна пара пiдпросторiв задовольняє одну з умов (Ang) (пiдпростори лежать пiд
заданим кутом один до одного), (Com) (ортогональнi проектори на пiдпростори ко-
мутують), (Ort) (пiдпростори ортогональнi). При цьому цi умови природнiм чином
пов’язанi з графом-зiркою з множиною вершин 1, 2, ..., 2m+ r + 1, у якого вершина 1
з’єднана з усiма iншими вершинами, а пари вершин (2, 3), (4, 5), ..., (2m, 2m+1) з’єднанi
пунктиром. Якщо кожнiй вершинi графа поставити у вiдповiднiсть пiдпростiр, то умо-
ва (Ang) вiдповiдає парам вершин, якi з’єднанi ребром, умова (Com) вiдповiдає парам
вершин, якi з’єднанi пунктиром, умова (Ort) вiдповiдає парам вершин, якi не з’єднанi
ребром i не з’єднанi пунктиром. Отримано: а) опис (з точнiстю до унiтарної еквiва-
лентностi) всiх систем пiдпросторiв, якi задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort), i
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б) опис (з точнiстю до унiтарної еквiвалентностi) всiх незвiдних систем пiдпросторiв,
якi задовольняють умови (Ang), (Com), (Ort).

2. Отримано необхiднi i достатнi умови для того, щоб точка 0 належала iстотному
спектру суми обмежених самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких компактнi.

3. Отримано необхiднi i достатнi умови для того, щоб сума образiв обмежених
самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких компактнi, була замкнена.

4. Отримано достатнi умови для того, щоб образи неперервних лiнiйних операторiв
Ak : Hk → H, k = 1, 2, ..., n були слабко лiнiйно незалежнi i їхня сума була замкнена
в H. Тут H1, ..., Hn, H — гiльбертовi простори.

5. Отримано достатню умову для того, щоб n доповнювальних пiдпросторiв бана-
хового простору X були лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальною в X.
За цiєї умови отримано формулу для неперервного лiнiйного проектора на цю суму
пiдпросторiв. Цей проектор подається у виглядi границi певної послiдовностi операто-
рiв (збiжнiсть — за операторною нормою) i ми одержуємо оцiнку зверху для швидкостi
збiжностi. Також показано, що ця достатня умова для того, щоб сума скiнченного чи-
сла доповнювальних пiдпросторiв була доповнювальною є точною (в певному сенсi).

6. Отримано достатню умову для того, щоб n маргiнальних пiдпросторiв у просторi
Lp були лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальна у просторi Lp. За цiєї
умови знайдено доповнювальний пiдпростiр для цiєї суми маргiнальних пiдпросторiв.

7. Доведено, що довiльну систему пiдпросторiв гiльбертового простору можна “змен-
шити” до лiнiйно незалежної системи пiдпросторiв iз тiєю самою сумою пiдпросторiв.
Бiльш того, доведено, що для довiльних пiдпросторiв H1, H2, ..., Hn гiльбертового про-
сторуH знайдуться пiдпросториM2 ⊂ H2,M3 ⊂ H3, ...,Mn ⊂ Hn, такi, що пiдпростори
H1,M2,M3, ...,Mn лiнiйно незалежнi i їхня сума рiвна H1 +H2 + ...+Hn.
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АНОТАЦIЇ

Фещенко I.С. Системи пiдпросторiв гiльбертових i банахових просто-
рiв, їх властивостi та застосування. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах
рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук
(доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.01 "Математичний аналiз"(111 — Матема-
тика). — Iнститут математики НАН України, Київ, 2019.

Дисертацiйну роботу присвячено двом напрямкам у теорiї систем пiдпросторiв ба-
нахових просторiв: вивченню структури систем пiдпросторiв гiльбертового простору,
якi задовольняють певнi умови на множину кутiв мiж кожною парою пiдпросторiв
системи, i вивченню властивостей сум пiдпросторiв банахового простору. Дослiджено
структуру систем пiдпросторiв гiльбертового простору, для яких кожна пара пiдпро-
сторiв задовольняє одну з умов (Ang) (пiдпростори лежать пiд заданим кутом один до
одного), (Com) (ортогональнi проектори на пiдпростори комутують), (Ort) (пiдпросто-
ри ортогональнi). Отримано необхiднi i достатнi умови для того, щоб точка 0 належала
iстотному спектру суми обмежених самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких
компактнi. З використанням цього результату отримано необхiднi i достатнi умови для
того, щоб сума образiв обмежених самоспряжених операторiв, попарнi добутки яких
компактнi, була замкнена. Отримано достатнi умови для того, щоб образи неперервних
лiнiйних операторiв Ak : Hk → H, k = 1, 2, ..., n були слабко лiнiйно незалежнi i їхня
сума була замкнена в H. Тут H1, ..., Hn, H — гiльбертовi простори. Отримано доста-
тню умову для того, щоб n доповнювальних пiдпросторiв банахового простору X були
лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальною в X. За цiєї умови отримано
формулу для неперервного лiнiйного проектора на цю суму пiдпросторiв. Спираючись
на цю достатню умову, отримано достатню умову для того, щоб n маргiнальних пiд-
просторiв у просторi Lp були лiнiйно незалежними, а їхня сума була доповнювальна
у просторi Lp. Доведено, що для довiльних пiдпросторiв H1, H2, ..., Hn гiльбертового
простору H знайдуться пiдпростори M2 ⊂ H2,M3 ⊂ H3, ...,Mn ⊂ Hn, такi, що пiдпро-
стори H1,M2,M3, ...,Mn лiнiйно незалежнi i їхня сума рiвна H1 +H2 + ...+Hn.
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Ключовi слова: гiльбертiв простiр, банахiв простiр, пiдпростiр, доповнювальний
пiдпростiр, маргiнальний пiдпростiр, проектор, ортогональний проектор, система пiд-
просторiв, сума пiдпросторiв.

Фещенко И.С. Системы подпространств гильбертовых и банаховых про-
странств, их свойства и применение. — Квалификационная научная работа на
правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических на-
ук (доктора философии) по специальности 01.01.01 “Математический анализ” (111 —
Математика). — Институт математики НАН Украины, Киев, 2019.

Диссертационная работа посвящена двум направлениям в теории систем подпро-
странств банаховых пространств: изучению структуры систем подпространств гиль-
бертова пространства, которые удовлетворяют некоторым условиям на множество
углов между каждой парой подпространств системы, и изучению свойств сумм под-
пространств банахова пространства. Исследовано структуру систем подпространств
гильбертова пространства, для которых каждая пара подпространств удовлетворяет
одно из условий (Ang) (подпространства расположены относительно друг друга под
заданным углом), (Com) (ортогональные проекторы на подпространства коммутиру-
ют), (Ort) (подпространства ортогональны). Получены необходимые и достаточные
условия для того, чтобы точка 0 принадлежала существенному спектру суммы огра-
ниченных самосопряженных операторов, попарные произведения которых компактны.
С использованием этого результата получены необходимые и достаточные условия для
того, чтобы сумма образов ограниченных самосопряженных операторов, попарные
произведения которых компактны, была замкнута. Получены достаточные условия
для того, чтобы образы непрерывных линейных операторовAk : Hk → H, k = 1, 2, ..., n
были слабо линейно независимы и их сумма была замкнута в H. Тут H1, ..., Hn, H —
гильбертовы пространства. Получено достаточное условие для того, чтобы n допол-
няемых подпространств банахова пространства X были линейно независимыми, а их
сумма была дополняема в X. При этом условии получено формулу для непрерывного
линейного проектора на эту сумму подпространств. Опираясь на это достаточное усло-
вие, получено достаточное условие для того, чтобы n маргинальных подпространств
в пространстве Lp были линейно независимыми, а их сумма была дополняема в про-
странстве Lp. Доказано, что для произвольных подпространств H1, H2, ..., Hn гиль-
бертова пространства H найдутся подпространства M2 ⊂ H2,M3 ⊂ H3, ...,Mn ⊂ Hn,
такие, что подпространства H1,M2,M3, ...,Mn линейно независимы и их сумма равна
H1 +H2 + ...+Hn.

Ключевые слова: гильбертово пространство, банахово пространство, подпро-
странство, дополняемое подпространство, маргинальное подпространство, проектор,
ортогональный проектор, система подпространств, сумма подпространств.
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Candidate of Physical and Mathematical Sciences (PhD) Thesis, speciality 01.01.01
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The thesis is devoted to the study of structure of systems of subspaces of a Hilbert space

that satisfy certain conditions on the sets of angles between each pair of subspaces and to
the study of properties of sums of subspaces of a Banach space. (Here and in what follows
the word subspace means a closed linear set.)

The main part of the thesis consists of the introduction, four chapters, conclusions, list
of references and an appendix with the lists of published papers of the author and scientific
seminars and conferences where the obtained results were reported.

The first section is devoted to the study of systems of subspaces H1, ..., Hn of a complex
Hilbert space H that satisfy the following conditions: for every index i > 1 the set of angles
between H1 and Hi is the one-point set {θ1,i}, where θ1,i ∈ (0, π/2) is given; the orthogonal
projections onto the subspaces H2k and H2k+1 commute for each k = 1, ...,m (here m is a fi-
xed nonnegative integer which does not exceed (n−1)/2); all other pairs of subspacesHi and
Hj are orthogonal. The main tool for the study of such systems of subspaces is a constructi-
on of a system of subspaces of a Hilbert space by its Gram operator (G-construction). In
the first subsection we single out a certain class of systems of subspaces of a Hilbert space
and formulate necessary definitions from the theory of systems of subspaces of a Hilbert
space and the main problem. In the second subsection we present the G-construction of a
system of subspaces of a Hilbert space and its main properties. The properties will be used
in the study of structure of systems of subspaces from the class. The main results of the first
section are presented in the fourth subsection. These results are the following: description
(up to unitary equivalence) of all systems of subspaces from the selected class and descri-
ption (up to unitary equivalence) of all irreducible systems of subspaces from the selected
class. Note that for m ⩾ 3 three situations are possible, depending on the parameters θ1,i:
either the number of unitarily nonequivalent irreducible systems of subspaces is finite (a
finite problem), or there are infinitely many unitarily nonequivalent irreducible systems of
subspaces but they admit a description (a tame problem), or the problem of description of
all irreducible systems of subspaces up to unitary equivalence is “hopeless” in a certain sense
(a wild problem). For certain values of the parameters θ1,i, the question about the wildness
of our problem reduces to the question about the wildness of the problem of description (up
to unitary equivalence) of irreducible triples of orthogonal projections P1, P2, P3 satisfying
the operator inequality P1+P2+P3 ⩽ (1+ ε)I. In the third subsection, we will show that
this problem is ∗-wild.

The second section is devoted to the question on the closedness of the sum of subspaces
of a Hilbert space. More precisely, in the second section we consider even the more general
question on the closedness of the sum of operator ranges in a Hilbert space. The latter
problem is closely related to the following question: when the point 0 belongs to the essential
spectrum of the sum of bounded self-adjoint operators in a Hilbert space? In the second
subsection we show connection between these two problems and provide a criterion for
the sum of operator ranges to be closed. In the third subsection we consider collections of
bounded self-adjoint operators A1, ..., An for which each product AiAj, i ̸= j is compact.
It is well known that the essential spectrum of A = A1+ ...+An is equal up to the point 0
to the union of the essential spectra of the operators Ai, i = 1, ..., n. The natural question
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arises: when 0 belongs to the essential spectrum of the operator A? We will get a necessary
and sufficient condition for 0 to belong to the essential spectrum of the operator A. This
condition is formulated in terms of the projection valued spectral measures of the operators
Ai, i = 1, ..., n. Using this result, we obtain a necessary and sufficient condition for the sum
of ranges of the operators Ai, i = 1, ..., n to be closed. Using the latter result, we will get
a sufficient condition for the sum of operator ranges to be closed. In the fourth subsection
we consider a collection of continuous linear operators A1 : H1 → H, A2 : H2 → H,...,
An : Hn → H with closed ranges (here H1, ..., Hn, H are Hilbert spaces) and study the
question on the closedness of the sum of their ranges. A result from the third subsection
implies that if all products A∗

iAj, i ̸= j are compact, then the set Ran(A1)+ ...+Ran(An)
is closed in H. We will show that if the essential norms of A∗

iAj, i ̸= j are “small enough” (in
a certain sense), then the subspaces Ran(A1), ..., Ran(An) are weakly linearly independent
and their sum Ran(A1) + ...+Ran(An) is closed.

The third section is devoted to the question about the complementability of the sum
of a finite number of complemented subspaces of a Banach space. In the first subsecti-
on we present a few definitions and facts from the theory of complemented subspaces;
formulate main questions, namely, question 1 about the complementability of the sum of
complemented subspaces and question 2 about a formula for a projection onto the sum in
the case when this sum is complemented; present the definition of a linearly independent
system of subspaces and motivation which explains why this property together with the
closedness of the sum of subspaces is important. In the second subsection we present a
few well-known and simple results regarding the questions 1 and 2 as well as known results
regarding these questions. The third subsection contains our results. We provide a sufficient
condition for n complemented subspaces of a Banach space X to be linearly independent
and their sum to be complemented in X. Under this condition a formula for a (continuous
linear) projection onto the sum is given. Note that the projection is a limit, in the uniform
operator topology, of a certain sequence of operators and we provide an upper bound for the
rate of convergence. We also show that this sufficient condition for the sum of complemented
subspaces to be complemented is sharp (in a certain sense). The fourth subsection is devoted
to the question on the complementability of the sum of marginal subspaces in Lp. Our main
result is an application of the results from the previous subsection. The theorem provides a
sufficient condition for n marginal subspaces in the space Lp to be linearly independent and
their sum to be complemented in Lp. Moreover, under the condition we find a complement
for the sum.

The fourth section is devoted to the problem on reduction of a system of subspaces
of a Hilbert space to a linearly independent system of subspaces with the same sum of
the subspaces. More precisely, let H1, ..., Hn be subspaces of a Hilbert space H. Question:
can one always find subspaces M1 ⊂ H1, ...,Mn ⊂ Hn such that M1, ...,Mn are linearly
independent and their sum M1 + ... +Mn is equal to the sum H1 + ... +Hn? The answer
is positive; moreover, subspaces M1, ...,Mn can be chosen so that M1 = H1.

Key words: Hilbert space, Banach space, subspace, complemented subspace, marginal
subspace, projection, orthogonal projection, system of subspaces, sum of subspaces.
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