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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ïðîáëåìà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó íåãîëîíîìíèõ ìåõàíi-
÷íèõ ñèñòåì äîñëiäæó¹òüñÿ ïðîòÿãîì äåêiëüêîõ äåñÿòèði÷. Öå çóìîâëåíî ïå-
ðåäóñiì òèì, ùî ïðàêòè÷íi çàäà÷i êåðóâàííÿ ðóõîì áàãàòüîõ òðàíñïîðòíèõ
çàñîáiâ çà óìîâ êî÷åííÿ áåç êîâçàííÿ îïèñóþòüñÿ ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè
ç íåãîëîíîìíèìè â'ÿçàìè. Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî ñòàí ðiâíîâàãè íåãîëîíîìíèõ
ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì íåìîæëèâî ñòàáiëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíîãî êå-
ðóâàííÿ çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì ÷åðåç òå, ùî âîíè íå çàäîâîëüíÿþòü íåîáõiäíó
óìîâó ñòàáiëiçîâíîñòi, âñòàíîâëåíó Ð. Áðîêåòòîì1. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì ðîçãëÿ-
íóòî ìîæëèâiñòü ñòàáiëiçàöi¨ çà äîïîìîãîþ ðîçðèâíîãî êåðóâàííÿ â ðîáîòàõ
À.Àñòîëôè (1996 ð.), Ô.Êëàðêà (2010 ð.) òà çà äîïîìîãîþ êåðóâàííÿ çi çâîðî-
òíiì çâ'ÿçêîì, ùî çàëåæèòü âiä ÷àñó â ðîáîòàõ Ë.Àðíîëüäà (1983 ð.), Æ.-Á.
Ïîìå (1992ð.). Àëå öi ïiäõîäè ìiñòÿòü îäèí ñóòò¹âèé íåäîëiê: âîíè ðîçãëÿäà-
þòüñÿ äëÿ ñèñòåì ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó, à îòæå çàïðîïîíîâàíi ó ðîáîòàõ êå-
ðóâàííÿ íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàíi äî çàãàëüíîãî êëàñó ñèñòåì òàêîãî ðîäó.
Âëàñòèâiñòü ñòàáiëiçîâíîñòi ñòàíiâ ðiâíîâàãè çàãàëüíèõ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ
ñèñòåì äîâåäåíî ó ðîáîòàõ Ô. Êëàðêà òà ií.2 òà Æ.-Ì. Êîðîíà3, àëå çàçíà÷å-
íi ðåçóëüòàòè ¹ òåîðåìàìè iñíóâàííÿ, ÿêi íå ïåðåäáà÷àþòü êîíñòðóêòèâíîãî
âèçíà÷åííÿ çàêîíiâ êåðóâàííÿ. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ àêòóàëüíèì ïèòàííÿ ðîç-
ðîáêè óíiâåðñàëüíîãî àëãîðèòìó ïîáóäîâè êåðóâàííÿ äëÿ çàãàëüíèõ êëàñiâ
íåãîëîíîìíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.
Ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ðóõó ñèñòåì âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ (÷àñòêîâî¨ ñòié-

êîñòi) áóëî çàïî÷àòêîâàíî â ðîáîòi Î.Ì. Ëÿïóíîâà (1892 ð.) i ñèñòåìàòè÷íî
äîñëiäæåíî â ðîáîòàõ Â.Â.Ðóìÿíöåâà, Î.Ñ. Îçiðàíåðà, À.À. Ìàðòèíþêà, Â.I.
Âîðîòíiêîâà, Î.Î. Iãíàòü¹âà, Î.Ë.Çó¹âà, Â.I. Ñëèíüêà òà ií. Âîíî âèíèêà¹
ïðèðîäíèì ÷èíîì ó ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ, êîëè äëÿ íîðìàëüíîãî ôóíêöiî-
íóâàííÿ ñèñòåìè íåîáõiäíî çàáåçïå÷èòè ¨¨ ñòiéêiñòü ëèøå âiäíîñíî ÷àñòèíè
ôàçîâèõ çìiííèõ. Òàêîæ öÿ çàäà÷à ñòàíîâèòü iíòåðåñ äëÿ êëàñó ñèñòåì, ÿêi
íå ¹ ñòiéêèìè ó ñåíñi Ëÿïóíîâà, àëå â òîé æå ÷àñ ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèìè
âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ.
Âàãîìèì îá ðóíòóâàííÿì îáðàíîãî íàïðÿìó äîñëiäæåííÿ ¹ òå, ùî ó ðåàëü-

íîìó ÷àñi îá'¹êòè çíàõîäÿòüñÿ ïiä äi¹þ ðiçíèõ âïëèâiâ, ó òîìó ÷èñëi âèïàäêî-
âèõ. Òîìó äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïîâåäiíêè òèõ ÷è iíøèõ îá'¹êòiâ âêðàé âàæëèâî

1Brockett R. W. Asymptotic stability and feedback stabilization. Di�erential geometric control theory. 1983. Vol. 27, No. 1. P.
181�191.

2Clarke, F. H., Ledyaev, Y. S., Sontag, E. D., Subbotin, A. I. Asymptotic controllability implies feedback stabilization.IEEE
Transactions on Automatic Control. 1997. Vol. 42(10). P. 1394�1407.

3Coron J.-M. On the stabilization in the �nite time of locally controllable systems by means of continuous time-varying feedback
law. SIAM Journal on Control and Optimization. 1995.Vol. 33, No. 3. P.804�833.
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âðàõîâóâàòè âèïàäêîâi çáóðåííÿ. Ñàìå iç ïîòðåá çàäà÷ ñòàáiëiçàöi¨ ñèñòåì iç
âèïàäêîâèìè âïëèâàìè âèíèêëà òåîðiÿ ñòiéêîñòi ðîõâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ðîáîòàõ I.ß. Êàöà, Ì.Ì. Êðàñîâñüêîãî, Ã.Êóøíåðà,
Ð.Ç. Õàñüìiíñüêîãî òà ií. Ó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ¹ áàãàòî ðiçíèõ äè-
íàìi÷íèõ ìîäåëåé, ÿêi âiäîáðàæàþòü òi ÷è iíøi éìîâiðíiñíi îñîáëèâîñòi äî-
ñëiäæóâàíèõ ðåàëüíèõ ñèñòåì. Ó äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ
êëàñè÷íà ìîäåëü - ñèñòåìà ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî. Öåé
íàïðÿì äîñëiäæåíü äîïîâíþ¹ ïiäõiä òåîði¨ ðîáàñòíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè
ç íåâiäîìèìè îáìåæåíèìè çáóðåííÿìè. Êîíñòðóêòèâíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷ ðîáàñòíî¨ ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó êëàñiâ ëiíiéíèõ i íåëiíiéíèõ ñè-
ñòåì çà íàÿâíîñòi iíòåðâàëüíèõ ìåæ ïàðàìåòðè÷íèõ çáóðåíü çàïðîïîíîâàíî ó
ðîáîòàõ Â.Ë.Õàðiòîíîâà, Á.Ò. Ïîëÿêà, Ï.Ñ. Ùåðáàêîâà, Ê. Æîó, Äæ. Äîéëà,
Ì. Ãðiíà, Ä. Ëiìåáåðà, Ñ. Áîéäà, Î.Ã. Ìàçêà, òà ií.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äè-

ñåðòàöiÿ âèêîíàíà ó âiääiëi ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòå-
ìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè òà ïîâ'ÿçàíà ç ïëàíàìè íàóêîâèõ äîñëiäæåíü
âiääiëó òåõíi÷íî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè íà 2012-2014 ðîêè òà âiääiëó ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðè-
êëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè íà 2017-2020 ðîêè. Çäîáóâà÷
ïðèéìàâ ó÷àñòü ó âèêîíàííi íàñòóïíèõ ÍÄÐ:

• "Êåðóâàííÿ ìîäåëÿìè ìåõàòðîííèõ ñèñòåì iç çàñòîñóâàííÿì äî çàäà÷ íà-
âiãàöi¨ êîñìi÷íèõ àïàðàòiâ i ñòàáiëiçàöi¨ ðîáîòîòåõíi÷íèõ êîìïëåêñiâ", íî-
ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0112U000029;

• "Êåðóâàííÿ òà àíàëiç íåëiíiéíî¨ äèíàìiêè êîëèâàëüíèõ ìåõàíi÷íèõ ñè-
ñòåì i ïðîöåñiâ ìàñîïåðåíîñó", íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0116U002033;

• "Çàäà÷i ñèíòåçó êåðóâàííÿ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì ç áàãàòîìàñøòàáíîþ
äèíàìiêîþ", íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0117U006052;

• "Ñòàáiëiçàöiÿ òðà¹êòîðié äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç ãiáðèäíèìè êåðóâàííÿìè
òà ïðîáëåìè àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ íåàâòîíîìíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷", íî-
ìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0119U103214;

• "Ñòàáiëiçàöiÿ òà ïëàíóâàííÿ ðóõó íåãîëîíîìíèõ ñèñòåì çi çáóðåííÿìè",
íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0018U006265;

• "Àíàëiòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ñòiéêîñòi i êåðóâàííÿ ðóõîì íåëi-
íiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì", íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0018U006265;
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• "Àíàëiòè÷íi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ ðóõîì áàãàòîìàñøòà-
áíèõ ìåõàòðîííèõ ñèñòåì", íîìåð äåðæàâíî¨ ðå¹ñòðàöi¨ 0120U100177.

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.
Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ íåëiíiéíi ìåõàíi÷íi ñèñòåìè iç âèïàäêîâèìè âïëè-

âàìè.
Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà÷i ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó çàçíà÷åíèõ

ñèñòåì.
Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ îòðèìàííÿ åôåêòèâíèõ óìîâ àñèìïòîòè-

÷íî¨ ñòiéêîñòi ñèñòåì íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ó
òîìó ÷èñëi çà ÷àñòèíîþ çìiííèõ) òà çàñòîñóâàííÿ öèõ óìîâ äî çàäà÷ ñòàáiëi-
çàöi¨ ðóõó íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì.
Çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ:

• Îïèñ ãðàíè÷íî¨ ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié äëÿ êëàñó íåëiíiéíèõ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè, ÿêi ìàþòü iíâàðiàíòíi ìíîæè-
íè äîâiëüíî¨ âèìiðíîñòi. Äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ ñòiéêîñòi òàêèõ ìíîæèí
äëÿ ìàéæå âñiõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ôàçîâîãî ïðîñòîðó òà îòðèìàííÿ äî-
ñòàòíiõ óìîâ ïðÿìóâàííÿ äî iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè â òåðìiíàõ ôóíêöi¨
ùiëüíîñòi, ìîíîòîííî¨ íà ôàçîâîìó ïîòîöi.

• Îòðèìàííÿ íîâèõ äîñòàòíiõ óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi âiäíîñíî ÷à-
ñòèíè çìiííèõ òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíèõ ñèñòåì äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè ó òåðìiíàõ ñòîõàñòè÷íî¨ ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà.

• Çàñòîñóâàííÿ ñòîõàñòè÷íî¨ ìîäèôiêàöi¨ ïðèíöèïó iíâàðiàíòíîñòi Ëà-
Ñàëëÿ äëÿ îòðèìàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi iíâàðiàí-
òíèõ ìíîæèí ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè.

• Ðîçðîáêà íîâîãî ïiäõîäó äî ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó íåãîëîíîìíèõ ìåõàíi÷íèõ
ñèñòåì iç âèêîðèñòàííÿì ôóíêöié êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi ñóìè íåïåðåðâíîãî
çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó çà ñòàíîì òà âèïàäêîâîãî ïðîöåñó.

• Îòðèìàííÿ íîâèõ ñòðàòåãié ñèíòåçó ôóíêöié êåðóâàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì âçäîâæ çàäàíî¨
êðèâî¨.

• Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ ìíî-
æèí iç çàñòîñóâàííÿì íåñòàöiîíàðíèõ ôóíêöié çâîðîòíîãî çâ'ÿçêó.
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Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàêi
ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ìåòîä ôóíêöié Ëÿïóíîâà; ìåòîäè òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìåòîäè àíàëiòè÷íî¨ ìåõàíiêè.
Íàóêîâà íîâèçíà. Óñi îòðèìàíi â ðîáîòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü

â íàñòóïíîìó:

• âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ñòî-
õàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè çà ìàéæå
âñiõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç ôàçîâîãî ïðîñòîðó;

• äëÿ ñèñòåì ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî äîâåäåíî òåîðåìó
ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü çà éìîâiðíiñòþ âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ iç
çàñòîñóâàííÿì ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà çi çíàêîñòàëîþ ïîõiäíîþ;

• çà äîïîìîãîþ ñòîõàñòè÷íî¨ âåðñi¨ ïðèíöèïó iíâàðiàíòíîñòi Ëà-Ñàëëÿ äî-
âåäåíî òåîðåìó ïðî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè äëÿ
ñèñòåìè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè;

• äîñëiäæåíî ïðîáëåìè ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó òâåðäîãî òiëà íàâêîëî
éîãî öåíòðó ìàñ ïiä äi¹þ ðåàêòèâíèõ ìîìåíòiâ òà òâåðäîãî òiëà, ùî ìi-
ñòèòü ïàðó ñèìåòðè÷íèõ ìàõîâèêiâ. Âiäìiííîþ îñîáëèâiñòþ ðîçãëÿíóòèõ
ñèñòåì ¹ íàÿâíiñòü âèïàäêîâèõ âïëèâiâ ïðè êåðóâàííi. Ó ÿâíîìó âèãëÿäi
ïîáóäîâàíi êåðóâàííÿ, ùî äîçâîëÿþòü çàáåçïå÷èòè àñèìïòîòè÷íó ñòié-
êiñòü ðóõó äîñëiäæóâàíèõ ñèñòåì âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ;

• çàïðîïîíîâàíî êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè êåðóâàííÿ iç âèêîðè-
ñòàííÿì y− ñòîõàñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà, ÿêèé çàñòîñîâàíî äî íåëi-
íiéíèõ ñèñòåì iç ñòîõàñòè÷íèìè âïëèâàìè, ùî îïèñóþòü äèíàìiêó ïåðå-
âåðíóòîãî ìàÿòíèêà ç ðóõîìîþ ìàñîþ òà êîëiñíîãî âiçêà iç äîäàòêîâèì
ñòóïåíåì âîëi;

• îäåðæàíî íîâi ñòðàòåãi¨ êåðóâàííÿ, ùî äîçâîëÿþòü ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ñòà-
áiëiçàöi¨ ðóõó êëàñó àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì âçäîâæ çàäàíî¨ òðà¹-
êòîði¨. Îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi òðà¹êòîðié çàçíà÷åíèõ ñèñòåì
âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ â òåðìiíàõ ñòiéêîñòi ñiì'¨ ìíîæèí.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà
ìà¹ íàñàìïåðåä òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîç-
âèâàþòü òåîðiþ íåëiíiéíèõ êåðîâàíèõ ñèñòåì iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè. Ïðî-
òå, àëãîðèòìè, îòðèìàíi ó ðîáîòi, â ïåðñïåêòèâi ìîæóòü ìàòè ïðàêòè÷íå çà-
ñòîñóâàííÿ â ñèñòåìàõ êîìï'þòåðíîãî êåðóâàííÿ ðóõîì ðîáîòîòåõíi÷íèõ ñè-
ñòåì äëÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ó ðiçíîìàíiòíèõ ãàëóçÿõ ïðîìèñëîâîñòi.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ïîëîæåííÿ äèñåðòàöi¨, ùî âèíîñÿòüñÿ
íà çàõèñò, îäåðæàíi çäîáóâà÷åì îñîáèñòî. Íàóêîâîìó êåðiâíèêó, ïðîôåñîðó
Î.Ë. Çó¹âó, íàëåæàòü ïîñòàíîâêè çàäà÷ òà îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ, çäîáóâà-
÷åâi íàëåæàòü äîâåäåííÿ âñiõ òåîðåì òà äîñëiäæåííÿ ìåõàíi÷íèõ ïðèêëàäiâ,
à òàêîæ êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ ðóõó âñiõ ðîçãëÿíóòèõ ñèñòåì.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè äîïîâiäàëèñü íà òàêèõ êîí-

ôåðåíöiÿõ:

• äðóãié Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Di�erential Equation and Control
Theory�, �Swinouj�sce, Poland, 27-30 âåðåñíÿ 2017 ð.;

• ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �International Conference on Di�erential Equati-
ons, Mathematical Physics and Applications (DEMPhA 2017)�, ×åðêàñè,
Óêðà¨íà, 17-19 æîâòíÿ 2017 ð.;

• Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû: óñòîé÷èâîñòü, óïðàâ-
ëåíèå, îïòèìèçàöèÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ çi äíÿ íàðîäæåííÿ àêàäåìiêà
Å.Î. Áàðáàøèíà, Ìiíñüê, Áiëîðóñü, 24-29 âåðåñíÿ 2018 ð.;

• ÷åòâåðòié ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Di�erential Equation and Control
Theory�, Ko lobrzeg, Poland, 23-26 âåðåñíÿ 2019 ð.;

• ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ, Êè¨â, Óêðà¨íà, 6-8 ÷åðâíÿ
2019 ð.;

• ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Dynamical System Modeling and Stability
Investigation�, Êè¨â, Óêðà¨íà, 24-29 òðàâíÿ 2019 ð;

òà íà ñåìiíàðàõ:

• ñåìiíàði âiääiëó ïðèêëàäíî¨ òà òåõíi÷íî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨
ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Äîíåöüê, 2012-2014;

• ñåìiíàði âiääiëó ïðèêëàäíî¨ ìåõàíiêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè
i ìåõàíiêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ñëîâ'ÿíñüê, 2018, 2020;

• ñåìiíàði âiääiëó òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, Êè¨â, 2019;

• ñåìiíàði Iíñòèòóòó ìàòåìàòèêè Àëüïiéñüêî-Àäðiàòè÷íîãî Óíiâåðñèòåòó,
ì. Êëàãåíôóðò, Àâñòðiÿ, 2020;

• ñåìiíàði Iíñòèòóòó äèíàìiêè ñêëàäíèõ òåõíi÷íèõ ñèñòåì iì. Ìàêñà Ïëàí-
êà, ì. Ìàãäåáóðã, Íiìå÷÷èíà, 2020;
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• ñåìiíàði ìîëîäèõ â÷åíèõ Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè
ÍÀÍ Óêðà¨íè, Ñëîâ'ÿíñüê, 2020;

• ñïiëüíîìó ñåìiíàði ç ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè òà îá÷èñëþâàëüíî¨
ìàòåìàòèêè çà ó÷àñòþ âiääiëó âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ Iíñòèòóòó ìàòåìàòè-
êè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 2021.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 10 ðîáîòàõ, ç
ÿêèõ 1 íàóêîâà ñòàòòÿ [3a.] ó ìiæíàðîäíîìó ôàõîâîìó âèäàííi, ùî âõîäèòü
äî íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè Scopus òà íàëåæèòü äî âèäàíü äðóãîãî êâàðòèëÿ (Q
2), 3 ñòàòòi [1a.,2a.,4a.] ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ Óêðà¨íè òà 6 ðîáiò [5a.-
10a.] ó çáiðíèêàõ òåç ìiæíàðîäíèõ êîíôåðåíöié.
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç àíîòàöi¨, çìi-

ñòó, âñòóïó, 6 ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë (ùî ìiñòèòü
100 íàéìåíóâàíü) òà äîäàòêó. Ïîâíèé îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 126 ñòîðiíîê
äðóêîâàíîãî òåêñòó.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi âèçíà÷åíî îá'¹êò i ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ, îá ðóíòîâàíî àêòóàëü-
íiñòü òåìè äèñåðòàöi¨, ñôîðìóëüîâàíó ìåòó i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ, éîãî íà-
óêîâó íîâèçíó, òåîðåòè÷íå i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, ïðîêîìåíòîâàíî àïðîáàöiþ,
îïèñàíî ñòðóêòóðó äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.
Ó ðîçäiëi 1 äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêëàäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ

äîñëiäæåííÿ.
Ðîçäië 2 ìiñòèòü ìåòîäèêó äîñëiäæåííÿ, à ñàìå îñíîâíi îçíà÷åííÿ, òåîðå-

ìè òà òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà
òåîði¨ ñòiéêîñòi ðóõó ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç äèñåðòàöiéíîþ ðîáî-
òîþ.
Âèêëàä îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨ ïî÷èíà¹òüñÿ ç ðîçäiëó 3, â ÿêî-

ìó âèâ÷à¹òüñÿ ïèòàííÿ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü Iòî äî iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè çà ìàéæå âñiõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñèñòåìà ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî:

dx = f0(x)dt+
m∑
k=1

fk(x)dW k(t), x ∈ Rn, (1)

äå fk : Rn → Rn− ôóíêöi¨ êëàñó C2, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ
íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Rn, k = 0, ...,m òà óìîâó ëiíiéíîãî çðîñòàííÿ,
W (t) = (W 1(t), ...,Wm(t))− ñòàíäàðòíèé m- âèìiðíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ.
Âèêîðèñòîâóþòüñÿ íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:
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• x(t;x0, s)− ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1), âèçíà÷åíèé äëÿ t ≥ s, ùî çàäîâîëüíÿ¹
ïî÷àòêîâó óìîâó x(s;x0, s) = x0;

• ρ(b,M)− åâêëiäîâà âiäñòàíü âiä òî÷êè b ∈ Rn äî ìíîæèíè M ⊂ Rn, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì: ρ(b,M) = infx∈M ‖x− b‖;

• Bε(M) = {x ∈ Rn|ρ(x,M) < ε}− ε− îêië ìíîæèíè M, ε > 0.

Òàêîæ iç ñèñòåìîþ (1) ïîâ'ÿçàíî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð L∗, äiþ ÿêîãî
íà ôóíêöiþ g ∈ C2 âèçíà÷åíî íàñòóïíèì ÷èíîì:

L∗g =
1

2

m∑
k=1

n∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj

(
f ik(x)f jk(x)g(x)

)
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
f i0(x)g(x)

)
. (2)

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíó M ⊂ Rn íàçèâàþòü iíâàðiàíòíîþ äëÿ ñèñòåìè
(1), ÿêùî äëÿ âñiõ b ∈M, s ∈ R âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü x(t; b, s) ∈M ìàéæå
íàïåâíî äëÿ t ≥ s.

Íàñòóïíà ëåìà äîçâîëÿ¹ îöiíèòè çàëåæíiñòü âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-
ìè (1) âiä iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè ÷åðåç âiäõèëåííÿ âiäïîâiäíèõ ïî÷àòêîâèõ
óìîâ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ëåìà 3.1 Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó (1). Ïðèïóñòèìî, ùî M− êîìïàêòíà

ìíîæèíà òà ôóíêöi¨ fj(x), j = 0,m çàäîâîëüíÿþòü óìîâi ëiíiéíîãî çðî-

ñòàííÿ: ||f0(x)||2 +
m∑
k=1

||fk(x)||2 ≤ L(1 + ||x||2). Òîäi iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ

α ∈ C(R+,R+), α(0) = 0, ùî äëÿ âñiõ t ∈ [s, s + 1] ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà

îöiíêà:

Eρ(x(t;x0, s),M) ≤ α(ρ(x0,M)).

Äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ñèñòåì ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ ìíîæèíè ïðèòÿãàëüíèõ
òî÷îê ó òåðìiíàõ ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi ìiðè áóëî çàïðîïîíîâàíî â ðîáîòi À. Ðàí-
òöåðà4, Â.Â. Ãðóøêîâñüêîþ òà Î.Ë. Çó¹âèì5 óçàãàëüíåíî öåé ðåçóëüòàò ïðè
ïîñëàáëåíèõ âèìîãàõ íà ìiðó òà âiäïîâiäíó ôóíêöiþ ùiëüíîñòi.
Äëÿ ñèñòåì iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè, êîëè ñòàí ñèñòåìè íå ìîæå áóòè

ïåðåäáà÷åíî iç éìîâiðíiñòþ 1, ïèòàííÿ ïðèòÿãàííÿ òðà¹êòîðié ñèñòåìè òàêîæ
ñòàíîâèòü âåëèêèé iíòåðåñ.
Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîçäiëó 3 ¹ äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñè-

ñòåìè íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî iíâàðiàíòíî¨ ìíî-
æèíè äëÿ ìàéæå âñiõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ôàçîâîãî ïðîñòîðó â òåðìiíàõ ôóíêöi¨

4Rantzer A. A dual to Lyapunov's stability theorem. Systems and Control Letters. 2001. Vol. 42, No. 3. P. 161-�168.
5Grushkovskaya V., Zuyev A. Attractors of nonlinear dynamical systems with a weakly monotone measure. Journal of

Mathematical Analysis and Applications. 2015. Vol. 422. P. 559�570.
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ùiëüíîñòi ìiðè, ÿêà ¹ ìîíîòîííîþ íà ïîòîöi. Öi óìîâè, ùî ðîçïîâñþäæóþòü
ðåçóëüòàò Ð. Âàí Õàíäåëÿ6 íà âèïàäîê iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè M.

Òåîðåìà 3.1 Ðîçãëÿíåìî M ⊂ Rn− iíâàðiàíòíó ìíîæèíó äëÿ (1) i

ôóíêöiþ ç íåâiä'¹ìíèìè çíà÷åííÿìè D ∈ C2(Rn\M).

Íåõàé âèêîíàíî óñi óìîâè Ëåìè 3.1. Êðiì òîãî ïðèïóñòèìî âèêîíàííÿ

íàñòóïíèõ óìîâ:

1. D ∈ L1(Rn\Bε(M)) äëÿ âñiõ ε > 0;

2. L∗D < 0 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Rn\M ;

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî s ≥ 0 i äëÿ µ− ìàéæå êîæíîãî b ∈ Rn âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà âëàñòèâiñòü

ρ(x(t; b, s),M)→ 0

ïðè t→∞ ìàéæå íàïåâíî.

Ó ðîçäiëi 4 äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ ñòiéêîñòi iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí äëÿ
íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè â òåðìiíàõ ôóíêöié
Ëÿïóíîâà.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî ó âèãëÿäi:

dx(t) = f(x)dt+ σ(x)dW (t), x ∈ Rn, (3)

äå x ∈ Rn− âåêòîð ñòàíó ñèñòåìè, ôóíêöi¨ f : Rn → Rn òà σ : Rn → Rn×k

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ íà êîæíié êîìïàêòíié ìíîæèíi K ⊂ Rn.

Ïðè öüîìó x = (x1, ..., xn)
T òà f(x) = (f1(x), ..., fn(x))T− öå âåêòîðè ñòîâ-

ïöi, à σ(x)− öå ìàòðèöÿ ðîçìiðó n× k.
Ñèñòåìà (3) ìiñòèòü k-ìiðíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ W (t), êîìïîíåíòè ÿêîãî

wj(t) (j = 1, 2, ..., k) ¹ íåçàëåæíèìè ñòàíäàðòíèìè îäíîìiðíèìè âiíåðiâñüêè-
ìè ïðîöåñàìè.
Íàäàëi áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî äëÿ êîæíèõ x0 ∈ Rn òà s ∈ R iñíó¹ ¹äèíèé

ñòðîãî ìàðêiâñüêèé ïðîöåñ x(t;x0, s), ÿêèé ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3) ïðè t ≥ s

i çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó x(s;x0, s) = x0.
Îñêiëüêè ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè (3) ìîæå íå çàäî-

âîëüíÿòè óìîâó ëiíiéíîãî çðîñòàííÿ, òî ãëîáàëüíå iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó áóäå
âñòàíîâëåíî çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 4.1 Ð.Ç. Õàñüìèíñüêîãî7(c. 113).
Íàäàëi âåêòîð ñòàíó ñèñòåìè (3) ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó äâîêîìïîíåíòíîìó âèãëÿ-

äi x = (yT , zT )T , äå y = (y1, ..., ym)T ∈ Rm òà z = (z1, ..., zp)
T ∈ Rp, m+ p = n.

6Van Handel R. Almost global stochastic stability. SIAM Journal on Control and Optimization. 2006. Vol. 45, No. 4. P. 1297�
1313.

7Õàñüìèíñêèé P.Ç. Óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèÿõ èõ ïàðàìåòðîâ.
Ìîñêâà: Íàóêà, 1969. 367 ñ.
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Iç ñèñòåìîþ (3) ïîâ'ÿçàíî íàñòóïíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

L =
n∑
i=1

fi(x)
∂

∂xi
+

1

2

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
, (4)

äå [aij] = σσT .
Ìíîæèíà M = {x ∈ Rn | y = 0} íàçèâà¹òüñÿ:

• ñòiéêîþ çà éìîâiðíiñòþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ s ≥ 0, ε1 > 0 òà ε2 > 0 iñíó¹
δ > 0 òàêå, ùî íàñòóïíà íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ çà áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ
óìîâ x0 ∈ Rn ïðè ||y0|| < δ :

P{sup
t≥s
||y(t;x0, s)|| > ε1} < ε2. (5)

• àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ çà éìîâiðíiñòþ, ÿêùî âîíà ¹ ñòiéêîþ çà éìîâiðíi-
ñòþ i äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ ∆ = ∆(ε) > 0 òàêå, ùî

P{ lim
t→+∞

||y(t; y0, s)|| = 0} > 1− ε, (6)

äëÿ âñiõ x0 ∈ Rn òàêèõ, ùî ‖y0‖ < ∆.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí ðîçãëÿäàþòüñÿ íàñòóïíi
êëàñè ôóíêöié:

• êëàñ äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíèõ ôóíêöié V : Rn → R+ =

[0; +∞), V (0) = 0;

• êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié K, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ íåïåðåðâíèõ ñòðîãî
çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié

• êëàñ K∗ = {α ∈ K|α : R+ → R+, α(0) = 0, α(s)→∞ ïðè s→∞}.

Íàñòóïíà ëåìà ¹ äîïîìiæíèì ðåçóëüòàòîì, ùî äîçâîëÿ¹ âñòàíîâèòè äî-
ñòàòíi óìîâè ñòîõàñòè÷íî¨ îáìåæåíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3) âiäíîñíî ÷à-
ñòèíè çìiííèõ i ðîçïîâñþäæó¹ òåîðåìó 39.1 ç ìîíîãðàôi¨ Â.Â.Ðóìÿíöåâà òà
Î.Ñ.Îçiðàíåðà (1987 ð.) íà êëàñ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Ëåìà 4.1 Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3) ¹ y− ñòîõàñòè÷íî îáìåæåíèìè, ÿêùî

iñíó¹ òàêà äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâàíà ôóíêöiÿ V (x), ùî V (x) ≥
α(‖y‖), α ∈ K∗ òà LV (x) ≤ 0.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ öüîãî ðîçäiëó ¹ äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè-
÷íî¨ ñòiéêîñòi çà éìîâiðíiñòþ iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè âèãëÿäó {x ∈ Rn|y = 0}
äëÿ ñèñòåìè (3), ÿêi âèêëàäåíî â òåîðåìi 4.1.
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Òåîðåìà 4.1 Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà M = {x ∈ Rn | y = 0} ¹ iíâàði-
àíòíîþ ìíîæèíîþ ñèñòåìè (3) i ôóíêöi¨ V ∈ C2(Rn;R+), W ∈ C2(Rn;R+)

çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. α1(‖y‖) ≤ V (x) ≤ α2(‖y‖) ç α1, α2 ∈ K∗;

2. α(‖z‖) ≤ W (x) ç α ∈ K∗;

3. LV (x) ≤ 0;

4. LW (x) ≤ 0;

5. ìíîæèíà {x ∈ Rn | LV (x) = 0}\M íå ìiñòèòü öiëèõ òðà¹êòîðié ñè-

ñòåìè (3) ìàéæå íàïåâíî.

Òîäi ìíîæèíà M = {x ∈ Rn | y = 0} ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ çà éìîâiðíi-

ñòþ äëÿ ñèñòåìè (3).
Íå ìåíø âàæëèâèì çàâäàííÿì ¹ äîñëiäæåííÿ êåðîâàíî¨ ñèñòåìè íåëiíié-

íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè i îòðèìàííÿ êîíñòðó-
êòèâíîãî àëãîðèòìó ïîáóäîâè êåðóâàííÿ, ùî äîçâîëèòü àñèìïòîòè÷íî ñòàái-
ëiçóâàòè iíâàðiàíòíó ìíîæèíó âiäïîâiäíî¨ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè.
Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî êåðîâàíó ñèñòåìó:

dx(t) = (f(x) + g(x)u)dt+
k∑
i=1

σi(x)dWi(t), (7)

äå u = (u1, ..., uk)
T ∈ U = Rk− êåðóâàííÿ.

Çàäàìî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Lu:

Lu =
n∑
i=1

(f(x) + g(x)u)i
∂

∂xi
+

1

2

n∑
i,j=1

cij(x)
∂2

∂xi∂xj
,

[cij(x)] = σ(x)σT (x).

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ h : D → U , h(0, z) = 0, çàïèøåìî çàìêíåíó äëÿ (7)
ñèñòåìó çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì u = h(x):

dx(t) = (f(x) + g(x)h(x))dt+
k∑
i=1

σi(x)dWi(t). (8)
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Òàêîæ çàäàìî ôóíêöi¨:

a(x) =
n∑
i=1

fi(x)
∂V (x)

∂xi
+

1

2

n∑
i,j=1

cij(x)
∂2V (x)

∂xi∂xj
,

bi(x) =
n∑
j=1

gji(x)
∂V (x)

∂xj
,

b(x) = (b1(x), ..., bk(x)).

(9)

Ó íàñòóïíié òåîðåìi ïðîïîíó¹òüñÿ êîíñòðóêòèâíèé ñïîñiá ïîáóäîâè êåðó-
âàííÿ, ÿêå çàáåçïå÷ó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ìíîæèíèM = {x ∈ Rn | y = 0}
âiäïîâiäíî¨ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè (8)
Òåîðåìà 4.2 Ïðèïóñòèìî:

1. iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ V ∈ C2(Rn;R+), ùî α1(‖y‖) ≤ V (x) ≤ α2(‖y‖) äëÿ

âñiõ x ∈ Rn ç α1, α2 ∈ K∗;

2. Ðiâíÿííÿ a(x) +
∑k

i=1 u
0
i bi(x) = 0 ìà¹ ëîêàëüíî ëiïøèöåâ ðîçâ'ÿçîê u0

i =

u0
i (x), äëÿ ÿêîãî ìíîæèíà M1 = {x ∈ Rn|b(x) = 0, y 6= 0} íå ìiñòèòü

öiëèõ òðà¹êòîðié ñèñòåìè (7) ç êåðóâàííÿì u = u0(x) ìàéæå íàïåâíî.

Ôóíêöi¨ a(x), bi(x) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (9);

3. Iñíó¹ ôóíêöiÿ W ∈ C2(Rn;R+) òà ëiïøèöåâà ôóíêöiÿ q(x) ≥ 0 òàêi, ùî

W (x) ≥ α(‖z‖), α ∈ K∗, òà Lu0(x)−qb(x)W (x) ≤ 0 äëÿ âñiõ x ∈ Rn;

4. Ìíîæèíà M ¹ iíâàðiàíòíîþ äëÿ ñèñòåìè (7),(10).

Òîäi çâîðîòíié çâ'ÿçîê

ui = u0
i − q(x)bi(x), i = 1, ...k, (10)

çàáåçïå÷ó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü çà éìîâiðíiñòþ ìíîæèíè M = {x ∈
Rn | y = 0} äëÿ ñèñòåìè (7).
Ó ðîçäiëàõ 4.3, 4.4 íàâåäåíi âèùå òåîðåìè çàñòîñîâàíî äî ñòàáiëiçàöi¨ îáåð-

òàëüíîãî ðóõó ñèñòåì òâåðäèõ òië. Âiäìiííîþ îñîáëèâiñòþ ðîçãëÿíóòèõ ñè-
ñòåì ¹ íàÿâíiñòü âèïàäêîâèõ âïëèâiâ ïðè êåðóâàííi. Ñòàí ðiâíîâàãè öèõ ñè-
ñòåì íåìîæëèâî ñòàáiëiçóâàòè ó êëàñè÷íîìó ñåíñi âiäíîñíî óñiõ ôàçîâèõ çìií-
íèõ.
Ó ðîçäiëi 4.3 ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìó ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó òâåðäîãî òiëà íàâêîëî

éîãî öåíòðó ìàñ ïiä äi¹þ ìîìåíòiâ ñèë êåðóâàííÿ, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ ðåàêòèâ-
íèìè äâèãóíàìè îði¹íòàöi¨.
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Ðiâíÿííÿ ðóõó çàïèñàíî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

dω1 = (A2−A3

A1
ω2ω3 + u1)dt+ ω1σdW (t),

dω2 = (A3−A1

A2
ω1ω3 + u2)dt+ ω2σdW (t), (11)

dω3 = A1−A2

A3
ω1ω2dt,

dν1 = (ω3ν2 − ω2ν3)dt,

dν2 = (ω1ν3 − ω3ν1)dt, (12)

dν3 = (ω2ν1 − ω1ν2)dt.

Òóò (ω1, ω2, ω3)− ïðîåêöi¨ âåêòîðà êóòîâî¨ øâèäêîñòi ω íà âiäïîâiäíi ãî-
ëîâíi îñi iíåðöi¨ òiëà, (ν1, ν2, ν3)− ïðîåêöi¨ íåðóõîìîãî îðòà ν íà âiäïîâiäíi
ãîëîâíi îñi iíåðöi¨ òiëà, (A1, A2, A3)− ãîëîâíi öåíòðàëüíi ìîìåíòè iíåðöi¨ òi-
ëà, à (u1, u2)− êåðóþ÷i âïëèâè.
Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî äèíàìi÷íi ðiâíÿííÿ Åéëåðà (11) ç âiíåðîâñüêèìè ïðî-

öåñàìè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðóõó ñóïóòíèêà ç àòìîñôåðíèìè
çáóðåííÿìè íà îðáiòàõ ç âèñîòîþ äî 600 êì8.
Äî ñèñòåìè (11) çàñòîñîâàíî òåîðåìè 4.1 òà 4.2 iç âèêîðèñòàííÿì ôóíêöi¨

Ëÿïóíîâà V = 1
2(A1ω

2
1 +A2ω

2
2)+ k

2(ν2
1 +ν2

2). Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè âñi ôàçîâi
çìiííi i ìåõàíi÷íi ïàðàìåòðè áåçðîçìiðíèìè òà îáåðåìî k = 1.

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæàíî êåðóâàííÿ çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì:

u1 = ω2ω3 −
1

A1
ν2ν3 −

{|A1 − A2|
2A1

|ω3|+ A1

(∣∣∣∣A1 − A2

2A1A2
ω3

∣∣∣∣+ ε

)
+

+
1

2
σσT

}
ω1,

u2 = −ω1ω3 +
1

A2
ν1ν3 −

{|A1 − A2|
2A2

|ω3|+ A2

(∣∣∣∣A1 − A2

2A1A2
ω3

∣∣∣∣+ ε

)
+

+
1

2
σσT

}
ω2,

(13)

äå ε− äîäàòíèé ïàðàìåòð.
Äîâåäåíî, ùî çàïðîïîíîâàíå êåðóâàííÿ çàáåçïå÷ó¹ àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü

iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè

M = {(ω1, ω2, ω3, ν1, ν2, ν3) : ν1 = ν2 = ω1 = ω2 = 0}

ñèñòåìè (11), (13) çà éìîâiðíiñòþ.
Ðîçäië 4.4 ïðèñâÿ÷åíî ïðîáëåìi îäíîîñüîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ìîäåëi ñóïóòíèêà

çà äîïîìîãîþ äâîõ ìàõîâèêiâ.
8Rajpurohit T., Haddad W. M. Partial-state stabilization and optimal feedback control for stochastic dynamical systems Journal

of Dynamic Systems, Measurement, and Control. 2017. Vol. 139. � No. 9.
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Ðiâíÿííÿ ðóõó ñèñòåìè ìàþòü âèãëÿä:

dω1 =
(
A2−A3

A1−I1 ω2ω3 + I2Ω2

A1−I1ω3 − 1
A1−I1u1

)
dt+ ω1sdW (t),

dω2 =
(
A3−A1

A2−I2 ω1ω3 − I1Ω1

A2−I2ω3 − 1
A2−I2u2

)
dt+ ω2sdW (t),

dω3 =
(
A1−A2

A3
ω1ω2 + I1Ω1

A3
ω2 − I2Ω2

A3
ω1

)
dt,

dΩ1 =
(

A1

I1(A1−I1)u1 − A2−A3

A1−I1 ω2ω3 − I2Ω2

A1−I1ω3

)
dt− ω1sdW (t),

dΩ2 =
(

A2

I2(A2−I2)u2 − A3−A1

A2−I2 ω1ω3 + I1Ω1

A2−I2ω3

)
dt− ω2sdW (t),

dν1 = (ω3ν2 − ω2ν3)dt,

dν2 = (ω1ν3 − ω3ν1)dt,

dν3 = (ω2ν1 − ω1ν2)dt,

(14)

äå ωi− êîîðäèíàòè âåêòîðà êóòîâî¨ øâèäêîñòi òiëà-íîñiÿ â ãîëîâíié ñèñòåìi
êîîðäèíàò, Ω1,Ω2− âiäíîñíi êóòîâi øâèäêîñòi ïåðøîãî i äðóãîãî ìàõîâèêiâ,
âiäïîâiäíî, A1, A2, A3− ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ óñi¹¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç òiëà-íîñiÿ i ìàõîâèêiâ, I1, I2− ìîìåíòè iíåðöi¨ ïåðøîãî i äðóãîãî ìàõîâèêiâ,
âiäïîâiäíî, òà u1, u2− ìîìåíòè ñèë êåðóâàííÿ, ùî çàñòîñîâàíî äî ïåðøîãî òà
äðóãîãî ìàõîâèêiâ, âiäïîâiäíî.
Äëÿ ñèñòåìè (14) ðîçâ'ÿçàíî ïðîáëåìó àñèìïòîòè÷íî¨ ñòàáiëiçàöi¨ iíâàðiàí-

òíî¨ ìíîæèíè M = {(ω1, ω2, ω3,Ω1,Ω2, ν1, ν2, ν3) : ν1 = ν2 = ω1 = ω2 = 0} çà
éìîâiðíiñòþ.
Ïðè öüîìó â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíî êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì:

u1 = ν2ν3 + (A2ω2 + I2Ω2)ω3 + ω1(h+
1

2
σσT (A1 − I1) +

|A1 − A2|
2

|ω3|),

u2 = −ν1ν3 − (A1ω1 + I1Ω1)ω3 + ω2(h+
1

2
σσT (A2 − I2) +

|A1 − A2|
2

|ω3|),
(15)

äå h > 0.

Ðåçóëüòàòè ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó ðîçãëÿíóòèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ïðîiëþñòðî-
âàíî çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ.
Ó ðîçäiëi 5 äîñëiäæåíî çàäà÷ó ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ

ñèñòåì iç âèêîðèñòàííÿì ðàíäîìiçîâàíîãî êåðóâàííÿ.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â äåòåðìiíîâàíî-

ìó âèïàäêó:
ẋ = f(x, u), (16)

äå x = (x1, ..., xn)
T ∈ D = Rn− âåêòîð ñòàíó, à u = (u1, ..., uk)

T ∈ U = Rk−
êåðóâàííÿ.
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Áàãàòî ç òàêèõ ñèñòåì íåìîæëèâî ñòàáiëiçóâàòè çà äîïîìîãîþ íåïåðåðâíîãî
êåðóâàííÿ çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì, îñêiëüêè âîíè íå çàäîâîëüíÿþòü íåîáõiäíó
óìîâó ñòàáiëiçîâíîñòi Áðîêåòòà.
Íàéáiëüø âiäîìèì ïðèêëàäîì ñèñòåìè òàêîãî ðîäó ¹ iíòåãðàòîð Áðîêåòòà:

ẋ1 = u1,

ẋ2 = u2

ẋ3 = x2u1 − x1u2.

(17)

Äëÿ ñòàáiëiçàöi¨ (17) â ðîáîòàõ Å.Ì.Áëîõà, Ñ.Â.Äðàêóíîâà (1996 ð.),
À.Àñòîëôi (1998 ð.) áóëî çàïðîïîíîâàíî âèêîðèñòàííÿ ðîçðèâíîãî êåðóâàí-
íÿ, â ìîíîãðàôi¨ Î.Ë.Çó¹âà çi ñïiâàâòîðàìè (2013 ð.) ïîêàçàíî, ùî iíòåãðàòîð
Áðîêêåòòà ìîæëèâî ñòàáiëiçóâàòè â êëàñi iìïóëüñíèõ êåðóâàíü.
Ó ðîáîòàõ É.Íiøiìóðè9 äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòàáiëiçàöi¨ (17) âèêîðèñòàíî íå-

ïåðåðâíå êåðóâàííÿ iç äîäàâàííÿì âèïàäêîâîãî ïðîöåñó.
Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

dx(t) = f(x)dt+ g(x)udt, (18)

òà êåðóâàííÿ u ó âèãëÿäi ñóìè äåòåðìiíîâàíî¨ i ñòîõàñòè÷íî¨ êîìïîíåíò: ui =

hi + σi(x)Wi(t), äå h : D → U , h(0) = 0, Wi(t)− ñòàíäàðòíèé îäíîâèìiðíèé
âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Òîäi ñèñòåìà (18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dx(t) = (f(x) + g(x)h(x))dt+
k∑
i=1

σi(x)dWi(t). (19)

Áóäåìî êàçàòè, ùî ôóíöêöiÿ V ∈ C2(Rn;R+) :

• íàçèâà¹òüñÿ y− ñòîõàñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà (y-ÑÔË)äëÿ ñèñòåìè
(19), ÿêùî iñíóþòü α, β1, β2 ∈ K∗ òàêi, ùî

β1(||y||) ≤ V (x) ≤ β2(||y||), inf
u∈U
LuV (x) ≤ −α(||y||) ∀x ∈ Rn;

• çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü ìàëîñòi êåðóâàííÿ âiäíîñíî y ÿêùî äëÿ êîæíîãî
ε > 0 òà x0 ∈M = {x|y = 0} iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî

x ∈ B(x0; δ)⇒ inf
||u||<ε

LuV (x) ≤ −α(||y||).

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ðîçäiëó ¹ íàñòóïíà òåîðåìà, ÿêà óçàãàëüíþ¹ êîí-
ñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Àðöòåéíà10,11 íà çàäà÷ó ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨
ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì.

9Nishimura Y. Stabilization by arti�cal Wiener processes. IEEE Transactions on Automatic Control. 2016. Vol. 61. P. 3574�
3579.

10Arstein Z. Stabilization with relaxed controls. Nonlinear Analysis. 1983. Vol. 7, No. 11. P. 1163-�1173.
11Florchinger P. Lyapunov-like techniques for stochastic stability. SIAM Journal on Control and Optimization. 1995. Vol. 33,

No. 4. P. 1151-�1169.
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Òåîðåìà 5.1 Íåõàé V ∈ C2(D;R) ¹ y-ñòîõàñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâiñòü ìàëîñòi êåðóâàííÿ.

Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíå êåðóâàííÿ çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì h : D → Rk,

h(0, z) = 0, òàêå, ùî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàìêíåíî¨ ñèñòå-

ìè (19) ç u = h(x) ¹ y-àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì çà éìîâiðíiñòþ.

Êåðóâàííÿ h(x) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

hi(x) =


0, b = 0,

− bi
‖b‖2 (a+ (a2 + ‖b‖4)

1
2 ), b 6= 0, 2(a2 + ‖b‖4)

1
2 ≥ α(‖y‖),

− bi
2‖b‖2 (2a+ α(‖y‖)), â iíøîìó âèïàäêó,

(20)

äå

a(x) =
n∑
i=1

fi(x)
∂V (x)

∂xi
+

1

2

n∑
i,j=1

cij(x)
∂2V (x)

∂xi∂xj
,

bi(x) =
n∑
j=1

gji(x)
∂V (x)

∂xj
,

b(x) = (b1(x), ..., bk(x)).

(21)

Ïiäðîçäiëè 5.2 - 5.4 ïðèñâÿ÷åíî çàñòîñóâàííþ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ïî-
áóäîâè êåðóâàííÿ äî íåëiíiéíèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè,
ùî îïèñóþòü ðóõ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà, êîëiñíîãî âiçêà ç ðóõîìîþ ìàñîþ
òà áàëàíñóþ÷îãî ðîáîòà.
Ðîçäië 6 äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíî ïðîáëåìi ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ íåëiíié-

íèõ ñèñòåì âçäîâæ çàäàíî¨ òðà¹êòîði¨. Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ êëàñ
íåëiíiéíèõ ñèñòåì âèãëÿäó

ẋ(t) = f0(t, x) +
m∑
k=1

fk(x)uk, (22)

äå x = (x1, ..., xn)
T ∈ D ⊆ Rn âåêòîð ñòàíó, u = (u1, ..., um)T ∈ Rm êåðóâàííÿ,

fi ∈ C2(Rn), m < n.
Äëÿ äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè òðà¹êòîðié ñèñòåìè (22) âèêî-

ðèñòîâóþòüñÿ îçíà÷åííÿ:

• πε− ðîçâ'ÿçêiâ

Íåõàé çàäàíî ôóíêöiþ y∗ : R+ → Rn1 òà êåðóâàííÿ çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì
uε(t, x, y∗) : R+ × Rn × Rn → Rm, ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà ε > 0.

Òîäi πε− ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (22) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè x0 ∈ Rn òà
êåðóâàííÿì u = uε(t, x, y∗) íàçèâà¹òüñÿ òàêà àáñîëþòíî íåïåðåðâíà ôóí-
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êöiÿ x(t) ∈ Rn, âèçíà÷åíà ïðè t ∈ [0,+∞), ùî x(0) = x0 òà

ẋ(t) = f0(t, x) +
m∑
k=1

uεk(t, x(tj), y
∗(tj))fk(x(t)), t ∈ [jε, (j + 1)ε]. (23)

äëÿ êîæíîãî j = 0, 1, 2, ...

• ñòiéêîñòi ñiìåéñòâà ìíîæèí
Îäíîïàðàìåòðè÷íå ñiìåéñòâî íåïîðîæíiõ ìíîæèí {Yt}t≥0, Yt ⊂ Rn, íà-
çèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì äëÿ ñèñòåìè (22) çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì
uε(t;x, y∗), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) äëÿ êîæíîãî ∆ > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî ïðè êîæíîìó t0 ≥ 0 òà
x0 ∈ Bδ(Yt0 ) îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíî âiäïîâiäíèé πε ðîçâ'ÿçîê x(t), ùî
çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó x(t0) = x0, t ≥ t0 òà x(t) ∈ B∆(Yt) äëÿ
âñiõ t ∈ [t0; +∞);

2) äëÿ äåÿêîãî δ > 0 i äëÿ êîæíîãî ∆ > 0 iñíó¹ òàêå t1 ≥ 0, ùî
ïðè êîæíîìó t0 ≥ 0 òà x0 ∈ Bδ(t0), âiäïîâiäíèé πε ðîçâ'ÿçîê x(t)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(t0) = x0 çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíó âëàñòèâiòü:
x(t) ∈ B∆(Yt) äëÿ âñiõ t ∈ [t0 + t1,∞).

Îñêiëüêè â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨, ïå-
ðåïèøåìî ñèñòåìó (22) íàñòóïíèì ÷èíîì:

ẏ(t) = g0(t, x) +
m∑
k=1

gk(x)uk,

ż(t) = h0(t, x) +
m∑
k=1

hk(x)uk,
(24)

äå ôóíêöi¨ g0 : R+ × Rn → Rn1, h0 : R+ × Rn → Rn2, gk : Rn → Rn1,

hk : Rn → Rn2, k = 1,m òàêi, ùî âåêòîðíi ïîëÿ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè (22)
ìàþòü âèãëÿä:

f0(x) =

(
g0(t, x)

h0(t, x)

)
, fk(x) =

(
gk(x)

hk(x)

)
, k = 1,m.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíî äîâiëüíó êðèâó y∗ ∈ C(R+;Dy), Dy ⊆ Rn1 òà p > 0.

Ïîçíà÷èìî:

Y p
t =

{(
y

z

)
∈ Rn|||y∗(t)− y|| < p, z ∈ Rn2

}
t≥0

. (25)

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi òàêîãî êåðóâàííÿ
uε(t, x, y∗), ùî ñiìåéñòâî ìíîæèí {Y p

t }t≥0 ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì äëÿ çà-
ìêíåíî¨ ñèñòåìè (24) ç u = uε(t, x, y∗). Ïåðø íiæ ñôîðìóëþâàòè âiäïîâiäíó
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òåîðåìó, ñëiä íàâåñòè ïðèïóùåííÿ, ùî ââîäÿòüñÿ ùîäî âåêòîðíèõ ïîëiâ ñè-
ñòåìè (24) òà êðèâî¨ y∗(t).
Ïðèïóùåííÿ. Íåõàé D− ìíîæèíà âèãëÿäó D = Dy ×Rn2. Ïðèïóñêà¹ìî,

ùî

1.1) Ôóíêöi¨ f0(t, x), fk(x), (k = 1,m) ¹ íåïåðåðâíèìè ïðè t ≥ 0, x ∈ D. Êðiì
òîãî, g0 ∈ C1(R+ ×D;Rn1), gk ∈ C2(D;Rn1), hk ∈ C1(D;Rn1).

1.2) Äëÿ âñiõ x ∈ D âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðàíãîâà óìîâà êåðîâàíîñòi çà çìií-
íèìè y:

span
{

(gi(x))i∈S1
, (In1×n[fi1, fi2])(i1,i2)∈S2

}
= Rn1, (26)

äå [fi1, fi2]− äóæêà Ëi, S1 ⊆ {1, 2, ...,m},S2 ⊆ {1, 2, ...,m}2.

1.3) Ôóíêöiÿ y∗ : R+ → Dy ¹ ëiïøèöåâîþ â R+.

Êðiì òîãî, äëÿ êîæíî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè D̃y ⊂ Dy i äëÿ âñiõ k1, k2 ∈
1,m,

- ôóíêöi¨ fk1, Lfk2gk1, Lfk3Lfk2fk1 ¹ îáìåæåíèìè â D̃ = D̃y × Rn2;

- ôóíêöi¨ fk1 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ â D̃;

- ôóíêöi¨ f0, Lf0g0, Lfk1g0, Lf0gk1, Lf0Lfk2gk1 òà
∂g0
∂t ¹ îáìåæåíèìè ðiâíîìiðíî

ïî t â D̃;

- ôóíêöiÿ f0 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ âiäíîñíî x ðiâíîìiðíî ïî t â
D̃.

Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 6.1 Íåõàé çàäàíî ñèñòåìó (24) òà êðèâó y∗ ∈ C(R+;Dy). Ïðè-

ïóñòèìî, ùî âèêîíàíî 1.1)-1.3), i íåõàé p, δ > 0− òàêi êîíñòàíòè, ùî

Bδ(Y
p
t ) ⊂ D äëÿ âñiõ t ≥ 0. Ìíîæèíè {Y p

t }t−ge0 âèçíà÷åíî â (25).
Òîäi iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, ε) ñiì'ÿ ìíîæèí

{Y p
t }t≥0 ç (25) ¹ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêîþ äëÿ ñèñòåìè (24) ç êåðóâàííÿì

uk = uεk(t, x, y
∗).

uεk(t, x, y
∗) =

∑
i∈S1

φki (t, x, y
∗) +

1√
ε

∑
(i1,i2)∈S2

φki1,i2(t, x, y
∗), k = 1,m, (27)

äå

φki (t, x, y
∗) = δkiai(x, y

∗),

φki1,i2(t, x, y
∗) = 2

√
πκi1i2|ai1i2(x, y∗)|

(
δki1 cos

(
2πκi1i2t

ε

)
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+δki2sign(ai1i2(x, y
∗)) sin

(
2πκi1i2t

ε

))
,

÷èñëà κi1i2 ∈ N ¹ ïîïàðíî ðiçíèìè, δij− ñèìâîë Êðîíåêåðà òà(
(ai(x, y

∗))i∈S1
, (ai1i2(x, y

∗))(i1i2)∈S2

)T
= a(x, y∗),

a(x, y∗) = −αF−1(x)(y − y∗), α > 0,

F(x) =
(
(gi(x))i∈S1

, (In1×n[fi1, fi2])(i1i2)∈S2

)
.

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 ïðîäåìîíñòðîâàíî çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó äî
çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ðóõó ïiäâîäíîãî àïàðàòó âçäîâæ çà-
äàíî¨ êðèâî¨.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Îäåðæàíi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè i ïîëÿãàþòü ó íàñòó-
ïíîìó.

1. Ðîçãëÿíóòî êëàñ ñèñòåì íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiéíèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâè-
ìè âïëèâàìè, ÿêi ìàþòü iíâàðiàíòíi ìíîæèíè äîâiëüíî¨ âèìiðíîñòi. Äî-
ñëiäæåíî ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü òàêèõ ìíîæèí çà ìàéæå âñiõ ïî÷àòêîâèõ
óìîâ ç ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi òðà¹êòî-
ðié ñèñòåìè íåëiíiéíèõ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äî iíâà-
ðiàíòíî¨ ìíîæèíè. Ïðè äîñëiäæåííi àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè âèêîðèñòàíà ôóíêöiÿ ùiëüíîñòi ìiðè, ÿêà ¹ ìîíîòîííîþ íà ïîòî-
öi.

2. Ñòîõàñòè÷íó ìîäèôiêàöiþ ïðèíöèïó iíâàðiàíòíîñòi Ëà-Ñàëëÿ çàñòîñîâà-
íî äëÿ îòðèìàííÿ äîñòàòíiõ óìîâ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi iíâàðiàíòíèõ
ìíîæèí ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè. Çà-
ïðîïîíîâàíî êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè êåðóâàííÿ äëÿ ñòàáiëi-
çàöi¨ iíâàðiàíòíèõ ìíîæèí çàçíà÷åíèõ ñèñòåì iç çàñòîñóâàííÿì ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà çi çíàêîñòàëîþ ïîõiäíîþ.

3. Äîñëiäæåíî ïðîáëåìè ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó òâåðäîãî òiëà íàâêîëî
éîãî öåíòðó ìàñ ïiä äi¹þ ðåàêòèâíèõ êðóòíèõ ìîìåíòiâ òà ðóõó òâåðäî-
ãî òiëà, ùî ìiñòèòü ïàðó ñèìåòðè÷íèõ ìàõîâèêiâ. Âiäìiííîþ îñîáëèâiñòþ
ðîçãëÿíóòèõ ñèñòåì ¹ íàÿâíiñòü âèïàäêîâèõ âïëèâiâ ïðè êåðóâàííi. Öi ñè-
ñòåìè íåìîæëèâî ñòàáiëiçóâàòè ó êëàñè÷íîìó ñåíñi âiäíîñíî óñiõ ôàçîâèõ
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çìiííèõ. Òîìó áóëî â ÿâíîìó âèãëÿäi ïîáóäîâàíî êåðóâàííÿ, ùî äîçâîëÿ-
þòü äîñÿãíóòè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ñòàíó ðiâíîâàãè äîñëiäæóâàíèõ
ñèñòåì âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ.

4. Êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ òåîðåìè Àðöòåéíà áóëî óçàãàëüíåíî íà ïðî-
áëåìó ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî.
Ïîêàçàíî ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ïîáóäîâè êå-
ðóâàííÿ äëÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè, ùî îïèñóþòü
äèíàìiêó ðóõó ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà, êîëiñíîãî âiçêà ç ðóõîìîþ ìàñîþ
òà áàëàíñóþ÷îãî ðîáîòà.

5. Îäåðæàíî íîâi ñòðàòåãi¨ êåðóâàííÿ, ùî ñòàáiëiçóþòü çà ÷àñòèíîþ çìií-
íèõ ðîçâ'ÿçêè êëàñó àôiííèõ çà êåðóâàííÿì ñèñòåì. Çàçíà÷åíi êåðóâàííÿ
çàñòîñîâàíî äî çàäà÷i ñòàáiëiçàöi¨ òàêèõ ñèñòåì âçäîâæ çàäàíî¨ òðà¹êòî-
ði¨. Äëÿ öüîãî ïîøèðåíî êîíöåïöiþ ñòiéêîñòi ñiì'¨ ìíîæèí íà âèïàäîê
ñòiéêîñòi âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ.

6. Îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi îäíîïàðàìåòðè÷íî¨
ñiì'¨ ìíîæèí iç çàñòîñóâàííÿì çàëåæíîãî âiä ÷àñó êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

7. Ðåçóëüòàòè ñòàáiëiçàöi¨ óñiõ ðîçãëÿíóòèõ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ïðîiëþñòðî-
âàíî çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ â ïðîãðàìi Maple iç âèêîðè-
ñòàííÿì ôóíêöi¨ ItoProcess().
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Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-
ìàòåìàòè÷íèõ íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.02.01 � "Òå-
îðåòè÷íà ìåõàíiêà".�Iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè i ìåõàíiêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, Ñëîâ'ÿíñüê, 2021. Çàõèñò âiäáóäåòüñÿ â Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ
Óêðà¨íè, Êè¨â.
Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî àêòóàëüíèì çàäà÷àì òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíi-

êè, ÿêi âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi ñòiéêîñòi òà ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó ìåõàíi÷íèõ
ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ íåëiíiéíèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè iç âèïàä-
êîâèì âïëèâîì.
Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ çáiæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü Iòî äî iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè çà ìàéæå âñiõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ñëiä
çàçíà÷èòè, ùî öÿ çàäà÷à ¹ ïåâíèì óçàãàëüíåííÿì ïðîáëåìè ïðî äîñòàòíi óìî-
âè ïðèòÿãàííÿ îñîáëèâî¨ òî÷êè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè áåç ïðèïóùåííÿ ñòðîãî¨
äîäàòíîñòi äèâåðãåíöi¨ ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi íà âèïàäîê ñèñòåìè íåëiíiéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè. Âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìî-
âè çáiæíîñòi äî iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ ùiëüíîñòi ìiðè, ÿêà
¹ ìîíîòîííîþ íà ôàçîâîìó ïîòîöi äëÿ ñèñòåìè ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü Iòî.
Îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi çà éìîâiðíiñòþ iíâàði-

àíòíî¨ ìíîæèíè âèãëÿäóM =

{(
y

z

)
∈ Rn|y = 0

}
äëÿ ñèñòåìè ñòîõàñòè÷íèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Iòî. Êðiì òîãî, çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ïîáóäîâè ñòà-
áiëiçóþ÷îãî êåðóâàííÿ çi çâîðîòíèì çâ'ÿçêîì iç âèêîðèñòàííÿì ôóíêöi¨ Ëÿ-
ïóíîâà.
Òàêîæ ðîçãëÿíóòà ìîæëèâiñòü ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ òåî-

ðåòè÷íèõ âiäîìîñòåé äî çàäà÷ ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ ðóõó òâåðäîãî òiëà òà
ñèñòåì òië.
Îòðèìàíi äîñòàòíi óìîâè ñòàáiëiçîâíîñòi çà éìîâiðíiñòþ ñòàíó ðiâíîâàãè

ñèñòåìè íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç âèïàäêîâèìè âïëèâàìè, ñïè-
ðàþ÷èñü íà ìåòîä êåðîâàíèõ ôóíêöié Ëÿïóíîâà. Çàïðîïîíîâàíî êîíñòðóêòèâ-
íèé àëãîðèòì ïîáóäîâè êåðóâàííÿ iç âèêîðèñòàííÿì y− ñòîõàñòè÷íî¨ ôóíêöi¨
Ëÿïóíîâà.
Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò çàñòîñîâàíî äî íåëiíiéíèõ ñèñòåì iç ñòîõàñòè÷íèìè

âïëèâàìè, ùî îïèñóþòü êîëèâàííÿ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà ç ðóõîìîþ ìàñ-
ñîþ, ðóõ êîëiñíîãî âiçêà ç äîäàòêîâèì ñòóïåíåì âîëi òà áàëàíñóþ÷îãî ðîáîòà.
Äåòàëüíî äîñëiäæåíî ïðîáëåìó ÷àñòêîâî¨ ñòàáiëiçàöi¨ íåëiíiéíèõ ñèñòåì

âçäîâæ çàäàíî¨ òðà¹êòîði¨. Ïîøèðåíî êîíöåïöiþ ñòiéêîñòi ñiì'¨ ìíîæèí íà
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âèïàäîê ñòiéêîñòi âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ. Îòðèìàíî äîñòàòíi óìîâè àñèì-
ïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi îäíîïàðàìåòðè÷íî¨ ñiì'¨ ìíîæèí iç çàñòîñóâàííÿì çàëå-
æíîãî âiä ÷àñó êåðóâàííÿ ó âèãëÿäi òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Îòðèìàíi
ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî ìîäåëüíèõ ïðèêëàäiâ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì òà ïðîâå-
äåíî ñèìóëÿöiþ ðóõó âiäïîâiäíèõ çàìêíåíèõ ñèñòåì çàñîáàìè êîìï'þòåðíî¨
àëãåáðè.
Êëþ÷îâi ñëîâà: àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ðóõó âiäíîñíî ÷àñòèíè çìiííèõ,

ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ Iòî, ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà, àñèìïòîòè÷íà
ñòiéêiñòü iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè, àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü çà éìîâiðíiñòþ, ðàí-
äîìiçîâàíå êåðóâàííÿ, êåðóâàííÿ çi çâîðîòíiì çâ'ÿçêîì, ñèñòåìè òâåðäèõ òië.
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Applied Mathematics and Mechanics of the National Academy of Sciences of
Ukraine, Slîvyansk, 2021. The defense will be held at the Institute of Mathemati-
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This thesis is devoted to actual problems of theoretical mechanics which arise in

the study of the stability of motion of mechanical systems described by nonlinear
di�erential equations with random in�uence.
The problem of attraction of solutions of the Ito type stochastic di�erential

equations to an invariant set under almost all initial conditions is considered. It
should be noted that this problem is a generalization of the deterministic result
on su�cient conditions for the attraction of an equilibrium of a dynamical system
without assuming that the divergence of the density function is strictly positi-
ve. The class of nonlinear di�erential equations with random e�ects that admit
invariant manifolds of an arbitrary dimension are considered. Su�cient conditions
for the attraction to the invariant set in terms of the density function of a measure
that has the property of monotonicity on the �ow are proved.
Su�cient conditions for the asymptotic stability in probability of an invariant

set of the form M =

{(
y

z

)
∈ Rn|y = 0

}
for the system of Ito stochastic di-

�erential equations are obtained. This result allows us to construct a stabilizing
feedback control with the use of a Lyapunov function.
It is shown that the above results can be applied to the partial stabilization

problem for nonlinear control systems with stochastic e�ects. Problems of stabi-
lizing the motion of a rigid body around its center of mass under the action of jet
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control torques and a pair of �ywheels are considered.
The result on asymptotic stability in probability of the equilibrium for systems

of nonlinear di�erential equations with random e�ects is obtained. This result is
based on the development of control Lyapunov functions method. The proposed
control design uses the notion of a y− stochastic Lyapunov function. The main
theorem is applied to nonlinear systems with stochastic e�ects that describe the
dynamics of the inverted pendulum with moving mass, a three-wheeled trolley
with an additional degree of freedom, the balancing robot.
The problem of partial stabilization of nonlinear systems along a given

trajectory is concidered. The concept of stability of a family of sets in case of
stability concerning a part of variables is widespread. Su�cient conditions for
the asymptotic stability of a one-parameter family of sets using time-dependent
control in the form of trigonometric polynomials are obtained. The obtained
results are applied to model examples of mechanical systems. The motion of the
corresponding closed systems is simulated by means of computer algebra.
Key words: asymptotic stability of motion with respect to a part of variables,

Ito stochastic di�erential equation, Lyapunov function, asymptotic stability of an
invariant set, asymptotic stability in probability, randomized control, feedback
law, systems of rigid bodies.
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