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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Диссертацiйна робота присвячена засто-
суванню методу тригонометричних сум в аналiтичнiй теорiї чисел i
в задачах генерування псевдовипадкових чисел. Починаючи з робiт
Хардi и Лiтлвуда, а також I.М. Виноградова, цей метод дозволив
розв’язати багато задач сучасної математики. Цим методом будую-
ться асимптотичнi формули для суматорних функцiй арифметичних
функцiй, дослiджується розподiл значень дзета-функцiї Римана та
її узагальнень, вивчаються властивостi арифметичних функцiй на
спецiальних множинах цiлих чисел, оцiнюється якiснiсть послiдов-
ностей псевдовипадкових чисел, породжених деякими конгруентни-
ми генераторами псевдовипадкових чисел, i багато iнших проблем
теоретичної i практичної математики.

Нехай f(x) - дiйсно-значна функцiя на множинi A, де A - скiн-
чена пiдмножина k-вимiрного дiйсного або комплексного простору.
Тодi сума ∑

x∈A
e2πif(x)

називається тригонометричною.
В бiльш загальному випадку, суму вигляду∑

x∈A
g(x)e2πif(x)

будемо називати суматорною функцiєю для g(x), зваженою триго-
нометричними одиницями e2πif(x).

Такi Суми дослiджуються в дисертацiї.
В дисертацiйнiй роботi отриманi результати по оцiнкам спецiаль-

них тригонометричних сум на вiдрiзках натурального ряду: A :=
{X1 6 x 6 X2, x ∈ Z}, а функцiя f є полiном або дробово-рацiональна
функцiя. Ще К.Ф. Гаусс за допомогою суми

q−1∑
x=0

e2πi
ax2

q

побудував теорiю квадратичних лишкiв за модулем q, продовжен-
ням якої є знаменита теорема Виноградова-Пойа для квадратичних
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лишкiв.
Сучасна теорiя тригонометричних сум будується на дослiджен-

нях Гаусса, Клостермана, Ван дер Корпута, Виноградова, Г. Вейля,
Г. Давенпорта, Л. Морделла, А. Вейля, А. Карацуби, Х. Iванця, М.
Хакслi, Е. Бомб’єрi, Р. Д. Хiз-Брауна, Хуа Ло Кена, I. Катаi, А. Iви-
ча, Ж. М. ДеКонiнка, М. Ютiли, С. Степанова та iнших.

Дисертацiйна робота присвячена побудовi оцiнок спецiальних три-
гонометричних сум (i в першу чергу суми Клостермана та її уза-
гальнень над кiльцем цiлих гаусових чисел), застосуванню тригоно-
метричних сум для оцiнки якiсностi конгруентних генераторiв псев-
довипадкових чисел (за допомогою дискрiпантної функцiї) i побудо-
вi асимптотичних формул для суматорних функцiй, асоцiйованих з
мультиплiкативною функцiєю τk(α), α ∈ Z[i] та iншими арифмети-
чними функцiями над Z або Z[i].

К. Гаусс встановив тотожнiсть для простого p:

p−1∑
x=0

e2πi
x2

p =

{ √
p, якщо p ≡ 1 (mod 4),

i
√
p, якщо p ≡ 3 (mod 4).

А. Вейль (1948 р.) отримав бiльш загальну оцiнку∣∣∣∣∣
p−1∑
x=0

e2πi
g(x)
p

∣∣∣∣∣ 6 (d, p− 1)p
1
2

для кожного полiномуg(x) степенi d, (d, p) = 1.
Цей результат став наслiдком доведеної А. Вейлем гiпотези Рима-

на для алгебраїчних кривих над скiнченим полем. У випадку, коли
змiнна пiдсумовування пробiгає елементи скiнченого поля Fpm П’єр
Делiнь в 1973 р. отримав оцiнку для суми

Sj(g) :=
∑
x∈Fn

pj

e2πi
Trj(g(x))

p ,

яка узагальнює результат А. Вейля.
Результат Делiня було узагальнено М. Кацем (1980 р.).
В дисертацiї ми використовуємо результати Делiня i Бомб’єрi для

тригонометричних сум при побудовi n-вимiрних нормених сум Кло-
стермана кiльця Z[θ].
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Т. Кочрейн та В. Зенг вивчали "чистi"та "змiшанi"тригонометричнi
суми виду

S(f, pm) :=
∑

x∈Zpm
e2πi

f(x)
pm ,

S(χ, f, pm) :=
∑

x∈Z∗
pm

χ(x)e2πi
f(x)
pm ,

де p - просте число, m > 3 - позитивне цiле, χ - мультиплiкативний
характер групи Z∗pm , f(x) ∈ Z∗pm .

Для m = 1 такi суми були оцiненi А. Вейлем.
В дисертацiйнiй роботi також розглядаються аналоги цих сум над

кiльцем Z[θ].
Вiдмiннiсть цього випадку в тому, що для нерозкладних простих

чисел p кiльця Z[θ] мультиплiкативна група Z[θ]pm не є циклiчною.
Тригонометричнi суми використовуються для оцiнки дискрiпан-

сiї послiдовностей псевдовипадкових чисел, якi породжуються гене-
раторами, що розглядаються в дисертацiї.

В дисертацiйнiй роботi будуються узагальненi iнверснi генерато-
ри псевдовипадкових чисел. Псевдовипадковi числа являють собою
важливу складову стохастичного моделювання i сучасної криптогра-
фiї. Випадковi бiти необхiднi не тiльки для генерування криптогра-
фiчних ключiв, але часто вони становлять головну частину крипто-
графiчних алгоритмiв. Як правило, на сьогоднiшнiй день джерелом
випадковостi є псевдовипадковий числовий генератор, який являє
собою детермiнований алгоритм, що породжує послiдовнiсть чисел
з певними статистичними властивостями, i насамперед, розподiле-
нiсть за даним законом та статистична незалежнiсть (непередбачу-
ванiсть). Генератори псевдовипадкових чисел є елементами кожної
системи захисту iнформацiї, вони використовуються для розв’язання
багатьох задач, таких як

— моделювання реальних процемiв за методом Монте-Карло;
— генерування гамiруючих послiдовностей при перетвореннi iн-

формацiї за схемою найбiльш близькою до схеми абсолютно
стiйкого шифру;

— хешування iнформацiї;
— формування ключової iнформацiї, на секретностi i якостi якої

будується стiйкiсть шифру;
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— внесення невизначеностi в роботу засобiв захисту iнформацiї
i так далi.

Ми будуємо генератори псевдо-випадкових чисел за допомогою
конгруенцiї

yn+1 ≡ ay−1n + b+ F (n) (mod pm),

де F (n) є полiномом гад Zpm великої степенi з числом ненульових
коефiцiєнтiв в кiлькостi 6 4.

Цей генератор узагальнює iнверсний конгруентний генератор, до-
слiджений Ейченауером i Лехном, Нiдерайтером i Шпарлiнським та
iн. Крiми того, розглядаються новi генератори ПВЧ, якi пов’язанi
з розподiлом елементiв норменої групи Em, яка є пiдгрупою кiль-
ця класiв лишкiв по модулю pm з нормою, конгруентною до −1 за
модулем pm, де p нерозкладне просте в кiльцi Z[θ]. Такi генератори
ми називаємо циркулярними, тому що вони пов’язанi з розподiлом
точок, якi є розв’язками конгруенцiї x2 + dy2 ≡ 1 (mod pm), тобто з
точками елiпсу над скiнченим кiльцем Zpm .

Наприкiнцi XX столiття американськi вченi Н. Коблiц i В. Мi-
лер звернули увагу на те, що секретну iнформацiю можна ховати в
координатах точок елiптичної кривої y2 = x3 + ax + b над скiнче-
ним полем з pm елементiв. Так були побудованi аналоги сучасних
криптосистем з вiдкритим ключем. А незабаром виявилось, що по-
слiдовностi псевдовипадкових чисел можна генерувати за допомогою
координат точок елiптичних кривих над скiнченим полем. В нашiй
роботi будуються генератори ПВЧ за допомогою елiптичних кривих
над скiнченим кiльцем класiв лишкiв Zpm . Привабливiсть викори-
стання елiптичних кривих над скiнченими полями або скiнченими
кiльцями полягає в тому, що складнiсть взлому вiдповiдних крипто-
систем з вiдкритим ключем зростає, а об’єм обчислень для шифрува-
ння iнформацiї або генерування послiдовностей ПВЧ скорочується.

Також в другому роздiлi доведено аналог нерiвностi Турана-Ер-
дьоша-Коксми для оцiнки якiсностi послiдовностi комплексних ПВЧ
в одиничному колi. Показано, рiвномiрнiсть розподiлу таких чисел в
секторах одиничного кола.

Другим застосуванням методу тригонометричних сум є дослiдже-
ння розподiлу значень зважених функцiй дiльникiв τk(α), α ∈ Z[i],
k = 2, 3, що можна розглядати як продовження робот М. Ютiли та
О. Гунявого для зваженої функцiї дiльникiв τ(n) над Z. Тригономе-
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тричнi суми використовуються нами для вивчення розподiлу значень
функцiй τk(α) в арифметичнiй прогресiї з розтучою по модулю рi-
зницею прогресiї.

В третьому роздiлi роботи вивчаються арифметичнi функцiї на
спецiальних послiдовностях цiлих чисел уявного квадратичного роз-
ширення поля Q(

√
−d). Зокрема побудована асимптотична формула

для кiлькостi зображень натуральних чисел нормою цiлих елемен-
тiв кiльця Z[θ] в арифметичних прогресiях i в вузьких секторах. Ви-
користовуючи аналоги результатiв Лiу, Шпарлiнського i Зенга, ми
будуємо асимптотичну формулу про розподiл норм елементiв кiльця
Z[θ] (θ - породжуючий елемент кiльця цiлих чисел уявного квадра-
тичного поля) в арифметичнiй прогресiї по модулю степенi просто-
го рацiонального числа p. Нами побудована асимптотична формула,
пов’язана з зображенням натуральних чисел k-тими степенями по-
зитивно означених квадратичних форм вiд двох змiнних. Цю про-
блему можна розглядати як узагальнення теореми Варинга сумою
k-тих степеней натуральних чисел.

Ще одним застосуванням методу тригонометричних сум є побу-
дова асимптотичної формули в проблемi елiпсу в арифметичнiй про-
гресiї. Такi дослiдження важливi для проблеми про оцiнки другого
моменту Z-функцiї Геке на половиннiй прямiй Re s = 1

2 .
В останньому пiдроздiлi третьго роздiлу роботи вивчається пе-

ретворення Лапласа добутку двох Z-функцiй Геке зi зсувом. Цей
результат також можна застосовувати для побудови асимптотичної
формули другого моменту Z-функцiї Геке з зсувом.

Таким чином, дослiдження, якi проведенi в дисертацiї є новими i
актуальними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Дисертацiя виконана на кафедрi комп’ютерної алгебри та дис-
кретної математики Одеського нацiонального унiверситету iменi I.I.
Мечникова у рамках держбюджетних тем "Дослiдження асимптоти-
чних задач комп’ютерної алгебри i аналiтичної теорiї чисел"(№ дер-
жавної реєстрацiї 0107U004622) i "Застосування тригонометричних
сум у криптографiї"(№ державної реєстрацiї 0114U001489).

Мета i задачi дослiдження. Основною тематикою роботи є
дослiдження класу конгруентних генераторiв, якi породжують по-
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слiдовностi псевдовипадкових чисел, розробка математичних мето-
дiв для генерування конгрентних псевдовипадкових чисел, обґрун-
тування псевдовипадковостi згенерованих чисел, побудова нових оцi-
нок тригонометричних сум над кiльцем цiлих чисел уявного квадра-
тичного поля, а також побудова асимптотичних формул для сума-
торних функцiй, асоцiйованих з мультиплiкативними функцiями над
кiльцем цiлих чисел уявного квадратичного поля.

Об’єкт дослiдження. Об’єктом дослiдження є тригонометри-
чнi суми спецiального виду над кiльцями цiлих рацiональних i цiлих
чисел уявного квадратичного поля, конгруентнi генератори псевдо-
випадкових чисел, генератори ПВЧ на алгебраїчних кривих (в тому
числi на елiптичних кривих), суматорнi функцiї над кiльцем цiлих
чисел уявного квадратичного поля i побудова для них асимптоти-
чних формул, асимптотична формула для перетворення Лапласа до-
бутку двох Z-функцiй Геке.

Предмет дослiдження. Предметом дослiдження є тригоно-
метричнi суми над кiльцем цiлих чисел уявного квадратичного поля,
узагальненi суми Клостермана, чистi i змiшанi норменi суми Кло-
стермана, функцiї дiльникiв цiлих чисел уявного квадратичного по-
ля, що зваженi тригонометричними одиницями а бо сумами Клостер-
мана, нормена пiдгрупа мультиплiкативної групи кiльця цiлих чисел
уявного квадратичного поля, проблема елiпсу в арифметичнiй про-
гресiї та функцiя зображень натуральних чисел k-тими степенями
квадратичної форми, Z-функцiї Геке з зсувом.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використовую-
ться методи аналiтичної теорiї чисел в асимптотичних задачах, а та-
кож метод дискрiпансiї для доведення псевдовипадковостi побудова-
них послiдовностей, згенерованих конгруентними рекурсiями. Крiм
того, застосовуються методи рядiв Дiрiхле, функцiональних рiвнянь
для дзета-функцiї Римана i Z-функцiї Геке.

Наукова новизна одержаних результатiв. Наукова нови-
зна результатiв полягає в побудовi нових конгруентних генераторiв
псевдовипадкових чисел; отриманнi нових верхнiх та нижнiх оцiнок
дискрiпансiї для згенерованих послiдовностей псевдовипадкових чи-
сел; дослiдженнi нових сум Клостермана; а також в отриманнi дове-
дених в роботi асимптотичних оцiнок суматорних функцiй для τ(α),
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τ3(α), зважених тригонометричними одиницями або сумами Кло-
стермана. Новою є формула Лапласа для добутку двох Z-функцiй
Геке з зсувом. У дисертацiйнiй роботi отриманi такi новi результати:

— оцiнки повних i змiшених тригонометричних сум над кiльцем
цiлих чисел уявного квадратичного поля;

— новi оцiнки сум Клостермана n-го порядку над кiльцем цiлих
чисел уявного квадратичного поля;

— оцiнки узагальнених сум Клостермана над кiльцем цiлих чи-
сел уявного квадратичного поля;

— норменi суми Клостермана n-го порядку над кiльцем цiлих
чисел уявного квадратичного поля;

— новi оцiнки дискрiпантної функцiї iнверсного генератора зi
змiнним зсувом;

— побудованi iнверснi генератори другого порядку i знайденi
оцiнки вiдповiдних дискрiпантних функцiй;

— побудовано сiмейство циркулярних генераторiв, доведена псев-
довипадковiсть породжуваних ними послiдовностей псевдо-
випадкових чисел;

— дослiджено на псевдовипадковiсть послiдовнiсть, породжена
лiнiйно-iнверсним генератором;

— побудовано алгоритм генерацiї ПВЧ за допомогою елiпти-
чних кривих над скiнченим кiльцем Zpm ;

— побудована асимптотична формула в проблемi елiпса на ари-
фметичнiй прогресiї;

— дослiджена асимптотична поведiнка суматорної функцiї для
функцiї дiльникiв, зваженої сумами Клостермана над Z[θ];

— знайдена асимптотична формула для суматорної функцiї, асо-
цiйованої з кiлькiстю зображень натуральних чисел k-тими
степенями позитивно визначеної квадратичної форми;

— дослiдженi аналiтичнi властивостi перетворення Лапласа для
пари Z-функцiй Геке з зсувом.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має
теоретичний характер, хоча її результати по генеруванню псевдови-
падкових чисел мають прикладний характер. Отриманi результати є
внеском в теорiю тригонометричних сум над кiльцями цiлих i цiлих
гаусових чисел, а також в теорiї генерування послiдовностей псев-
довипадкових чисел. Результати роботи можуть бути використанi в
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задачах аналiтичної теорiї чисел з проблем, пов’язаних з розподiлом
значень мультиплiкативних функцiй на вiдрiзках натурального ряду
та в вузьких секторiальних областях комплексної площини.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що вино-
сяться на захист, отриманi автором самостiйно. Визначення напрям-
ку дослiджень належить науковому консультанту професору А.О.
Кореновському. У спiльних статтях з проф. П.Д. Варбанцем спiвав-
тору належить обговорення загального пiдходу у використаннi три-
гонометричних сум в асимптотичних задачах теорiї чисел. Основ-
нi результати отриманi дисертантом особисто. У наукових статтях
у спiвавторствi з доц. О.В. Савастру, присвячених норменим су-
мам Клостермана спiвавтору належить iдея використання результа-
тiв Делiня, в статтi, присвяченiй зображенню чисел сумою значень
позитивно визначених квадратичних форм в s-тих степенях - внесок
обох авторiв є рiвноцинним. Основнi результати статей у спiвавтор-
ствi з Я.А. Воробйовим здебiльшого належать здобувачу. У спiльних
роботах з А.С. Радовою основнi результати також належать здобува-
чу. Усi спiвавтори приймали участь в обговореннi основних резуль-
татiв спiльних статей.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї до-
повiдались та обговорювалися на наукових конференциях та засi-
даннях наукових семинаров провiдних українських та мiжнародних
наукових установ, а саме:

Конференцiї:

1. 4th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,
31 May - 3 June 2011 Agios Nikolaos Crete Greece.

2. 8th International Algebraic Conference in Ukraine, July 5-12
(2011), Lugansk, Ukraine, 2011.

3. 5th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,
12-15 June 2012 Athens Greece.

4. International Conference dedicated to the 120th anniversary of
Stefan Banach, 2012.

5. 6th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,
11-14 June 2013 Istanbul Turkey.

6. Numbers, Functions, Equations 2013, Dedicated to Professors
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Zoltan Daroczy and Imre Katai on the occasion of their 75th
birthday, Visegrad, Hungary June 28–30, 2013.

7. 9th International Algebraic Conference in Ukraine, July 8-13,
2013.

8. The Fifth International Conference on Analytic Number Theory
and Spatial Tessellations, Kyiv, Ukraine, September 16-20, 2013.

9. 7th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,
7-10 June 2014 Lisbon Portugal.

10. 11th Vilnius Confgerence on Probababilistic Theory, 2014.
11. The International Algebraic Conference dedicated to the 100th

anniversary of L.A. Kaluzhnin, Jyly 7-12, 2014.
12. 8th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,

26-29 May 2015 Paris, France.
13. X International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to

70th anniversary of Yu. A. Drozd, 2015.
14. 9th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,

23-26 May 2016 London, UK.
15. XII Белорусская математическая конференция, 5–10 сентября

2016 года, Минск, Беларусь.
16. International Conference Groups and Actions: Geometry and Dy-

namics December 19-22, Kyiv, Ukraine.
17. 2nd International Conference on Computer Algebra and Informati-

on Technologies, August 21 – 26, 2016, Odessa, Ukraine.
18. 10th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,

30 May-2 June 2017 Barcelona, Spain.
19. XI International Algebraic Conference in Ukraine dedicated to

75th anniversary of V. V. Kirichenko, 2017 11th Chaotic Modeli-
ng and Simulation International Conference, 5-8 June 2018 Rome,
Italy

20. International Conference Computer Algebra and Information Tech-
nologies, Odessa (Ukraine), August 20 – August 25, 2018.

21. The Sixth International Conference on Analytic Number Theory
and Spatial Tessellations, Kyiv, Ukraine September 24-28, 2018.

22. Numbers, Functions, Equations 2018, Hajduszoboszlo (Hungary),
August 26 – September 1, 2018.

23. 13th Chaotic Modeling and Simulation International Conference,
9-12 2020 June.
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24. Chaotic Modeling and Simulation Web Conference 22-24 October
2020.

Науковi семiнари:
1. Одеський мiський семiнар по теорiї графiв (2014, 2015, 2016,

2017).
2. Семiнари по аналiтичнiй теорiї чисел Одеського нацiонально-

го унiверситету iменi I. I. Мечникова.
3. Розширене засiдання «Пiд кiнець року» Алгебраїчного се-

мiнару Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса
Шевченка, Київ 29 грудня 2020.

Публiкацiї. Основнi результати роботи викладено у 34 ([135]-
[166]) наукових статтях, якi опублiковано у виданнях, що внесенi до
перелiку наукових фахових видань України та iноземних перiоди-
чних фахових виданнях, причому двi з цих статтей [137] та [165] є
науковими публiкацiями у виданнях, вiднесених до третього кварти-
ля (Q3). Згiдно з наказом Мiнiстерства освiти i науки України №1220
вiд 23 вересня 2019 року "Про опублiкування результатiв дисерта-
цiй на здобуття наукових ступенiв доктора i кандидата наук"наукова
публiкацiя у виданнi, вiднесеному до першого та другого квартилiв
(Q1, Q2) вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country
Rank або Journal Citation Reports, прирiвнюється до трьох публi-
кацiй, наукова публiкацiя у виданнi, вiднесеному до третього квар-
тиля (Q3) вiдповiдно до класифiкацiї SCImago Journal and Country
Rank або Journal Citation Reports, прирiвнюється до двох публiкацiй.
Матерiали дисертацiї також додатково вiдображено у 21 матерiалах
конференцiй [167]-[187]. 18 публiкацiй ([135]-[136], [139], [143]-[147],
[150]-[152], [154]-[156], [159], [161], [162], [165]) надруковано у науко-
вих перiодичних виданнях, що включенi до мiжнародних наукоме-
тричних баз даних.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
вступу, анотацiї, трьох роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв,
списку використаних джерел iз 192 найменувань та додатку, що мi-
стить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi
про апробацiю результатiв. Повний обсяг дисертацiї становить 285
сторiнок, основний текст займає 231 сторiнки.
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Подяка. Автор вдячний своєму науковому консультанту Коре-
новському Анатолiю Олександровичу за пiдтримку i надання ква-
лiфiкацiйних роз’яснень по деяким питанням, пов’язаним з третiм
роздiлом дисертацiї та за доцiльнi зауваження.
Автор висловлює щиру вдячнiсть член-кореспонденту НАН Украї-
на Дрозду Юрiю Анатолiйовичу (Київ, Україна), академiку Акаде-
мiї Наук Угорщини Iмре Катаi(Будапешт, Угорщина) та професору
Вiльнюського унiверситету Антанасу Лауринчикасу за увагу до ро-
боти, пiдтримку, кориснi поради та роз’яснення окремих питань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Метод тригонометричних сум у перше проявив свою силу в до-
веденнi класичних проблем Варинга i Гольдбаха, якi були розв’язанi
I.М. Виноградовим в 30-х роках минулого столiття. Багато задач
асимптотичної та статистичної теорiї чисел мають асимптотичнi фор-
мули з нетривiальним залишком завдяки використанню тригономе-
тричних сум над кiльцем цiлих рацiональних або над кiльцями цiлих
алгебраїчних чисел скiнчених розширень поля рацiональних чисел.
В роботi метод тригонометричних сум використовується для оцiнки
"якiсностi"послiдовностей, якi генеруються конгруентними генера-
торами, а також для побудови нетривiальних асимптотичних фор-
мул розподiлу арифметичних функцiй над кiльцями Z i Z[θ].

У вступi дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано
зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, визна-
чено мету i завдання, об’єкт, предмет та методи дослiдження, вказа-
но наукову новизну та практичне значення отриманих результатiв,
охарактеризовано особистий внесок здобувача, апробацiю отрима-
них результатiв. Наведено також список семiнарiв та конференцiй,
на яких дисертацiйна робота пройшла апробацiю. Вступ дисертацiї
мiстить огляд лiтератури за тематикою дослiдження.

В першому роздiлi розглядаються тригонометиричнi суми над
кiльцями Z i Z[θ], якi використовуються в роздiлах 2 i 3, а саме
вивчаються повнi тригонометричнi суми з многочленом в показни-
ку над кiльцем цiлих елементiв уявного квадратичного розширення
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поля рацiональних чисел Q. Тригонометрична сума виду∑
x∈Gpm

χ(x) exp

(
Spf(x)

pm

)

називається повною тригонометричною сумою з характером (або твi-
стовою сумою), де χ мультиплiкативний характер групи G∗pm . Для
полiнома f(x) ∈ G[x], f(x) = a0 + a1x + · · · + adx

d введемо наступнi
позначення:

t = t(f) := ord
p

(f ′(X)) = min
16i6d

(νp((iai))),

t1 = t1(f) := ord
p

(rXf ′(X) + C1),

t2 = t2(f) := ord
p

(rXf ′(X) + C2).

Позначимо через Ai, i = 1, 2 множину критичних точок, асоцiйо-
ваних з сумою S(χ, f, pm). Покладемо

Sα(f, pm) = Sα :=
∑

x∈Gpm
x≡α (mod p)

epm(f(x)).

ТЕОРЕМА. Нехай p - непарне просте число кiльця Z[θ], m -
позитивне цiле число i f(x) - многочлен степенi > 1 над Gp, t =
ordp(f(x)). Тодi для m > t− 2 маємо

(i) Sα(f, pm) = 0, якщо α 6∈ A
(ii) |Sα(f, pm)| 6 νN(p)

1
ν+1N(pm)1−

1
ν+1 , якщо α ∈ A.

де ν - кратнiсть точки α ∈ A, A - множина критичних точок для
суми Sα(f, pm).

ТЕОРЕМА. Нехай p нерозкладне просте число кiльця Z[θ], f(x) ∈
Gpm , причому m > t+ 2. Тодi для кожного α ∈ Gpm

(i) Якщо α 6∈ A, тодi Sα(f, pm) = 0.
(ii) Якщо α - критична точка кратностi ν, тодi

|Sα(f, pm)| 6 νp
2
ν+1 p2m(1− 1

ν+1 ).
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(iii) Якщо α - критична точка кратностi 1, тодi

Sα(f, pm) =

{
epm(f(α∗))p

m+t
2 , якщо m− t - парне,

χ2(Aα)epm(f(α∗)) ·G(p)p
m+t−1

2 , iнакше,

де α∗ - єдиний розв’язок конгруенцiї p−tf ′(x) ≡ 0 (mod p
m−t+1

2 ),
що лежить над α, i Aα = 2p−tf ′′(α∗) (mod p); G(p) - сума
Гауса над кiльцем Z[θ] за модулем p.

Нехай p - просте рацiональне число, яке нерозкладне в кiльцi Z[θ],
χ - мультиплiкативний характер (mod pm) над Z[θ]:

ТЕОРЕМА. Нехай p - просте непарне число iз Z[θ], f ∈ Z[θ], а
числа t1, t2 визначенi вище. Тодi для кожного α ∈ A, (α, p) = 1:

(i) Sα(χ, f, pm) = 0, якщо α 6∈ A;
(ii) для α ∈ A

Sα(χ, f, pm) =


χ(α∗) exp

(
Sp f(α

∗)
pm

)
N(p)

m+t
2 ,

якщо m− t-парне
χ(α∗) exp

(
Sp f(α

∗)
pm

)(
a(α)
N(pm)

)
S(p)N(p)

m+t−1
2 ,

якщо m− t-непарне

де α∗ - розв’язок конгруенцiї p−t(Rxf ′(x)+c) ≡ 0 (mod p
m−t+1

2 ),
S(p) - сума Гауса над полем Gp, а параметри R i c визнача-
ються характером χ.

В пiдроздiлi 1.2 розглядаються узагальнення сум Клостермана
над кiльцями цiлих елементiв уявного квадратичного розширення
поля рацiональних чисел по модулю pm. Для цiлих α, β, γ з G ми
визначаємо суму Клостермана, як

K(α, β; γ) =
∑
x∈G∗γ

exp

(
πiSp

αx+ βx′

γ

)
.

Нехай k1, k2 > 1 - натуральне число. Розглядаємо узагальнену суму
Клостермана над Z[θ]

K(α, β; k1, k2; γ, χ) =
∑
x∈G∗γ

χ(x) exp

(
πiSp

αxk1 + βx′
k2

γ

)
,
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де α, β, γ ∈ Z[θ], χ - мультиплiкативний характер за модулем γ. Ми
називаємо K(α, β; k; γ, χ) узагальненою степеневою сумою Клостер-
мана.

ТЕОРЕМА. Нехай k1 i k2 - позитивнi цiлi числа, причому

k1

∣∣∣∣k2 i нехай γ =
s∏
i=1

pi - розкладне

pnii
t∏

j=1
pj - нерозкладне

p
nj
j . Тодi

|K(α, β; k1, k2; γ)| 6 2D
√
N((α, β, γ))N(γ)

1
2 ,

де D = k1
s∏
i=1

(k2, pj − 1)
t∏

j=1

(k2, p
2
j − 1).

В цьому ж пiдроздiлi також дослiджуються суми Клостермана
на елiпсi:

K̃(α, β;h, q) :=
∑

x,y(mod q)
N(xy)≡h(mod q)

eq

(
1

2
Sp(αx+ βy)

)

ТЕОРЕМА. Нехай (h, p) = 1. Тодi

K̃(α, β;h, pn)� (pmα , pmβ , pn)
1
2 · p 3n

2

з абсолютною константою в символi ”� ”.
Для натурального k > 1 покладемо

K̃(α, β;h, q; k1, k2) :=
∑

x,y(mod q)
N(xy)≡h(mod q)

eq

(
1

2
Sp
(
αxk1 + βyk2

))
.

ТЕОРЕМА. Нехай p нерозкладне, h ∈ Z, (h, p) = 1, k1, k2 ∈ N,
k1|k2, t = (k1, p−1). Тодi для будь-яких цiлих чисел α, β, (α, β, p) = 1
кiльця Z[θ] справедлива оцiнка∣∣∣K̃(α, β;h, p; k1, k2)

∣∣∣� {
t2p

3
2 , якщо t− 1 6 4

√
p,

dp2, якщо t > 4
√
p+ 1.
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ТЕОРЕМА. Нехай p - просте нерозкладне число, h ∈ Z, (h, p) =
1, k1, k2 > 1 натуральнi, k1|k2, a, b - цiлi числа в Z[θ], (a, p) = (b, p) =
1. Тодi для n > 2∣∣∣K̃(a, b;h, pn; k1, k2)

∣∣∣ 6 2p
3
2n+m log pn,

де m = νp(k1).

В цьому ж пiдроздiлi далi ми вивчаємо n-мiрнi суми Клостермана
над Z[θ]. Для α0, α1, . . . , αn ∈ Z[θ] ми визначаємо

Kn(α0, α1, . . . , αn ; γ) =
∑
S(C)

eπiSp(
α0x0+...+αnxn

γ ).

де

S(C) : {xi ∈ G∗(γ), i = 0, 1, . . . , n; x0x1 . . . xn ≡ 1 (mod γ)|G = Z[θ]} .

Ми вивчаємо тiльки суми Kn(α0, . . . , αn ; pm), де p – просте в Z[θ],
m > 1 – натуральне.

ТЕОРЕМА. Нехай m = 1. Тодi справедливi спiввiдношення
a) Kn(α0, . . . , αn ; p) = (N(p)− 1)n, якщо (α0, α1, . . . , αn, p) = p;
b) Kn(α0, . . . , αn ; p) = (−1)l(N(p)− 1)n−l, якщо (α0, α1, . . . , αn, p) =

1 i серед αi є точно l, 1 6 l < n, взаємно простих з p;
c) |Kn(α0, . . . , αn ; p)| 6 (n+1)(N(p)

n
2 , якщо (αi, p) = 1, i = 0, 1, . . . , n.

ТЕОРЕМА. Нехай (α0, α1, . . . , αn, p
m) = 1, m > 2. Тодi

|Kn(α0, . . . , αn; pm)| 6


0, якщо α0α1 . . . αn ≡ 0 (mod p);
nN(pm), якщо (α0, . . . , αn, p) = 1

i p 6= 1 + i, 3;
2m+1n, якщо (α0, . . . , αn, p) = 1 i p = 1 + i;
32m+1n, якщо (α0, . . . , αn, p) = 1 i p = 3.

Для цiлих гаусових α0, α1, . . . , αN позначимо N -мiрну нормену
суму Клостермана для (h, q) = 1 як:

K̃N (α0, α1, . . . , αN ; q, h) :=
∑
S(C)

eq (Re(α0x0 + . . .+ αNxN )) ,
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где

S(C) : {xi ∈ Zq, i = 0, 1, . . . , N ; N(x0x1 . . . xN ) ≡ h (mod q)} .

Аналогiчним чином визначається нормена сума Клостермана над
кiльцем Z[θ] цiлих елементiв уявного квадратичного розширення по-
ля Q.

ТЕОРЕМА. Нехай h - залишкова норма по модулю p. Тодi

K̃N (α0, α1, . . . , αN ; pm, h) 6 2(4N − 1)p2N(m−n)I(α1, . . . , αN ; pm),

де I(α1, . . . , αN ; pm) - число розв’язкiв системи конгруенцiй{
aj − 2D2N(ηj)

′xj ≡ 0 (mod pm−n),
bj + 2D2N(ηj)

′yj ≡ 0 (mod pm−n),

окрiм того I(α1, . . . , αN ; pm) 6 (4N − 1)pN(2n−m), якщо mα1 = . . . =
mαN = 0. (Тут n =

[
m+1
2

]
, [x] позначає найбiльше цiле 6 x).

В третьому пiдроздiлi першого роздiлу вивчаються тригоно-
метричнi суми Клостерманiвського типу на пiдгрупах групи Gpm .
Нехай p - просте рацiональне число, яке нерозкладне в Z[θ]. Позна-
чимо через Em i Um наступнi пiдгрупи в Gpm :

Em := {x ∈ Gpm | N(x) ≡ ±1 (mod pm)} ,

Um := {x ∈ Gpm | x ≡ 1 (mod p)} .
Пiдгрупи Em i Um будемо називати норменою групою в Gpm i групою
головних одиниць, вiдповiдно.

ТЕОРЕМА. Нехай f(x) ∈ Gpm [x] i нехай k - степiнь f(x),
(k, p) = 1. Припустимо, що f ′(x) має єдиний корiнь в G∗p i f ′(1) +
f ′′(1) 6≡ 0 (mod p). Тодi справедлива наступна оцiнка∣∣∣∣∣ ∑

x∈Em

e2πi
Re f(x)
pm

∣∣∣∣∣ 6 (k + 1)p
m
2 .

Розглянемо тригонометричну суму

KEm(1, α) :=
∑

x,y∈Em
xy≡1 (mod pm)

e2πiRe ( x+αy
pm ).
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СумаKEm зветься сумою Клостермана, асоцiйованою з норменою
групою Em.

ТЕОРЕМА. Нехай α = a + b
√
−d ∈ G, i нехай p - нерозкладне

цiле. Тодi

|KEm(1, α)| 6


2p

m
2 , νp(НСД(1 + a, b)) = 0,

0, νp(НСД(1 + a, b)) = 1,

2p
m+1

2 , νp(НСД(1 + a, b)) > 1.

Розглянемо твiстову тригонометричну суму над групою головних
одиниць Um

S(χ, f) =
∑
x∈Um

χ(x)e2πiRe ( f(x)
pm ).

ТЕОРЕМА. Нехай χΛ - нетривiальний характер по модулю pm

над G i F (x) ∈ G[x], де F ′(1) 6≡ −2F ′′(1) (mod p). Тодi ми маємо∣∣∣∣∣ ∑
x∈Um

χΛ(x)e2πiRe (F (x)
pm )

∣∣∣∣∣ 6
{
N(p)

m
2 , якщо F ′(1) + Λ ≡ 0 (mod p),

0 iнакше.

(тут Λ - параметер, що визначається характером χΛ).
Перший пiдроздiл другого роздiлу дисертацiї присвячений до-

слiдженню псевдовипадкових чисел, якi породженi конгруентними
генераторами виду:

yn+1 ≡ f(yn, . . . , yn−s) (mod pn),

де y0, y1, . . . , ys - iнiцiальнi значення конгруентної рекурсiї, а f - ра-
цiональна функцiя вiд s змiнних з коефiцiєнтами iз Zpm . Ми дослi-
джуємо лише випадки s = 1 i s = 2.

ОЗНАЧЕННЯ. Послiдовнiсть дiйсних чисел, породжена кон-
груентною рекурсiєю

yn+1 ≡ f(yn) (mod M), 0 6 yi 6M, i = 0, 1, . . . ,

називається псевдовипадковою, якщо послiдовнiсть
{
yn
M

}
(i) рiвномiрно розподiлена на [0, 1);
(ii) "статистично незалежна";
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(iii) має великий перiод;
(iv) допускає просту апаратну реалiзацiю.
Ейченауер i Лехн з одного боку i Нiдерайтер з другого вивчали

рекурентний генератор виду:

yn+1 ≡ ay−1n + b (mod pm)

який називається iнверсним конгруентним генератором, де y−1n є
мультиплiкативним оберненим до yn. Ми узагальнили iнверсний ге-
нератор i в дисертацiї вивчаємо iнверсний генератор зi змiнним зсу-
вом:

b(n) = b+ c · Φ(n),

де Φ(n) = n або Φ(n) = n + F (n), де F (n) - полiном з цiлими ко-
ефiцiєнтами високої степенi i кiлькiстю ненульових членiв 3 або 4.
Наше дослiдження узагальненого iнверсного генератору полягає в
тому, що елементи послiдовностi yn можна представити у виглядi
полiномiв вiд номеру елемента.

Ще одне узагальнення iнверсного генератора має вигляд:

yn+1 ≡ ay−1n + b+ cyn(mod pm),

крiм того, (a, p) = (y0, p) = 1, b ≡ c ≡ 0(mod p). Це так званий
лiнiйно-iнверсний конгруентний генератор. Нами для непарного p
було знайдено зображення для k > 2m+ 1:

y2k = kb+ kacy−10 + (1− k(k − 1)a−1b2)y0 + (−ka−1b)y20+

+ (−ka−1c+ k2a−2b2)y30 + pαF0(k, y0, y
−1
0 ),

y2k+1 = (k + 1)b+ (a− k(k + 1)b2)y−10 + (−kab)y−20 +

+ (−ka2c+ k2ab2)y−30 + (k + 1)cy0 + pαG0(k, y0, y
−1
0 ),

де α := min (νp(b
3), νp(bc));

F0(u, v, w), G0(u, v, w) ∈ Z[u, v, w], F0(0, v, w) = G0(0, v, w) = 0.
В роботi також дослiджується iнверсний конгруентний генератор

другого порядку, визначений рекурсiєю

yn+1 ≡ a(yn−1yn)−1 + b (mod pm),

де (a, p) = 1, b ≡ 0 (mod p), (y0, p) = (y1, p) = 1. Були знайденi
зображення елементiв вiдповiдної послiдовностi.
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ПРОПОЗИЦIЯ. Нехай послiдовнiсть {yn} породжена попере-
дньою рекурсiєю з (a, p) = (y0, p) = (y1, p) = 1, νp(b) = ν0 > 0.
Iснують полiноми F−1(x), F0(x), F1(x) ∈ Z[x] з коефiцiєнтами, за-
лежними вiд y0, y1, такi, що

y3k−1 = y−10 y−11 ((a+ b(−6a−1y0y1) + b2B0(y0, y1))+

+ kb(1− 2ay−11 + bB1(y0, y1))+

+ k2b2(y0 −
7

2
ay−11 + bB2(y0, y1))) + p3ν0F−1(k)

y3k = (2y0 + b2C0(y0, y1)) + kb(1 + bC1(y0, y1))+

+ k2b2(−1

2
a−1y0y1 − 2a−1y20) + p3ν0F0(k)

y3k+1 = 2−1y−10 (a+ 2by0 + 3b2y0(1− ba−1y1)) + kb(y0y1 − 2−1ay−10 )+

+ k2b2(y0 + 2−1ay−20 − (2−1)2y−10 − 2−1y−11 ) + p3ν0F1(k).

Пiсля опису введених узагальнених iнверсних конгруентних гене-
раторiв, який надається в першому пiдроздiлi другого роздiлу, в цьо-
му ж пiдроздiлi ми розглядаємо тригонометричнi суми на псевдови-
падкових числах, породжених введеними iнверсними генераторами.
Для послiдовностей, породжених змiнним полiномiальним зсувом з
перiодом τ , маємо:

ТЕОРЕМА. Справедливi наступнi оцiнки

|σk,`|(h1, h2) 6



2[m+1
2 ]p

m
2 , якщо k 6≡ ` (mod 2)

2p
m+s

2 , якщо k ≡ ` (mod 2),
НСД(h1 + h2, h1k1 + h2`1, p

m) = ps,
s < m,

ϕ(m), якщо k ≡ ` (mod 2),
НСД(h1 + h2, h1k1 + h2`1, p

m) = ps,
s > m,

де k = 2k1, ` = 2`1 або k = 2k1 + 1, ` = 2`1 + 1.

Для послiдовностей, породжених лiнiйно-iнверсним генератором
по модулю pm, p > 3, мають мiсце твердження:
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ТЕОРЕМА. Нехай лiнiйно-iнверсна конгруентна послiдовнiсть,
породжена попередньою рекурсiєю, має перiод τ , i нехай νp(b) = ν,
νp(a− y20) = ν0, 2ν 6 m. Тодi справедливi наступнi оцiнки

|Sτ (h, y0)| 6


O(m), якщо p > 2 i ν0 < ν, νp(h) < m− ν − ν0

або p = 2, ν0 < ν, ν2(h) < m− 2ν;

4 · p
m+νp(h)

2 , якщо ν0 > ν, νp(h) < m− 2ν;
τ iнакше.

Для середнього значення SN (h, y0) по всiм y0 ∈ Z∗pm маємо:
ТЕОРЕМА. Нехай a, b, c - параметри лiнiйно-iнверсного кон-

груентного генератора i нехай (a, p) = 1, 0 < ν = νp(b) < νp(c),
1 6 N 6 2pm−1, νp(h) = ps, s < m. Тодi середнє значення SN (h, y0)
над y0 ∈ Z∗pm задовольняє

SN (h) :=
1

ϕ(pm)

∑
y0∈Z∗pm

|SN (h, y0)| 6 N
1
2 p−

m
4

(
2(εp(a))

m
4 +
√

10p
ν+s

4

)
,

де s = νp((h, p
m)), h = h0p

s,

εp(a) =

{
1, якщо p = 2

1 +
(
−a
p

)
, якщо p > 2,

(
−a
p

)
- символ Лежандра.

Для лiнiйно-iнверсного генератора по модулю 2m:
ТЕОРЕМА. Нехай (h1, h2, 2) = 1, ν2(h1 + h2) = β, ν2(h1k +

h2`) = γ. Справедливi наступнi оцiнки

|σk,`(h1, h2;M)| 6



2
m+2

2 , якщо k 6≡ `(mod 2);
0, якщо k ≡ `(mod 2)

i β < γ + ν, m− β − ν > 0;
2m−1, якщо k ≡ `(mod 2)

i β > γ + ν, m− ν − γ 6 0;

2
m+ν+γ+2

2 , якщо k ≡ `(mod 2)
i β > γ + ν, m− ν − γ > 0.

Аналогiчним чином розглядаються тригонометричнi суми σk,` i
SN (y0, y1) на випадок послiдовностi ПВЧ, породженої iнверсним ге-
нератором другого порядку.
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Отриманi оцiнки тригонометричних сум на послiдовностях, зге-
нерованих дослiдженими нами iнверсними генераторами, за допо-
могою нерiвностi Турана-Ердьоша-Коксми дозволяють оцiнити де-
скрiпансiї породжених послiдовностей, а отже оцiнити якiснiсть на
рiвномiрнiсть i непередбачуванiсть цих послiдовностей.

Iз послiдовностi одномiрних точок {xn}, n = 0, 1, . . ., породже-
них iнверсними генераторами, утворимо послiдовнiсть s-мiрних то-
чок X(s)

n , де

X(s)
n = (xn, xn+1, . . . , xn+s−1), n = 0, 1, . . . .

ОЗНАЧЕННЯ. Говорять, що послiдовнiсть ПВЧ {xn} прохо-
дить серiальний тест на псевдовипадковiсть, якщо дескрiпансiя
D

(s)
N послiдовностi s-мiрних точок X

(s)
n прямує до 0 при N → ∞

для s = 1, 2, . . ..
Для розглянутих iнверсних генераторiв в роботi доведенi нижнi

та верхнi оцiнки дескрiпантної функцiї D(s)
N . Зокрема, для лiнiйно-

iнверсного генератора зi змiнним зсувом

yn+1 ≡ ayn + b+ cF (n+ 1)y0(mod pm), νp(b) = ν

в теоремi 2.24 ми отримали оцiнку:

D(3)
τ 6

√
p

√
p− 1

p−
m
2 +ν

(
1

π
log pm−ν +

3

5

)3

+
3

2
p−m+ν .

звiдки видно, що для ν < m
2 D

(3)
τ → 0 при pm →∞.

В другому пiдроздiлi другого роздiлу дослiджується конгру-
ентний генератор, пов’язаний з цiлими точками на елiпсi x2+dy2 ≡ 1
(mod pm), де d - натуральне число, а p - нерозкладне просте число
уявного квадратичного поля Q(

√
−d). В роздiлi 1 дано опис групи

Em кiльця цiлих елементiв Z[θ]. Якщо u0 + θv0 - породжуючий еле-
мент групи Em, то ми позначаємо по модулю pm:

Zt(k) = Zt = Re
(

(u0 + θv0)2(p+1)t+2k
)
,

Wt(k) = Wt = Im
(

(u0 + θv0)2(p+1)t+2k
)
.

В прийнятих позначеннях доведена теорема:
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ТЕОРЕМА. Нехай a, b ∈ Zpm , (a, b, p) = 1. Тодi для тригоно-
метричної суми

S(a, b; pm) =
∑

t∈Zpm−1

epm(aZt + bWt)

ми маємо наступну оцiнку

|S(a, b; pm)| 6 2p
m
2 .

Для кожного k ∈ {0, 1, . . . , p} i цiлих a, b таких, що (a, b, p) = 1
позначимо

aZt(k) + bWt(k) = xt(a, b; k) := x(t).

Послiдовнiсть x(t) будемо називати циркулярною послiдовнiстю псев-
довипадкових чисел.

ТЕОРЕМА. Послiдовнiсть
{
x(t)
pm

}
рiвнорозподiлена на вiдрiзку

[0, 1).
Iнверснi генератори, якi дослiджуються в роботi, можуть бути

узагальненi на випадок послiдовностей псевдовипадкових чисел оди-
ничного кола. Для цього нами доведена теорема:

ТЕОРЕМА (Аналог нерiвностi Турана-Ердьоша-Коксми).
Нехай M > 1 - цiле рацiональне, GM - кiльце цiлих гаусових чисел
по модулю M . Тодi для кожної послiдовностi {zn}, zn ∈ GM , дескрi-
пансiя точок

{
zn
M

}
задовольняє нерiвностi

DN 6 2

(
1−

(
1− 2π

M

)2
)

+

+
1

M

∑
γ∈GM
γ 6=0

min

(
1

| sinπRe γ|
,

1

| sinπ Im γ|

)
1

N

(
|SN |+O

(
N

1
2

))
,

де SN =
N−1∑
n=0

eM (Re(γyn)).

За допомогою цього аналогу в роботi доведено, що послiдовнiсть
z0(u+ iv)m, де u+ iv - породжуючий елемент групи En, є рiвномiр-
но розподiленою i непередбачуваною в одиничному колi комплексної
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площини. В останньому пiдроздiлi другого роздiлу вивчаються
послiдовностi ПВЧ, якi породженi елiптичною кривою над Zpm . До-
ведена теорема:

ТЕОРЕМА. Нехай p > 3 - просте число, m > 3 - натуральне;
(x0, y0) - деякий розв’язок конгруенцiї y2 ≡ x3 + ax + b (mod p), де
−3a квадратичний нелишок i (y0, p) = 1. Тодi iснують два многочле-
ни yi(t), i = 1, 2 над кiльцем Zpm такi, що для (A, p) = 1 i кожного
розв’язку yi(t), i = 1, 2 конгруенцiї y2 ≡ x3 + ax+ b (mod pm), спра-
ведлива оцiнка тригонометричної суми

pm−1∑
t=0

em(Ayi(t)) = O
(
p
m
2

)
з абсолютною сталою в символi "O".

ОЗНАЧЕННЯ. Нехай (x0, y0) - розв’язок конгруенцiї y2 ≡ x3+
ax + b (mod pm) i нехай yi(t) - многочлени з попередньої теореми.
Послiдовнiсть

{
yi(t)
pm

}
, t = 0, 1, . . . , pm−1 − 1 називається послiдов-

нiстю псевдовипадкових чисел, асоцiйованою з елiптичною кривою.

З Теореми 2.38 випливає, що тригонометрична сума
N−1∑
t=0

e2πi
hyi(t)

pm ,

h 6≡ 0 (mod pm) має оцiнку

N−1∑
t=0

e2πi
hyi(t)

pm = O(p
m−µ

2 log pm),

де µ = νp(h). Це означає, що послiдовнiсть псевдовипадкових чисел,
асоцiйованих з елiптичною кривою, проходить тест на псевдовипад-
ковiсть.

Третiй роздiл дисертацiї мiстить шiсть пiдроздiлiв, в яких ви-
вчається питання розподiлу значень арифметичних функцiй над кiль-
цями Z i G. В першому пiдроздiлi третього роздiлу побудована
асимптотична формула для функцiї дiльникiв τ3(ω) над кiльцем цi-
лих гаусових чисел з нормами в арифметичнiй прогресiї. Основним
результатом цього пiдроздiлу є наступна теорема:
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ТЕОРЕМА. Нехай `, q - позитивнi цiлi, 1 6 ` < q, (`, q) = 1.
Тодi для x→∞ ми маємо∑

N(ω)≡` (mod q)
N(ω)6x

τ3(ω) =
x

q2
I(`, q)

∏
p|q

(
1− 1

N(p)

)2

P2(log x)+

+
x

q2
I(`, q)

∏
p|q

(
1− 1

N(p)

)
P1(log x) +

12x

q2
I(q, `) +O

(
x

5
7+ε
)
,

де I(q, `) - кiлькiсть розв’язкiв конгруенцiї x2 + dy2 ≡ ` (mod q) i
Pj(u) - полiноми степенi j з обчислювальними коефiцiєнтами, крiм
того цi коефiцiєнти i стала в залишковому членi не залежать вiд
x, `, q.

В другому пiдроздiлi третього роздiлу ми дослiджуємо фун-
кцiю дiльникiв τ(ω), яка зважена сумою Клостермана K(1, ω; γ).
Оскiльки K(1, ω; γ) приймає тiльки дiйснi значення, то цiкаво роз-
глядати функцiю τ(ω), зважену функцiєю K(1, ω; γ), подiбно тому,
як вивчається функцiя дiльникiв, зважена тригонометричною оди-
ницею e2πiRe ωγ . В цьому пiдроздiлi доведена наступна теорема

ТЕОРЕМА. Нехай γ = γ1γ2, (γ1, γ2) = 1, γ1 - безквадратна,
γ2 - квадратно-повна частини γ. Тодi для (α, γ) = 1 справедлива
асимптотична формула для x→∞:∑

N(ω)6x

τ(α)K(1, αω; γ) = A(x, γ) +O
(
x

1
3N(γ)

1
2 τ3(γ) log2 x

)
,

де

A(x, γ) =

 0, якщо γ2 > 1,
πϕ(γ)
4N(γ)

∑
p|γ

logN(p)
N(p)−1 + ϕ(γ)

4N(γ)

[
π
4E + L′(1, χ4)

]
, якщо γ2 = 1.

Наступний пiдроздiл 3.3 присвячено розподiлу норм цiлих га-
усових чисел в арифметичнiй прогресiї i вузьких секторах. Нехай
функцiя

rm(n) =
∑
u,v∈Z

u2+v2=n

e4mi arg (u+iv).
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при m = 0 означає кiлькiсть зображень натурального числа n сумою
двох квадратiв. Позначимо через A(x;ϕ1, ϕ2; a, p`) число точок (u, v)
в кругу (u2 + v2) 6 x за умов

u, v ∈ Z, ϕ1 < arg (u+ iv) 6 ϕ2, u
2 + v2 ≡ a (mod p`), (a, p`) = 1.

ТЕОРЕМА. Для x→∞ справедлива наступна оцiнка

∑
n≡a (mod p`)

n6x

rm(n) = ε
πx

p`
k0

(
1− χ4(p)

p

)
+O

(
x

1
2+ε

p
`
4

M1+ε

)
+

+O
(
p
`
2M1+ε

)
,

де εm = 0, якщо m 6= 0, ε0 = 1, k0 = 1, якщо p > 2, або k0 = 2,
якщо p = 2, ` > 3; M = |m| + 3, ε > 0 довiльне мале число; сталi в
символах можуть залежати лише вiд ε.

Наступнi теореми випливають iз цього результату i Леми Вiно-
градова.

ТЕОРЕМА. В секторiальнiй областi u2 + v2 6 x, u2 + v2 ≡ a
(mod p`), ϕ1 < arg (u+ iv) 6 ϕ2, ϕ2 − ϕ1 � x справедлива наступна
асимптотична формула

A(x;ϕ1, ϕ2; a, p`) :=
∑
u,v

u2+v2≡a (mod p`)
ϕ1<arg (u+iv)6ϕ2

u2+v26x

1 =

=
ϕ2 − ϕ1

2
· k0x
p`

(
1− χ4(p)

p

)
+O

(
x

1
2+ε

p
`
4

)
.

ТЕОРЕМА. Нехай p - просте число, ` > 3, i p
3`

2−4κ 6 x 6 p2`,
0 < κ 6 1

8 −
1
4` , ϕ2 − ϕ1 � x−κ. Тодi ми маємо

A(x;ϕ1, ϕ2; a, p`) =
ϕ2 − ϕ1

2
· x
p`

(
1− χ4(p)

p

)
+O

(
x1−κ

p`
log xκ

)
.

В пiдроздiлi 3.4 розглянута проблема елiпса на арифметичнiй
прогресiї як аналог проблеми кола i доведенi теореми:
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ТЕОРЕМА. Для D
3
2 6 x < D2, справедлива асимптотична

формула

A(x,D) =
πx√
dD

γ0
∏
p|D

(
1−

(
d

p

)
· 1

p

)
+

+O

(
D

1
2 τ(D) exp

(
c
(lnD)

1
2

ln lnD

))
+O

(
x

1
2

D
1
4

τ(D)

)
,

де γ0 = 1, якщо

γ0 =

{
1, якщо D 6≡ 0 (mod 4),
2, якщо D ≡ 0 (mod 4),

i τ(D) - число дiльникiв D ∈ N.
ТЕОРЕМА. Для 0 < ϕ2 − ϕ1 6 π

2 справедливi наступнi асим-
птотичнi формули

A(x;ϕ1;ϕ2;D) =
(ϕ2 − ϕ1)x

2
√
dD

γ0
∏
p|D

(
1−

(
d

p

)
· 1

p

)
+

+O

(
D

1
2 τ(D) exp

(
c
(lnD)

1
2

ln lnD

))
+O

(
x

1
2

D
1
4

τ(D)

)

зi сталими в символах ”O”, якi залежать вiд d i ε > 0.
В пiдроздiлi 3.5 побудована асимптотична формула для кiль-

костi зображень натуральних чисел сумою значень позитивних бi-
нарних квадратичних форм. Нехай u1, . . . , un, v1, . . . , vn– фiксований
набiр векторiв iз Q2. Для λ ∈ Q i u, v ∈ Q2n покладаємо

Vn,k(λ;u, v) =
∑
(C)

e2πiu·v,

де C = {wj ∈ Z2, j = 1, . . . , n |
∑n
j=1 (Q(wj + vj))

k
= λ}.

Розглянемо функцiю, задану рядом

Zn,k(s;u, v) =
∑
λ>0

Vn,k(λ;u, v)

λs
, (Re s > 1).
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В роботi ми показали, що в критичнiй смузi 1
2 6 Re s 6 1 функцiя

Zn,k(s;u, v) має степеневий зрiст, а тому ми отримали асимптотичну
формулу для суматорної функцiї

W(λ;u, v) =
∑
λ6x

Vn,k(λ;u, v)

i довели наступну теорему:
ТЕОРЕМА. Для довiльного набору v ∈ Q2n справедлива оцiнка∑

λ6x

Vn,k(λ; 0, v) =
∑

n
2<l6n

ck(l)x
l
n +O(x

3
4 log3 x)

з обчислювальними сталими ck(l), причому

ck(n) =

(
Γ

(
(π)−

1
k

1

k

))r
2k2

n(n+ k)
; r =

n∑
j=1

uj∈Z
2

1.

Як видно iз теореми доцiльно вважати, що k
2 < n 6 k, тому що

для n 6 k
2 ми не можемо видiлити головний член асимптотики.

В останньому пiдроздiлi третього роздiлу дослiджується пе-
ретворення Лапласа для пари Z-функцiй Гекке зi зсувом. Нехай

Fm(s; δ, γ) =
∑

δ1,δ2∈Z[i]
δ1δ2≡q mod γ

Zm

(
s;
δ1
γ
, 0

)
Zm

(
s; 0,

δ2
γ

)
.

є сумою добуткiв двох функцiй Гекке зi зсувом i нехай

LFm(s; δ, γ) =

∞∫
0

Fm(x; δ, γ)e−sxdx, s = σ + it ∈ C

ТЕОРЕМА. Нехай δ i γ гаусовi цiлi, (δ, γ) = 1. Тодi

LFm(s; δ, γ) = λ0(s, δ,m)+

+4π3ei
π−s

2

[
π
∏
p|γ

(
1− 1

N(p)

)−1(
logN(p) + ϕ(γ)

π b0(γ)

)
− i(π−s)

2

]
,
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де

b0(γ) = π
∏
p|γ

(
1− 1

N(p)

)−1(
E +

L′(1, χ4)

L(1, χ4)
+
∑
p|γ

logN(p)

N(p− 1)

)
,

E - стала Ойлера, L(s, χ4) L-функцiя Дiрiхле з нетривiальним ха-
рактером mod4. Крiм того, функцiя λ0(s, δ,m) є аналiтичною для
|σ| < π

2 , а оцiнка
|λ0(s, δ,m)| � (1 + |s|)−1 справедлива для |σ| 6 θ, 0 < θ < π

2 .

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена застосуванням методу тригоно-
метричних сух в проблемах генерування послiдовностей псевдови-
падкових чисел, якi задовольняють умовам їх рiвномiрного розподi-
лу на вiдрiзку [0, 1), i розв’язанню проблем побудови асимптотичних
формул суматорних функцiй, асоцiйованих з мультиплiкативними
функцiями цiлих рацiональних або цiлих гаусових чисел. Iнтерес до
цих проблем пов’язано з використанням псевдовипадкових чисел в
задачах моделювання реальних процесiв, а також для деяких муль-
типлiкативних функцiй над кiльцем уявного квадратичного розши-
рення поля рацiональних чисел. Умовно результати дисертацiйної
роботи можна роздiлити на три частини: (i) будуються оцiнки пов-
них та твiстових сум над кiльцем чисел поля Q(

√
−d); (ii) засто-

совуються тригонометричнi суми спецального вигляду для оцiнки
якiсностi послiдовностей псевдовипадкових чисел, породжуваних iн-
версними конгруентними генераторами; (iii) методом тригонометри-
чних сум будуються асимптотичнi формули для суматорних фун-
кцiй, пов’язаних з мультиплiкативними функцiями над кiльцями цi-
лих рацiональних i цiлих гаусових чисел.

В першiй частинi роботи розглядаються норменi суми Клостер-
мана над кiльцем цiлих чисел поля Q(

√
−d) та деякi узагальнення

таких тригонометричних сум.
Другий роздiл дисертацiї мiстить спецiальнi конгруенцiї, якi по-

роджують послiдовностi псевдовипадкових чисел. Проводяться до-
слiдження дискрiпантної функцiї цих послiдовностей, за допомогою
яких виявляється якiснiсть послiдовностей ПВЧ.
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В третьому роздiлi вивчається: (i) функцiя дiльникiв τ3(ω) в ари-
фметичнiй прогресiї; (ii) норми гаусових цiлих чисел в арифметичнiй
прогресiї i вузьких секторах; (iii) перетворення Лапласа для пари Z-
функцiй Геке; (iv) зображення натуральних чисел квадратичними
формами; (v) проблема елiпса на арифметичнiй прогресiї.

Основними науковими результатами дисертацiї є такi:
— оцiнки повних i змiшених тригонометричних сум над кiльцем

цiлих гаусових чисел;
— новi оцiнки сум Клостермана n-го порядку над кiльцем цiлих

гаусових чисел;
— оцiнки узагальнених сум Клостермана над кiльцем цiлих га-

усових чисел;
— норменi суми Клостермана n-го порядку;
— новi оцiнки дискрiпантної функцiї iнверсного генератора зi

змiнним зсувом;
— побудованi iнверснi генератори другого порядку i знайденi

оцiнки вiдповiдних дискрiпантних функцiй;
— побудовано сiмейство циркулярних генераторiв, доведена псев-

довипадковiсть породжуваних ними послiдовностей псевдо-
випадкових чисел;

— дослiджено на псевдовипадковiсть послiдовнiсть, породжена
лiнiйно-iнверсним генератором;

— побудовано асимптотична формула в проблемi елiпса на ари-
фметичнiй прогресiї;

— дослiджена асимптотична поведiнки суматорної функцiї для
функцiї дiльникiв, зваженої тригонометричними одиницями;

— знайдена асимптотична формула для суматорної функцiї, асо-
цiйованої з кiлькiстю зображень натуральних чисел k-тими
степенями квадратичної форми;

— дослiдженi аналiтичнi властивостi перетворення Лапласа для
пари Z-функцiй Геке з зсувом.
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АНОТАЦIЯ

Варбанець С. П. Метод тригонометричних сум в теорiї
конгруентних генераторiв псевдовипадкових чисел та асим-
птотичних задачах теорiї чисел—Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-мате-
матичних наук за спецiальнiстю 01.01.08 — математична логiка, дис-
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кретна математика i теорiя алгоритмiв. —Київський нацiональний
унiверситет iменi Тараса Шевченка, Київ, 2021.

Побудованi новi нетривiальнi оцiнки повних чистих або твiстових
сум з многочленом в показнику над кiльцем цiлих елементiв уявно-
го квадратичного розширення поля рацiональних чисел. Дослiдженi
спецiальнi тригонометричнi суми Клостерманiвського типу над кiль-
цем цiлих чисел уявного квадратичного розширення поля рацiональ-
них чисел. Побудованi iнверснi конгруентнi генератори за модулем
степенi простого рацiонального числа p, наведенi узагальнення iнвер-
сного конгруентного генератора. Побудовано новий тип генераторiв,
для яких рекурсiя генерування основана на властивостях елемен-
тiв так званої норменої групи, яка є пiдгрупою мультиплiкативної
групи класiв лишкiв кiльця Z[i] за модулем pm, де p - просте рацiо-
нальне число, яке не розпадається в полi Q(

√
−d), d > 0. Розглядаю-

ться оцiнки тригонометричних суми на послiдовностях ПВЧ, через
якi оцiнюється дескрiпантна функцiя послiдовностей ПВЧ. Отрима-
нi оцiнки дескрiпансiї узагальнених послiдовностей ПВЧ, породже-
них iнверсними генераторами, покращують результати Нiдерайте-
ра i Шпарлiнського. Побудованi асимптотичнi формули суматорних
функцiй для спецiальних арифметичних функцiй над кiльцями цi-
лих рацiональних або цiлих чисел уявного квадратичного розшире-
ння поля рацiональних чисел. Також отриманi оцiнки залишкових
членiв для суматорних функцiй, пов’язаних з розподлiлом значень
τ3(α). Побудована асимптотична формула для кiлькостi цiлих гаусо-
вих чисел у вузькому секторi кола радiусу x

1
2 , норми яких належать

арифметичнiй прогресiї, рiзниця якої росте з зростанням i не пере-
вищує x

2
3 , а розмiр кутового сектору прямує до нуля. Подiбнi оцiнки

були отриманi нами в проблемi елiпсу на арифметичнiй прогресiї.
Знайдено аналiтичний вираз перетворення Лапласа добутку пар Z-
функцiй Геке Zm

(
s; δ1γ , 0

)
Zm

(
s; 0, δ2γ

)
. Дослiджена проблема зобра-

ження натуральних чисел квадратичними формами вiд n змiнних,
яка узагальнює проблему Варинга. Побудована нова асимптотична
формула для кiлькостi точок всерединi елiпса на арифметичнiй про-
гресiї.

Ключовi слова: тригонометричнi суми, сума Клостермана, псевдо-
випадковi числа, дискрiпансiя, асимптотична формула, функцiя дiль-
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никiв.

АННОТАЦИЯ

Варбанец С. П. Метод тригонометрических сумм в те-
ории конгруэнтных генераторов псевдослучайных чисел и
асимптотических задачах теории чисел—Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-мате-
матических наук по специальности 01.01.08 — математическая логи-
ка, дискретная математика и теория алгоритмов. —Киевский наци-
ональный университет имени Тараса Шевченка, Киев, 2021.

Построены новые нетривиальные оценки полных чистых или тви-
стовых сумм с многочленом в показателе над кольцом целых элемен-
тов мнимого квадратичного расширения поля рациональных чисел.
Исследовались специальные тригонометрические суммы Клостерма-
новского типа над кольцом целых чисел мнимого квадратичного ра-
сширения поля рациональных чисел. Построены инверсные конгру-
энтные генераторы по модулю степени простого рационального чи-
сла p, приведены обобщения инверсного конгруэнтного генератора.
Построен новый тип генераторов, для которых рекурсия генериро-
вания основана на свойствах элементов так называемой норменной
группы, которая является подгруппой мультипликативной группы
классов вычетов кольца Z[θ] по модулю pm, где p - простое рацио-
нальное число, которое не разлагается в поле Q(

√
−d), d > 0. Рас-

сматриваются оценки тригонометрических сумм на последователь-
ностях псевдослучайных чисел, которые важны для получения не-
тривиальных оценок дескрипансии последовательностей ПСЧ. По-
лученные нами оценки дескрипансии обобщённых последовательно-
стей ПСЧ, порождённых инверсными генераторами, улучшают ре-
зультаты Нидерайтера и Шпарлинского. Построены асимптотиче-
ские формулы суматорных функций для специальных арифметиче-
ских функций над кольцами целых рациональных или целых чисел
мнимого квадратичного расширения поля рациональных чисел. Та-
кже получены оценки остаточных членов для суматорных функций,
связанных с распределением значений τ3(α). Построена асимптоти-
ческая формула для числа целых гаусових чисел в узком секторе
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круга радиусом x
1
2 , нормы которых принадлежат арифметической

прогрессии, разность которой растёт с ростом и не превышает x
2
3 ,

а раствор углового сектора стремится к нулю. Оценки, подобные ре-
зультату о нетривиальности оценки Z-функции Гекке со сдвигом,
были нами получены в проблеме эллипса на арифметической про-
грессии. Для эллипса u2 + dv2 ≡ 1 (mod D), d-безквадратное целое,
(d,D) = 1 построена асимптотическая формула о числе натураль-
ных чисел вида n = u2 + dv2 в арифметической прогрессии n ≡ 1
(mod D) при условии, что x → ∞. Найдено аналитическое выра-
жение для преобразования Лапласа произведения пар Z-функций
Гекке Zm

(
s; δ1γ , 0

)
Zm

(
s; 0, δ2γ

)
. Исследована проблема представле-

ния натуральных чисел квадратичными формами от n переменных,
которая обобщает проблему Варинга. Построена новая асимптотиче-
ская формула для числа точек внутри эллипса на арифметической
прогрессии.

Ключевые слова: тригонометрические сумми, сумма Клостерма-
на, псевдо-случайные числа, дискрепансия, асимптотическая форму-
ла, функция делителей.

ABSTRACT

Varbanets S. P. Method on exponential sums in theory
of congruential generators of the pseudorandom numbers and
asymptotic problems in number theory. — Manuscript.

Thesis for the doctor of mathematical and physical sciences degree
in speciality 01.01.08 — mathematical logic, discrete mathematics and
theory of algorithms. — Taras Shevchenko National University of Kyiv,
Kyiv, 2021.

This thesis is devoted to investigation the generating problems of
the sequences of pseudorandom numbers using a competitive recursi-
on of the prime power modulus, as well as the problems of analytical
number theory that arise with constructing the asymptotic formulas for
summatory functions associated with the distribution of divisor functions
τk, k = 2, 3 over the rings of rational integers or Gaussian integers. We
introduced the construction of new non-trivial estimates of purely com-
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pleted or twisted exponential sums with a polynomial in the exponent
over the ring of Gaussian integers. In addition, there are investigated the
special exponential sums of Klosterman type over the ring of integers of
an imaginary quadratic expansion of the field of rational numbers. The
studied norm Klosterman sums have no analogue in the rational case,
and their estimates are used to obtain the estimates of an error terms in
problems of analytic number theory such as the problem of circle (or elli-
pse) in arithmetic progression and in the coding theory with Klosterman
code problems etc. The obtained estimates of the norm Klosterman sums
are related to the results of P. Deligne and E. Bombieri on the Riemann
hypothesis for algebraic varieties. R. Evans, G. Perelmuter, S. Stepanov,
R. Dabrovsky, V. Fischer, H. Ivanets and others were engaged in the
development of methods for estimating of such sums. The significance of
the obtained results on estimates of completed exponential sums is that
the asymptotic formulas for estimates of the distribution of arithmetic
functions on arithmetic progressions are based on such estimates. The
second part of thesis is devoted to construction the inversive congruenti-
al generators modulo the power of prime rational number p. We gave the
generalizations of the inversive congruential generator. We also investi-
gated the inversive congruential generator of second order. Here also we
constructed a new type of generators for which the relative recursion
is based on the properties of elements from so-called the norm group,
which is a subgroup of the multiplicative group of residue classes of the
ring Z[θ] modulo the pm. We used the constructed exponential sums to
obtain the non-trivial estimates for discrepancy function of sequences
of PRN’s. The obtained estimates of discrepant function improve the
results of Niederreiter and Shparlinskii. The last part of thesis was being
devoted to the problems of analytical number theory. We constructed
the asymptotic formulas of summatory functions for special arithmetic
functions over the ring of rational numbers and the ring of integers of
imaginary quadratic extension of the field of rational numbers. The obtai-
ned results are testified the uniform distribution of the values of these ari-
thmetic functions on the segments of natural numbers or narrow sectors
on the complex plane. We investigated the distribution of values of di-
visor function τ3(α) with norm in arithmetic progression. Here we also
constructed an asymptotic formula for the number of Gaussian integers
in a narrow sector of a circle of radius x

1
2 , the norms of which belong
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to an arithmetic progression which difference increases with increasing
x and does not exceed x

2
3 , and the size of the corner sector goes to

zero. We obtained a similar result in the problem of an ellipse on an
arithmetic progression. In this work there are investigated the problem
of representing the natural numbers by the values of positively defined
quadratic of the power of k. And finally in the last part of thesis we
find the analytical expression for the Laplace transform of the product
of pairs of Hecke Z-functions Zm

(
s; δ1γ , 0

)
Zm

(
s; 0, δ2γ

)
.

Key words: exponential sums, Kloosterman sum, pseudo-random num-
bers, discrepancy, asymptotic formula, divisor function.
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