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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальність теми. Побудова математичних моделей контактної взаємо​дії пружних неоднорідних тіл, їх математичне обґрунтування та розробка чисельних методів аналізу актуальні для багатьох галузей науки й техніки, зокрема машинобудування, будівельної індустрії, геофізики та біомеханіки.
Задачі одностороннього контакту пружних тіл моделюють крайовими задачами для рівнянь теорії пружності з крайовими умовами у вигляді нерівностей, а в слабкій постановці – варіаційними нерівностями. Вони є нелінійними, оскільки зони контакту – наперед невідомі.
Ефективним підходом до дослідження складних неоднорідних конструкцій є методи декомпозиції області (МДО), які зводять розв’язування крайових задач математичної фізики у всій області до розв’язування задач в окремих під​облас​тях. Перевагами МДО є можливість організації паралельних обчислень та застосування різних математичних моделей і методів для окремих підобластей.

Для чисельного розв’язування крайових задач, поряд з методами скінченних різниць, найбільшого поширення отримали метод скінченних елементів (МСЕ) та метод граничних елементів (МГЕ), кожен з яких є ефектив​ним для певного класу задач. Застосування в методах декомпозиції області гіб​ридних скінченно-граничноелементних апроксимацій дає змогу врахувати специфіку задачі в підобластях та використати переваги цих чисельних методів.

Широке застосування МДО отримали для задач з ідеальним механічним контактом підобластей, а для задач одностороннього контакту, які є нелінійними, вони розвинуті недостатньо.
Отже, побудова методів декомпозиції області для розв’язування задач контакту пружних тіл, їх теоретичне обґрунтування та розробка на цій основі ефективних методів чисельного аналізу багатокомпонентних конструкцій є актуальним науковим завданням.
Зв’язок із науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна робота виконана у рамках держбюджетних науково-дослідних тем кафедри прикладної математики Львівського національного університету імені Івана Франка "Розробка числових методів та програмно-алгоритмічних засобів для гетерогенного моделювання процесів у неоднорідних середовищах з різно​масштабними включеннями" (№ держреєстрації 0107U002055, 2007 – 2009 рр.) та Інституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України "Розвиток математичних методів контактної механіки складених тіл із геометричними і фізичними неоднорідностями границь за дії термодифузійних процесів та їх застосування в біомеханіці тканин" (№ держреєстрації 0106U006856, 2006 – 2010 рр.).
Метою роботи є розробка схем методу декомпозиції області для розв’язування задач одностороннього контакту без тертя та задач ідеального механічного контакту пружних тіл, їх теоретичне обґрунтування, побудова та реалізація на їхній основі ефективних чисельних методів з використанням скінченноелементних та скінченно-граничноелементних апроксимацій. Досягнення мети передбачало:
· варіаційне формулювання задач контакту без тертя та задач ідеального механічного контакту для кількох пружних тіл з використанням методу штрафу, доведення існування і єдиності розв’язку цих задач, доведення слабкої збіжності за параметром штрафу;
· доведення збіжності методу простої ітерації для абстрактних варіаційних рівнянь з нелінійним доданком і встановлення його швидкості збіжності;
· формулювання методу простої ітерації для варіаційного рівняння зі штрафом, що реалізує декомпозицію по підобластях, розробку паралельних схем Пуанкаре, Неймана та Діріхле МДО;
· розробку алгоритмів і програм реалізації схем МДО з використанням скінче​нноелементних та гібридних скінченно-граничноелементних апроксимацій;
· тестування розроблених чисельних схем, дослідження їхньої практичної збіжності та ефективності.

Об’єкт дослідження – проблеми математичного моделювання та чисель​ного аналізу деформування пружних тіл за умов одностороннього контакту без тертя або ідеального механічного контакту.
Предмет дослідження – схеми методу декомпозиції області для розв’язу​вання задач контакту без тертя та задач ідеального механічного контакту пружних тіл на основі варіаційного формулювання.

Методи досліджень. У роботі використано методи нелінійного функціонального аналізу та математичного аналізу, варіаційні методи матема​тичної фізики, методи декомпозиції області, чисельні методи розв’язування варіаційних задач, метод скінченних елементів, метод граничних елементів, чисельні методи лінійної алгебри, методи об’єктно-орієнтованого програмування.
Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному:
· на основі методу штрафу здійснено варіаційне формулювання задач одностороннього контакту без тертя та задач ідеального механічного контакту для кількох пружних тіл, доведено існування і єдиність розв’язку цих задач та слабку збіжність за параметром штрафу;
· доведено лінійну збіжність в енергетичній нормі методу простої ітерації для розв’язування абстрактних варіаційних рівнянь з нелінійним доданком;
· для варіаційних рівнянь зі штрафом задач контакту пружних тіл запропоновано стаціонарні та нестаціонарні методи простої ітерації, які реалізують схеми декомпозиції області та доведено їхню збіжність;
· запропоновано методику чисельної реалізації розроблених схем МДО для плоских задач теорії пружності за допомогою скінченноелементних апроксимацій на лінійних і квадратичних трикутних елементах та граничноелементних апроксимацій на лінійних граничних елементах;
· для плоских контактних задач розвинуто метод мортарних елементів для схем МДО з несумісними сітками на межі підобластей;
· проведено чисельне дослідження низки тестових та практичних задач, яке показало добре узгодження результатів з теоретичними висновками щодо збіжності запропонованих схем та дозволило виявити нові механічні ефекти.
Достовірність отриманих результатів забезпечується коректністю та строгістю постановок математичних задач і викладок, застосуванням апробованих математичних методів і чисельних алгоритмів. Достовірність чисельних результатів підтверджується їхньою узгодженістю з теоретичними результатами та відомими результатами інших авторів.
Практичне значення отриманих результатів. Розроблені у роботі пара​лельні схеми МДО можуть бути використані для розв’язування складних інже​нерних задач про контактну взаємодію кількох пружних тіл і будуть особливо ефективними при використанні багатопроцесорних систем. Ряд теоретичних та практичних положень дисертації використано при виконанні держбюджетних тем. Теоретичні результати роботи можуть стати основою для побудови схем МДО розв’язування контактних задач взаємодії нелінійно пружних тіл.
Особистий внесок здобувача. Основні результати дисертаційної роботи автор отримав самостійно. Роботи [4, 11–13] – опубліковано самостійно. У ро​ботах, опублікованих у співавторстві з науковим керівником [3, 6, 7, 9, 10, 16], І. Дияку належить загальне формулювання задач, вибір методів дослідження та чисельних методів, аналіз чисельних результатів. Особистий внесок здобувача складає: участь у формулюванні задач, теоретичне обґрунтування методу штрафу, розробка та теоретичне обґрунтування схем МДО, чисельна реалізація схем МДО та участь в аналізі результатів.

У роботі, опублікованій у співавторстві з О. Григоренком та І. Дияком [5], особистий внесок здобувача складає: участь у формулюванні задач, розробка схем МДО, чисельна реалізація та участь у аналізі результатів. У роботах, опублікованих у співавторстві з І. Дияком та І. Макаром [1, 8], особистий внесок дисертанта полягає в участі у формулюванні задач та реалізації ітераційних схем МДО, програмній реалізації МСЕ для плоскої задачі теорії пружності та участі в аналізі результатів. У роботах, опублікованих у співавторстві з І. Дияком та С. Матисяком [2, 15], особистий внесок здобувача складає: участь у формулюванні задач, розробка схем МДО та методу мортарних функцій, програмна реалізація та участь у аналізі результатів. У роботі, опублікованій у співавторстві з І. Дияком та Р. Мартиняком [14], особистий внесок здобувача складає: участь у формулюванні задачі, реалізація та чисельні дослідження схем МДО, участь в аналізі результатів.
Апробація результатів дисертації. Основні результати досліджень за темою дисертації доповідалися та обговорювалися на Всеукраїнських наукових конференціях "Сучасні проблеми прикладної математики та інформатики" (м. Львів, 2006–2009 рр.), Міжнародній математичній конференції імені В. Я. Скоробогатька (м. Дрогобич, 2007 р.), Міжнародній науковій конференції "Сучасні проблеми механіки та математики" (м. Львів, 2008 р.), IV Всеукраїнсь​кій науковій конференції "Нелінійні проблеми аналізу" (м. Івано-Франківськ, 2008 р.), VII Міжнародній конференції "INTERPOR 2008" (м. Бидгощ, Польща, 2008 р.), VIII Європейській конференції з обчислювальної математики та прик​ладних застосувань "ENUMATH 2009" (м. Уппсала, Швеція, 2009 р.), Українсь​кому математичному конгресі – 2009 (м. Київ, 2009 р.), Міжнародній науковій конференції "Сучасні проблеми механіки" (м. Львів, 2009 р.).
У повному обсязі результати дисертації доповідалася на загальноінститут​ському науковому семінарі ІППММ ім. Я. С. Підстригача НАН України, науковому семінарі кафедри прикладної математики Львівського національного університету імені Івана Франка, об’єднаному семінарі відділу математичних методів механіки руйнування та контактних явищ і відділу механіки тонкостін​них елементів конструкцій ІППММ ім. Я. С. Підстригача НАН України, науко​вому семінарі відділу чисельних методів та комп’ютерного моделювання Інсти​туту кібернетики ім. В. М. Глушкова НАН України та науковому семінарі Цент​ру математичного моделювання ІППММ ім. Я. С. Підстригача НАН України.
Публікації. Матеріали дисертації опубліковано у 18 наукових працях, з них 5 статей [1–5] – у фахових виданнях з переліку ВАК України для фіз.-мат. наук, зокрема, статті [1–4] – за спеціальністю дисертації. У тезах доповідей та матеріалах конференцій опубліковано 13 праць, зокрема, роботи [6–16].
Структура дисертації. Дисертація складається зі вступу, чотирьох розді​лів, які містять 56 рисунків і 1 таблицю, висновків та списку літератури, що на​лічує 180 найменувань на 18 сторінках. Повний обсяг дисертації – 163 сторінки.
ОСНОВНИЙ ЗМІСТ РОБОТИ

У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертації; відзначено зв’язок роботи з науково-дослідними темами, сформульовано мету та завдання досліджень; висвітлено наукову новизну, достовірність, теоретичне і практичне значення отриманих результатів; надано відомості про публікації за темою дисертації та особистий внесок автора в них, апробацію результатів дисертації, її структуру та обсяг; коротко викладено зміст роботи.

У першому розділі наведено огляд літератури за темою дисертації, висвітлено стан досліджень по застосуванню методів декомпозиції області та скінченно​еле​мент​них і комбінованих скінченно-граничноелементних апрокси​мацій для чисель​ного розв’язування задач математичної фізики, вказано на невирішені та частково вирішені проблеми.

Аналітичним методам розв’язування контактних задач присвячено велику кількість робіт, зокрема, праці В. М. Александрова, Й. І. Воровича, Л. А. Галіна, А. Г. Горшкова, І. Г. Горячевої, Е. І. Григолюка, Д. В. Гриліцького, O. М. Гузя, В. В. Зозулі, Г. С. Кіта, В. Д. Кубенка, В. В. Лободи, О. В. Максимука, Р. М. Мартиняка, В. І. Моссаковського, В. В. Панасюка, Б. Л. Пелеха, Г. Я. Попова, Д. А. Пожарського, В. Л. Рвачова, Г. М. Савіна, М. Й. Теплого, В. М. Толкачова, Р. М. Швеця, І. Я. Штаєрмана та інших авторів.
Ефективні чисельні методи розв’язування контактних задач ґрунтуються на теорії варіаційних нерівностей, започаткованій у роботах А. Сіньоріні, Г. Стампаккії, Г. Фікери та Ж.-Л. Ліонса, розвинутій та узагальненій у монографіях К. Байоккі та А. Капело; І. Главачека, Я. Гаслінґера, І. Нечаса, Я. Ловішека; Г. Дюво та Ж.-Л. Ліонса; І. Екланда і Р. Темама; Д. Кіндерлерера та Г. Стампаккії; Ж.-Л. Ліонса та Е. Мадженеса; Ж. Сеа.

Методи чисельного розв’язування варіаційних нерівностей розвивали Р. Ґловінскі, Ж.-Л. Ліонс, Р. Тремольєр, П. Панагіотопулос, N. Kikuchi, J. Oden.

Варіаційні методи для чисельного розв’язування контактних задач та задач для багатошарових тіл застосовували М. В. Банічук, О. С. Кравчук, В. І. Кузьменко, Г. І. Львов, М. В. Марчук та інші вчені.

Метод штрафу для розв’язування варіаційних нерівностей розвинуто у роботах Р. Ґловінскі, Ж.-Л. Ліонса, Ж. Сеа, Р. Тремольєра. Для чисельного розв’язування еліптичних варіаційних нерівностей другого порядку у поєднанні з методом фіктивних областей його використовували С. А. Войцеховський, І. П. Гаврилюк, С. І. Ляшко, В. C. Саженюк, І. В. Сергієнко, а для контактних задач – В. А. Ковтуненко, О. М. Хлуднєв, N. Kikuchi, J. T. Oden.
Методи декомпозиції області (МДО), або методи розділення області, зво​дять розв’язування крайових задач математичної фізики для складних областей до розв’язування задач для окремих підобластей, і на відміну від методу Шварца не вимагають накладання підобластей. Вагомі результати у цьому напрямку отримано у роботах В. І. Агошкова, В. Е. Кацнельсона, Е. Й. Матєєвої, Б. В. Пальцева, Л. Б. Цвіка, P. Avery, P. E. Bjorstad, C. Farhat, W. D. Gropp, S. Hueber, R. Krause, B. F. Smith, A. Toselli, O. Widlund, B. Wohlmuth та інших авторів. Гібридні скінченно-граничноелементні апроксимації у методах декомпозиції області застосовували В. І. Агошков, І. І. Дияк, В. І. Лєбєдєв, Б. А. Остудін, Я. Г. Савула, W. Elleithy, G. C. Hsiao, N. Kamiya, E. Schnack, W. L. Wendland та інші вчені.
Для задач з умовами одностороннього контакту, які є нелінійними, методи декомпозиції області розвинуті недостатньо. Серед нечисленних досліджень у цьому напрямку потрібно вказати роботи P. Avery, G. Bayada, J. Danмk, C. Farhat, S. Hueber, R. Krause, J. Sabil, T. Sassi, J. Schцberl, B. Wohlmuth, у більшості з яких декомпозицію проведено на дискретному рівні.
Аналіз літературних джерел засвідчив актуальність побудови теоретично обґрунтованих схем декомпозиції області для розв’язування контактних задач.
У другому розділі розглянуто варіаційні формулювання задачі про односторонній контакт без тертя кількох лінійно пружних тіл [3, 4].
У підрозділі 2.1 здійснено формулювання задачі одностороннього контакту кількох пружних тіл.
У тривимірному просторі з декартовою системою координат, розглянуто задачу про контакт 
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 пружних тіл  з ліпшицевими межами,  (рис. 1). Позначимо  .
Напружено-деформований стан в точці 
[image: image2.wmf]x

 кожного з тіл  описують вектор переміщень, симетричний тензор деформацій  та симетричний тензор напружень. Деформації виражаються через переміщення за співвідношеннями Коші


(1)
Напруження і деформації пов’язані законом Гука


(2)
де  – пружні сталі, які є симетричними та задовольняють умови:


(3)

Для кожного з тіл виконуються рівняння рівноваги


(4)
де, – компоненти вектора об’ємних сил  для тіла.

Нехай  – межа тіла. Уведемо на ній ортонормований базис  і запишемо у ньому вектори переміщень та напружень на межі:

Припустимо, що,. На поверхні  задані кінематичні крайові умови:


(5)
а на поверхні  – статичні крайові умови:


(6)
де  – задане зовнішнє навантаження.

	Поверхня  відповідає зоні можливого одностороннього кон​такту тіла  з іншими тілами:, , де  – зона можли​вого контакту тіла  з тілом, – множина індексів тіл, які контактують з тілом. Тоді, – частина поверхні тіла, яка може контактувати з тілом.
	Рис. 1. Контакт кількох пружних тіл



Вважаємо, що поверхні  та  – достатньо близькі, тому приймаємо що, де  – проекція точки на поверхню. Відстань між тілами  та  по нормалі до деформації позначимо. На поверхнях  виконуються умови:

нерозтягнення

(7)
відсутності тертя


(8)
взаємного непроникнення тіл


(9)
та умова контактної альтернативи


(10)

У випадку ідеального контакту тіл замість (7) – (10) виконуються умови:

(11)


(12)

Система рівнянь (1), (2), (4) з крайовими умовами (5), (6) та умовами одно​стороннього контакту (7) – (10) (або умовами ідеального механіч​ного контакту (11), (12)) складають замкнену систему для визначення трьох компонент переміщень, шести компонент деформацій та напружень кожного з тіл.

Зазначимо, що задача одностороннього контакту (1), (2), (4) – (10) є нелінійною, оскільки істинні зони контакту наперед невідомі.

У підрозділі 2.2 на основі праць О. С. Кравчука та В. І. Кузьменка здійсне​но варіаційне формулювання розглянутої задачі одностороннього контакту.

Для кожного з тіл  розглянемо простори Соболєва  зі скалярним добутком:


(13)

та нормою,  ,  .

Введемо у  замкнені підпростори,  та розглянемо їхній прямий добуток

.
У рефлексивному банаховому просторі  означимо скалярний добуток  та норму,.
У просторі  введемо множину кінематично допустимих переміщень:


(14)
де  – множина всеможливих невпорядкованих пар індексів тіл, що контактують між собою.
Значення переміщень на границі слід розуміти в сенсі теорії слідів. За припущення, переміщення на поверхні  належать класу. Цьому ж класу належить початковий просвіт між тілами. Рівності та нерівності в цих класах виконуються майже скрізь.

Елементами множини є такі вектори переміщень, сліди яких на поверхнях можливого контакту задовольняють умови непроникнення (9). Показано, що  – опукла замкнена множина у.

Визначимо білінійну форму, що відповідає сумарній енергії пружної деформації тіл:


(15)


та лінійну форму, що рівна роботі заданих зовнішніх сил:



(16)

де.
Доведено, що білінійна форма  – симетрична, неперервна та коер​цитивна у, а лінійна форма  – неперервна у:

(17)



(18)



(19)


(20)

У працях О. С. Кравчука та В. І. Кузьменка показано, що вихідна контактна задача (1), (2), (4), (6) – (10) у слабкому розумінні еквівалентна задачі мінімізації на множині 
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квадратичного функціонала Лагранжа


(21)

або варіаційній нерівності


(22)

розв’язок яких існує та єдиний.

У підрозділі 2.3 розглянуто формулювання задачі одностороннього контакту пружних тіл на основі методу штрафу [3, 4].

Для отримання задачі мінімізації в усьому просторі, уведемо штраф за порушення умов непроникнення (9) у такій формі:

(23)
де  – параметр штрафу,.
Розглянемо задачу мінімізації функціонала зі штрафом у просторі:



(24)

Штрафний доданок  – невід’ємний та диференційовний за Ґато:


(25)

Також показано, що функціонал  – лінійний і неперервний по:


(26)
та володіє властивостями:


(27)


(28)
Це дозволило довести, що розв’язок задачі (24) – існує та єдиний, а його знахо​дження еквівалентне розв’язанню у  нелінійного по  варіаційного рівняння:



(29)

З цього рівняння легко встановити, що величина


(30)

має сенс контактного тиску.

У підрозділі 2.4 на основі результатів Ж.-Л. Ліонса про збіжність методу штрафу встановлено, що розв’язок задачі (29) при  збігається слабко у просторі  до розв’язку вихідної варіаційної задачі (22).

У третьому розділі розглянуто побудову схем МДО для контактних задач.

У підрозділі 3.1 доведено збіжність методу простої ітерації для абстрактних варіаційних рівнянь з нелінійним доданком та показано, що швидкість збіжності у деякій енергетичній нормі є лінійною [3, 10, 16].

У замкненому рефлексивному банаховому просторі  розглянемо варіаційне рівняння вигляду (29), розв’язок якого існує та єдиний. Нехай у  також задана білінійна форма  така, що для будь-якого лінійного неперервного функціонала  існує і єдиний розв’язок задачі

(31)
Розглянемо метод простої ітерації для варіаційного рівняння (29) у вигляді:
(32)

Теорема 1. Нехай білінійна форма  задовольняє умови (17) – (19), лінійна форма  – умову (20), білінійна форма  – симетрична та задовольняє умови, аналогічні (18), (19) з константами  та, нелінійний доданок  – лінійний по  та володіє властивостями (26) – (28).
Тоді при  послідовність, отримана ітераційним методом (32), збігається сильно у  до розв’язку  задачі (29) з лінійною швидкістю в енергетичній нормі:


(33)
При  швидкість збіжності у нормі  буде найбільшою.
Як наслідок, доведено твердження про стійкість методу простої ітерації (32) до похибок, які виникають на кожному кроці.
Для розв’язування рівняння (29) також запропоновано нестаціонарний метод простої ітерації, де білінійні форми  на кожній ітерації є різними:


(34)
Теорема 2. Нехай білінійні форми  є симетричними, неперервними з константою, коерцитивними з константою  і володіють властивістю

,
а функціонали    задовольняють умови теореми 1.

Тоді при  послідовність  ітера​ційного методу (34) збігається сильно у  до розв’язку  задачі (29).

У підрозділі 3.2 запропоновано варіант методу (32), який на кожному кроці ітераційного процесу реалізує декомпозицію по підобластях [4, 9, 13, 16].

Виберемо у методі простої ітерації (32) білінійну форму  у вигляді:


(35)
де  – білінійна форма, що визначається так:


(36)
Тут   – характеристичні функції, що визначають задані підмножини  поверхонь  .

Метод простої ітерації (32) з білінійною формою (35) можна переписати:

(37)


(38)

Білінійна форма 
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 є симетричною, неперервною та невід’ємною. Тому білінійна форма (35) є неперервною та коерцитивною і за теоремою 1 при  послідовність , отримана методом (37), (38), збігається сильно до розв’язку 
[image: image5.wmf]u

 вихідного варіаційного рівняння зі штрафом (29): .
Оскільки спільні величини для підобластей є відомими з попередньої ітерації, то варіаційне рівняння (37) розпадається на  паралельних варіаційних рівнянь для кожної з підобластей:

(39)


(40)

На кожній ітерації 
[image: image6.wmf]k

 методу (39), (40), потрібно паралельно розв’язати  задач теорії пружності (39) з умовами Пуанкаре на поверхнях :
та умовами Неймана на поверхнях:
Ці схеми декомпозиції назвемо паралельними схемами Пуанкаре.
Вибираючи різні характеристичні функції,  у методі (39), (40), отримаємо різні варіанти схем Пуанкаре. Так, покладаючи  , отримаємо паралельну схему Неймана:

(41)


(42)

Якщо ж, на кожній ітерації  ми виберемо
 отримаємо паралельну нестаціонарну схему Діріхле:






(43)







(44)

На кроці 
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 цієї схеми потрібно паралельно розв’язати 
[image: image8.wmf]N

 задач (43) зі заданими через штраф переміщеннями  на визначеній функцією  частині поверхні. Ця схема відповідає нестаціонарному методу вигляду (34).

У підрозділі 3.3 для задачі ідеального механічного контакту пружних тіл (1), (2), (4) – (6), (11), (12) на основі варіаційного формулювання зі штрафом запропоновано низку схем декомпозиції області та встановлено їхню збіжність.
Паралельна схема Пуанкаре для цього випадку має вигляд:


(45)


(46)

Зокрема, покладаючи    , отримаємо паралельну схему Неймана. Для цієї схеми у випадку двох пружних тіл здійснено граничний перехід за параметром штрафу і побудовано паралельну схему Неймана декомпозиції без штрафу, яка на дискретному рівні ґрунтовно досліджена у працях [1, 5].
У четвертому розділі розглянуто методику чисельної реалізації розробле​них схем МДО для плоских задач за допомогою скінченноелементних апроксимацій на лінійних і квадратичних трикутних елементах та граничноелементних апроксимації на лінійних елементах.

	У підрозділі 4.1 викладено теоретичні ос​нови МСЕ з використанням лінійних та квадра​тичних апроксимацій на трикутних елементах.

У підрозділі 4.2 розглянуто основи прямого методу граничних елементів (ПМГЕ).

У підрозділі 4.3 проведено чисельний аналіз низки плоских задач контакту без тертя двох тіл.

Розглянуто задачу про односторонній кон​такт двох трансверсально-ізотропних тіл з висо​тою та довжиною  (рис. 2). Механічні сталі , де ,  та  – модуль пружності, коефіцієнт Пуассона та модуль зсуву тіла  у площині ізотропії, а, та  – в ортогональному напрямі. Відстань між тілами до деформації – .
	Рис. 2. Контакт двох багатошарових тіл


Для кожної з підобластей застосовували сітку з 1595 скінченними квадра​тичними трикутними елементами – 15 елементів вздовж зони можливого контакту . Для зупинки ітераційного про​цесу використовували умову досягнення відносної точності за переміщеннями:















(47)
де  – вузли розбиття зони, а  – відносна точність. Параметр штрафу вибирали: . Початкові наближення для пе​реміщень  в цій та у наступних задачах задавали за стрижневою моделлю [5].
На рис. 3 зображено графіки залежності кількості ітерацій 
[image: image9.wmf]m

 від ітераційного параметра 
[image: image10.wmf]g

 за відносної точності, що отримані для різних схем Пуанкаре, а на рис. 4 – графіки залежності  від логарифма відносної точності 
[image: image11.wmf]u
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 при оптимальних значеннях ітераційних параметрів. Крива 1 відповідає паралельній схемі Неймана (), криві 2–5 відповідають схемам Пуанкаре з   , рівними відповідно. Крива 3 також відпові​дає нестаціонарній паралельній схемі Діріхле (43) – (44) ().
	Рис. 3. Залежність кількості ітерацій від ітераційного параметра 
	Рис. 4. Залежність кількості ітерацій від 


Оптимальні значення ітераційного параметра  для зазначених схем відповідно дорівнюють  ; а точність  досягається за 21, 11, 5, 11 та 14 ітерацій.

Отож, найшвидше збігається схема Пуанкаре з поверхнею   , близькою до істинної зони контакту  (), та нестаціонарна паралельна схема Діріхле (), яким відповідає крива 3. Ці схеми також мають найширшу область ефективної збіжності для параметра. Найповільніше збігаються паралельна схема Неймана () – крива 1, та повна паралельна схема Пуанкаре () – крива 5.
Графіки на рис. 4 узгоджуються з теоретичними висновками про лінійну швидкість збіжності схем МДО.

Далі розглянуто задачу про контакт двох прямокутних пружних тіл з виїмкою, які стискаються нормальним зусиллям (рис. 5). Відстань між тілами до деформації –, де – півдовжина виїмки. Пружні сталі –   .
	Рис. 5. Контакт двох тіл з виїмкою
	Рис. 6. Контактне напруження  для різних сіток та величин параметра штрафу


Для підобластей використовували розбиття на 512–9355 лінійних і квадратичних трикутних елементів. Коефіцієнт штрафу задавали у вигляді, де  – висоти тіл, 
[image: image12.wmf]c

– нормований па​раметр штрафу. Для зупинки ітераційного процесу застосували критерій (47).
При, точності  нестаціонарна паралельна схема Діріхле для різних параметрів 
[image: image13.wmf]c

 збігається за 2–15 ітерацій. На рис. 6 для, , зображено графіки безрозмірного нормально​го контактного напруження. Крива 1 відповідає, отриманому на сітці з 32-ма лінійними елементами по зоні  при, а крива 2 –, отриманому на тій же сітці але за параметра штрафу. Розв’язки на кри​вих 3 і 4 одержані на сітці з 64-ма елементами для параметрів  (крива 3) та  (крива 4). Штриховою лінією (крива 5) позначений точний розв’язок для півпросторів, отриманий у роботі Р. М. Мартиняка та Р. М. Швеця.

Для сітки з 32-ма елементами на  при  (крива 2) розв’язок задачі уже нестійкий. При згущенні розбиття або при збіль​шенні порядку апроксимації отримуємо точніші розв’язки, влив похибок на збурення вхідних даних зменшується, і нестійкість послаблюється. Тому, розв’язок, отриманий для параметра штрафу  на густішій сітці з 64-ма елементами на зоні  (крива 4), уже стійкий і ближчий до аналітичного.
Отже, для підвищення точності розв’язку необхідно зменшувати параметр штрафу, одночасно згущуючи при цьому скінченноелементне розбиття.
Також досліджено влив на розв’язок геометричних параметрів тіл та стискуючого зусилля [14]. Встановлено межу застосовності моделі півпросто​рів. Для випадку, коли  величина  зони  контакту  порівняльна  з  розмірами  тіл,
виявлено низку механічних ефектів, які пов’язані з тим, що тіла є скінченними.

У підрозділі 4.4 запропоновані схеми МДО апробовано для задач одностороннього контакту трьох пружних плоских тіл.

Розглянуто задачу про стиск трьох ізотропних пружних тіл (рис. 7) з модулями Юнга  та коефіцієнтами Пуассона  при   , де  – висота тіл  і.
	Рис. 7. Контакт трьох плоских тіл
	Рис. 8. Відносні похибки для переміщень


Зони можливого контакту вибирали вздовж усієї довжини тіл. Для областей  та  використали сітку з 4096 лінійними трикутними елементами, а для області  – з 8192 елементами, що забезпечило 64 елементи на зонах контакту. Параметр штрафу вибирали так, як і в попередній задачі, враховуючи, що   . Для зупинки ітераційного методу застосовували критерій (47) при.

Задачу досліджували схемою Пуанкаре за ітераційного параметра, відносної точності, нормованого параметра штрафу.

Для відношень модулів пружності схема збігається відповідно за 119, 118, 109, 52, 22, 58, 62, 103 та 109 ітерацій. На рис. 8 для випадку  показано залежність відносних похибок, від номера ітерації  (відповідно криві 1–3).
Також досліджено еквівалентні напруження у тілах. Показано, що зменшення жорсткості нижнього тіла призводить до зменшення максимального еквівалентного напруження у тілах.
Подібні дослідження проведено для задачі про контакт трьох прямокутних пружних тіл за умов згину.
У підрозділі 4.5 для плоских контактних задач розвинуто метод мортарних елементів для схем МДО з несумісними сітками на межі підобластей [2, 11]. Для аналізу його ефективності розглянуто плоску задачу про ідеальний механічний контакт двох плит з пружними сталими, при згині рівномірним нормальним навантаженням (рис. 9). Чисельний аналіз проведено паралельною схемою Неймана без штрафу для задач ідеаль​ного механічного контакту [5].  У області    використано  ПМГЕ  з лінійними
апроксимаціями, а у області  – МСЕ з лінійними трикутними елементами.
Показано, що кількість мортарних елементів мало впливає на точність виконання умов контакту, а відтак – і на наближений розв’язок.

На рис. 10 наведено графіки переміщень  вздовж прямої, отримані при одночасному згущенні несумісних сіток МСЕ і ПМГЕ.
	Рис. 9. Згин двошарового тіла
	Рис. 10. Переміщення 


Криві 1–3 отримані за густішого розбиття області  і відпо​відають таким відношенням  до: 8/16, 16/32, 32/64, де  – кількість елементів розбиття області, що лежать на межі,. Криві 4–6 отримані для густішого розбиття області  за таких відношень  до: 16/8, 32/16, 64/32. Штриховою лінією показані переміщення за сумісного розбиття підобластей – 64/64. В обох випадках (криві 1–3 та криві 4–6), розв’язки наближаються до розв’язку, отриманого на сумісному розбитті. Для густіших сіток ПМГЕ (криві 4–6) швидкість збіжності більша, оскільки застосований варіант ПМГЕ є точнішим за відповідну схему МСЕ.

	У підрозділі 4.6 розглянуто задачу про односторонній контакт без тертя двох плоских шаруватих пружних тіл [8, 12, 15]. Кожне тіло складається з  мегаблоків висоти, які містять по два ізотропні шари висоти  з пружними сталими  (рис. 2).
Досліджено гомогенізовану модель К. Возняка і нульове наб​лиження гомогені​зованої моделі Б. Ю. Победрі. Показано, що у задачі про плоску деформацію ефективні модулі та коефіцієнти уточнених напружень для цих моделей співпадають.
	Рис. 11. 


Розрахунки проводили для параметрів:   .
При, точності, нормованого параметра штрафу  нестаціонарна паралельна схема Діріхле (43) – (44) збігається за 5–7 ітерацій.
Досліджено безрозмірні еквівалентні напруження у тілах:

 На рис. 11 за кількості мегаблоків  та відношення модулів пружності ша​рів  зображено лінії рівня напружень. Суцільні лінії відповіда​ють багатошаровій моделі, а штрихові – гомогенізованій. Напруження, отри​мані для неоднорідного тіла та за гомогенізованою теорією, мають однаковий якісний розподіл, а похибка гомогенізованої моделі не перевищує 10 %.

Чисельний аналіз також показав, що при збільшенні кількості мегаблоків, результати, отримані за обома моделями зближуються.
Основні результати та ВИСНОВКИ

У дисертаційній роботі на основі методу штрафу розроблено клас методів декомпозиції області для розв’язування задач контакту без тертя та задач ідеального механічного контакту пружних тіл, дано їхнє теоре​тичне обґрунтування; для випадку плоскої задачі здійснено чисельну реалізацію з використанням скінченноелементних і гібридних скінченно-граничноеле​ментних апроксимацій та проведено дослідження тестових і практичних задач.
Отримано такі основні наукові результати:

1) На основі методу штрафу здійснено варіаційне формулювання задач односторон​нього контакту без тертя та задач ідеального механічного контакту кількох пружних тіл. Доведено існування і єдиність розв’язку цих задач та слабку збіжність за параметром штрафу.
2) Доведено збіжність методу простої ітерації для розв’язування абстрактних варіаційних рівнянь з нелінійним доданком, встановлено, що швидкість збіжності у деякій енергетичній нормі є лінійною.
3) Для варіаційних рівнянь зі штрафом задач одностороннього контакту без тертя та ідеального механічного контакту кількох пружних тіл запропоно​вано клас стаціонарних та нестаціонарних методів простої ітерації, які реалізують паралельні схеми Пуанкаре, Неймана та Діріхле декомпозиції області. Доведено збіжність цих схем.
4) Запропоновано методику чисельної реалізації розроблених схем МДО для плоских задач теорії пружності за допомогою скінченноелементних апрок​симацій на лінійних і квадратичних трикутних елементах та гібридних скінченно-граничноелементних апроксимацій.
5) Для плоских контактних задач розвинуто метод мортарних елементів для схем МДО з несумісними сітками на межі підобластей.
6) Проведено чисельне дослідження низки задач, яке показало добре узгодження результатів з теоретичними висновками щодо збіжності запропонованих схем МДО та дозволило виявити нові механічні ефекти.
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АНОТАЦІЯ

Прокопишин І. І. Схеми декомпозиції області на основі методу штрафу для задач контакту пружних тіл. – Рукопис.
Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико-математичних наук за спеціальністю 01.05.02 – математичне моделювання та обчислювальні методи. – Інститут прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів, 2010.

Досліджувалися задачі одностороннього контакту без тертя та ідеального механічного контакту кількох пружних тіл. Розглянуто їхні еквівалентні формулювання у формі проблеми мінімуму функціонала Лагранжа та у формі варіаційної нерівності. Методом штрафу здійснено варіаційне формулювання цих задач у всьому просторі, доведено існування і єдиність розв’язку та його слабку збіжність за параметром штрафу до розв’язку вихідних задач.
Доведено збіжність методу простої ітерації для абстрактних варіаційних рівнянь з нелінійним доданком та показано, що швидкість збіжності у деякій енергетичній нормі є лінійною. Для варіаційних рівнянь зі штрафом задач контакту пружних тіл запропоновано клас стаціонарних та нестаціонарних методів простої ітерації, які реалізують паралельні схеми Пуанкаре, Неймана та Діріхле декомпозиції області та доведено їхню збіжність.
Розроблено методику чисельної реалізації запропонованих схем декомпозиції області для плоских контактних задач з використанням скінченно​елементних апроксимацій на лінійних та квадратичних трикутних елементах та граничноелементних апроксимацій на лінійних граничних елементах.
Для плоских контактних задач розвинуто метод мортарних елементів у випадку несумісних сіток на межі підобластей.
Проведено чисельне дослідження низки задач, яке показало добре узгодження результатів з теоретичними висновками щодо збіжності запропоно​ваних схем МДО та дозволило виявити нові механічні ефекти.
Ключові слова: контактні задачі, еліптичні варіаційні нерівності, метод штрафу, метод простої ітерації, метод декомпозиції області, метод скінченних елементів, метод граничних елементів.
Аннотация

Прокопышин И. И. Схемы декомпозиции области на основе метода штрафа для задач контакта упругих тел. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-матема​тических наук по специальности 01.05.02 – математическое моделирование и вычислительные методы. – Институт прикладных проблем механики и математики им. Я. С. Подстригача НАН Украины, Львов, 2010.

Изучались задачи одностороннего контакта без трения и идеального механического контакта нескольких упругих тел. Рассмотрены эквивалентные вариационные формулировки этих задач в форме проблемы минимума функционала Лагранжа и в форме вариационного неравенства. Методом штрафа даны их вариационные формулировки во всем пространстве, доказаны теоремы существования и единственности решения, показана слабая сходимость по параметру штрафа к решению исходных контактных задач.
Доказана сходимость метода простой итерации для абстрактных вариацио​нных уравнений с нелинейным слагаемым, установлена линейная скорость схо​димости метода в некоторой энергетической норме. Для вариационных уравне​ний со штрафом контактных задач предложен класс стационарных и нестацио​нарных методов простой итерации, которые реализуют методы Пуанкаре, Неймана и Дирихле декомпозиции по подобластям и доказана их сходимость.
Для задач идеального механического контакта двух тел путем граничного перехода по параметру штрафа построена параллельная схема Неймана декомпозиции по подобластям без штрафа.

Разработана методика численной реализации предложенных схем декомпозиции для плоских контактных задач с применением линейной и квадратичной аппроксимации на треугольных конечных элементах и линейной граничноэлементной аппроксимации.
Для плоских контактных задач для случая несовместимых сеток на границе подобластей развит метод мортарных элементов.

Проведено численное исследование ряда тестовых и практических задач, которое показало хорошее согласование результатов с теоретическими выводами о сходимости предложенных схем декомпозиции и позволило установить некоторые новые механические эффекты. В частности, установлено, что наибольшую скорость сходимости имеет нестационарная параллельная схема Дирихле, а наименьшую – параллельная схема Неймана.
Методами декомпозиции по подобластям исследована задача о контакте упругих тел периодической структуры  с  использованием  гомогенизированной
модели с микролокальными параметрами К. Возняка. Показано, что в задачах о плоской деформации эта модель по напряжениям полностью совпадаем с нулевым приближением гомогенизированной модели Б. Е. Победри. Проведен сравнительный анализ напряженного состояния в зоне контакта двух прямоугольных тел, рассчитанного для неоднородного тела и за гомогенизированной моделью, установлены границы применимости последней.
Ключевые слова: контактные задачи, эллиптические вариационные неравенства, метод штрафа, метод простой итерации, метод декомпозиции области, метод конечных элементов, метод граничных элементов.
ABSTRACT

Prokopyshyn I. I. Penalty method based domain decomposition schemes for contact problems of elastic solids. – Manuscript.

The thesis presented for a Candidate’s degree in physics and mathematics by specialty 01.05.02 – mathematical modeling and computational methods. – Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2010.

In the thesis the multibody frictionless unilateral and ideal contact problems of elasticity have been investigated. The variational formulations of these problems in the form of convex minimization problem and in the form of elliptic variational inequality have been considered. The penalty method has been used to reduce the initial variational problem to an unconstrained minimization problem which is equivalent to the variational equation in the whole space. The unique existence of solution of the penalty variational problem and weak convergence of this solution to solution of initial variational problem has been proved.

The convergence of simple iteration method for abstract variational equations with a nonlinear term has been proved. The linear convergence of this method in some energy norm has been shown. The class of parallel Poincarй (Robin), Neumann and Dirichlet domain decomposition schemes which correspond to some stationary and nonstationary simple iteration methods has been proposed for solving the penalty variational equations of contact problems. The convergence of these domain decomposition schemes has been proved.

The numerical implementation techniques based on finite element and hybrid boundary-finite element approximations have been developed for the proposed domain decomposition schemes.
For plane contact problems the mortar elements method has been implemented in the case of nonconforming meshes.

The numerical analysis that has been made for several testing and applied problems, demonstrates the effectiveness of proposed domain decomposition schemes, confirms the theoretical results about convergence of these schemes and helps to discover new mechanical phenomena.

Key words: contact problems, elliptic variational inequalities, penalty method, simple iteration method, domain decomposition method, finite element method, boundary element method.
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