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ÏÐÎ (M,N)-ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÄÎÁÓÒÊÀÕ ÒÀ ÍÀÐIÇÍÎ
ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍI ÔÓÍÊÖI� ÍÀ ÕÐÅÑÒÀÕ

Â ñòàòòi çíàéäåíî çàãàëüíèé âèãëÿä (m,n)-ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà äîáóòêàõ
X×Y , äå X i Y − ïiäìíîæèíè äîâiëüíîãî ïîëÿ K, à òàêîæ äîâåäåíî, ùî êîëè êîæíà íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X × Y → K ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òî äëÿ
ñêií÷åííîãî àáî íåçëi÷åííîãî ïîëÿ K öå æ ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ôóíêöié f : E → K, çàäàíèõ
íà õðåñòi E = (X ×K)

∪
(K × Y ) ìíîæèíè X × Y , à äëÿ çëi÷åííîãî ïîëÿ K − öå âæå íå òàê.

In the given paper we �nd the general form of (m,n)-polynomial functions de�ned on products
X×Y , where X and Y are subsets of any �eld K. We also prove that if every separately polynomial
function f : X × Y → K is jointly polynomial, then for �nite or uncountable �eld K this is still
valid for functions f : E → K de�ned on the cross E = (X × K)

∪
(K × Y ) of X × Y , but for

countable �eld K it is not true.

1. Îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åííÿ. Äëÿ äî-
âiëüíîãî ïîëÿ K ñèìâîëîì K[x] ìè ïîçíà-
÷àòèìåìî ñóêóïíiñòü óñiõ ïîëiíîìiâ

p(x) = a0 + a1x+ ...+ amx
m =

m∑
j=0

ajx
j

âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ x ç êîåôiöi¹íòàìè aj ç ïîëÿ
K, âîíè ïîðîäæóþòü ôóíêöi¨ p : K → K, à
÷åðåç K[x, y] − ñóêóïíiñòü óñiõ ïîëiíîìiâ

p(x, y) =
N∑

j,k=0

aj,kx
jyk

âiä äâîõ çìiííèõ x i y ç êîåôiöi¹íòàìè
aj,k ç K, ÿêi ïîðîäæóþòü âæå ôóíêöi¨
p : K2 → K.

Íåõàé E ⊆ K2. Äëÿ åëåìåíòiâ x i y ç ïîëÿ
K ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Ex = {v ∈ K : (x, v) ∈ E}

i
Ey = {u ∈ K : (u, y) ∈ E},

ÿêi íàçèâàþòü âiäïîâiäíî âåðòèêàëüíèì x-
ïåðåðiçîì òà ãîðèçîíòàëüíèì y-ïåðåðiçîì
ìíîæèíè E. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : E → K
ïîêëàäåìî fx(y) = fy(x) = f(x, y). Ôóíêöi¨
f : Ex → K i fy : Ey → K íàçèâàþòüñÿ
âiäïîâiäíî âåðòèêàëüíèì x-ðîçðiçîì òà ãî-
ðèçîíòàëüíèì y-ðîçðiçîì âiäîáðàæåííÿ f .

Íåõàé X = {x ∈ K : Ex ̸= ∅} i
Y = {y ∈ K : Ey ̸= ∅} − ïðîåêöi¨ ìíîæèíè
E íà îáèäâi âiñi, à m i n − äîâiëüíi öiëi íå-
âiä'¹ìíi ÷èñëà. Âiäîáðàæåííÿ f : E → K
ìè íàçèâà¹ìî (m,n)-ïîëiíîìiàëüíèì, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî y ∈ Y iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì
py(x) = a0(y) + a1(y)x+ ... + am(y)xm ç K[x]
ñòåïåíÿ ≤ m, ùî fy = py|Ey , i äëÿ êî-
æíîãî x ∈ X iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì px(y) =
b0(x) + b1(x)y + ... + bn(x)yn ç K[y] ñòåïåíÿ
≤ n, ùî fx = px|Ex . Ñóêóïíiñòü óñiõ (m,n)-
ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié f : E → K ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç Sm,n(E).

Íåõàé A ⊆ K. Ôóíêöiÿ g : A→ K íàçèâà-
¹òüñÿ m-ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
ïîëiíîì p(x) çK[x] ñòåïåíÿ ≤ m, ùî g = p|A.
Ñóêóïíiñòü òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷èìî ñèì-
âîëîì Pn(A). Çðîçóìiëî, ùî f ∈ Sm,n(E) òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè fx ∈ Pn(Ex) äëÿ êîæíîãî
x ∈ X = pr1(E) i fy ∈ Pm(Ey) äëÿ êîæíîãî
y ∈ Y = pr2(E). Ôóíêöiÿ g : A → K íà-
çèâà¹òüñÿ ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî âîíà ¹ m-
ïîëiíîìiàëüíîþ äëÿ äåÿêîãî m. Ñóêóïíiñòü
óñiõ ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié g : A → K
ìè ïîçíà÷àòèìåìî P (A). ßñíî, ùî P (A) =∪∞
m=0 Pm(A).

Äëÿ ìíîæèíè E ⊆ K2 ôóíêöiÿ
f : E → K íàçèâà¹òüñÿ íàçèâà¹òüñÿ N-
ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì
p(x, y) ç K[x, y] ñòåïåíÿ ≤ N , ùî p|E = f .
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Ñóêóïíiñòü òàêèõ ôóíêöié ìè ïîçíà÷à¹ìî
ñèìâîëîì PN(E). Ôóíêöiþ f : E → K íà-
çèâàþòü ïîëiíîìiàëüíîþ, àáî, òî÷íiøå, ñó-
êóïíî ïîëiíîìiàëüíîþ ÷è ïîëiíîìiàëüíîþ
çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, ÿêùî âîíà ¹ N -
ïîëiíîìiàëüíîþ äëÿ äåÿêîãî N . Ìíîæè-
íó òàêèõ ôóíêöié ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâî-
ëîì P (E). ßê i äëÿ îäíi¹¨ çìiííî¨, òóò
P (E) =

∪∞
N=0 PN(E). Ôóíêöiÿ f : E → K

íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî
fx ∈ P (Ex) äëÿ êîæíîãî x ∈ X = pr1(E) i
fy ∈ P (Ey) äëÿ êîæíîãî y ∈ Y = pr2(E).
Ñóêóïíiñòü òàêèõ ôóíêöié ìè ïîçíà÷àòèìå-
ìî ÷åðåç S(E).

Ñèìâîëîì |M | ïîçíà÷èìî ïîòóæíiñòü
ìíîæèíè M .
2. Ïðîáëåìè i çäîáóòêè. Â öié ïðàöi

ìè ïðîäîâæó¹ìî íàøi äîñëiäæåííÿ [1 − 3]
òàêèõ ïðîáëåì:

Ïðîáëåìà 1. Âêàçàòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi
óìîâè íà ìíîæèíó E â K2, äëÿ òîãî ùîá
S(E) = P (E).

Ïðîáëåìà 2. Äëÿ äàíèõ öiëèõ íåâiä'¹ì-
íèõ ÷èñåë m i n âêàçàòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi
óìîâè íà ìíîæèíó E ⊆ K2, ùîá Sm,n(E) ⊆
Pm+n(E).

Ïðîáëåìà 3. Äëÿ äàíèõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ
÷èñåëm i n âêàçàòè íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìî-
âè íà ìíîæèíó E, ùîá Sm,n(E) ⊆ P (E).

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè E = X × Y , ïðî-
áëåìà 1 áóëà ðîçâ'ÿçàíà â [1]: äëÿ òîãî, ùîá
P (X × Y ) = S(X × Y ), íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá õî÷à á îäíà ç ìíîæèí X ÷è Y áóëà ñêií-
÷åííîþ àáî íåçëi÷åííîþ.

Äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí E â [2] çíàéäå-
íî ëèøå äîñòàòíi óìîâè äëÿ âèêîíàííÿ ðiâ-
íîñòi P (E) = S(E) i â çàãàëüíîìó âèïàäêó
ïðîáëåìà 1 çàëèøà¹òüñÿ âiäêðèòîþ.

Â [3] ïðîáëåìà 2 ðîçâ'ÿçàíà öiëêîì äëÿ
m = n = 0 i ÷àñòêîâî äëÿ m = 0, n = 1 (âêà-
çàíi ëèøå äîñòàòíi óìîâè). Òàì òàêîæ íà-
âåäåíî ïðèêëàä ìíîæèíè E ⊆ R2, äëÿ ÿêî¨
S0,0(E) ⊆ P (E), àëå S0,0(E) * P0(E). Âií ïî-
êàçó¹, ùî ïðîáëåìè 2 i 3 ðiçíi.

Â äàíié ñòàòòi ìè, çàñòîñîâóþ÷è çâè-
÷íó òåõíiêó, ùî âèêîðèñòîâó¹ âèçíà÷íèêè
Âàíäåðìîíäà (äèâ. [1]), äîâîäèìî, ùî êî-
ëè E = X × Y, |X| > m àáî |Y | > n i f ∈

Sm,n(E), òî

f(x, y) =
m∑
j=0

n∑
k=0

ai,kx
jyk

íà ìíîæèíi E, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
Sm,n(X × Y ) ⊆ Pm+n(X × Y ), ÿêùî |X| > m
àáî |Y | > n.

Äàëi, ç äîïîìîãîþ iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà Ëà ðàíæà äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî-
÷îê x1, ..., xn i ðiçíèõ òî÷îê y1, ..., ym ç ïî-
ëÿ K i ìíîãî÷ëåíiâ p1(x), ..., pm(x) ç K[x], òà
ìíîãî÷ëåíiâ q1(y), ..., qn(y) ç K[y], òàêèõ, ùî
pj(xk) = qk(yj) ïðè j = 1, ...,m i k = 1, ..., n,
ìè âêàçó¹ìî ÿâíó ôîðìóëó äëÿ ìíîãî÷ëåíà
f(x, y) ç K[x, y], òàêîãî, ùî f(xk, y) = qk(y)
íà K ïðè k = 1, 2, ..., n i f(x, yj) = pj(x) íà
K ïðè j = 1, ...,m.

Íàãàäà¹ìî, ùî õðåñòîì ìíîæèíè E â K2

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

xp(E) = (X ×K) ∪ (K × Y ),

äå X = pr1(E), à Y = pr2(E). Ïîïåðåäíié
ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî êîëè A = {x1, ..., xn},
B = {y1, ..., ym}, C = A × B i E = xp(C), òî
S(E) = P (E).

Ìè äîâîäèìî òóò, ùî ðiâíiñòü S(E) =
P (E) ìà¹ ìiñöå i äëÿ íåñêií÷åííèõ ìíîæèí
A i B, äëÿ ÿêèõ S(C) = P (C), à òàêîæ, ùî
äëÿ ñêií÷åííîãî àáî íåçëi÷åííîãî ïîëÿ K ç
ðiâíîñòi S(C) = P (C) çàâæäè âèïëèâà¹ ðiâ-
íiñòü S(E) = P (E). Äëÿ çëi÷åííîãî ïîëÿ K
öå âæå íå òàê.
3. Çàãàëüíèé âèãëÿä (m,n)-

ïîëiíîìiàëüíèõ âiäîáðàæåíü íà äîáó-
òêàõ.
Òåîðåìà 1. Íåõàé E = X × Y ⊆ K2, m i

n − äîâiëüíi öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà, |X| > m
àáî |Y | > n i f ∈ Sm,n(E). Òîäi iñíóþòü òàêi
åëåìåíòè aj,k ç ïîëÿ K, ùî

f(x, y) =
m∑
j=0

n∑
k=0

aj,kx
jyk

íà ìíîæèíi E.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä,

ùî |Y | > n. Òîäi ç ìíîæèíè Y ìîæíà âèáðà-
òè n+1 ðiçíèõ åëåìåíòiâ y0, y1, ..., yn. Îñêiëü-
êè äëÿ êîæíîãî x ∈ X ôóíêöiÿ fx : Y → K
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íàëåæèòü äî Pn(Y ), òî iñíóþòü òàêi ôóíêöi¨
bk : X → K ïðè k = 0, 1, ..., n, ùî

f(x, y) =
n∑
k=0

bk(x)yk

íà ìíîæèíi E. Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè y = yj,
ìè îòðèìà¹ìî, ùî

n∑
k=0

bk(x)ykj = f(x, yj) = fyj(x)

íà X äëÿ êîæíîãî j = 0, 1, ..., n.
Ðîçãëÿíåìî âèçíà÷íèêè

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 y0 . . . yn0
1 y1 . . . yn1

. . . . . . . . . . . .
1 yn . . . ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣
i

∆k(x) =∣∣∣∣∣∣∣∣
1 y0 . . . yk−1

0 fy0(x) yk+1
0 . . . yn0

1 y1 . . . yk−1
1 fy1(x) yk+1

1 . . . yn1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1 yn . . . yk−1
n fyn(x) yk+1

n . . . ynn

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
äå x ∈ X, à k = 0, 1, ..., n. Âèçíà÷íèê
∆ − öå âiäîìèé âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà
([4, c.50], [5, c.114]), äëÿ ÿêîãî

∆ =
∏

0≤i<j≤n

(yj − yi),

çîêðåìà, ∆ ̸= 0, áî òî÷êè y0, ..., yn ðiçíi. Òî-
ìó çà ïðàâèëîì Êðàìåðà

bk(x) =
∆k(x)

∆

äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, ..., n i äîâiëüíîãî
x ∈ X. Ðîçêëàäàþ÷è âèçíà÷íèê ∆k(x) ïî
åëåìåíòàõ k-ãî ñòîâï÷èêà, îòðèìà¹ìî, ùî

∆k(x) =
n∑
j=0

αk,jfyj(x),

äå αk,j − àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà
fyj(x), ÿêå íå çàëåæèòü âiä x, à òiëüêè âiä
âèáðàíèõ òî÷îê y0, ..., yn. Îñêiëüêè çà óìî-
âîþ fyj ∈ Pm(X) äëÿ êîæíîãî j = 0, ..., n,

òî i ∆k ∈ Pm(X), à çíà÷èòü, i bk ∈ Pm(X)
äëÿ êîæíîãî k = 0, ..., n. Òîìó iñíóþòü òàêi
åëåìåíòè aj,k ç K, ùî

bk(x) =
m∑
j=0

aj,kx
j

íà X. Â òàêîìó ðàçi

f(x, y) =
n∑
k=0

bk(x)yk =
n∑
k=0

m∑
j=0

aj,kx
jyk =

=
m∑
j=0

n∑
k=0

aj,kx
jyk

íà ìíîæèíi E = X × Y .
Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì Pm,n(E) ìíîæèíè

âñiõ ôóíêöié f : E → K, ÿêi ¹ çâóæåííÿìè
íà E ïîëiíîìiâ p(x, y) ç K[x, y] òàêîãî âèäó:

p(x, y) =
m∑
j=0

n∑
k=0

aj,kx
jyk.

Ç òåîðåìè 1 íåãàéíî âèïëèâà¹
Òåîðåìà 2. Íåõàé E = X × Y ⊆ K2 i

|X| > n àáî |Y | > m. Òîäi

Sm,n(E) = Pm,n(E) ⊆ Pm+n(E).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó äîâåäåííÿ òåî-
ðåìè 4 ç [2], ìîæíà âñòàíîâèòè i òàêèé ðå-
çóëüòàò.
Òåîðåìà 3. Íåõàé K = R àáî C i G −

îáëàñòü â K2 Òîäi Sm,n(G) = Pm,n(G) äëÿ
äîâiëüíèõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ m i n.
4. Âèïàäîê äâîåëåìåíòíîãî ïîëÿ òà

iíøi ïðèêëàäè. Ðîçãëÿíåìî ïîëå Z2 =
{0, 1} ç äâîõ åëåìåíòiâ, äi¨ â ÿêîìó çàäàþ-
òüñÿ ïðàâèëàìè

0 + 0 = 1 + 1 = 0, 1 + 0 = 0 + 1 = 1;

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0 i 1 · 1 = 1.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíå âiäîáðàæåííÿ
g : Z2 → Z2 íàëåæèòü äî P1(Z2). Ñïðàâ-
äi, òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ g1 : Z2 → Z2

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ g1(x) = x, à âiäîáðà-
æåííÿ g2 : Z2 → Z2, äëÿ ÿêîãî g2(0) = 1 i
g2(1) = 0, ôîðìóëîþ g2(x) = x+ 1, ¹ ùå äâà
ñòàëèõ âiäîáðàæåííÿ g3(x) = 0 i g4(x) = 1.
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Òîìó êîæíå âiäîáðàæåííÿ f : Z2
2 → Z ¹

íàðiçíî ëiíiéíèì, òîáòî íàëåæèòü äî êëàñó
S1,1(Z2). Çà òåîðåìîþ 2 S1,1(Z2) = P1,1(Z2).

Òàêèì ÷èíîì, ZZ2
2

2 = P1,1(Z2).

Ìíîæèíà ZZ2
2

2 âñiõ âiäîáðàæåíü f : Z2
2 →

Z2 ñêëàäà¹òüñÿ ç 24 = 16 åëåìåíòiâ. Öå ïîëi-
íîìiàëüíi ôóíêöi¨ 0, x, y, x+y, xy, xy+x, xy+
y, xy+x+y, 1, x+1, y+1, x+y+1, xy+1, xy+
x+ 1, xy + y + 1, xy + x+ y + 1.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ çàãàëüíèõ ìíîæèí
E â K2 íå òå, ùî âêëþ÷åííÿ Sm,n(E) ⊆
Pm,n(E), à íàâiòü âêëþ÷åííÿ Sm,n(E) ⊆
P (E) ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ.

Íàïðèêëàä, ÿêùî âçÿòè K = R, E =
[0,+∞)2 ∪ (−∞, 0]2 i ïîêëàñòè f(x, y) = xy,
ÿêùî x, y ≥ 0, i f(x, y) = −xy, ÿêùî x, y ≤ 0,
òî ìè îòðèìà¹ìî ôóíêöiþ f ∈ S1,1(E), äëÿ
ÿêî¨ f ̸∈ P (E).Ìîæíà íàâåñòè ùå öiêàâiøèé
ïðèêëàä.
Òåîðåìà 4. Iñíó¹ òàêà ìíîæèíà E ⊆ R,

äëÿ ÿêî¨ S0,0(E) * P (E) i pr1(E) = R.
Äîâåäåííÿ. ×èñëîâó ïðÿìó R ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ äèç'þíêòíî¨
ïîñëiäîâíîñòi âñþäè ùiëüíèõ â R ìíîæèí
A0, A1, ..., An, .... Ïîêëàäåìî En = An × {n}
ïðè n = 0, 1, ... i E =

∪∞
n=0En. Âèçíà÷èìî

ôóíêöiþ f : E → R, ïîêëàäàþ÷è

f(x, 2k) = 0 íà A2k i f(x, 2k+1) = 1 íà A2k+1

Äëÿ êîæíîãî y ∈ Y = pr2(E) = N0 =
{0, 1, 2, ...} ôóíêöiÿ fy ñòàëà i äîðiâíþ¹ 0 ÷è
1, êîëè y âiäïîâiäíî ïàðíå ÷è íåïàðíå ÷è-
ñëî. Äëÿ êîæíîãî x ∈ X = pr1(E) = R ôóí-
êöiÿ fx : Ex → R òåæ ñòàëà, áî ìíîæèíà Ex

îäíîòî÷êîâà. Òàêèì ÷èíîì, f : E → R − öå
íàðiçíî ñòàëà ôóíêöiÿ, òîáòî f ∈ S0,0(E).

Ç äðóãîãî áîêó, íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî f ̸∈ P (E). Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî
iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí p(x, y) ç R[x, y], ùî
p|E = f . Äëÿ êîæíîãî y ∈ Y = N0 ôóí-
êöiÿ py : R → R íåïåðåðâíà i py(x) = 0 ÷è
1 íà âñþäè ùiëüíié â R ìíîæèíi Ay. Òîìó
py(x) = 0 íà R äëÿ ïàðíèõ y i py(x) = 1
íà R äëÿ íåïàðíèõ y. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
äëÿ ïîëiíîìà g(y) = p0(y) = p(0, y) ãðàíè-
öi limy→+∞ g(y) íå iñíó¹, àäæå g(2k) = 0 i
g(2k + 1) = 1 äëÿ êîæíîãî k ∈ N0. Àëå
äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà g : R → R ãðàíè-

öÿ limy→+∞ g(y) iñíó¹ i äîðiâíþ¹ c, ÿêùî
g(y) = c íà R, i +∞, ÿêùî ñòåïiíü g áiëü-
øà àáî ðiâíà 1. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü,
ùî f ̸∈ P (E).
5. Íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíi ôóíêöi¨ íà

õðåñòàõ äîáóòêiâ. Ìè ïî÷íåìî ç îäíi¹¨ ÿâ-
íî¨ ïîáóäîâè, ÿêó çäiéñíèìî ç äîïîìîãîþ ií-
òåðïîëÿöiéíèõ ìíîãî÷ëåíiâ Ëà ðàíæà.
Òåîðåìà 5. Íåõàé x1, ..., xn − ðiçíi

òî÷êè ç K, y1, ..., ym − ðiçíi òî÷êè ç
K, p1(x), ..., pm(x) − ïîëiíîìè ç K[x],
q1(y), ..., qn(y) − ïîëiíîìè ç K[y], ïðè÷îìó
pj(xk) = qk(yj) ïðè j = 1, ...,m i k = 1, ..., n.
Íåõàé, äàëi:

gk(x) =
n∏

i=1,i ̸=k

(x− xi), ϕk(x) =
gk(x)

gk(xk)
,

hj(y) =
m∏

i=1,i̸=j

(y − yi), ψj(y) =
hj(y)

hj(yj)
,

g(x, y) =
n∑
k=1

qk(y)ϕk(x)

i
p̃j(x) = pj(x) − g(x, yj).

Òîäi ôîðìóëîþ

f(x, y) =
n∑
j=1

p̃j(x)ψj(y) + g(x, y)

çàäà¹òüñÿ òàêèé ïîëiíîì ç K[x, y], ùî
f(xk, y) = qk(y) ïðè k = 1, ..., n i f(x, yj) =
pj(x) ïðè j = 1, ...,m äëÿ äîâiëüíèõ x i y ç
ïîëÿ K.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè qk(y) ∈ K[y] i

ϕk(x) ∈ K[x], òî g(x, y) ∈ K[x, y]. Òàê ñàìî,
p̃j(x) ∈ K[x] i f(x, y) ∈ K[x, y]. Äàëi, îñêiëü-
êè ϕi(xk) = 1 ïðè i = k òà ϕi(xk) = 0 ïðè
i ̸= k, òî

g(xk, yj) =
n∑
i=1

qi(yj)ϕi(xk) = qk(yj).

Òîìó

p̃j(xk) = pj(xk)−g(xk, yj) = pj(xk)−qk(yj) = 0
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äëÿ äîâiëüíèõ k = 1, ..., n i j = 1, ...,m. Îò-
æå,

f(xk, y) =
m∑
j=1

p̃j(xk)ψ(y) + g(xk, y) =

= g(xk, y) =
n∑
i=1

qi(y)ϕi(xk) = qk(y).

äëÿ êîæíîãî k = 1, ..., n. Ç äðóãîãî áîêó

f(x, yj) =
m∑
i=1

p̃j(x)ψi(yj) + g(x, yj) =

= p̃j(x) + g(x, yj) = pj(x)

äëÿ êîæíîãî j = 1, ...,m, àäæå ψi(yj) = 1
ïðè i = j òà ψi(yj) = 0 ïðè i ̸= j.

Ç îòðèìàíîãî ðåçóëüòàòó ëåãêî âèâîäè-
òüñÿ òàêèé íàñëiäîê.
Òåîðåìà 6. Íåõàé A i B − ñêií÷åííi ïiä-

ìíîæèíè ïîëÿ K, C = A × B i E = xp(C).
Òîäi S(E) = P (E).
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî A =

{x1, ..., xn} i B = {y1, ..., ym}, äå xk ̸= xj i
yk ̸= yj ïðè k ̸= j. Íåõàé f ∈ S(E). Òîäi
ôóíêöi¨ pj(x) = f(x, yj) = fyj(x) − öå ïîëi-
íîìè íà K = Ey , à qk(y) = f(xk, y) = fxk(y)
− öå ïîëiíîìè íà K = Exk . Äëÿ öèõ ïîëiíî-
ìiâ áóäåìî ìàòè

pj(xk) = f(xk, yj) = qk(yj)

äëÿ äîâiëüíèõ j i k. Òîìó çà òåîðåìîþ 5 iñíó¹
òàêèé ïîëiíîì g(x, y) ç K[x, y], ùî

g(xk, y) = qk(y) = f(xk, y)

i
g(x, yj) = pj(x) = f(x, yj)

ïðè j = 1, ...,m k = 1, ..., n i äëÿ äîâiëü-
íèõ x i y ç K. ßñíî, ùî g|E = f , îòæå,
f ∈ P (E). Òàêèì ÷èíîì, S(E) ⊆ P (E).
Îñêiëüêè îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ âèêîíó¹òüñÿ
çàâæäè, òî S(E) = P (E).

Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ðîçâèíóòè.
Òåîðåìà 7. Íåõàé ïiäìíîæèíè A i B ïî-

ëÿ K íåñêií÷åííi, C = A × B, E = xp(C) i
S(C) = P (C). Òîäi i S(E) = P (E).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ S(E). Òîäi, çðî-

çóìiëî, ùî f |C ∈ S(C). Àëå S(C) = P (C),

îòæå, iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì p(x, y) ç K[x, y],
ùî p|C = f |C . Ïîêàæåìî, ùî p|E = f . Íå-
õàé x ∈ A. Îñêiëüêè f ∈ S(E) i Ex = K, òî
fx : K → K − öå ïîëiíîì. Äëÿ ïîëiíîìiâ px

i fx ìà¹ìî, ùî px|B = fx|B. Îñêiëüêè ìíî-
æèíà B íåñêií÷åííà, òî îáîâ'ÿçêîâî px = fx.
Öå ïîêàçó¹, ùî p|A×K = f |A×K . Òàê ñàìî äî-
âîäèìî, ùî p|K×B = f |K×B. Òîìó i p|E = f .
Òàêèì ÷èíîì, f ∈ P (E), çâiäêè i âèïëèâà¹
ðiâíiñòü S(E) = P (E).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íåñêií÷åííèõ ìíî-
æèí A i B ðiâíiñòü S(A × B) = P (A × B)
ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî îäíà iç íèõ íåçëi÷åí-
íà, ùî íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè [1], ñôîð-
ìóëüîâàíî¨ ó ï.2.
Òåîðåìà 8. Íåõàé ïîëå K ñêií÷åííå àáî

íåçëi÷åííå, C = A × B ⊆ K2, E = xp(C) i
S(C) = P (C). Òîäi i S(E) = P (E).
Äîâåäåííÿ. Ó òîìó âèïàäêó, êîëè îáè-

äâi ìíîæèíè àáî ñêií÷åííi, àáî íåñêií÷åí-
íi, òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåì 6
i 7 âiäïîâiäíî, ÿêi ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ äî-
âiëüíîãî ïîëÿ K. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíà ç
ìíîæèí, íàïðèêëàä A, ñêií÷åííà, à iíøà
ìíîæèíà B íåñêií÷åííà. Âiçüìåìî ôóíêöiþ
f ∈ S(E) i äîâåäåìî, ùî f ∈ P (E). Çâóæåí-
íÿ f |K×B − öå íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóí-
êöiÿ íà äîáóòêó K × B, àäæå K × B ⊆ E,
ïðè÷îìó ìíîæíèê K ñêií÷åííèé àáî íåçëi-
÷åííèé. Çà âèùåçãàäàíîþ òåîðåìîþ ç [1] áó-
äåìî ìàòè, ùî S(K ×B) = P (K ×B), îòæå
f |K×B ∈ P (K × B), à çíà÷èòü, iñíó¹ òàêèé
ïîëiíîì p(x, y) ç K[x, y], ùî p|K×B = f |K×B.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ A. Îñêiëü-
êè {x} × K ⊆ A × K ⊆ E i f ∈ S(E), òî
fx : K → K − öå ïîëiíîì. Àëå fx|B = px|B,
áî {x} × B ⊆ K × B, à ìíîæèíà B íå-
ñêií÷åííà. Òîìó fx = px çà ëåìîþ 4 ç [1].
Öå ïîêàçó¹, ùî i p|A×K = f |A×K . Îñêiëüêè
E = (K × B)

∪
(A ×K), òî i p|E = f , îòæå,

f ∈ P (E).
Òåîðåìà 8 ñòà¹ íåïðàâèëüíîþ äëÿ çëi÷åí-

íîãî ïîëÿ K. Ñïðàâäi, âiçüìåìî â çëi÷åííî-
ìó ïîëi K ÿêèéñü åëåìåíò a i ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíè A = {a}, B = K i C = A × B =
{a}×K. ßêùî f ∈ S(C), òî p = fa : K → K
− öå ïîëiíîì ç K[y], âií æå áóäå i ïîëiíî-
ìîì ç K[x, y] i äëÿ íüîãî p|C = f . Òîìó
f ∈ P (C), îòæå, S(C) = P (C). Ðîçãëÿíåìî
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ìíîæèíó E = xp(C). Çðîçóìiëî, ùî E = K2,
áî K × B = K2. Àëå ÿê âiäîìî [1, òåîðåìà
4] äëÿ çëi÷åííîãî ïîëÿ K iñíó¹ íàðiçíî ïî-
ëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ g : K2 → K, ÿêà íå ¹
ïîëiíîìiàëüíîþ. Òîìó S(E) ̸= P (E).

Çàóâàæèìî, ùî îñíîâíi ðåçóëüòàòè äàíî¨
ñòàòòi áóëè àíîíñîâàíi ó ïðàöi [6]. Ïîäàíà
òàì òåîðåìà 3 ñïðàâåäëèâà ëèøå ó âèïàäêó,
êîëè ïîëå K ñêií÷åííå àáî íåçëi÷åííå.
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