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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÅ ÊÅÐÓÂÀÍÍß ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ
ÐIÂÍßÍÜ ÍÀ ÍÅÔIÊÑÎÂÀÍÈÕ ×ÀÑÎÂÈÕ IÍÒÅÐÂÀËÀÕ

Áóëî äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà
ïiâîñi áåç ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ Áåëëìàíà, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìi
ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷.

It has been proven the existence of optimal control for systems of di�erential equations on
semiaxis without solving the Bellman equation of dynamic programming using direct methods for
solving extremal problems.

1. Âñòóï. Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ
íàñòóïíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ
ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü{

ẋ = f1(t, x) + f2(t, x)u(t),

x(0) = x0
(1)

ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J(u) =

τ∫
0

g(t)L(t, x(t), u(t))dt→ inf, (2)

äå t ∈ [0,∞), x ∈ D-äåÿêà îáìåæåíà îáëàñòü
â Rd, τ - ìîìåíò âèõîäó ðîçâ'ÿçêó x(t) íà
ãðàíèöþ îáëàñòi D. Áiëüø òî÷íà ïîñòàíîâêà
çàäà÷i áóäå äàíà â îñíîâíié ÷àñòèíi ðîáîòè.

Â ñòàòòi äîâîäèòüñÿ òåîðåìà iñíóâàííÿ
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i (1), (2).
Ðàíiøå ïîäiáíà çàäà÷à ðîçãëÿäàëàñÿ, íàïðè-
êëàä, â ðîáîòàõ [1], [2], [3] äå ¹ øèðîêà
áiáëiîãðàôiÿ. Äëÿ ¨õ âèâ÷åííÿ, ÿê ïðàâè-
ëî, çàñòîñîâóâàâñÿ ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðî-
ãðàìóâàííÿ àáî ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîí-
òðÿãiíà. Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó äèíàìi÷íî-
ãî ïðîãðàìóâàííÿ ïîâ'ÿçàíå ç íåîáõiäíiñòþ
ðîçâ'ÿçàííÿ âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ Áåëëìà-
íà, ùî ¹ íåëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâ-
íÿííÿì â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó i ïðåäñòàâëÿ¹ ñêëàäíó çàäà÷ó. Óìî-
âè ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà äî-
çâîëÿþòü çâåñòè çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî-
ãî êåðóâàííÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïåâíî¨ äâîòî-
÷êîâî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ïðèíöèï ìàêñèìó-
ìó äîçâîëÿ¹ çíàõîäèòè îïòèìàëüíå êåðó-
âàííÿ äëÿ áàãàòüîõ âàæëèâèõ ïðèêëàäíèõ

çàäà÷. Îäíàê, ÷àñòî ðîçâ'ÿçàííÿ äâîòî÷êî-
âî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ìîæå âèÿâèòèñü äîñèòü
ñêëàäíîþ ñïðàâîþ. Òîìó âàæëèâî îòðèìà-
òè óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàí-
íÿ â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ âèõiäíî¨ ñèñòåìè
i ôóíêöi¨ g(t)L(t, x, u), ùî âõîäèòü â êðèòå-
ðié ÿêîñòi.

Iíêîëè òåîðåìè iñíóâàííÿ ìîæíà äîâîäè-
òè âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü. Àëå â çàãàëüíîìó âèïàäêó iñíó-
âàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêå ìiíiìi-
çó¹ çàäàíèé êðèòåðié ÿêîñòi íåîáõiäíî äîâî-
äèòè ïðÿìèìè ìåòîäàìè ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðå-
ìàëüíèõ çàäà÷.

Iíøèé ïiäõiä äî ïèòàíü iñíóâàííÿ îïòè-
ìàëüíèõ êåðóâàíü ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó
óñåðåäíåííÿ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, â
ðîáîòàõ [6], [7], [8].

� âæå âiäîìi òåîðåìè iñíóâàííÿ îïòè-
ìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ùî áóëè îòðèìàíi ç âè-
êîðèñòàííÿì ïðÿìèõ ìåòîäiâ äëÿ äåÿêèõ òè-
ïiâ çàäà÷, ç óìîâàìè â òåðìiíàõ êîåôiöi¹íòiâ
âèõiäíî¨ ñèñòåìè.

Òàê â ðîáîòàõ [1], [2] äîâîäèòüñÿ iñíó-
âàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷
Ìàé¹ðà òà Áîëüöà íà ôiêñîâàíîìó ïðîìiæ-
êó ÷àñó áåç äîäàòêîâèõ îáìåæåíü íà êåðóâà-
ííÿ.

Â ðîáîòi [1] îòðèìàíà òåîðåìà iñíóâàííÿ
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñèñòåìè

ẋ = u(t)
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íà çàäàíié îáìåæåíié îáëàñòi Q

J(u) =

τ∫
t0

L(s, x(s), ẋ(s))ds+ψ(τ, x(τ)) → inf,

äå t0- ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, τ - ìîìåíò âè-
õîäó ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè x(t) iç îáëàñòi Q ïðè
t ∈ [0, T ], äå T -ñêií÷åííå.

Ìè â äàíié ñòàòòi óçàãàëüíèëè âêàçàíi çà-
äà÷i äî çàäà÷i (1),(2) i äîâîäèìî iñíóâàí-
íÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âèêîðèñòîâóþ-
÷è ïðÿìi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ åêñòðåìàëüíèõ
çàäà÷.

Ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòóïó, ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷, îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó òà ïðèêëàäiâ
çàñòîñóâàííÿ.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî çà-

äà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (1),(2), äå
x0 ∈ D - ôiêñîâàíèé âåêòîð, t ∈ [0,∞), x ∈
D - ôàçîâèé âåêòîð, D - îáìåæåíà îáëàñòü
iç Rd, τ - ìîìåíò âèõîäó ðîçâ'ÿçêó x(t) íà
ãðàíèöþ îáëàñòi D, u ∈ U ⊂ Rm - âåêòîð
êåðóâàííÿ, U - îïóêëà, çàìêíåíà ìíîæèíà i
0 ∈ U , âåêòîð-ôóíêöiÿ f1(t, x) : [0,∞)×D →
Rd i ìàòðèöÿ f2(t, x) : [0,∞)×D → Rd×Rm-
íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ôóíêöi¨,
äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Ëiïøèöÿ, òîá-
òî iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà H > 0, ùî äëÿ áóäü-
ÿêèõ x1, x2 ∈ D, t ≥ 0 òà u ∈ U âèêîíóþòüñÿ
íåðiâíîñòi:
| f1(t, x1) − f1(t, x2) |≤ H | x1 − x2 |,

|| f2(t, x1) − f2(t, x2) ||≤ H | x1 − x2 | . (3)

Ôóíêöi¨ L(t, x, u) òà Lu(t, x, u) ¹ íåïåðåðâ-
íèìè äëÿ áóäü-ÿêèõ t ∈ [0,∞), x ∈ D òà
u ∈ U , ïðè÷îìó Lu(t, x, u) îáìåæåíà, i
çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi óìîâè:
1) iñíó¹ K > 0, ùî

| L(t, x1, u1)−L(t, x2, u2) |≤ K | x1−x2 |, (4)

2) L(t, x, u) îïóêëà ïî u ïðè áóäü-ÿêèõ ôi-
êñîâàíèõ t i x.
Ôóíêöiÿ g(t) ∈ L1([0,∞)) òà g(t) ∈
Lq([0,∞)), äå q = p/(p− 1), p > 1.

Êåðóâàííÿ u(t) ââàæà¹òüñÿ äîïóñòèìèì,
ÿêùî :
à1) u(t) ∈ U, ïðè t ∈ [0,∞).
à2) iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0, ùî íå çàëåæèòü

âiä u(t) i çàäîâîëÿ¹ óìîâó à1)
∞∫
0

| u(t) |p dt ≤ C.

Ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè à1), à2), áóäåìî íàçèâàòè
äîïóñòèìîþ äëÿ çàäà÷i (1), (2) i ïîçíà÷àòè-
ìåìî ¨¨ ÷åðåç V .
2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Îñíîâíèì ðå-

çóëüòàòîì äàíî¨ ðîáîòè ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Íåõàé â ñèñòåìi (1)

ç êðèòåðiåì ÿêîñòi (2), äëÿ ôóíêöié
f1(t, x), f2(t, x), g(t) òà L(t, x, u) âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó. Òîäi
çàäà÷à (1), (2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â êëàñi äîïó-
ñòèìèõ êåðóâàíü V , òîáòî iñíó¹ äîïóñòè-
ìå êåðóâàííÿ u∗(t), ùî ìiíiìiçó¹ êðèòåðié
ÿêîñòi (2).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êðèòåðié ÿêîñòi íå-
âiä'¹ìíà âåëè÷èíà, òî iñíó¹ íåâiä'¹ìíà íè-
æíÿ ìåæàm çíà÷åíü J(u) i òîìó iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü äîïóñòèìèõ êåðóâàíü {un(t), n ≥ 1}
òàêèõ, ùî J(un) → m, ïðè n → ∞ ìîíîòîí-
íî. Îòæå,

J(un) =
τn∫
0

g(t)L(t, xn(t), un(t))dt→ m,

ïðè n→ ∞,
äå xn(t) -ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1), ùî âiäïîâiä-
àþòü êåðóâàííÿì un(t), τn- ìîìåíòè âèõîäó
ðîçâ'ÿçêó xn(t) íà ãðàíèöþ îáëàñòi D.

Óìîâà à2) ãàðàíòó¹ ñëàáêó êîìïàêòíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi un(t), òîáòî ïîñëiäîâíiñòü
un(t) ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî ãðàíèöi u∗(t) ∈
Lp([0,∞)). Òîäi çà ëåìîþ Ìàçóðà [4, ñò.173]
çíàéäåòüñÿ îïóêëà êîìáiíàöiÿ
bk(t) =

∑n(k)
i=1 αi(k)ui(t) åëåìåíòiâ

ui(t) ∈ U(αi ≥ 0,
∑n(k)

i=1 αi = 1), ùî â Lp ìà¹-
ìî bk → u∗, k → ∞. Îòæå, iñíó¹ ìàéæå âñþ-
äè çáiæíà íà [0,∞) çà ìiðîþ Ëåáåãà ïiäïî-
ñëiäîâíiñòü bkl , ùî bkl(t) → u∗(t), l → ∞ äëÿ
ìàéæå âñiõ t. Îñêiëüêè U îïóêëà òà çàìêíå-
íà ìíîæèíà, òî

∑n(k)
i=1 αiui(t) ∈ U i u∗(t) ∈ U

ìàéæå äëÿ âñiõ t.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿç-

êiâ ñèñòåìè (1), ùî âiäïîâiäàþòü ïîñëiäîâ-
íîñòi êåðóâàíü {un(t), n ≥ 1}.

xn(t) = x0 +
t∫
0

[f1(t, xn(t))dt +

f2(t, xn(t))un(t)]ds, t ∈ [0, τn]. Çà ôóíêi-
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ÿìè xn(t) ïîáóäó¹ìî ôóíêöi¨ yn(t), ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ íà ïiââiñi [0,∞) íàñòóïíèì
÷èíîì

yn(t) =

{
xn(t), ïðè t ∈ [0, τn),

xn(τn), ïðè t ≥ 0.
(5)

Âèáåðåìî äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó T ∈ [0,∞)
i çàôiêñó¹ìî éîãî.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî

τ ′n =

{
inf{t ∈ [0, T ], ÿêùî xn(t) ∈ ∂D},
T, ÿêùî xn(t) ∈ D \ ∂D, t ≥ 0.

Äîâåäåìî ðiâíîñòåïåíåâó íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöié yn(t), ïðè t ∈ [0, T ].

Ç íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà äëÿ áóäü-ÿêèõ
s1, s2 ∈ [0, τ ′n] i s1 < s2 ìà¹ìî
| yn(s1) − yn(s2) |=| xn(s1) − xn(s2) |=

=|
s2∫
s1

[f1(t, xn(t))dt+ f2(t, xn)(t)un(t)]dt ≤

≤M(s2− s1) +M |
s2∫
s1

un(t)dt |≤M(s2− s1) +

+M(s2 − s1)
1/q || un ||p,

äå 1/p+ 1/q = 1, à
M = max{supx∈D,t∈[0,T ] | f1(t, x) |,
supx∈D,t∈[0,T ] || f2(t, x) ||}.

ßêùî s1 < τ ′n < s2 < T , òîäi ìà¹ìî
| yn(s1) − yn(s2) |=| xn(s1) − xn(τ ′n) |=

=|
τ ′n∫
s1

[f1(t, xn(t)) + f2(t, xn(t))un(t)]dt ≤

≤M(τ ′n−s1)+M |
τ ′n∫
s1

un(t)dt |≤M(τ ′n−s1)+

+M(τ ′n − s1)
1/q || un ||p≤

≤M(s2 − s1) +M(s2 − s1)
1/q || un ||p .

ßêùî τ ′n < s1 < s2 < T , òîäi
| yn(s1) − yn(s2) |=| xn(τ ′n) − xn(τ ′n) |= 0

Òîäi ñiìÿ ôóíêöié {yn(t), n ≥ 1}, t ∈ [0, T ]
- ðiâíîìiðíî îáìåæåíà òà ðiâíîñòåïåíåâî íå-
ïåðåðâíà. I çà òåîðåìîþ Àñêîëëi íà êîæíîìó
îáìåæåíîìó âiäðiçêó ÷àñó [0, T ] ìîæíà âè-
äiëèòè ðiâíîìiðíî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü
(ÿêó òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç
{yn(t), n ≥ 1}) òàêó, ùî yn(t) ⇒ y∗(t), ïðè
n → ∞ íà [0, T ]. Â ñèëó äîâiëüíîñòi T ôóí-
êöiÿ y∗(t) âèçíà÷åíà íà âñüîìó t ≥ 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç τ ∗ ìîìåíòè âèõîäó y∗(t)

íà ãðàíèöþ ∂D, òîáòî

τ ∗ =

{
inf{t ≥ 0 : y∗(t) ∈ ∂D},
∞, ÿêùî y∗(t) ∈ D \ ∂D, t ≥ 0.

i

τn =

{
inf{t ≥ 0 : yn(t) ∈ ∂D},
∞, ÿêùî yn(t) ∈ D \ ∂D, t ≥ 0.

Ïîêàæåìî, ùî τ ∗ ≤ lim
n→∞

inf τn.

Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi

τ ∗ > lim
n→∞

inf τn = τ.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè:
1) Íåõàé τ ∗ < ∞. Âèáåðåìî äîâiëüíå T1 ∈
[0,∞) òàêå, ùî T1 ≥ τ ∗. Íà ïðîìiæêó
[0, T1], yn(t) ⇒ y∗(t), n→ ∞.
Çà òåîðåìîþ ïðî õàðàêòåðèçàöiþ íèæíüî¨
ãðàíèöi äëÿ áóäü-ÿêîãî δ > 0 ìíîæèíà
{n ∈ N | τn < τ + δ} ¹ íåñêií÷åííîþ. Âèáå-
ðåìî δ òàêèì ÷èíîì, ùîá τ + δ < τ ∗. Òîäi
iñíó¹ òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü {τnk , nk ≥ 1} ïî-
ñëiäîâíîñòi {τn, n ≥ 1}, ùî τnk < τ + δ.

Âèáåðåìî ìîìåíò ÷àñó t0 òàêèé, ùî t0 ∈
(τ + δ, τ ∗); òîäi ynk(t0) = xnk(τnk) ∈ ∂D.

Iç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi yn(t) äî y∗(t) íà
[0, T ] ìà¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ϵ > 0 iñíó¹
òàêå N ∈ N, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî nk ≥ N âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

| y∗(t) − ynk(t) |< ϵ.

Àëå ÿêùî âèáðàòè 0 < ϵ < infv∈∂D | y∗(t0) −
v |, òîäi äëÿ ôiêñîâàíîãî t0 ∈ (τ + δ, τ ∗)
| y∗(t0) − ynk(t) |=| y∗(t0) − xnk(τnk) |> ϵ.

Ìè îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.
2) Íåõàé τ ∗ = ∞, à lim

n→∞
inf τn < ∞, òî-

äi ÿêùî îáðàòè äîâiëüíå T2 ∈ [0,∞) òàêå,
ùî T2 > lim

n→∞
inf τn. Ïîâòîðþþ÷è ðîçäóìè

ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó îòðèìà¹ìî ïðîòèði÷-
÷ÿ ç ðiâíîìiðíîþ çáiæíiñòþ yn(t) ⇒ y∗(t)
ïðè n → ∞ íà [0, T2]. ßêùî τ ∗ = ∞, òî
lim
n→∞

inf τn = ∞. Îòæå,

τ ∗ ≤ lim
n→∞

inf τn.

Ïîêëàäåìî x∗(t) = y∗(t), ïðè t ∈ [0, τ ∗].
Ïîêàæåìî, ùî x∗(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

(1), ïðè t ∈ [0, τ ∗], ùî âiäïîâiäà¹ êåðóâàííþ
u∗(t).
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Äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [0, τ ∗], yn(y) = xn(t)
äëÿ äîñèòü âåëèêèõ n i, îñêiëüêè äëÿ áóäü-
ÿêîãî t ∈ [0, T ], yn(t) → y∗(t), ïðè n → ∞
ðiâíîìiðíî, òî xn(t) → x∗(t) ïðè n→ ∞ ðiâ-
íîìiðíî ïî t ∈ [0, τ ∗].

Îñêiëüêè xn(t) � ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1), òî
ìà¹ìî

xn(t) = x0 +
t∫
0

[f1(s, xn(s))dt+

+ f2(s, xn(s))un(s)]ds = x0 +
t∫
0

[f1(s, xn(s)) +

+ f2(s, xn(s))u∗(s)]ds+
t∫
0

[f2(s, xn(s)) −

− f2(s, x
∗(s))](un(s) − u∗(s))ds+

+
t∫
0

f2(s, x
∗(s))[un(s) − u∗(s)]ds ≤

≤ x0 +
t∫
0

[f1(t, xn(s)) + f2(t, xn(s))u∗(s)]ds+

+ (
t∫
0

[f2(t, xn(s)) − f2(t, x
∗(s))]qds)1/q ∗

∗ (
t∫
0

(un(s) − u∗(s))pds)1/p +

+
t∫
0

f2(t, x
∗(s))(un(s) − u∗(s))ds ≤ x0 +

+
t∫
0

[f1(t, xn(s)) + f2(t, xn(s))u∗(s)]ds+

+ (
t∫
0

[K | xn(s)−x∗(s) |]qds)1/q(|| un(s) ||p + ||

u∗(s) ||p) +
t∫
0

f2(t, x
∗(s))(un(s) − u∗(s))ds,

ïðè t ∈ [0, τ ∗]

Îñòàííi äâà iíòåãðàëè ïðÿìóþòü äî íó-
ëÿ ïðè n → ∞. Öå âèïëèâà¹ iç ðiâíîìið-
íî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi ðîçâÿçêiâ xn(t)
äî x∗(t) òà ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi
êåðóâàíü un(t) äî u∗(t) ïðè n → ∞ íà âiä-
ðiçêó t ∈ [0, T ]. Òîìó ìà¹ìî

x∗(t) = x0 +
t∫
0

[f1(s, x
∗(s))dt +

f2(s, x
∗(s))u∗(s)]ds

äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [0, τ ∗]

Îòæå, x∗(t) - ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1), ùî
âiäïîâiäà¹ êåðóâàííþ u∗(t) ïðè t ∈ [0, τ ∗].

Îñêiëüêè ìîìåíò ÷àñó T âèáðàíèé äî-
âiëüíèì ÷èíîì, òî ìà¹ìî, ùî x∗(t) ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì ñèñòåìè (1), ùî âiäïîâiäà¹ êåðóâàííþ

u∗(t), ïðè t ≥ 0.
Íåâàæêî ïîêàçàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è äià-

ãîíàëüíèé ìåòîä, ùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü
ïîñëiäîâíîñòi {xn(t), n ≥ 1}, ùî çáiãà¹òüñÿ
ïîòî÷êîâî äî x∗(t) äëÿ áóäü-ÿêîãî t ∈ [0, τ ∗].
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî êåðóâàííÿ u∗(t) ¹
îïòèìàëüíèì.

Ðîçãëÿíåìî 2 âèïàäêè:
1)Íåõàé x∗(τ ∗) ∈ ∂D.
Îñêiëüêè L(t, x, ·)- îïóêëà, òî âèêîíó¹-

òüñÿ íåðiâíiñòü
g(t)L(t, x∗(t), v(t)) ≥
≥ (g(t)L(t, x∗(t), u∗(t)) +
+ (v(t) − u∗(t))g(t)Lv(t, x

∗(t), u∗(t)),
∀v ∈ U, t ∈ [0, τ ∗]
Ïîêëàäåìî v = un(t), òîäi ìà¹ìî îöiíêó
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), un(t))dt ≥

≥
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))dt+

+

τ∗∫
0

(u(t)− u∗(t))g(t)Lu(t, x
∗(t), u∗(t))dt. (6)

Äðóãèé iíòåãðàë â íåðiâíîñòi (6) ïðÿìó¹ äî
0 ïðè n → ∞. Öå âèïëèâà¹ iç ñëàáêî¨ çái-
æíîñòi ïîñëiäîâíîñòi un(t) äî u∗(t). Îòæå,

lim
nk→∞

inf
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), un(t))dt ≥

≥
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))dt.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ òàêó âåëè÷èíó

|
τ∗∫
0

g(t)[L(t, xn(t), un(t)) −

− L(t, x∗(t), un(t))]dt | .
Iç ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi xn(t) äî x∗(t), ïðè

t ≥ 0, óìîâè (4) òà òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìà-
æîðîâàíó çáiæíiñòü ìà¹ìî, ùî äàíà âåëè÷è-
íà ïðÿìó¹ äî 0, ïðè n→ ∞.

τ∗∫
0

g(t)L(t, xn(t), un(t))dt±

±
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), unk(t))dt±

±
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))dt =

=
τ∗∫
0

g(t)[L(t, xn(t), un(t)) −
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− L(t, x∗(t), un(t))]dt+
τ∗∫
0

g(t)[L(t, x∗(t), un(t))−L(t, x∗(t), u∗(t))]dt+

+
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))dt

Ïåðøèé iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi íå-
ðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî 0 ïðè n → ∞,
à äðóãèé iíòåãðàë ≥ 0, îòæå ìà¹ìî:

lim
n→∞

inf
τ∗∫
0

g(t)L(t, xn(t), un(t))dt ≥

≥
τ∗∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))dt.

Àáî
J(u∗) ≤ lim

n→∞
inf J(un(t)).

Îñêiëüêè

inf
u∈U

J(u) ≤ J(u∗) ≤ lim
n→∞

inf J(un) = m,

òî
J(u∗) = m.

Îòæå, u∗(t) - îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ.
2) Íåõàé òåïåð τ ∗ = ∞ i x∗(t) ∈ D \

∂D, t ≥ 0.
Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ

g(t)L(t, x∗(t), un(t)) iíòåãðîâíà íà [0,∞).
∞∫
0

g(t) | L(t, x∗(t), un(t)) | dt ≤

≤
∞∫
0

g(t) | (L(t, x∗(t), un(t)) −

− L(t, x∗(t), u∗(t)) | dt+

+
∞∫
0

g(t) | L(t, x∗(t), u∗(t)) | dt ≤

≤ K
∞∫
0

g(t) | un(t) − u∗(t) | dt+

+
∞∫
0

g(t) | L(t, x∗(t), u∗(t)) | dt ≤

≤ K(
∞∫
0

gq(t)dt)1/q(
∞∫
0

| un(t) − u∗(t) |p dt)1/p +

+
∞∫
0

g(t) | L(t, x∗(t), u∗(t)) | dt <∞

Îòæå, ôóíêöiÿ L(t, x∗(t), un(t)) - iíòåãðîâíà
íà [0,∞).

Îñêiëüêè L(t, x, ·)- îïóêëà, òî âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

g(t)L(t, x∗(t), v(t))(t) ≥
≥ g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))(t) +
+ (v(t) − u∗(t))g(t)Lv(t, x

∗(t), u∗(t))(t),
∀v(t) ∈ V, t ∈ [0,∞)
Ïîêëàäåìî v(t) = un(t), òîäi
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), un(t))dt ≥

≥
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))dt+

+
∞∫
0

(un(t)−u∗(t))g(t)Lu(t, x
∗(t), u∗(t))dt. (7)

À òîìó äðóãèé iíòåãðàë â íåðiâíîñòi
(7) ïðÿìó¹ äî 0 ïðè n → ∞, â ñèëó
ñëàáêî¨ çáiæíîñòi unk(t) äî u∗(t). Îòæå,

lim
n→∞

inf
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), unk(t))χR(t) dt ≥

≥
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t))χR(t) dt.

Îñêiëüêè lim
nk→∞

inf
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), unk(t))dt ≥

≥ lim
n→∞

inf
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), unk(t))χR(t)dt òà

L(t, x, u) ≥ 0, χR(t) ≤ 1 i χR(t) → 1 ïðè
R → ∞, òî â ñèëó òåîðåìè Ëåáåãà, ìà¹ìî

lim
nk→∞

inf
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), unk(t)) dt ≥

≥
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t)) dt. (8)

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âåëè÷èíó

|
∞∫
0

g(t)[L(t, xn(t), un(t))−

−L(t, x∗(t), un(t))]dt | (9)

Iç ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi xn(t) äî x∗(t), ïðè
t ≥ 0, óìîâè (4) òà òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìà-
æîðîâàíó çáiæíiñòü ìà¹ìî, ùî äàíà âåëè-
÷èíà ïðÿìó¹ äî 0 ïðè n → ∞. J(un) =
∞∫
0

g(t)L(t, xn(t), un(t))dt =

=
∞∫
0

g(t)[L(t, xn(t), un(t)) −

− L(t, x∗(t), un(t))] dt+
∞∫
0

g(t)[L(t, x∗(t), un(t))−L(t, x∗(t), u∗(t))]dt+

+
∞∫
0

g(t)L(t, x∗(t), u∗(t)) dt.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (8) òà (9) ç îñòàíüî¨ ðiâíî-
ñòi îòðèìó¹ìî

lim
n→∞

inf J(un(t)) ≥ J(u∗).

Îñêiëüêè

inf
u∈U

J(u) ≤ J(u∗) ≤ lim
n→∞

inf J(un) = m,

òî
J(u∗) = m.

Îòæå, u∗(t) - îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.
Ïðèêëàä. Íåõàé çàäà÷à îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ (1), (2) ìà¹ âèãëÿä{
ẋ = x sin2 tx+ e−tx2u(t),

x(0) = 1,
(10)

ç êðèòåði¹ì ÿêîñòi

J(u) =

τ∫
0

e−3t(x6 + 2u6) dt→ inf, (11)

äå | x |< 2, t ∈ [0,∞), u ∈ U , U - äîâiëüíà
îïóêëà, îáìåæåíà, çàìêíåíà ìíîæèíà, ùî
ìiñòèòü 0.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî çàäà÷à (10),
(11) çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè òåîðåìè ïðè
K = 4, L = 4. Îòæå, çàäà÷à (10), (11) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê.
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