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МЕТРИЧНI ВЛАСТИВОСТI КАНОНIЧНОЇ ВИЗНАЧАЛЬНОЇ ПАРИ
ДЛЯ ДЕТЕРМIНОВАНИХ ГРАФIВ

Робота присвячена дослiдженню представлення графiв з розмiченими вершинами множинами
слiв у алфавiтi мiток вершин та пошуку метричних властивостей цього представлення. Графи
з розмiченими вершинами широко використовуються для описання та моделювання обчислю-
вальних процесiв у програмуваннi, робототехнiцi, перевiрцi моделей тощо. При цьому графи
вiдiграють роль iнформацiйного середовища для одного або декiлькох мобiльних агентiв. Пе-
ремiщення агентiв по графу визначають послiдовностi мiток вершин – слова в алфавiтi мiток.
Граф з розмiченими вершинами називається Д-графом, якщо в околi кожної його вершини всi
iншi вершини мають попарно рiзнi мiтки. Для Д-графiв у випадку, коли вiдомi карта графа
(тобто множини вершин i ребер та функцiя розмiтки) та iнiцiальна вершина, з якої агенти по-
чинають свої перемiщення, iснує однозначна вiдповiднiсть мiж послiдовнiстю мiток вершин, якi
вiдвiдує агент, i траєкторiєю перемiщень цього агента на графi. У випадку, коли зовнiшньому
спостерiгачу невiдома карта дослiджуваного Д-графа, перемiщення агентiв можуть бути органi-
зованi в такий спосiб, щоб на основi їх аналiзу спостерiгач одержав шукану iнформацiю щодо
структури графа (наприклад, карту графа, найкоротшi шляхи мiж вершинами, порiвняння до-
слiджуваного графа з графом-еталоном). У данiй роботi уточнюється представлення Д-графiв
так званою визначальною парою множин слiв. Перша компонента цiєї пари описує цикли графа,
друга – його висячi вершини. Це представлення є аналогом системи визначальних спiввiдношень
для повнiстю визначених автоматiв. Також розглянуто структуру мiнiмальної за кiлькiстю слiв
так званої канонiчної визначальної пари та наведено алгоритм її побудови. Для детермiнованого
графа iз заданою кiлькiстю вершин i ребер знайдено точну оцiнку кiлькостi слiв у першiй компо-
нентi його канонiчної визначальної пари та мiнiмальнi й максимальнi досяжнi оцiнки кiлькостi
слiв у другiй компонентi канонiчної визначальної пари. Результати дозволяють створювати та
використовувати новi методи та алгоритми для розв’язання задач аналiзу графiв з розмiченими
вершинами.
MSC: 68R10.
Ключовi слова: графи з розмiченими вершинами, визначальна пара.

1. Вступ.
Теорiя графiв є важливим роздiлом дискретної математики, який надає потуж-

ний апарат для розв’язання задач рiзного ступеня складностi в найрiзноманiт-
нiших галузях наукової та практичної дiяльностi. Широке застосування графiв
пов’язане з тим, що вони є природним засобом пояснення складних ситуацiй на iн-
туїтивному рiвнi. Цi переваги представлення складних структур i процесiв графа-
ми стають ще бiльш вiдчутними за наявностi оптимальних засобiв їх зображення.
Одним iз сучасних напрямкiв теорiї графiв є дослiдження розмiчених (зважених)
графiв, тобто графiв, елементи яких – вершини, дуги, iнцидентори тощо – мають
мiтки з попередньо визначеного алфавiту. Такi графи широко використовуються в
iнформатицi та кiбернетицi для описання та моделювання рiзноманiтних обчислю-
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вальних процесiв. Серед розмiчених графiв найбiльш дослiдженими є скiнченнi
орiєнтованi графи з розмiченими ребрами (LTS [1], зваженi автомати [2], скiнченнi
автомати [3] тощо). Також iснує багато обчислювальних процесiв (наприклад, у
програмуваннi [4], робототехницi [5], верифiкацiї моделей [6]), якi можна природ-
ньо представити графами з розмiченими вершинами.

У роботi [7] запропоновано представлення скiнченних всюди визначених авто-
матiв без виходiв системами визначальних спiввiдношень – множинами пар слiв
спецiального вигляду, що задають еквiвалентнi траєкторiї в автоматi. За допомо-
гою такого представлення було розв’язано задачу характеризацiї – визначення,
чи є дана множина пар слiв системою визначальних спiввiдношень для задано-
го автомата без безпосередньої побудови самого автомата. У роботi [8] поняття
та апарат систем визначальних спiввiдношень розповсюджено на так званi детер-
мiнованi графи – клас графiв з розмiченими вершинами, у яких в околi кожної
вершини всi вершини мають попарно рiзнi мiтки [9]. Доцiльнiсть такого розпо-
всюдження випливає з природнього взаємозв’язку мiж детермiнованими графами
та мовами в алфавiтi мiток вершин (для детермiнованих графiв траєкторiя ру-
ху однозначно вiдновлюється за послiдовнiстю мiток вершин). Цей взаємозв’язок
дозволяє застосувати методи теорiї автоматiв до аналiзу розмiчених графiв. В
роботi [8] розглядається наступна задача. Задано довiльну пару множин слiв у
деякому алфавiтi. Чи можливо за цiєю парою побудувати такий граф з розмiче-
ними вершинами, що в околi кожної його вершини усi вершини мають рiзнi мiтки?
Ця задача є актуальною, оскiльки графи з такою розмiткою мають низку важли-
вих застосувань, наприклад, вони використовуються при розподiлi часових слотiв
(тайм-слотiв) у мережах, якi працюють за принципом множинного доступу з ча-
совим подiлом [10]. У випадку, якщо вiдповiдь на питання задачi є позитивною, то
виникає питання про метричнi характеристики такої пари. У нашiй роботi уточ-
нено процедуру, яка за даною парою або будує детермiнований граф, для якого
ця пара є визначальною, або сповiщує, що це зробити неможливо, та знайдено
чисельнi значення потужностi компонент канонiчної визначальної пари.

2. Визначальна пара для детермiнованих графiв.
У роботi розглядаються неорiєнтованi, скiнченнi, непорожнi, зв’язнi, звичайнi

(такi, що не мiстять петлi та кратнi ребра) графи з розмiченими вершинами G =
(V,E,X, ξ(V )), де V – множина вершин графа, E – множина його ребер, ξ(V ) :
V → X – всюди визначена функцiя розмiтки вершин графа символами скiнченного
алфавiту X = {x1, . . . , xp}. Далi такi графи будемо скороченно називати термiном
«розмiчений граф». Значення функцiї розмiтки для вершини v будемо називати
її мiткою. Множину всiх слiв скiнченної довжини в алфавiтi X будемо позначати
через X∗. Нехай p = x′1 . . . x

′
k (x′i ∈ X), тодi довжину слова p будемо позначати

через d(p). Через E(v) позначатимемо множину вершин, що є сумiжними вершинi
v: v′ ∈ E(v) ↔ (v, v′) ∈ E.

У залежностi вiд додаткових умов, що накладаються на функцiю розмiтки вер-
шин, з множини всiх розмiчених графiв видiляють окремi пiдкласи. У цiй роботi
розглядаються так званi детермiнованi графи (далi Д-графи), у яких для будь-
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яких вершин v, v′, v′′ ∈ V з (v, v′), (v, v′′) ∈ E та ξ(v′) = ξ(v′′) випливає рiвнiсть
v′ = v′′. Змiстовно кажучи, наведене означає, що у Д-графiв будь-якi двi вершини,
що одночасно сумiжнi деякiй вершинi, мають рiзнi мiтки.

Для дослiдження структури розмiчених графiв часто використовують один
або декiлька мобiльних агентiв з обмеженою пам’яттю, якi помiщають на дослiд-
жуваний граф [11, 12]. Математичною формалiзацiєю таких агентiв є скiнченнi
графохiднi автомати [4]. Цi агенти можуть сповiщати спостерiгачу та/або iншим
агентам певну iнформацiю щодо локальних околiв вершин, на яких вони наразi
знаходяться. На основi цiєї iнформацiї та/або iнструкцiй спостерiгача агенти мо-
жуть перемiщатися по ребрах графа. Перемiщення агентiв визначають послiдовно-
стi мiток вершин, якi вони вiдвiдали. Зважаючи на це, Д-графи є дуже зручними
для такого дослiдження, оскiльки, якщо спостерiгач має карту графа (множи-
ни V , E, X та функцiю ξ(V )) та знає, на яку вершину дослiджуваного Д-графа
був помiщений агент на початку дослiдження (тобто, iнiцiальну вершину), то за
цiєю послiдовнiстю мiток може бути однозначно вiдновлена траєкторiя перемiщен-
ня агента по графу. У випадку, коли спостерiгачу не вiдома карта дослiджуваного
графа, перемiщення агентiв можуть бути органiзованi в такий спосiб, щоб на основi
їх аналiзу спостерiгач одержав шукану iнформацiю про структуру графа (напри-
клад, складення карти графа, пошуку у ньому найкоротших шляхiв, порiвняння
дослiджуваного графа з графом-еталоном).

Нехай G = (V,E,X, ξ(V )) – довiльний розмiчений граф. Детермiнiзацiєю G
назвемо процедуру, яка продовжується до тих пiр, поки в графi iснують такi
рiзнi вершини v, v′, v′′ ∈ V , що одночасно виконуються умови v′, v′′ ∈ E(v) та
ξ(v′) = ξ(v′′), i складається з ототожнення вершин v′ та v′′, замiни кратних ре-
бер, що виникають в результатi цього ототожнення, одним ребром та вилучення
ребра (v′, v′′) (якщо воно iснувало в G). Неважко бачити, що ця процедура закiн-
чується за скiнченну кiлькiсть крокiв, її результат визначається однозначно та цей
результат є Д-графом.

Зафiксуємо деяку вершину v0 ∈ V Д-графа G = (V,E,X, ξ(V )), яку далi будемо
називати iнiцiальною. У цiй роботi при дослiдженнi структури Д-графа всi шляхи,
якi ми будемо розглядати, починаються з iнiцiальної вершини, тому далi ми будемо
розглядати саме Д-графи з iнiцiальною вершиною (та коротко їх називати «Д-
графами»), цю вершину за необхiдностi ми будемо видiляти у позначеннi Д-графа:
G = (V,E,X, ξ(V ), v0).

Iзоморфiзмом Д-графiв G1 = (V1, E1, X, ξ1(V1), v
′) i G2 = (V2, E2, X, ξ2(V2), v

′′)
з однаковою множиною мiток вершин X називаємо взаємно однозначну вiдпо-
вiднiсть φ : V1 ↔ V2 мiж множинами їх вершин, що зберiгає їх iнiцiальнi вер-
шини, вiдношення сумiжностi вершин та функцiю розмiтки вершин: φ(v′) = v′′,
∀v′, v′′ ∈ V1 ((v′, v′′) ∈ E1 ↔ (φ(v′), φ(v′′)) ∈ E2) та ∀v ∈ V1 ξ1(v) = ξ2(φ(v));
iзоморфiзм графiв G1 та G2 будемо позначати G1

∼= G2 або G1
∼=φ G2. Зафiксуємо

вершину v′1 Д-графа G = (V,E,X, ξ(V )). Оскiльки шляху p = v′1 . . . v
′
k однозначно

вiдповiдає слово в алфавiтi мiток ξ(p) = ξ (v′1) ξ (v
′
2) . . . ξ (v

′
k) [9], то надалi шлях p

розглядатимемо як ξ(p) та позначатимо рiвнiстю v′1p = v′k.
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Шлях p = x′1x
′
2 . . . x

′
k назвемо припустимим для вершини v′1, якщо ξ(v′1) = x′1,

та iснують такi вершини v′2, . . . , v
′
k ∈ V , що ξ(v′2) = x′2, . . . , ξ(v

′
k) = x′k, i (v′1, v′2), . . . ,

(v′k−1, v
′
k) ∈ E. Слово x′k . . . x

′
1 будемо називати реверсом слова p = x′1 . . . x

′
k та

позначати його через p−1, слова p та p−1 назвемо взаємнозворотними. Слово p,
для якого виконується рiвнiсть vp = v, назвемо циклiчним для вершини v. Слово
q = x′′1 . . . x

′′
m назвемо початковим вiдрiзком слова p = x′1 . . . x

′
k у випадку, якщо

m ≤ k та виконуються рiвностi x′′1 = x′1, . . . , x
′′
m = x′m, цей факт позначатимемо

через q ⊆ p.
Всi вершини заданого Д-графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0) можна розбити на два

класи за такою процедурою: видалимо з G усi висячi вершини, вiдмiннi вiд iнiцiаль-
ної, разом iз ребрами, що є iнцидентними цим вершинам. Цю процедуру будемо
повторювати до тих пiр, поки це можливо. Одержаний у такий спосiб граф B(G)
назвемо базою графа G, вершини, що входять до B(G), назвемо базовими, а тi
вершини G, що не входять до B(G), – вiльними. Неважко бачити, що база графа
будується однозначно за скiнченну кiлькiсть крокiв, база B(G) може складати-
ся з однiєї iнiцiальної вершини (у випадку, коли G є деревом), а у випадку, коли
B(G) мiстить хоча б одну вершину, яка вiдмiнна вiд iнiцiальної, то вона повинна
мiстити хоча б один простий цикл. Звiдси випливає, що кожна базова вершина,
яка є вiдмiнною вiд iнiцiальної вершини v0, сумiжна щонайменше двом базовим
вершинам. Вiльну вершину v назвемо прямим предком вiльної вершини v′, якщо
для будь-якого шляху p′, такого, що v0p

′ = v′, iснує такий початковий вiдрiзок
p ⊆ p′, що v0p = v, цей факт позначатимемо через v ≼ v′. Звернемо увагу, що для
будь-якої вiльної вершини v виконується v ≼ v.

Далi вважаємо, що всi шляхи в графi починаються з iнiцiальної вершини. Бу-
демо робити представлення Д-графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0) парою {C,L}(x′) скiн-
ченних множин слiв C,L ∈ X∗, для якої всi слова з C та L є припустимими для v0,
слова множини C описують цикли графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0), а слова L опису-
ють його висячi вершини. Далi в роботi пiд термiном «пара» {C,L}(x′) розумiємо
саме такi двi скiнченнi множини C та L, що всi слова множини C починаються та
закiнчуються символом x′, а всi слова множини L починаються з цього символа.
При цьому множини C та L будемо називати компонентами пари {C,L}(x′).

У [8] визначено процедуру, яка за заданою парою {C,L}(x′) або будує Д-граф
G({C,L}(x′)), або показує, що за цiєю парою Д-граф побудувати неможливо. Уточ-
нимо цю процедуру у такому виглядi.

Покладемо, що спочатку граф G({C,L}(x′)) складається з однiєї вершини v0 з
мiткою ξ(v0) = x′.

Етап 1. Для кожного слова pi = x′xi1 . . . x
i
n−1x

′ ∈ C додаємо n − 1 верши-
ну vi1, . . . , v

i
n−1 з мiтками вiдповiдно xi1, . . . , x

i
n−1 та n ребер (v0, v

i
1), (v

i
1, v

i
2), . . . ,

(vin−2, v
i
n−1), (v

i
n−1, v0). Пiсля кожного такого додавання детермiнiзуємо одержаний

граф.
Етап 2. У графi, який ми одержали пiсля виконання етапу 1, можуть iснувати

висячi вершини. Кожну таку вершину v, що є вiдмiнною вiд iнiцiальної вершини v0,
помiщаємо для подальшого аналiзу у множину Q, яка на початку була порожня.
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Етап 3. Для кожного слова pj = x′xj1 . . . x
j
n−1 ∈ L виконуємо таку послiдов-

нiсть дiй: додаємо вершини vj1, . . . , v
j
n−1 з мiтками вiдповiдно xj1, . . . , x

j
n−1, ребра

(v0, v
j
1), . . . , (v

j
n−2, v

j
n−1) та детермiнiзуємо одержаний граф. Якщо в результатi де-

термiнiзацiї вершина v0pj не є висячею, то вважаємо, що граф G({C,L}(x′)) не
iснує, i процедура завершується. Якщо ж в результатi детермiнiзацiї з’явилась
висяча вершина v, вiдмiнна вiд вершини v0pj , то цю вершину помiщаємо для по-
дальшого аналiзу у множину Q. Пiсля цього переходимо до наступного слова ком-
поненти L.

Етап 4. Для кожної вершини v ∈ Q розглядаємо всi слова компоненти L: якщо
не iснує такого p ∈ L, що вершина v є прямим предком вершини v0p, то вважаємо,
що граф G({C,L}(x′)) не iснує.

Етап 5. Розглядаємо всi слова множини L: якщо iснує таке p ∈ L, що вершина
v0p не є висячою, то вважаємо, що граф G({C,L}(x′)) не iснує.

Якщо в результатi виконання цiєї процедури за парою {C,L}(x′) можливо по-
будувати граф G({C,L}(x′)), то таку пару назвемо правильною.

Правильну пару {C,L}(x′) назвемо визначальною для Д-графа G, якщо
G({C,L}(x′)) ∼= G. Зауважемо, що таке завдання Д-графа визначальною парою
в деякiй мiрi (етапами 1 та 3) є аналогiчним представленню автоматiв системою
визначальних спiввiдношень, запропонованому у [7].

Доцiльнiсть введення другого, четвертого та п’ятого етапiв процедури побудо-
ви Д-графа за парою обумовлено намаганням чiтко роздiлити функцiї компонентiв
пари: передбачається, що слова компоненти C описують базовi вершини графа, а
слова компоненти L – його вiльнi вершини, причому кожне слово p ∈ L описує
висячу вершину v0p, а для кожної вiльної висячої вершини v потрiбне iснувати
хоча б одне таке слово p ∈ L, що v0p = v (зауважимо, що у випадку, коли вершина
v0 є висячею, то її не потрiбно описувати у компонентi L). У випадку, коли слова
множини C задають деякi вiльнi вершини графа (тобто пiсля виконання етапу 2
множина Q не є порожньою), цi вiльнi вершини обов’язково повиннi бути описани-
ми словами компоненти L (див. етап 4), а якщо такого опису нема, то вважаємо,
що за парою {C,L}(x′) граф G({C,L}(x′)) побудувати неможливо.

Розглянемо дiю окремих етапiв наведеної вище процедури на такому прикладi.
Приклад 1. Нехай C = {134321, 1245231}, L = {124143, 12342, 132541, 12435}(1).

На рис. 1 а зображено граф, який одержуємо пiсля виконання етапiв 1 та 2. Вер-
шина v′, що видiлена, є висячею та вiдмiнною вiд iнiцiальної вершини v0, тому цю
вершину помiщаємо до множини Q.

На рис. 1 б зображено граф, який одержуємо пiсля виконання етапу 3. Пiс-
ля розгляду слова 124143 вершина v′′, що видiлена, є висячею та вiдмiнною вiд
вершини v0, тому цю вершину помiщаємо до множини Q.

Далi робимо аналiз вершин v′ та v′′, що входять до множини Q. Оскiльки
вершина v′ є прямим предком вершини u′, 12342 ∈ L та v012342 = u′, а також
вершина v′′ є прямим предком самої себе, 132541 ∈ L та v0132541 = v′′ (рис. 1 в),
то переходимо до виконання етапу 5.
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Оскiльки вершина v (рис. 1 г) не є висячою, v0124143 = v та 124143 ∈ L, то за
умовою етапу 5 граф G({C,L}(1)) не iснує.

Зауважимо, що для пари {C,L′}(1), де L′ = L − {124143} граф G({C,L′}(1))
iснує, вiн зображений на рис. 1 г.
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Рис. 1. Iлюстрацiя процедури побудови Д-графа за заданою парою

3. Канонiчна визначальна пара.
Нехай G = (V,E,X, ξ(V ), v0) – деякий Д-граф. Зафiксуємо на X лiнiйний по-

рядок <: x1 < x2 < · · · < xp. Визначимо на X∗ лiнiйний порядок ≤:
1) для будь-якого xi ∈ X, де 1 ≤ i ≤ p, покладемо xi ≤ xi;
2) для будь-яких p, q ∈ X∗, якщо d(p) < d(q), то p ≤ q;
3) для будь-яких p, q ∈ X∗, якщо p = x′1 . . . x

′
s, q = x′′1 . . . x

′′
s , x′1 = x′′1, . . . ,

x′(k−1) = x′′(k−1) i для деякого k ≤ s виконується x′k < x′′k, то p ≤ q.
Неважко бачити, що порядок ≤ на множинi X∗ визначається лiнiйним поряд-

ком < на множинi X.
Визначимо допомiжну множину слiв в алфавiтi X. Базис досяжностi VG це

довiльна множина слiв {w1, w2, . . . , wn} ⊆ X∗, яка задовольняє умовам:
1) {v0wi|i = 1, 2, . . . , n} = V ;
2) якщо i ̸= j, i, j ∈ {1, 2, . . . , n}, то v0wi ̸= v0wj ;
3) якщо wi = w′

ix, x ∈ X, то w′
i ∈ {w1, . . . , wn}, i = 1, . . . , n.

Якщо множина VG складається iз слiв, найменших за порядком ≤, то назива-
тимемо її найкоротшим базисом досяжностi. Зрозумiло, що такий базис визначено
однозначно. Далi, якщо не обумовлено iнше, вважатимемо, що базис VG найкорот-
ший. Кiстякове дерево графа G, яке природним чином визначається базисом VG,
позначимо TV .

Опишемо алгоритм побудови так званої канонiчної визначальної пари {ΣG,ΛG}.
Спочатку покладемо ΣG = ∅ i ΛG = ∅.
Якщо граф G складається з однiєї вершини v0, то покладемо ΣG = ∅, ΛG = ∅

i VG = {ξ (v0)}.
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Нехай граф G мiстить бiльше нiж одну вершину. Спочатку до множини ΛG до-
даємо усi слова w ∈ VG такi, що вершина v0w є висячою вершиною графа G. Пiсля
цього для кожної двiйки слiв p, q ∈ VG \ ΛG, якщо жодне з них не є початковим
вiдрiзком iншого i v0pq−1 = v0, то додаємо до множини ΣG менше за порядком ≤
iз слiв pq−1 i qp−1. Далi прибираємо усi повтори слiв у ΣG, залишаючи по одному
екземпляру. Побудову канонiчної визначальної пари завершено.

Сформулюємо деякi очевиднi властивостi слiв, що належать множинi ΣG, якi
безпосередньо випливають з алгоритму її побудови.

Лема 1. Нехай ΣG ̸= ∅. Тодi виконуються такi твердження:
а) для будь-якого σ ∈ ΣG iснують такi p, q ∈ X∗, що pq = σ та p ∈ VG i

q−1 ∈ VG;
б) якщо σ ∈ ΣG, то d(σ) ≤ 4;
в) для кожного σ ∈ ΣG знайдуться такi p, q ∈ X∗, x, y ∈ X, x ̸= y, що

σ = pxqyp−1.
Змiстовно кажучи, перше твердження встановлює своєрiдну мiнiмальнiсть по-

чаткових та кiнцевих вiдрiзкiв слова σ ∈ ΣG. Друге твердження безпосередньо
випливає з детермiнованостi графа G та того, що σ мiстить простий цикл. Третє
твердження встановлює, що простий цикл, який мiститься у σ, не може бути пред-
ставлений у виглядi pxp−1 для будь-яких p ∈ X∗ та x ∈ X.

Для будь-якої вершини v ∈ V за допомогою spv позначатимемо найкоротше за
порядком ≤ слово, для якого v0spv = v.

Лема 2. Нехай (v1, v2) – деяке ребро графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0), ξ(v1) = x′1
та ξ(v2) = x′2. Тодi iснують такi z1, z2 ∈ X∗, що виконується хоча б одне з
тверджень:

а) spv1x
′
2z1 ∈ ΣG

∪
ΛG;

б) spv2x
′
1z2 ∈ ΣG

∪
ΛG.

Змiстовно кажучи, лема 2 стверджує, що пара {ΣG,ΛG} мiстить певну iнфор-
мацiю про кожне ребро графа G.

З процедури побудови канонiчної визначальної пари також випливає таке ко-
рисне твердження.

Лема 3. Якщо хоча б одна компонента {ΣG,ΛG} графа G = (V,E,X, ξ(V ), v0)
не є порожньою множиною, то для кожної вершини v ∈ V iснують такi z1, z2, z3 ∈
X∗, що виконується хоча б одне з тверджень:

а) spvz1 ∈ ΛG;
б) spvz2 ∈ ΣG;
в) z3(spv)

−1 ∈ ΣG.

Доведення. Нехай v ∈ V . Якщо v = v0, то spv = ξ(v0). Оскiльки всi слова базису
VG(v0) починаються з символу ξ(v0), то за побудовою пари {ΣG,ΛG} всi слова з
ΛG (у випадку ΛG ̸= ∅) починаються з ξ(v0), а всi слова з ΣG (у випадку ΣG ̸= ∅)
починаються та закiнчуються символом ξ(v0), тому в цьому випадку твердження
леми виконується.
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Нехай тепер v ̸= v0. Якщо v не належить базi B(G), та, при цьому, v є висячою
вершиною, то spv ∈ ΛG, тому виконується твердження (а) (при цьому z є порожнiм
словом). Якщо ж v /∈ B(G) та v не є висячою вершиною, то згiдно процедури
побудови бази графа, iснує висяча вершина v′ ̸= v0 та скiнченний ланцюг попарно
рiзних вiльних вершин v1, . . . , vk, що (v, v1), (v1, v2), . . . (vk−1, vk), (vk, v

′) ∈ E. Тодi,
виходячи з мiнiмальностi слова spv за порядком ≤, spv′ = spvξ(v1) . . . ξ(vk)ξ(v

′),
тому виконується твердження (а) (при цьому z = ξ(v1) . . . ξ(vk)ξ(v

′)).
Нехай тепер v ∈ B(G). Покладемо spv = w′x, де x ∈ X. З алгоритму побудови

бази графа безпосередньо випливає, що вершина v сумiжна не менш нiж двом
вершинам, що належать базi B(G). Нехай v1 – така вершина з B(G), що v0w

′ ̸=
v1; покладемо ξ(v1) = x′1. Якщо spv1 ̸= spvx

′
1, то за алгоритмом побудови ΣG

одне з двох взаємнозворотних слiв spv(spv1)
−1 або spv1(spv)

−1 належить ΣG, тому
виконується або твердження (б) (при цьому z = sp−1

v1 ), або твердження (в) (при
цьому z = sp−1

v1 ).
Якщо ж spv1 = spvx

′
1, то, виходячи зi скiнченностi графа G, одержимо такий

ланцюг базових вершин v1, v2, . . . , vk−1, vk з мiтками x′1, x
′
2, . . . , x

′
k−1, x

′
k вiдповiд-

но, що spv2 = spv1x
′
2, . . . , spvk−1

= spvk−2
x′k−1 та spvk ̸= spvk−1

x′k; у цьому ланцюзi
вершина vk може спiвпадати з однiєю з вершин v1, . . . , vk−1, а всi iншi вершини є по-
парно рiзними. Тодi, за алгоритмом побудови ΣG, або spvx

′
1x

′
2 . . . x

′
k−1(spvk)

−1 ∈ ΣG

(тобто, виконується твердження (б) та z = x′1x
′
2 . . . x

′
k−1(spvk)

−1), або
spvk(spvx

′
1x

′
2 . . . x

′
k−1)

−1 ∈ ΣG (тобто, виконується твердження (в) та
z = spvkx

′
k−1 . . . x

′
2x

′
1), що доводить лему. �

З процедури побудови графа за його визначальною парою випливає наступне
твердження.

Теорема 1. G({ΣG,ΛG}) ∼= G.
Для доведення цiєї теореми була дослiджена покрокова побудова графа

G({ΣG,ΛG}) за словами множин ΣG та ΛG. Для цього покладемо ΣG = {σ1, . . . , σk}
та ΛG = {λ1, . . . , λq}. Введемо сiмейство множин Mi (0 ≤ i ≤ k + q) у такий спо-
сiб: M0 = ∅, M1 = {σ1}, M2 = {σ1, σ2}, . . ., Mk = {σ1, . . . , σk} = ΣG, Mk+1 =
{σ1, . . . , σk, λ1}, . . ., Mk+q = {σ1, . . . , σk, λ1, . . . , λq} = ΣG

∪
ΛG. За словами цього

сiмейства множин вводяться два сiмейства графiв: Gi та Hi. Графи сiмейства Gi є
пiдграфами графа G, що визначаються вершинами та ребрами слiв з вiдповiдної
множини Mi, а графи сiмейства Hi побудованi за словами з вiдповiдної множини
Mi за допомогою процедури, яку задано в другому роздiлi цiєї роботи. За цiєю
процедурою Hk+q = G({ΣG,ΛG}), а з лем 2 та 3 випливає рiвнiсть Gk+q = G.
Iндукцiєю за i (0 ≤ i ≤ k + q) показано, що Hi

∼= Gi.
Далi знайдемо потужностi першої та другої компонент канонiчної визначальної

пари для графа iз заданою кiлькiстю вершин i ребер.
4. Потужнiсть першої компоненти канонiчної визначальної пари.
Нехай далi Д-граф G = (V,E,X, ξ(V ), v0) мiстить n вершин та m ребер.
Знайдемо кiлькiсть слiв у множинi ΣG.

Теорема 2. |ΣG| = m− n+ 1.
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Доведення. Позначимо клас Д-графiв з n вершинами та m ребрами через Gn,m.
Оскiльки кожен представник такого класу є простим зв’язним графом, то n− 1 6
m 6 n(n−1)

2 . Доведення проведемо iндукцiєю за кiлькiстю ребер.
Нехай m = n− 1. Тодi будь-який представник G класу Gn,n−1 є деревом, тобто

не мiстить циклiв, з чого випливає, що |ΣG| = 0. При цьому n− 1− n+ 1 = 0, що
доводить базу iндукцiї.

Припустимо, що у будь-якого представника G класу Gn,k, n − 1 < k < n(n−1)
2 ,

потужнiсть |ΣG| = k − n + 1. Доведемо, що у будь-якого представника G′ класу
Gn,k+1 потужнiсть |ΣG| = k − n+ 2.

Нехай G′ = (V,E,X, ξ(V ), v0) ∈ Gn,k+1. Оскiльки n − 1 < k, то n < k + 1,
тобто Д-граф G′ мiстить хоча б один простий цикл. Нехай ребро (v1, v2) належить
деякому простому циклу графа G′ та не належить кiстяковому дереву T (G, v0).
Тодi граф G = G′ − (v1, v2) є зв’язним та мiстить k ребер. Неважко бачити що цей
граф є Д-графом. За iндуктивним припущенням |ΣG| = k − n+ 1.

Нехай v0p1 = v1 та v0p2 = v2, причому p1, p2 належать найкоротшому базису
досяжностi VG (v0). Тодi, оскiльки в графi G вершини v1 та v2 не є сумiжними,
жодне з двох слiв p1 (p2)

−1 та p2 (p1)
−1 не належить ΣG. При цьому, за алгоритмом

побудови канонiчної визначальної пари, одне з двох слiв p1 (p2)
−1 або p2 (p1)

−1

(менше за порядком ≤) належить ΣG′ . Нехай для визначенностi p1 (p2)−1 ∈ ΣG′ .
Оскiльки ребро (v1, v2) ̸∈ T (G, v0), то VG′ (v0) = VG (v0), тому, за алгоритмом

побудови канонiчної визначальної пари, ΣG = ΣG′ − p1 (p2)
−1. Таким чином одер-

жали, що ΣG′ мiстить на одне слово бiльше, нiж ΣG, тобто |ΣG′ | = (k−n+1)+1 =
k − n+ 2, що доводить iндуктивний крок та теорему взагалi. �

Зауваження 2.1. Величина |ΣG| спiвпадає з цикломатичним числом графа G.
З цього можна зробити припущення, що множина слiв ΣG визначає деякий базис
циклiв графа G, пов’язаний з остовним деревом, яке в свою чергу визначається
базисом VG (v0). Викликає цiкавiсть задача побудови за множиною ΣG усiх iнших
циклiв графа G.

5. Досяжнi мiнiмальна та максимальна оцiнки потужностi другої ком-
поненти канонiчної визначальної пари.

За алгоритмом побудови канонiчної визначальної пари графа
G = (V,E,X, ξ(V ), v0) потужнiсть її другої компоненти або дорiвнює кiлькостi
висячих вершин у G, або, у випадку, коли v0 є висячею вершиною, менша на оди-
ницю цiєї кiлькостi. Неважко бачити, що, якщо нам вiдомi лише кiлькостi вершин
та ребер у графi, то кiлькiсть висячих вершин у ньому не є константою, тому буде-
мо шукати саме мiнiмальнi та максимальнi оцiнки (бажано, досяжнi) потужностi
другої компоненти канонiчної визначальної пари графа.

Спочатку розглянемо випадок, коли граф G є деревом, тобто m = n − 1. У
цьому випадку всi вершини G, якi є вiдмiнними вiд вершини v0, можуть одночасно
бути висячими (див. рис. 2 а), проте G повинен мати хоча б одну висячу вершину,
вiдмiнну вiд iнiцiальної, тому 1 ≤ |ΛG| ≤ n − 1; на рис. 2 б зображено граф, для
якого нижня оцiнка є досяжною.
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Рис. 2. Дерева, для яких максимальна та мiнiмальна оцiнки потужностi другої компоненти
канонiчної визначальної пари є досяжними

Далi розглянемо випадок, коли G не є деревом, тобто n − 1 < m ≤ n·(n−1)
2 .

У такому випадку завжди iснує такий граф з n вершинами та m ребрами, всi
вершини якого входять до одного простого циклу, тому, за алгоритмом побудови
канонiчної визначальної пари 0 ≤ |ΛG|.

Знайдемо верхню оцiнку потужностi |ΛG|. Опишемо структуру графа G з класу
Gn,m, для якого кiлькiсть висячих вершин, що не належать базi B(G), буде макси-
мальною. Нехай у графi |B(G)| вершин належать його базi. Неважко бачити, що
максимальна кiлькiсть вiльних висячих вершин у G дорiвнює n− |B(G)|, це мож-
ливо у випадку, при якому всi вiльнi вершини графа є висячими (як приклад, всi
вiльнi вершини такого графа є сумiжними iнiцiальнiй вершинi), а число n−|B(G)|
при мiнiмально можливiй для графа з класу Gn,m потужностi |B(G)| (мiнiмально
можливе значення |B(G)| далi будемо позначати через δ(m,n)) i буде верхньою
оцiнкою потужностi |ΛG|. Позначимо c(m,n) = |ΣG| = m − n + 1. Таким чином,
число δ(m,n) є найменшою кiлькiстю вершин звичайного зв’язного графа G′, у
якого, за теоремою 2, |ΣG′ | = m−n+1 простих циклiв, що описанi множиною ΣG′ .

Для знаходження δ(m,n) використаємо той очевидний факт, що найбiльша
кiлькiсть простих циклiв, та найбiльша потужнiсть першої компоненти канонiчної
визначальної пари для графа G з n вершинами є у повного графа Kn. Тому δ(m,n)
дорiвнює такому мiнiмальному значенню z, що число c(m,n) не переважає потуж-
нiсть |ΣKz |. Оскiльки у Kz кiлькiсть ребер дорiвнює z·(z−1)

2 , то |ΣKz | =
z·(z−1)

2 −
z + 1 = ( z2 − 1) · (z − 1). Iншими словами, значенням δ(m,n) буде таке мiнiмальне
натуральне число z, що задовiльняє нерiвностi m−n+1 ≤ ( z2 −1) · (z−1). З ураху-

ванням натуральностi m, n та z шукане значення δ(m,n) = ⌈32+
√

9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉,

де позначення ⌈x⌉ означає найменьше натуральне число, що не меньше за x.
Сформулюємо результати цього роздiлу у виглядi наступного твердження.
Теорема 3. Нехай Д-граф G = (V,E,X, ξ(V ), v0) мiстить n вершин та m

ребер. Якщо m = n − 1, то 1 ≤ |ΛG| ≤ n − 1. Якщо ж m > n − 1, то 0 ≤ |ΛG| ≤
n− ⌈32 +

√
9
4 − 2 · n+ 2 ·m⌉, причому всi оцiнки є досяжними.

6. Висновки.
У роботi уточнено процедуру, яка за довiльною парою множин або будує детер-

мiнований граф, для якого ця пара є визначальною, або сповiщує, що це зробити
неможливо. Знайдено чисельнi оцiнки канонiчної визначальної пари для Д-графiв
iз вiдомою кiлькiстю вершин та ребер – кiлькiсть слiв у першiй компонентi пари та
мiнiмальнi й максимальнi досяжнi оцiнки кiлькостi слiв у другiй компонентi пари.
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Результати дозволять використовувати новi методи та алгоритми для розв’язання
задач анализу графiв з помiченими вершинами.
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S.V. Sapunov, A.S. Senchenko, O.A. Sereda
Metric properties of the canonical defining pair for determined graphs.

The aim of this paper is to study the representation of deterministic graphs (D-graphs) by sets of
words over the vertex labels alphabet and to find metric properties of this representation. Vertex-
labeled graphs are widely used in various computational processes modeling in programming, robotics,
model checking, etc. In such models graphs playing the role of an information environment of single or
several mobile agents. Walks of agents on a graph determines the sequence of vertices labels or words in
the alphabet of labels. A vertex-labeled graph is said to be D-graph if all vertices in the neighborhood
of every its vertex have different labels. For D-graphs in case when the graph as a whole and the initial
vertex (i.e. the vertex from which the agent started walking) are known there exists the one-to-one
correspondence between the sequence of vertices visited by the agent and the trajectory of its walks
on the graph. In case when the D-graph is not known as a whole, agent walks on it can be arranged
in such way that an observer obtains information about the structure of the graph sufficient to solve
the problems of graph recognizing, finding optimal path between vertices, comparison between current
graph and etalon graph etc. This paper specifies the representation of D-graphs by the defining pair of
sets of words (the first describes cycles of the graph and the second – all its vertices of degree 1). This
representation is an analogue of the system of defining relations for everywhere defined automata.
The structure of the so-called canonical defining pair, which is minimal in terms of the number of
words, is also considered. An algorithm for building such pair is developed and described in detail. For
D-graphs with a given number of vertices and edges, the exact number of words in the first component
of its canonical defining pair and the minimum and maximum attainable bounds for the the number
of words in the second component of this pair are obtained. This representation allows us to use new
methods and algorithms to solve the problems of analyzing vertex-labeled graphs.

Keywords: vertex-labeled graphs, defining pair.
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