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Abstract. Time continuous nonlinear regression model with noise being nonlinearly transformed
Gaussian stationary process with singular spectrum is considered in the paper. Sufficient conditions
for asymptotic normality of the model vector parameter M -estimator are obtained.
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'# ����������	
 	���
�
	���
 M ����	��

'#1# ����� �� ��	�
����

� ��
��
��� 	��
�����
� 4��������� ������ ���
������

X(t) = g(t, θ) + ε(t), t ≥ 0, 516

�� g : [0,+∞)×Θβ → R 7 ���������� 8��� ��	 Θβ =
⋃
‖a‖≤1(Θ+ βa)	 β > 0 7 �����

�����	 Θ ⊂ R
q 7 �!������ ������ �������� �������	 θ ∈ Θ 7 ������� ��������

���������#
-��� �� ����������� ��+���� 8��� �� �������� � ������� Θc 5Θc 7 ��������� Θ6	

� ���� ���� ��� ���!�	 
�! 8��� �� �������� !��� �������� �� Θβ #
$������� 9��� ε(t) ����������	 
� �������� �������� �����#
��� ε(t)	 t ∈ R	 � ��������� 8��� ������� ��� ������������� ��� ��������� ��� ��

�� ξ(t)	 ��!�� ε(t) = G(ξ(t))	 �� G(x)	 x ∈ R	 7 !������� 8��� ��	 ������� E ε(0) = 0	
E ε4(0) <∞#
��� ξ(t)	 t ∈ R	 7 ����������� � ���������� ������������� �������� ��� ������

��� ������������ ��� �� � �������� �������� �� ������� ����
 8��� ��
 5�#8#6

B(t) =
r∑

j=0

AjBαj ,χj (t), r ≥ 0, 5'6

��

Bαj ,χj (t) =
cos(χjt)

(1 + t2)αj/2
,

0 ≤ χ0 < χ1 < · · · < χr	 0 < αj < 1	 j = 0, . . . , r	
∑r

j=0 Aj = 1	 Aj > 0#
:��� ������ �#8# !��� ������� � ��!��� &'2) � ����
 ��������� �������� ����

��������� 
�������� 5�#
#6	 
� ��� +�� � ��������	 ��� ����� ������	 � �����	 ���
�����	 ������������� �����9����� �� � ����	 �� � ������� ������ ��������� ��� ���#
;���� �� ����� ����������������� � ���
 � ����
 � ��!���+ &'(	 '<)#

=#
# f ����������� ��� ��� ξ ��� ������

f(λ) =
r∑

j=0

Ajfαj ,χj (λ), λ ∈ R,

��

fαj ,χj (λ) =
C1(αj)

2

[
Kαj−1

2
(|λ+ χj |)|λ+ χj |

αj−1
2 +Kαj−1

2
(|λ− χj |)|λ− χj |

αj−1
2

]
,

j = 0, . . . , r, C1(α) = 2
1−α

2 /
√
πΓ

(α
2

)
;

Kν(z) =
1
2

∫ ∞

0

sν−1 exp
{
−1
2

(
s+

1
s

)
z

}
ds, z ≥ 0, ν ∈ R,

� ����8�������
 8��� ��
 *������ (��� ���� ������� ν#
���������	 
� K−ν(z) = Kν(z)	 � ��� z ↓ 0

Kν(z) ∼ Γ(ν)2ν−1z−ν, ν > 0.
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����� ��� λ→ ±χj� j = 0, . . . , r�

fαj,χj (λ) ∼
C2(αj)

2
|λ± χj |αj−1

(
1− hj(|λ± χj |)

)
,

	� C2(α) = [2Γ(α) cos(απ/2)]−1�

hj(|λ|) =
Γ
(

αj+1
2

)
Γ
(

3−αj

2

) · ∣∣∣∣λ2
∣∣∣∣1−αj

+
Γ
(

αj+1
2

)
4Γ

(
3+αj

2

) · ∣∣∣∣λ2
∣∣∣∣2 + o

(|λ|2) , λ→ 0, j = 0, . . . , r.


��
 ���� f ��� 2r + 2 ����� ����� ����
��������

{−χr,−χr−1, . . . ,−χ1,−χ0, χ0, χ1, . . . , χr}
�� 
���� ��� ���� χ0 �= 0 �� 0 < αj < 1� j = 0, . . . , r� ���� χ0 = 0� ��	� f ��� 2r+ 1
����
 ����
���������

��������	 �
�
 M �������� ����	����� ��������� θ ∈ Θ� �	������� �� ���������
������� X(t)� t ∈ [0, T ]� ��	
  !" �� ����������� #
������ ����� ρ(x) ≥ 0� x ∈ R�

��������$�� %
	$����& ����	����& ������ θ̂T = θ̂T (X(t), t ∈ [0, T ]) ∈ Θc� 	�� �����

QT (θ̂T ) = min
τ∈Θc

QT (τ), QT (τ) =
∫ T

0

ρ(X(t)− g(t, τ)) dt, τ ∈ Θc.  '"

(��%��� 	���� ����
����� ��	� #
����) �������) g(t, τ) �� #
����) ����� ρ(x)�
*�+�& g(t, τ) 	���� ���������� 	�#������&���� �� τ ∈ Θc� ,��������

gi(t, τ) =
∂

∂τi
g(t, τ), gil(t, τ) =

∂

∂τi∂τl
g(t, τ), τ ∈ Θc, i, l = 1, . . . , q;

d2
T (θ) = diag

(
d2

iT (θ)
)q

i=1
, d2

iT (θ) =
∫ T

0

g2
i (t, θ) dt, i = 1, . . . , q,

lim inf
T→∞

T−1d2
iT (θ) > 0, i = 1, . . . , q,

d2
il,T (θ) =

∫ T

0

g2
il(t, θ) dt, i, l = 1, . . . , q.

-
����� k  � ��	������ �� +������" %
	��� ��������� 	�	���� ���������� ,���
�
������ �� 	�� ���+ 	������$� ������+ T (T > T0) �������� ����
��� 
����

��
 .�� %
	$������ t ≥ 0 g(t, ·) ∈ C2(Θc) ��

 �" sup
t∈[0,T ]

sup
τ∈Θc

|gi(t, τ)|
diT (θ)

≤ kiT−1/2/

 ��" sup
t∈[0,T ]

sup
τ∈Θc

|gil(t, τ)|
dil,T (θ)

≤ kilT−1/2/

 ���" sup
τ∈Θc

dil,T (θ)
diT (θ)dlT (θ)

≤ k̃ilT−1/2� i, l = 1, . . . , q�


�
 0
����� ρ(x) � ����	1������ ������� 	���� ���������� 	�#������&������
ρ(0) = 0� �� )) ��+�	�� ρ′(x) = ψ(x) � ρ′′(x) = ψ′(x) ��	����$����$ �������

 �"Eψ
(
G(ξ(0))

)
= 0/

 ��"Eψ′
(
G(ξ(0))

)
> 0/

 ���" .�� 	����$��+ x, h ∈ R �� 	����) ��������� L

|ψ′(x+ h)− ψ′(x)| ≤ L|h|.
(� 
���� 
������ 	�� ������� x �� 	������ η = η(x) ∈ (0, 1)

|ψ(x)− ψ(0)| = |ψ′(ηx)| · |x| ≤ (|ψ′(0)|+ L|ηx|)|x| ≤ |ψ′(0)| · |x|+ Lx2,

���	��
|ψ(x)| ≤ |ψ(0)|+ |ψ′(0)| · |x|+ Lx2.
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|ψ′(x)| ≤ |ψ′(0)|+ L|x|.
	
��� 
����� ���
����� ������� ψ(G(ξ(t))) �
 ψ′(G(ξ(t)))� t ∈ R� �
 ������� ���

�� �
��� ����
���� ����� ��������

���
� �������K ∈ L2(R, ϕ(x)dx)� ϕ(x) = (2π)−1/2e−x2/2� 	��� �� �� �
 ����!
���
� ����� �������� � ��� "��#$%

K(x) =
∞∑

n=0

Cn(K)
n!

Hn(x), Cn(K) =
∫ ∞

−∞
K(x)Hn(x)ϕ(x) dx, n ≥ 0,

�
 ��!����
�� &�'�(��
)*����


Hn(x) = (−1)ne x2
2
dn

dxn
e−

x2
2 , n ≥ 0.

���	
���� �
�
 "������ K ∈ L2(R, ϕ(x) dx) �
$ �
�� *����
 m +Hrank(K) = m,�
��-� 
'� C1(K) �= 0 � m = 1� 
'� �!� ������� m ≥ 2�

C1(K) = · · · = Cm−1(K) = 0, Cm(K) �= 0.

"������ ψ ◦G �
 ψ′ ◦G �� �
 ����!
��� � ���� "��#$ �
 ��!����
�� &�'�(��
)
*����
 � ��!�'�������� �������� L2(R, ϕ(x) dx)

ψ(G(x)) =
∞∑

n=m

Cn(ψ ◦G)
n!

Hn(x),

ψ′(G(x)) = C0(ψ′ ◦G) +
∞∑

n=m′

Cn(ψ′ ◦G)
n!

Hn(x),

�� m = Hrank(ψ ◦ G)� m′ = Hrank(ψ′ ◦ G). C0(ψ ◦ G) = Eψ
(
G(ξ(0))

)
= 0 �
 �����

��+�,�
��
 /'� +�, Hrank(ψ ◦ G) = 1� α > 1

2 � 
'� +��, Hrank(ψ ◦ G) = m� αm > 1� ��
α = minj=0,...,r αj � αj � j = 0, . . . , r 0 
��!
 � ����� ���
1
��(���

JT (θ) = (Jil,T (θ))
q
i.l=1,

Jil,T (θ) = d−1
iT (θ)d

−1
lT (θ)

∫ T

0

gi(t, θ)gl(t, θ) dt, i, l = 1, . . . , q.

2���

��� λmin(A) +λmax(A), 0 �
����(� +�
�'�!�(�, �!
��� 
��!� ���
��� ��3
��

���� �
����� A�
��
 4!� ������� λ∗ > 0 �
 T > T0 ������$���� λmin(JT (θ)) ≥ λ∗�
2���

��� ΛT (θ) = J−1

T (θ)�
5������ �
���
�� ���� μT (dx; θ) �
 (R,B)� �� B 0 '���!��
 σ3
!��'�
 �
 R� �

�
������ -�!������ (
μjl

T (x; θ)
)q

j,l=1
,

μjl
T (x; θ) = gj

T (x, θ)g
l
T (x, θ)

(∫
R

∣∣∣gj
T (x, θ)

∣∣∣2 dx∫
R

∣∣gl
T (x, θ)

∣∣2 dx)−1/2

,

gj
T (x, θ) =

∫ T

0

eixtgj(t, θ) dt, j, l = 1, . . . , q.

1
��
 ���� -� d2
jT (θ) = (2π)−1

∫
R

∣∣gj
T (x, θ)

∣∣2 dx�
��
 6��#� ��� μT (·; θ) �!
'�� �'��
$���� ��� T → ∞ �� ���� μ(·; θ) �
���� -�

μ(R; θ) $ ���
��� ����

���� �
�������
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 ���
 μ(·; θ) = (μjl(·; θ))qj.l=1 �
�
�
����� ����

���
����� ����� � ��!�" ��#����" g(t, θ)$

%
 �
&
��� '� �  ��� �� �
 �
 �
��
�
� ��
 T →∞

JT (θ) =
∫

R

μT (dx; θ)→
∫

R

μ(dx; θ) = μ(R; θ) = J(θ).

(���
�
�� Λ(θ) = J−1(θ)$
)��*��� ������� μ���
� ��
����� �$'$ f(λ) �+��
����,� *
�$ ���� �-�$�

��������� �	�	 .$'$ f �
�
�
����� μ���
� ��
���� ��'� ���
 μ�����#����
� ��/��
��� �������
 �
��
!�

∫
R
f(λ)μ(dλ) ���������� �∫

R

f(λ)μT (dλ)→
∫

R

f(λ)μ(dλ), T →∞.

+���
���  ���
 μ���
� ��
����� �$'$ ��
!���
���#� ���!��
� ��
�� ������
� �
�
*�������� �$'$ f ���!��
 ξ � �$�$ ���� ��&�
 ��
0�
 � ��/��
1 ��2� 23�$ 4�����
  ���

����#
� � ��� � '�/ � � ������ ����� �
�# �������� f �� �����
�
�
�� �� � � ������

����� ������
����" ���
 μ� ��
 � 
������ *�� ���1 ��*��
1 �
 ���#�*�� ��
��
*��
"" ��� �
���$

5�1
0 f (∗1)(λ) = f(λ) � *�� j ≥ 2

f (∗j)(λ) =
∫

Rj−1
f(λ− λ2 − · · · − λj)

j∏
i=2

f(λi) dλ2 . . . dλj

� j��
 �#����
 �$'$ f(λ) �
�
*����#� ���!�� ξ�

γ =
(
Eψ′

(
G(ξ(0))

))−1
.



	
∫

R
f (∗j)(λ)μ(dλ)� j ≥ 1� 6 *�*
��� �
��
���� �
��
!�$

(�
� ��
��� '� �
���
�� �
��& �
�� ��  ��� $
��	 +�� / *�����#� ε > 0 ��� � �
�� T0 = T0(ε)� '� *�� T > T0 �
����
 �������

∇QT (τ) = 0 �
� �*
�
0 ����7���� � ����������� �� ���,�� ��& 1− ε$
) ���*��� 2 �
��*��� *���
���  ���
 �
���
��� ��� ��� �*���
��� �
��� ����� �

 ���
�
 ������
 �$8� ��'� ��
� ��
�
� '� diT (θ)� dil,T (θ) = O(T 1/2)� i, l = 1, . . . , q$

������� �	�	 ����� ���	
��
��� ��	�� ���

� ����
� ��� ��� �� 
� ���� f
������	�	�	 ��	���� ξ � μ�������
��	�� �	�� �	��	��� ������	�	�	 ���
	�� ûT (θ) =
dT (θ)(θ̂T − θ) ��� T →∞ ������
��� �	 ����������	�	 �	��	���� N(0, σ(θ)) ��

σ(θ) = 2πγ2Λ(θ) ·
⎛⎝ ∞∑

j=m

C2
j (ψ ◦G)
j!

∫ ∞

−∞
f (∗j)(λ)μ(dλ, θ)

⎞⎠ · Λ(θ). �9�

�$�$ ��������� ����������	 :��#������ ������
� M ��!��� 

ûT = ûT (θ) = dT (θ)(θ̂T − θ). �;�

%��/
�� �
��� �����
1� ��
 ��*����*
� ���� �
��� �;��  � ��!�" ��#����" �
 ""
��1�*�
1� ��/��

g(t, τ) = g
(
t, θ + d−1

T (θ)u
)
= h(t, u), gi(t, τ) = gi

(
t, θ + d−1

T (θ)u
)
= hi(t, u),

gil(t, τ) = gil

(
t, θ + d−1

T (θ)u
)
= hil(t, u), i, l = 1, . . . , q.

(���
�
�� �
��&

H(t;u1, u2) = h(t, u1)− h(t, u2), Hi(t;u1, u2) = hi(t, u1)− hi(t, u2), i = 1, . . . , q.



����������	
 ����������
 M
��
	�� ��������
� 	��
	
�	�� ������
� ��

������� �����	


MT (u) =
(
M i

T (u)
)q

i=1
=

(
γ

∫ T

0

ψ(X(t)− h(t, u))hi(t, u)
diT (θ)

dt

)q

i=1

��

ΨT (u) =
(
Ψi

T (u)
)q

i=1
=

(
γ

∫ T

0

ψ
(
G(ξ(t))

)hi(t, u)
diT (θ)

dt+
∫ T

0

H(t; 0, u)
hi(t, u)
diT (θ)

dt

)q

i=1

.

�����	
 MT (u) �� ΨT (u) �
�
���
� ��� u ∈ U c
T (θ)� UT (θ) = dT (θ)(Θ− θ)�

������
��� �� �� 
��
�
 �	
����

��
 �
��


 UT (θ) 	���
	������ �� R
q

�	
 T → ∞� ���� ��� ������

� R > 0 �
��
������ v(R) = {u ∈ R
q : ‖u‖ < R} ⊂

UT (θ) ��� T > T0(R)�
 �!�� �	������
 ����
��
�

" ����� �����	�� MT (u) �� ΨT (u)� #��!��
��� $�
%

�&��
�� γQT (θ+d−1
T (θ)u)� ���� 
�	����
�M %�&�
�� ûT ��������
�� �
����� 	��
�
�

MT (u) = 0. '()

*���"
η(t) = γψ

(
G(ξ(t))

)
, t ∈ R,

�� ������	���

� ����� �
!���

Y (t) = g(t, θ) + η(t), t ∈ [0, T ]. '+)

����
ΨT (u) = 0

� �
������ 
�	����

� 	��
�
� ��� �
������

� 
�	����
�, �&�
�
 
�"��
�
�
����	����

ŭT = ŭT (θ) = dT (θ)(θ̆T − θ)

�������!� ��	����	� θ ��	�����
�, 
���
�"
�, 	�!	���"
�, ������ '+)�

���� ���� ����� ���	
��
��� ��	�� ��� ��� 	� 
� 
�� �	�� ��� �	����
�� R >
0� r > 0

P

{
sup

u∈vc(R)

‖MT (u)−ΨT (u)‖ > r

}
→ 0, T →∞. '-)

�	����

�� .�� $������
�!� i

M i
T (u)−Ψi

T (u)

= γ

∫ T

0

hi(t, u)
diT (θ)

[
ψ(G(ξ(t)) +H(t; 0, u))− ψ(G(ξ(t))) − ψ′(G(ξ(t)))H(t; 0, u)] dt

+ γ

∫ T

0

H(t; 0, u)
hi(t, u)
diT (θ)

ζ(t) dt = I1(u) + I2(u),

ζ(t) = ψ′
(
G(ξ(t))

) − Eψ′
(
G(ξ(t))

)
, t ∈ R.

.�������� �� I1(u) �� I2(u) �/�!������ �� 
��� �� "����	
���� 	��
���	
� ��
u ∈ vc(R)� *���" u ∈ vc(R) $������
�� ���� E I2(u) = 0 ��

E I2
2 (u) = γ2

∫ T

0

∫ T

0

H(t; 0, u)H(s; 0, u)
hi(t, u)
diT (θ)

hi(s, u)
diT (θ)

cov(ζ(t), ζ(s)) dt ds. '0)

�� $�	����� ��"��	� �� 
�	��
���� 1���23�
��������!�

sup
t∈[0,T ]

|H(t; 0, u)| = sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣
q∑

i=1

hi(t, u∗t )
diT (θ)

ui

∣∣∣∣∣ ≤ ‖u‖ sup
t∈[0,T ]

(
q∑

i=1

[
hi(t, u∗t )
diT (θ)

]2
)1/2

,

�� ‖u∗t‖ ≤ ‖u‖�



�� �� �� ������ � �� �� �	
����
��

� ���� ����	�
��� 
�	���� ����� 
�������


sup
t∈[0,T ]

|H(t; 0, u)| ≤ T−1/2‖k‖ · ‖u‖, ����

�� k = (k1, . . . , kq) � 	���
� �
������ 
 ��
	� ������
����
�
	���� ����	����� ���� �� ��
	� ����� �
 ��������� � �! ����


E I2
2 (u) ≤ γ2‖k‖2 (ki

)2
R2T−2

∫ T

0

∫ T

0

cov(ζ(t), ζ(s)) dt ds.

"
��#��
! $


T−2

∫ T

0

∫ T

0

cov(ζ(t), ζ(s)) dt ds → 0, T →∞. ����

%��
����
	���� �&�		���
'���� ���	�! ��&������ ()�*! �� +,�

EHl(ξ(t))Hn(ξ(s)) = δn
l l!B

n(t− s),

�� δn
l � ���	
� -�
������! 
�&�'��


cov
(
ψ′
(
G(ξ(t))

)
, ψ′

(
G(ξ(s))

))
=

∞∑
n=m′

C2
n(ψ

′ ◦G)
n!

Bn(t− s).

.������� |B(t)| ≤ 1! t ∈ R! �


∣∣cov (ψ′(G(ξ(t))), ψ′(G(ξ(s))))∣∣ ≤ ∞∑
n=m′

C2
n(ψ′ ◦G)
n!

|B(t− s)|

≤ Dψ′
(
G(ξ(0))

) · |B(t− s)|, ��/�

��

T−2

∫ T

0

∫ T

0

cov(ζ(t), ζ(s)) dt ds ≤ Dψ′
(
G(ξ(0))

) · T−2

∫ T

0

∫ T

0

|B(t− s)| dt ds.

� ��'
�
 0
��! ��� α = minj=0,...,r αj

T−2

∫ T

0

∫ T

0

|B(t− s)| dt ds ≤ T−2

∫ T

0

∫ T

0

dt ds

|t− s|α = T−α

∫ 1

0

∫ 1

0

dt′ ds′

|t′ − s′|α = O(T−α),

��)�

�
0�
 	��
������� ����� 1 �
�� I2(u)
P→ 0 &�� T →∞ &
�
��
	
 ��� u ∈ vc(R)�

2�� u1, u2 ∈ vc(R) 
�&�'��


I2(u1)− I2(u2) = γ

∫ T

0

H(t; 0, u1)
Hi(t;u1, u2)
diT (θ)

ζ(t) dt

− γ
∫ T

0

H(t;u1, u2)
hi(t;u2)
diT (θ)

ζ(t) dt = I3(u1, u2) + I4(u1, u2).



����������	
 ����������
 M
��
	�� ��������
� 	��
	
�	�� ������
� ��

��� ������	
� h > 0� r > 0 
�����	��� �����
	����

P

{
sup

‖u1−u2‖≤h

|I3(u1, u2)| > r

}
≤ r−1 E sup

‖u1−u2‖≤h

|I3(u1, u2)|

≤ 2r−1γ E
∣∣ψ′(G(ξ(0)))∣∣T sup

u∈vc(R)

sup
t∈[0,T ]

|H(t; 0, u)|

× sup
‖u1−u2‖≤h

sup
t∈[0,T ]

|Hi(t;u1, u2)|
diT (θ)

;

����

sup
‖u1−u2‖≤h

sup
t∈[0,T ]

|Hi(t;u1, u2)|
diT (θ)

≤ h sup
t∈[0,T ]

q∑
l=1

(
sup

u∈vc(R)

|hil(t, u)|
dil,T (θ)

)
dil,T (θ)

diT (θ)dlT (θ)
≤

q∑
l=1

kilk̃ilhT−1,

����

������
 ������ ������� ������
���������� �� � �� ���� �� ����� � � 
��������� ��

�����

P

{
sup

‖u1−u2‖≤h

|I3(u1, u2)| > r

}
≤ k1r

−1T−1/2h, ��!�

k1 = 2γ E
∣∣ψ′(G(ξ(0)))∣∣R‖k‖(∑q

i,l=1 k
ilk̃il

)
�

"	�����#	
� #
	��� � �
�����		�� ������

P

{
sup

‖u1−u2‖≤h

|I4(u1, u2)| > r

}
≤ r−1 E sup

‖u1−u2‖≤h

|I4(u1, u2)|

≤ 2r−1γ E
∣∣ψ′(G(ξ(0)))∣∣T sup

u∈vc(R)

sup
t∈[0,T ]

|hi(t, u)|
diT (θ)

sup
‖u1−u2‖≤h

sup
t∈[0,T ]

|H(t;u1, u2)|

≤ k2r
−1h,

��$�
k2 = 2γ E

∣∣ψ′(G(ξ(0)))∣∣ki‖k‖�
� ��!� �� ��$� �
%�
���� &�

P

{
sup

‖u1−u2‖≤h

|I2(u1)− I2(u2)| > r

}
≤ 2r−1h

(
k1T

−1/2 + k2

)
≤ k3r

−1h. ��'�

(��	�#
�� Nh ���	#�		� h)����� ���� vc(R)� *���

sup
u∈vc(R)

|I2(u)| ≤ sup
‖u1−u2‖≤h

|I2(u1)− I2(u2)|+ max
u∈Nh

|I2(u)|. ��+�

� ��'� �� ��+� ��� ,���)����� r > 0

P

{
sup

u∈vc(R)

|I2(u)| > r

}
≤ 2k3r

−1h+ P

{
max
u∈Nh

|I2(u)| > r/2
}
.

��� ε > 0 ������ h = εr/(4k3)� *��� ��� T > T0� ������
 %���#����� �,�-	����
I2(u) �� 	��� �� �����
	���.�

P

{
max

u∈N εr
4k3

|I2(u)| > r

2

}
≤ ε

2
,

� ���
� #
	���

P

{
max

u∈vc(R)
|I2(u)| > r

}
≤ ε.



�� �� �� ������ � �� �� �	
����
��

� ������ ���	
 ��
 ��������
� t ∈ [0, T ]
 u ∈ vc(R) ���� ���	� ���� δ ∈ (0, 1)
 ��∣∣ψ(G(ξ(t)) +H(t; 0, u))− ψ(G(ξ(t))) − ψ′
(
G(ξ(t))

)
H(t; 0, u)

∣∣
=
∣∣ψ′(G(ξ(t)) + δH(t; 0, u))− ψ′(G(ξ(t)))∣∣ · |H(t; 0, u)|

≤ L · |H(t; 0, u)|2 ≤ L‖k‖2R2T−1.

����

������
 ����� � �����

sup
u∈vc(R)

|I1(u)| ≤ Lγki‖k‖2R2T−1/2 ��	�,

� 
��� ��
 ������	�� �

������� ���������� ������

LT (u) = (Li
T (u))

q
i=1 =

(∫ T

0

(
η(t)−

q∑
l=1

gl(t, θ)
dlT (θ)

ul

)
· gi(t, θ)
diT (θ)

dt

)q

i=1

, ��
�

�� ���������� ������
�	�� 
�	��	�� ����
� ��������

Z(t) =
q∑

i=1

gi(t, θ)βi + η(t), t ∈ [0, T ].

������� 	����
�	� ���	!	�

LT (u) = 0 ����

"���� 	������	� 
�	��	� �#�	�� 	����	$� ��������� β̃T ��������� β ∈ R
q� � �����

�#�	��

ũT = ũT (θ) = dT (θ)(β̃T − β). ��%�

���� ���� � ������ �	�
 ��
 ��� �������
� R > 0� r > 0

P

{
sup

u∈vc(R)

‖ΨT (u)− LT (u)‖ > r

}
→ 0, T →∞. ��&�

���	�	���� '(����	��

Ψi
T (u)− Li

T (u) =
∫ T

0

η(t)
hi(t, u)
diT (θ)

dt+
∫ T

0

H(t; 0, u)
hi(t, u)
diT (θ)

dt

−
∫ T

0

η(t)
hi(t, 0)
diT (θ)

dt+
∫ T

0

hi(t, 0)
diT (θ)

q∑
l=1

hl(t, 0)
dlT (θ)

ul dt

=
∫ T

0

η(t)
Hi(t;u, 0)
diT (θ)

dt+
∫ T

0

H(t; 0, u)
Hi(t;u, 0)
diT (θ)

dt

+
∫ T

0

hi(t, 0)
diT (θ)

[
H(t; 0, u) +

q∑
l=1

hl(t, 0)
dlT (θ)

ul

]
dt

= I5(u) + I6(u) + I7(u).

)
! *������	��� u ∈ vc(R) "� ��������+ 	����	���� �
,� ���������

E I2
5 (u) =

∫ T

0

∫ T

0

cov(η(t), η(s))
Hi(t;u, 0)
diT (θ)

Hi(s;u, 0)
diT (θ)

dt ds

≤
(

q∑
l=1

kilk̃il

)2

R2 · T−2

∫ T

0

∫ T

0

| cov(η(t), η(s))| dt ds.



����������	
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� 	��
	
�	�� ������
� ��

��������� 	�

T−2

∫ T

0

∫ T

0

cov(η(t), η(s)) dt ds→ 0, T →∞. 
��


���������� �� 
��
∣∣cov(ψ(G(ξ(t))), ψ(G(ξ(s))))∣∣ ≤ Eψ2
(
G(ξ(0))

)|B(t− s)|. 
��


�������������� 
��
 �� 
��
� �� ��

T−2

∫ T

0

∫ T

0

| cov(η(t), η(s))| dt ds

≤ γ2 Eψ2
(
G(ξ(0))

) · T−2

∫ T

0

∫ T

0

|B(t− s)| dt ds = O(T−α),

� 
��
 ������ �!�"� ��#�� I5(u)
P→ 0 $�� T →∞ $�������� ��" u ∈ vc(R)%

& ��'��� #���� (���"�� 
��
�

E sup
‖u1−u2‖≤h

|I5(u1)− I5(u2)| ≤ |γ
∣∣E |ψ(G(ξ(0)))∣∣( q∑

l=1

kilk̃il

)
h,

� ���������� �� I2(u) � ��������� ���� �%� ����� $���(��� ���������� (� u ∈ vc(R)
(#������! I5(u) �� ���" (� )����������%

*����� �� ����� ���������� 
�+
 �� 
��
� ������ ��

sup
u∈vc(R)

|I6(u)| ≤ ‖k‖
(

q∑
l=1

kilk̃il

)
R2T−1/2 → 0, T →∞.

&��������� 	� I7(u) ����� (�$����� � ����"��

I7(u) = −12
q∑

j,l=1

(∫ T

0

hjl(t, u∗T )
djT (θ)dlT (θ)

hi(t, 0)
diT (θ)

dt

)
ujul

��" ��"���� u∗T ∈ v(R)% ,��� (� ��

|I7(u)| ≤ ki

2

q∑
j,l=1

(
kjlk̃jl|uj| · |ul|

)
T−1/2 ≤ qki

2
max

j,l=1,...,q

[
kjlk̃jl

]
‖u‖2T−1/2,

� supu∈vc(R) |I7(u)| → 0� T →∞% -��� �%� ��������% �

& 
.
 �� 
�/
 ��$���� 

������	
 ���� � ������ �	�
 ��
 ��� �������
� R > 0� r > 0

P

{
sup

u∈vc(R)

‖MT (u)− LT (u)‖ > r

}
→ 0, T →∞.

��� ��������� ����� �� �( 
��
 �� 
��
 (��0����� 
���% 
��



ũT = ΛT (θ)d−1
T (θ)

∫ T

0

η(t)∇g(t, θ) dt. 
�1


23������ �� ������� $�� ����$������� ������!����! (�������� ��������� ���
������)���� $����������" ��������!���� ���4��������� ��$�������� $��4��� ( �����5
�"���� �$������ 6��7%


�	���� ���� �	��� �
������ ����
 ��� ��� ������ ��� �� �� ���� � �������
�

���� ��� ������� K ∈ L2(R, ϕ(x) dx)�

�
 Hrank(K) = 1 �� ���� f �
������� � �!��	�� ξ " μ#�!
����
��$%



�� �� �� ������ � �� �� ��	��
��
�

���� Hrank(K) = m� �� αm > 1� �� α = min
j=0,...,r

αj �

���	 
����
�
�� 
�
���

ζT = d−1
T (θ)

∫ T

0

K(ξ(t))∇g(t, θ) dt

������������ ��� T →∞ ���������� N(0, σ̄)� ��

σ̄ = 2π
∞∑

j=m

C2
j (K)
j!

∫
R

f (∗j)(λ)μ(dλ, θ).

�����	
���� 
������� ���	��� ��� ���	���	 
���	 ������ ������
��� ������

������� ��	� ����� F : vc(R) → vc(R)� �������
�� 
	����������� ���	 	���� x0 ∈
vc(R) ��
�� �� F (x0) = x0�

�
 A ∈ Bq �Bq ! σ"�
#�$�� $���
���� ������%�� R
q� 
� ε > 0 ����&

Aε =
{
x ∈ R

q : inf
y∈A

‖x− y‖ < ε

}
, A−ε = R

q \ (Rq \A)ε.

'�(
	��	 
�����	 �������� � )* ���#� �*���

������� ��
� ����� ν � ��
	� ���� ��!����"	��
�� !��
"	� �� [0,+∞) ��
�� ��

b =
∫ ∞

0

|ν′(λ)|λq−1 dλ < +∞, lim
λ→∞

ν(λ) = 0.

���	 ��� ��
	����# ���
��# ������� C ∈ Bq �� ��� ��
	����� ε, δ > 0 ��� �	�"�

���	
�	��� ∫
Cε\C−δ

ν(‖λ‖) dλ ≤ b

(
2πq/2

Γ( q
2 )

)
(ε+ δ).

��*� ����
���� ������� ���� +��$� ����(
�� ,� �	��-� ��.����
	 FT (y, θ) ��"
�������#� ���
��� ûT (θ) = dT (θ)(θ̂T − θ) .$�#��
/( ��
������ ��� T →∞ �� #�	(��"
(/��0 �	��-�0 ��.����
	 Φ0,σ(θ)(y)�

1���%���� ,� �
 ����
/��#� r > 0

ΔT (r) = P{‖ûT − ũT ‖ > r} → 0, T →∞. ��2�

3�.
 ���� ����� AT = {‖ũT‖ ∈ vc(R − r)}� �� R 
���� ,� �
 T > T0� .��� ��
�(���
�
����& �����
/��(
� ũT � �����	�
/( P(ĀT ) ≤ ε/3� ε > 0 ! ���(�����  �
.��#���� ��
� ��(
��

4������ 
���% ����� BT = {supu∈vc(R) ‖ΛT (θ)(MT (u)−LT (u))‖ ≤ r}� 5 	���� ��

� ��(
���	 ��6 ���
����� ,� �
 T > T0

P(B̄T ) ≤ P

{
sup

u∈vc(R)

‖MT (u)− LT (u)‖ > λ∗r

}
≤ ε

3
.

���	�� �� 	��#� 	���	 ��� ��.#
 ���� 
���% ����� CT �  �� ��
 #�� � 
��	�
,� M "�-���� ûT � ������ ��.�7 .��� (�(
��� ���� �/ �8�� ������	� �
 T > T0

P(C̄T ) ≤ ε/3� 9
%�� �
 T > T0

P(AT ∩BT ∩ CT ) ≥ 1− ε. ��:�

5 ����	
 ��6� 
� ��;� �
���	��� ΛT (θ)LT (u) = ũT − u� <�,� ���� AT ∩BT ∩CT

(
�
�( � 
� �
 u ∈ vc(R)

‖u+ ΛT (θ)MT (θ)‖ ≤ ‖ũT‖+ ‖ΛT (θ)(MT (u)− LT (u))‖ ≤ (R − r) + r = R,


�$
� FT (u) = u+ ΛT (θ)MT (u) ! ���������� ����$��%��� vc(R) � vc(R)�
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	�� ��������
� 	��
	
�	�� ������
� ��

���������� �	�
	�� �
��	
� �
� 
	
����� ����� ��	�
	�� ���� �� FT (u)� ��
����
���� �� ��
�� ����� u0

T ∈ vc(R) ����� �� F (u0
T ) = u0

T � ���� ���� �� ����� �� ΛT (θ) !

	��
��"	
��MT (u0

T ) = 0� ���� �� ����
�

# ����$ CT � ���
�� 
���% ���� ����	��

��
 
& �'� � ��(� vc(R) � 
�
����
� M ��)�
�� ûT �

*���� ��
��� AT ∩BT ∩ CT ⊂ {ûT ∈ vc(R)} � P{ûT ∈ vc(R)} ≥ 1− ε�
�����"���� �� � ��+� �( T > T0 ���(���� 
	
��
���&

1− ε ≤ P {{ûT ∈ vc(R)} ∩BT }
≤ P{‖ΛT (θ)(MT (ûT )− LT (ûT ))‖ ≤ r} = P{‖ũT − ûT ‖ ≤ r}, ��,�

����� ��-� ����
�� �&� �
.��
����� Π(−∞; y±�ε) = (−∞; y1±ε)×· · ·× (−∞; yq±ε), ε ≥ 0� �	
��� �� ���/�

��-�� ��
������ �( 0�
�)�$ 
������(� FT (y, θ) = P{ûT ∈ Π(−∞, y)} �( ���&� ���
y ∈ R

q �� ����(&
�/� ε > 0

P{ũT ∈ Π(−∞; y − �ε)} −ΔT (ε) ≤ FT (y, θ) ≤ P{ũT ∈ Π(−∞; y + �ε)}+ΔT (ε). ��1�

� �	�
	�� ��� ���(����� �� ���������2 �	���
 ũT � ����������
� �
� T → ∞

�
��(&
�� N(0, σ(θ))� �	 σ(θ) ���
��	
� �3�� *���� ��
���∣∣P{ũT ∈ Π(−∞; y + �ε)} − Φ0,σ(θ)(y ± �ε)

∣∣→ 0, T →∞. ����

4	��2 ϕ(y, θ) ! /�������&�� ��(&
���&� �� ���������� Φ0,σ(θ)(y)�
����(&�� λmin(σ(θ)) = λ > 0� λmax(σ(θ)) = λ < +∞� ��

ϕ(y, θ) ≤ (2πλ)−q/2 exp{−‖y‖2/2λ} = ν(‖y‖).
5��� A = Π(−∞, y)� �� A−ε = Π(−∞, y − �ε]� (Π(−∞, y + �ε])−ε = Π(−∞, y] = Ac�
���������� �	�
	�� ��3 �� ν(‖y‖)� *��� �( ���&� ��/� ω �= 0∣∣Φ0,σ(θ)(y)− Φ0,σ(θ)(y + �ω)

∣∣ = ∫
Π

ϕ(y, θ) dy ≤ b

(
2πq/2

Γ( q
2 )

)
· |ω|,

�	

Π =

{
Π(−∞, y +−→ω ) \Ac,  ��� ω > 0,
A \Aω,  ��� ω < 0.

6( ���&� ��� y ∈ R
q �� ����(&
�/� ε > 07

FT (y, θ)− Φ0,σ(θ)(y) ≤ ΔT (ε) +
∣∣P{ũT ∈ Π(−∞, y +−→ε )} − Φ0,σ(θ)(y +

−→ε )∣∣
+
∣∣Φ0,σ(θ)(y +

−→ε )− Φ0,σ(θ)(y)
∣∣ ; ����

Φ0,σ(θ)(y)− FT (y, θ) ≤ ΔT (ε) +
∣∣Φ0,σ(θ)(y −−→ε )− P{ũT ∈ Π(−∞, y −−→ε )}

∣∣
+
∣∣Φ0,σ(θ)(y)− Φ0,σ(θ)(y −−→ε )

∣∣ . ��3�

�� �������
�8	
& ��-�9��3� ��
������� �� |FT (y, θ) − Φ0,σ(θ)(y)| → 0 �
� T → ∞�
� �	�
	�� ��1 ���	�	
��

�� ����������	
 ���	
��� M ���
	��

�
�2�	�� ������
� ����� ����
�

 ����� ��� ����� ����������
�$ ���
���� ��
2����

���# M ��)�
�� ��
��	�
�� ���	(� �1�� 5��� 0�
�)� 
	/
	��$ �� 0�
�)� 

��
�� ��0	
	
)�2��
�� �� M ��)�
�� θ̂T ������(&
 � ����	�� 
��
 
&

∇QT (τ) = 0. ��:�

6	 �� ����(&8� ����� � ����0���)� �� �
����	
&� �
��(	
�� � ���
����(� ��1�



�� �� �� ������ � �� �� �	
����
��

��������

J̃T (θ) = (J̃il,T (θ))
q
i.l=1,

J̃il,T (θ) = T−1

∫ T

0

gi(t, θ)gl(t, θ) dt, i, l = 1, . . . , q.

��′� 	
� ���
��� λ̃∗ > 0 �� T > T0 ��
�������� λmin(J̃T (θ)) ≥ λ̃∗�
������supt≥0 sup

τ∈Θc

|gi(t, τ)| ≤ k(i) <∞�
���� supt≥0 sup

τ∈Θc

|gil(t, τ)| ≤ k(i, l) <∞�
����� T−1Φil

T (τ1, τ2) = T−1
∫ T

0
(gil(t, τ1) − gil(t, τ2))2 dt ≤ kil‖τ1 − τ2‖2� T > T0�

i, l = 1, . . . , q� τ1, τ2 ∈ Θc�
���������� ��
��� ��
��� supx∈R

|ψ(x)| = kψ <∞� supx∈R
|ψ′(x)| = kψ′ <∞�

 ������� M !�"��
� ����������� ��

��� θ̂T � �
�#
� 
�����������$ �"��
�$ θ� ��#�� �
� ����
����� r > 0

P
{
‖θ̂T − θ‖ ≥ r

}
→ 0, T →∞.

	������� ����� 
��������������M !�"���
 ���������� ��
���%��& ����
�% �������'
��������� � ��#���& ()*� )+� ,)� )-.�

�	
�	�
 ���� ����� ���	
��
��� ��	�� ��� ��� ��′� ��� ��� �� 
� ��� �	��
��� �������	�	 ε > 0 ��
�� 
��� T0 = T0(ε)� �	 ��� T > T0 ���
��� ���
�
� �/+�
��� ���
�� �	�����	� � ��	���
��
� 
� ��
 �� 
�! 1− ε�
"	����

�� ��0��1���

H(t; τ, θ) = g(t, τ) − g(t, θ), Hi(t; τ, θ) = gi(t, τ) − gi(t, θ),

Hil(t; τ, θ) = gil(t, τ) − gil(t, θ), i, l = 1, . . . q,

GT (τ) = (Gil
T (τ))

q
i,l=1 =

(
γ

∂2

∂τi∂τl
QT (τ)

)q

i,l=1

.

	
� ��������� ������� ���#&���� ��
�0���� �� �����"� 2���� GT (τ) 3��
"��!
��
� γQT (τ) � ������� ��0��1���$ �����"�$ � ���
��� �
�
� ��������� 0��1����
��������� θ 0 ����������$� �� ������ �� �����"� ��� T →∞�
	
� ����
���& i, l = 1, . . . , q

Gil
T (τ) = γT−1

∫ T

0

ψ′(X(t)− g(t, τ))gi(t, τ)gl(t, τ) dt

− γT−1

∫ T

0

ψ(X(t)− g(t, τ))gil(t, τ) dt

= Gil
1 (τ) +Gil

2 (τ).

�/4�

5�0�
����� �����% ������
 � �/4�

Gil
2 (τ) = −γT−1

∫ T

0

[
ψ(G(ξ(t)) −H(t; τ, θ))− ψ(G(ξ(t)))] gil(t, τ) dt

− γT−1

∫ T

0

ψ
(
G(ξ(t))

)
Hil(t; τ, θ) dt− γT−1

∫ T

0

ψ
(
G(ξ(t))

)
gil(t, θ) dt

= Gil
3 (τ) +Gil

4 (τ) +Gil
5 .
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�	�� ������
� ��

������� �	
�� ������

|H(t; τ, θ)| =
∣∣∣∣∣

q∑
i=1

gi(t, τ∗t )(τi − θi)

∣∣∣∣∣ ≤ ‖k‖ · ‖τ − θ‖, 
���

�� τ∗t = θ + η(τ − θ)� η = ηt ∈ (0, 1)� k = (k(1), . . . , k(q))� ���	 �
�
� ��� ����
�

δt ∈ (0, 1)

ψ(G(ξ(t)) −H(t; τ, θ))− ψ(G(ξ(t))) = ψ′(G(ξ(t)) − δtH(t; τ, θ))H(t; τ, θ). 
���

�
�� �� ����������	 �	
� ��� ��
��� � �
�	�� 
���� 
���� 
���	��	


|Gil
3 (τ)| ≤ kψ′k(i, l)γ‖k‖ · ‖τ − θ‖. 
���

�� �	
�� ��
����

|Gil
4 (τ)| ≤ γ

(
T−1

∫ T

0

ψ2
(
G(ξ(t))

)
dt

)1/2

· (T−1Φil
T (τ, θ)

)1/2 ≤ γkψk
1/2
il ‖τ − θ‖. 
 !�

� 
"�� �� 
#$� ��%������ &


E
(
Gil

5

)2 ≤ γ2k2(i, l)Eψ2
(
G(ξ(0))

) · T−2

∫ T

0

∫ T

0

|B(t− s)| dt ds = O(T−α),

� �
	� ∣∣Gil
5

∣∣ P→ 0, T →∞. 
 "�

'�����
(�� 
���)
 "� %
����*�+� &
∣∣Gil
2 (τ)

∣∣ ≤ γ(kψ′k(i, l)‖k‖+ kψk
1/2(i, l))‖τ − θ‖ + ∣∣Gil

5

∣∣ = K
(2)
il ‖τ − θ‖+

∣∣Gil
5

∣∣. 
 #�

� ��,
�
 -
���

Gil
1 (τ) = γT−1

∫ T

0

[
ψ′(G(ξ(t)) −H(t; τ, θ))− ψ′(G(ξ(t)))] gi(t, τ)gl(t, τ) dt

+ γT−1

∫ T

0

ψ′
(
G(ξ(t))

) · [gi(t, τ)Hl(t; τ, θ) + gl(t, θ)Hi(t; τ, θ)] dt

+ γT−1

∫ T

0

[
ψ′
(
G(ξ(t))

) − Eψ′
(
G(ξ(t))

)]
gi(t, θ)gl(t, θ) dt+ J̃ il

T (θ)

= Gil
6 (τ) +Gil

7 (τ) +Gil
8 + J̃ il

T (θ).

�� �	
�� �	
���� �� 
���

|Gil
6 (τ)| ≤ Lk(i)k(l)γ‖k‖‖τ − θ‖. 
 ��

���	 �
�
� ����
��.�
 
 !�

|Gil
7 (τ)| ≤ γkψ′(k(i)‖kl‖+ k(l)‖ki‖ · ‖τ − θ‖, 
  �

�� ki = (k(i, 1), . . . , k(i, q))� i = 1, . . . , q�
'���,��� �� 
"#�

E
(
Gil

8

)2 ≤ γ2k2(i)k2(l)Dψ′
(
G(ξ(0))

) · T−2

∫ T

0

∫ T

0

|B(t− s)| dt ds = O(T−α), 
 /�

������ ��%������ &


|Gil
8 | P→ 0, T →∞. 
 $�

� (%������
,��+ 
 ��)
 $� ����
��	


|Gil
1 (τ) − J il

T (θ)| ≤ γ
(
Lk(i)k(l)‖k‖+ kψ′

(
k(i)‖kl‖+ k(l)‖ki‖

)) ‖τ − θ‖ + ∣∣Gil
8

∣∣
= K

(1)
il ‖τ − θ‖+

∣∣Gil
8

∣∣ . 
 ��
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	 ����
�� ����� ���� ���� ����
���
�� ��
���	 �����
���� �� ����������  �����!��∣∣∣λmin(G(τ)) − λmin(J̃T (θ))

∣∣∣ ≤ q max
1≤i,l≤q

∣∣∣Gil
T (τ) − J̃ il

T (θ)
∣∣∣

≤ q

(
max

1≤i,l≤q

∣∣∣Gil
1 (τ)− J̃ il

T (θ)
∣∣∣+ max

1≤i,l≤q

∣∣Gil
2 (τ)

∣∣) . �"#�

$���% r = λ̃∗/4q� �� λ̃∗ & �����  ����� ��′� '()� ���*���!
	�+ ����+

Ωr =
{
max

1≤i,l≤q

(∣∣Gil
5

∣∣+ ∣∣Gil
8

∣∣) < r; ‖θ̂T − θ‖ ≤ r

R

}
,

�� R = max1≤i,l≤q

(
K

(1)
il +K

(2)
il

)
� K

(1)
il 
� K

(2)
il (�
�
�

�  ,����� �"-� 
� �".�� ���/

�����
�� 
�  �"#� �������!� )�

P(Ωr) ≤ P{|λmin(G(θ̂T ))− λmin(J̃T (θ))| ≤ 2qr}

≤ P

{
λmin(G(θ̂T ))− λmin(J̃T (θ)) ≥ −λ∗2

}
≤ P

{
λmin(G(θ̂T )) ≥ λ∗

2

}
��+ T > T0  0��
�  ������ ��

′� 1�+ �����	
�0� ε > 0 
� T > T0  � �".�� �"-� 
�
����� �� ��(�
�!
	�+ P(Ωr) < ε� 2�(�� ��
��� ��+ T > T0� P(Ωr) ≥ 1 − ε� 3�

� 
���!� )� θ̂T ! !��
�� �� �4+ (�� ���
��� ���
+
	 ��5��  ������
��
� 
� ��
6��

�7 (1−ε)� ��(��	(� ��
���+ 8����GT (τ) ,�
(���
��� γQT (τ) ! ����

� �� 
���
��
� ��+(��� �(��� 
��(� θ  ������
��
�� )� ��+��! �� ���
��� ��� T →∞� �
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