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Abstract. A nonlinear regression model with continuous time is considered. Consistency and asymp-
totic normality of Ibragimov estimator of the spectral density parameter of Gaussian stationary noise
are obtained.

�������
�	 $.226.07;:.402, 34+;3453., 6(-4+1 74*7422;; 2 349747D:3D6 :7464346� #(+B<4=
3D 2:(520:. 2(20(,04+13(20; ; .2;690(0;<42>(5 3(76.+13(20; (?43>; %@7.*;6(:. 9.7.6407.
294>07.+13(5 9+(03(20; *.B22(:2>(*( 20.?;(3.73(*( CB6.�

�����

� �������	
 ��
��	 ������	� � ����������� �
������ �����
	������ ���������
������������� ��	� ��	������� ��������	� �����	� ������	� ����
�� ��
��� ��
���
���	�� ������ ����� ���
	��!���� ��	������� ���	
���� 
������	� ������� ���"
��������� �� 
�������� ���� ����� ���� ���
���	� #$%&
� ��
���� ������	� � ������������� ��������������� �����
��� �������������

��
��	 ��	������� ���	
���� 
������	� ������� ������������ � ����
�� ����	����"
����  ��� ! ��	������� � �����	
 ������	 �����	��	
��� �����	�  ��� � ����������"
��� ���� ����� ����������� #'� (% ��� � �������	
 ������	 ) ��	������� ��������	�
������������ *	������	 +�& *&, � ������������� ���� ����� ���	�
������ #-� .%&
/�����	��� ����0������ ��� ��
�� �� �	
����! ����	��� ��� �� ������ ���� ���

������������� ����
������  ��� 	 ���� ���� ����� ������������ ������� 
���� �
��
��	 1������2 ��3 #4%&
5�� ����� *�� ��	���� ���	
���
 �������� �����	� ������	� 
��	���� ���������"

������� �� 	 � ���������� ����
��� ��	��� ��
��� �� ���
���	� +�& �& �&,&
� �����	 #-% ��������� �����������	 ����������	 ��	��� �	��� ��������	� �& *&

������ ��������� ����
������  ��� � �	�	�
�	
 ��
��	 ������	� � 
��������� �����&
� �����	 #.% ���� 
���
��� ������ �����������	��� �� ������������ ��������	���
��	��� �	��� ��������	� �& *& �����	������� ����	��������  ��� � ���	�	
�	
 ��
��	
������	� � ����������� ����� � ������������� ���� ����� ���	�
������& 6���
���


���� ����������	 
��
��� ���		��������� E�
���� ��F��� ��G��� ��F��H ��I�JK��� L�M���
������� ����� � ������ "4+
3
53. 6(-4+1 74*742
8 ) 3494747:3;6 <.2(6� *.B22
:21>;5 20.?
(=

3.73;5 CB6� ).+;C>(:. 947
(-(*7.6.� (?
3>. �@7.*
6(:. 294>07.+13(8 A
+13(20
� >(32;204303
201�
.2;690(0;<3. 3(76.+13
201�

N0.00O 9
-*(0(:+43( ). 6.047
.+.6; -(9(:
-
 3. 6
P3.7(-3
5 >(3Q4743?
8 RE��S�S
T
��� U�T
�S
=
T
�� �JK ���IV���
I W��
�
X��
�J YEUZ��W=����[\� ]��� >:
03, ����� �;8:� �>7.83.�

��



����������	
 ����������
 �

	�� 
����
���� ��

� ��� ������ 	�
��
� 	��
���� �� ���
�
�� �������
�
 ���	����� �� �� � �
�������
������
� �� ���	����
��� �
	
����
� 	�����
� � �
����� �
�������� �
�
�� ��
������
� ���  ���
�!������ "�
��� �
	�
��
�� #$� %&'�
( �
��� ������ � 
�
����)��� #*& 	���
����� �
�)
����� 
�
�	���
)�� ��
��
�����

������ +��
�����
 #$� ,� -.& 	
�
������ �� ��� 	������
�
� �
 �
�
/����� 	�������
��
����

-� ������ �� 	
��� 
�������������� ����
� 
���
������� 
�������	

 ��������� ������ �	����������

X(t) = g(t, α0) + ε(t), t ∈ [0, T ], (1.1)

�� g : (−Δ,∞) × Aγ → R 0 ��	������
 1������� �� �
���
�� ��� ���������� 	
�
�
����
 α0 ∈ A� A ⊂ R

q 0 �������
 �����
�
 �	���
 ����
�
� Aγ =
⋃
‖e‖≤1(A+ γe)�

γ �
 Δ 0 ����� ���
��� )
��
�
2�
	���
�� �
���� ��
�� ε(t)� t ∈ R� 0 �����
� �
����
� ��
����
��
� �
��������
� 	����� � ������
�

�������� � �� �� f(λ, θ0)� λ ∈ R� θ0 ∈ Θ� �� Θ ⊂ R
m 0 �������
 �����
�
 �	���


����
�
� 
 1������ f(λ, θ) > 0 ���
)��
 �
 ����
�� R×Θτ � Θτ =
⋃
‖e‖≤1(Θ + τe)�

τ > 0 0����� )
����

��������	 
�
� 3� �� �� 	
�
����
 α0 ∈ A� ���
�
��� �
 �	������������
 	������
{X(t), t ∈ [0, T ]}� �
�
�
����� �������
� �
	
����
� ������ α̂T = (α̂1T , . . . , α̂qT ) ∈
Ac� "Ac 0 �
�
�
��� 4'� ��� �����

LT (α̂T ) = min
α∈Ac

LT (α), LT (α) =
∫ T

0

(X(t)− g(t, α))2 dt.

 ��������� ����
����� �� ��

f(λ, θ) = σ2(θ)ψ(λ, θ), λ ∈ R, θ ∈ Θ, (1.2)

��

σ2(θ) =
∫ ∞

−∞
f(λ, θ)w(λ) dλ, (1.3)

∫ ∞

−∞
ψ(λ, θ)w(λ) dλ = 1, (1.4)


 w(λ)� λ ∈ R� 0 ����
 	
��
 ���
��
 �������
 ���������
 �
 5������ �
���
 1���
����� 6������ 	��������
�� �
�
/���

IT (λ, α̂T ) =
1

2πT

∣∣∣∣
∫ T

0

(X(t)− g(t, α̂T ))e−iλt dt
∣∣∣∣
2

, λ ∈ R,

� ���������� 	��� �����
���

UT (θ, α̂T ) = −
∫ ∞

−∞
IT (λ, α̂T )w(λ) lnψ(λ, θ) dλ, θ ∈ Θc. (1.5)
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U(θ) = −
∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)w(λ) lnψ(λ, θ) dλ,

�

K(θ0, θ) = U(θ)− U(θ0) =
∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)w(λ) ln

ψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ)

dλ.
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K(θ0, θ) = σ2(θ0)
∫ ∞

−∞
ψ(λ, θ0)w(λ) ln

ψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ)

dλ ≥ 0.

��� ! 	���� K(θ0, θ) > 0� "�#� ψ(λ, θ0) �≡ ψ(λ, θ) $�" θ0 �= θ �� ���%��� $�$�	��&
���� '�(���


��������� �	
	 )*����
 ������� ���� ���	���	+ ��
 �
 �
� ����$����� ,�����	��

θ0 ∈ Θ ��-����	 �" (+$ �"��� ��,�$����� ���	�� θ̂T = (θ̂1T , . . . , θ̂mT )� $�" "����

UT (θ̂T , α̂T ) = min
θ∈Θc

UT (θ, α̂T ).

.����+� � )-��/���� �
� $��"���	 �" -��$"�� ��,��������	� ��	������ ��
0� -�
θ ∈ Θc� "�� � �����$��� +���� ��


1��,+�	���� #� �����+
	 �" ���	+,�� +����


�	 )
 �
 �
 α̂T � ���(�� ������	��	��
 �*����
 α0� 	�(	�

α̂T
P−→ α0 ,�� T →∞.

1�-��/��� ΦT (α1, α2) =
∫ T
0

(g(t, α1)− g(t, α2))2 dt� α1, α2 ∈ Ac



	 2�" $�"��& ����	��	� c0 <∞

T−1ΦT (α1, α2) ≤ c20‖α1 − α2‖2, α1, α2 ∈ Ac.
3 �������4�& ���� $���$��� 	������ ,�� ������	��	���	 �
 �
 �
 α̂T � ��$��� ��
���

$�" ������	� "��5� ���� $�"��5 +��� �� 4+��*�
 �������&� $��	�	� �� #�( �
 #

f ∈ L2(R)
 6��� ������ ���	�	 �" � ���	+,��� +���� 
�
 3�� �����/�� ,�����$�
�(��%���5 	� ��,�������5 �
 #
 f � �/���$��� -�$���� �"
	 *�� +����
 � ��!���
(��+� +���� 

 �� ��	+,�� � ,��	���//" - +������ #�$� 4+��*�& �������& � *�5
	������5


3���� �� �
 #
 f(λ, θ) ��� � (�� !�� /��	��� ��,�$���� 4���+�
��� � 	������5
4+��*�& ψ(λ, θ)� 	��+ #� *� -�+/��!� - 	�/�� -��+ $���$���" ,�$�� !�5 	���$%�� 

1�	�� �� + ��-$��� 0 ,���4���+�
��� ������� ��-+� 	�	� ��(�	� � 	������5 �
 #

f(λ, θ)


�	 f(·, θ) ∈ L2(R)� θ ∈ Θc� ,��/��+ ψ(λ, θ1) �= ψ(λ, θ2) �� ���%��� $�$�	��& ����

'�(��� ,�� θ1 �= θ2


�	 7+��*�" w(λ) lnψ(λ, θ) ��,������� -� θ ∈ Θc $�" ���%� ���5 λ ∈ R� ,��/��+

sup
λ∈R,θ∈Θc

w(λ)| lnψ(λ, θ)| <∞.


�	 8��+� ,���� $�$�	�� ������� -� '�(���� 4+��*�" v(λ)� λ ∈ R� 	���� #�

��� v(λ) lnψ(λ, θ)���������� ��,������� �R×Θc9

���� f(·, θ)w(·)
v(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R)� θ ∈ Θ


�
 ��������������	 �
���� �����
�	���� �����
���

1�-��/���

gT (λ, α) =
∫ T

0

e−iλtg(t, α) dt, sT (λ, α) = gT (λ, α0)− gT (λ, α),

εT (λ) =
∫ T

0

e−iλtε(t) dt, IεT (λ) =
1

2πT
|εT (λ)|2,

� ,���,�!��� ,����$�����+ -���!��� ���	+,��� /����:

IT (λ, α̂T ) = IεT (λ) +
1
πT

Re {εT (λ)sT (λ, α̂T )}+
1

2πT
|sT (λ, α̂T )|2.
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����� ϕ = ϕ(λ, θ)� (λ, θ) ∈ R×Θc� � ��	
� ��
���� �� ������
 �� �
����� λ ���

����
� ��
������
� θ ������ ���
��	� ���
�

JT (ϕ, α̂T ) =
∫ ∞

−∞
IT (λ, α̂T )ϕ(λ, θ) dλ

=
∫ ∞

−∞
IεT (λ)ϕ(λ, θ) dλ +

1
πT

∫ ∞

−∞
Re {εT (λ)sT (λ, α̂T )}ϕ(λ, θ) dλ

+
1

2πT

∫ ∞

−∞
|sT (λ, α̂T )|2ϕ(λ, θ) dλ

= JεT (ϕ) + J
(1)
T (ϕ) + J

(2)
T (ϕ).

 �����!�
�� "�
sup

λ∈R,θ∈Θc

|ϕ(λ, θ)| = c(ϕ) <∞.
#��� �� !�!�����!�  $��%���$	 !� �
��� ��∣∣∣J (1)

T (ϕ)
∣∣∣ ≤ 2c(ϕ)

(
1

2πT

∫ T

0

|εT (λ)|2 dλ
)1/2( 1

2πT

∫ ∞

−∞
|sT (λ, α̂T )|2 dλ

)1/2

= 2c(ϕ)
(
T−1

∫ T

0

ε2(t) dt
)1/2(

T−1ΦT (α0, α̂T )
)1/2

≤ 2c0c(ϕ)
(
T−1

∫ T

0

ε2(t) dt
)1/2

‖α̂T − α0‖.
&�������'� �
��� �� ��� ��� ��'�
�� "�

sup
θ∈Θc

∣∣∣J (1)
T (ϕ)

∣∣∣ P−→ 0, T →∞. (2.1)

( ��%��� ��
��

J
(2)
T (ϕ) ≤ c(ϕ)T−1ΦT (α0, α̂T ) ≤ c20c(ϕ)‖α̂T − α0‖2,

� ����� ����	
� ��� ���

sup
θ∈Θc

J
(2)
T (ϕ) P−→ 0, T →∞. (2.2)

���	 �
�
 ���� �������� �	 � 
���� ������ 
������ ϕ(λ, θ) ����	 ��

f(·, θ0)ϕ(·, θ) ∈ L1(R) ∩ L2(R), θ ∈ Θc,

�� 
�� T →∞
JεT (ϕ) P−→

∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)ϕ(λ, θ) dλ, θ ∈ Θc.

���������� )�������	 �*��� !��������	 
���� ����!�� �����
$��� � +,-� �

�	�
���� �
�
 ���� ϕ(λ, θ) = w(λ) lnψ(λ, θ)	 �� �� ���� �����

UT (θ, α̂T ) P−→ U(θ) = −
∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)w(λ) lnψ(λ, θ) dλ, θ ∈ Θc.

���	 �
�
 ���� �������� ����� �����	 ��

sup
θ∈Θc

|UT (θ, α̂T )− U(θ)| P−→ 0, T →∞.

���������� ����� {θj , j = 1, . . . , Nδ} � δ.��!
� 
������ Θc� #���

sup
θ∈Θc

|UT (θ, α̂T )− U(θ)| ≤ sup
‖θ1−θ2‖≤δ

|UT (θ1, α̂T )− U(θ1)− (UT (θ2, α̂T )− U(θ2))|

+ max
1≤j≤Nδ

|UT (θj , α̂T )− U(θj)| ,



�� �� �� ������ � �� �� 	
���
���

� ��� ������	
�
 ρ ≥ 0

P

{
sup
θ∈Θc

|UT (θ, α̂T )− U(θ)| ≥ ρ

}
≤ P1 + P2,

�
��
�� �
� T →∞

P2 = P

{
max

1≤j≤Nδ

|UT (θj , α̂T )− U(θj)| ≥ ρ

2

}
→ 0

�� ������	
� ���� � ���
�
 �
	��

P1 ≤ P

{
sup

‖θ1−θ2‖≤δ

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
IεT (λ)

(
w(λ) lnψ(λ, θ1)− w(λ) lnψ(λ, θ2)

)
dλ

∣∣∣∣
+ sup
‖θ1−θ2‖≤δ

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)

(
(w(λ) lnψ(λ, θ1)− w(λ) lnψ(λ, θ2)

)
dλ

∣∣∣∣
+ 2 sup

θ∈Θc

|J (1)(w · lnψ)|+ 2 sup
θ∈Θc

|J (2)(w · lnψ)| ≥ ρ

2

}
.

(2.3)

�� ��
�� �����

sup
‖θ1−θ2‖≤δ

∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
IεT (λ)

(
(w(λ) lnψ(λ, θ1)− w(λ) lnψ(λ, θ2)

)
dλ

∣∣∣∣≤ η(δ)
∫ ∞

−∞
IεT (λ)

w(λ)
v(λ)

dλ,

��

η(δ) = sup
λ∈R,‖θ1−θ2‖≤δ

∣∣(v(λ) lnψ(λ, θ1)− v(λ) lnψ(λ, θ2)
∣∣→ 0, δ → 0.

��	���	� �� ���
 ��� � ��!��"∫ ∞

−∞
IεT (λ)

w(λ)
v(λ)

dλ
P−→

∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)

w(λ)
v(λ)

dλ, T →∞,

� ��# �
���
	 ��� ���	
� ��
��
�
�$� � !��%" �
&�� �

��$� �	 ����
��
 �����
���


� δ� $
 P1 → 0� T → ∞� ��
��� �
 ������ '
 %�# � (�# �
���	� ����� $��� �

���� �� #�
��
���$ � �����	� !���" � !���"� �

���	�
� �
�
 �� ���� �� ����� �	�	
	 θ̂T � �
��
� 
������������ ����
�� ���

������� θ0	

���������	 )�� ������	
�
 ρ > 0 �� ���������� ���

P
{
‖θ̂T − θ0‖ ≥ ρ

}
= P

{
‖θ̂T − θ0‖ ≥ ρ;UT (θ̂T , α̂T ) ≤ UT (θ0, α̂T )

}
≤ P

{
inf

‖θ−θ0‖≥ρ
(UT (θ, α̂T )− UT (θ0, α̂T )) ≤ 0

}

= P

{
inf

‖θ−θ0‖≥ρ
(UT (θ, α̂T )− U(θ)− (UT (θ0, α̂T )− U(θ0)) +K(θ0, θ)) ≤ 0

}

≤ P

{
inf

‖θ−θ0‖≥ρ
(
UT (θ, α̂T )− U(θ)− (UT (θ0, α̂T )− U(θ0))

)
+ inf
‖θ−θ0‖≥ρ

K(θ0, θ) ≤ 0
}

≤ P

{
sup
θ∈Θc

∣∣UT (θ, α̂T )− U(θ)
∣∣ +

∣∣UT (θ0, α̂T )− U(θ0)
∣∣ ≥ inf

‖θ−θ0‖≥ρ
K(θ0, θ)

}
→ 0,

�����	� ������	� ���� ���� ��� $� ����
�
��
�$� *��	+�, 	
�$
��$� K(θ0, θ) �� θ� �	�
�������- � ��
�� ��� �
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�� ����� �����	�	�
��� ��
�������	� ������ ������������ ���	
��	�

����� ��	 
��
	 ����
����� 
����	
����� ������ α̂T � �
����� �������� g(t, α)�
��� �����
��� ������ T 1/2(α̂T − α0) ��	�����	��� ��������� ��	 T →∞�
���
	��� ! 
��
	 �� 
	��	
�" 
	������� 
��
	 ���

��!���	�� g′(t, α) = ∂
∂tg(t, α) Φ′T (α1, α2) =

∫ T
0

(g′(t, α1)− g′(t, α2))2 dt�
��� #
����� g(t, α) �������
�� �	���������
�� !� t ≥ 0 ��� $
��%����� α ∈ Ac �

T−1Φ′T (α1, α2) ≤ (c′0)
2‖α1 − α2‖2, α1, α2 ∈ Ac.

��&�� gi(t, α) = ∂
∂αi

g(t, α) gij(t, α) = ∂2

∂αi∂αj
g(t, α)�

��� #
����� g(t, α) �
��� �������
�� �	���������
�� !� α ∈ Ac ��� $
��%�����
t ≥ 0 ��	���


'�( supt≥0,α∈Ac |g(t, α)| ≤ c̄ <∞)

'��( T−1
∫ T
0 g2

i (t, α) dt ≤ c̄i(α) <∞ i = 1, . . . , q α ∈ A)

'���( supα∈Ac T−1
∫ T
0 g2

ij(t, α) dt ≤ c̄ij <∞ i, j = 1, . . . , q�

* �������& ��� ��	�����	��
 ������������ �� �� �� α̂T +,-. 
 
	����
 �������� 
�$��/���� �� �������
��� �� 0� f  
�� ��� $����� ������ �� 
	����"����� 1�0� f
��" �	��
�������� �� ���$� 
	�����	 0�$ �
�
������ ����� �	��
�������� �� �
%
�
������ �����
 ������������ ���	 �
����� �������� �� �����	���	�� +,�.� * ��$���
+,2. ��
����� !������
 ������
 ��� ��	�����	��
 ������������ �� �� �� ��� ��!��
�! ��!
������� ��$��	 +,�. ��" ��������� �����!��	� �������� 
��
 �� �
����� ��%
������ g 0� !�$�!���
" ��	�����	��
 ������������ �� �� �� α̂T ��� �	��
������ ��
0� f ��
���
������ ������������� �
�
� 3��������� 
��
� �� �� 
��
��" 
 ����	%
����� ! 
��
��	 ��	�����	���� ������������ �� �� �� α̂T +,-.4+,2.� * �
�� ����
 
��&����
 
��

 �� 

����� �
�� ��� ��
������ ��	�����	���� ������������ �� ��
�� 5$������
��

6
���� 

�/��	 0� �
����� ψ(λ, θ) �
��� �	���������
��� !� θ ∈ Θc ��	 ��/��%
�
 λ ∈ R !� 
	������� ��/�	
� ����������� �	��� ����� Λ = {±λ1, . . . ,±λr}�

��!���	�� ψi(λ, θ) = ∂
∂θi
ψ(λ, θ) ψij(λ, θ) = ∂2

∂θi∂θj
ψ(λ, θ)� ��	�
��	�� ���� 0�


 ����
��	& 
��
�& �
����� ψiw ψiψjw ψiψjv ψijw ψijv i, j = 1, . . . ,m ��	 ��%
/���
 �����
����
 θ ∈ Θc ��/
�� $
�	 �����
/��� !� �������
����� �� �
����� 
�!�����	& �� R� 7�� �������& !��	�	�� �� / ���� ��!��������

��� '�( ψi(λ,θ)
ψ(λ,θ) w(λ) i = 1, . . . ,m 8 ��
������� �������
�� !� λ ∈ R ��	 ��/���


θ ∈ Θ � �$��/��� !� �
�
������ !����	& (λ, θ) ∈ R×Θc)

'��(
ψi(λ,θ)ψj(λ,θ)

ψ2(λ,θ) w(λ) ψij(λ,θ)
ψ(λ,θ) w(λ) i, j = 1, . . . ,m 8 �$��/��� !� �
�
������ !���%

�	& (λ, θ) ∈ R×Θc �
������
��� 5��
" ����� ������� 
	����� !� 9�$���� �
����� v(λ) λ ∈ R ���� 0�

'�(
ψi(λ,θ)ψj(λ,θ)

ψ2(λ,θ) v(λ) ψij(λ,θ)
ψ(λ,θ) v(λ) i, j = 1, . . . ,m 8 ��
������� �������
�� 
 R×Θc)

'��( f(·, θ)w(·)
v(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R) θ ∈ Θ)

'���(
ψi(·,θ)ψj(·,θ)

ψ(·,θ) w(·) ψij(·, θ)w(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R) θ ∈ Θ�

�	�
ψi(λ,θ)
ψ(λ,θ) w(λ) i = 1, . . . ,m 8 �
����� �$��/���� 
������� !� λ ∈ R � ����/���

L1(R) ��� ��/���� θ ∈ Θ� :��� ����� |ψi(λ, θ)|w(λ) ≤ Z1(λ) θ ∈ Θc �� Z1(·) ∈
L1(R)�
�
� ψi(·, θ)w(·) ∈ Lk(R) ��� 
��& ���
�����	& k, i = 1, . . . ,m θ ∈ Θ�
;
����� �
� ����	�� 0� ���
�
��� 
 ����
��
���� <�����	 2�, ����
����� ��!%

���
�

S1(θ) =
∫ ∞

−∞

(∇θ∇′θ lnψ(λ, θ)
)
f(λ, θ)w(λ) dλ, (3.1)



�� �� �� ������ � �� �� 	
���
���

S2(θ) = 4π
∫ ∞

−∞
∇θ lnψ(λ, θ)∇′θ lnψ(λ, θ)f2(λ, θ)w2(λ) dλ. (3.2)

��� ������� S1(θ) �	
����
	��� � ������� S2(θ) ������� 
�����	�� ��� θ ∈ Θ�
��� 
������
	���

−U(θ) =
∫ ∞

−∞
lnψ(λ, θ)f(λ, θ0)w(λ) dλ

����� θ0 � ������ ���������� �� ����� ������ �� ���
� �� ����	��� ������� �	��	
S1(θ0) = ∇θ∇′θ(−U(θ0)) ��� ���� 
������� ����

�����	��� ������	�� ����� �� ��
���
� N8 ������� S1(θ0) �	
����
	��� �� 
��� � 
������� 
�����	���� !����
�����
������� −S1(θ0) = ∇θ∇′θU(θ0) � ������� 
�����	����

"� ����������	
 	���
�
	���
 ���	�� ��	��
�
	��� ��	��
���

#����� ������ ��
	�	��� ��������$� %�����

�����	
 ���� �� ���� �
 ����� �� ����� 	�
����	� ������ T 1/2(θ̂T − θ0) �
���
������	� �
� T →∞ 	�
����	� � 	������� 
�
��	�� �� ����
�����	�� ���
����
S(θ) = S−1

1 (θ0)S2(θ0)S−1
1 (θ0)�

��
	�	��� ����
��$� �	��� ���� ������ �	�	��� �	��� �� �	�� &��������

ΔT (ϕ) = T−1/2

∫ ∞

−∞
εT (λ)sT (λ, α̂T )ϕ(λ) dλ.

��	
 ���� ���� ����	�	� ����� �� ��� ��� ������ � ϕ(λ)� λ ∈ R� � 
��	���
	�

	���
�
�	� ���� �	� !�	���"� �� ΔT (ϕ) P−→ 0�

#�����		"� '	(�) Bσ ��������� ���( ����( %�����) b(λ) 	�����	����� ��$� ����
0 ≤ σ <∞� ��� ���( c(b) = supλ∈R

|b(λ)| <∞� '	(�) δ > 0 * ��
�� �	 ���	 ������
+���� %������ ϕσ ∈ Bσ� σ = σ(δ) ����� ,� -./0

sup
λ∈R

|ϕ(λ) − ϕσ(λ)| < δ.

'	(�)

Tn(ϕσ;λ) =
n∑

j=−n
c
(n)
j exp

{
ij
σ

n
λ
}
, n ≥ 1,

* �������
���� ��������
 1	
����� -./0� ,� 
����
���� ϕσ� � ��	%���������

c
(n)
j =

h

2π

∫ ∞

−∞
e−ijhu

(
2 sin hu

2

hu

)2

ϕσ(u) du, h =
σ

n
, j = −n, . . . , n.

��� ��� 2���$� Λ > 0 ����� n0 = n0(δ,Λ) ���	� ,� ��� n ≥ n0

sup
λ∈[−Λ,Λ]

|ϕσ(λ) − Tn(ϕσ;λ)| ≤ δ.

3���4	��
ΔT (ϕ) = ΔT (ϕ− ϕσ) + ΔT (ϕσ − Tn) + ΔT (Tn),

|ΔT (ϕ− ϕσ)| ≤ δT−1/2

∫ ∞

−∞
|εT (λ)sT (λ, α̂T )| dλ

≤ δT−1/2

(∫ ∞

−∞
|εT (λ)|2 dλ

)1/2(∫ ∞

−∞
|sT (λ, α̂T )|2 dλ

)1/2

= 2πδ
(
T−1

∫ T

0

ε2(t) dt
)1/2

Φ1/2
T (α0, αT )

≤ 2πc0δ
(
T−1

∫ T

0

ε2(t) dt
)1/2

T 1/2‖α̂T − α0‖.



����������	
 ����������
 �

	�� 
����
���� ��

�� ����� ��� 	�
�� ������ 
�� ��
���
��� ρ > 0 � B(t) = E ε(t)ε(0)� t ∈ R�

P{|ΔT (ϕ− ϕσ)| ≥ ρ} ≤ P

{
T 1/2‖α̂T − α0‖ ≥ ρ

2πc0δ(B(0) + 1)1/2

}

+ P

{
T−1

∫ T

0

(ε2(t)−B(0)) dt > 1
}

= P3 + P4 .

���������	� P4 → 0 ��� T → ∞� � ���������	� P3 → 0 �� ����� �� ��� 
��	�	���
����
�� T �T > T0� ����� �����	� ��� �! ������
 ��
����� ����� ������� δ > 0
��� "�
�������� ρ > 0#
$�
���
� "��
%�� ϕσ ∈ Bσ � ��
����
�� &� �����
�����	� ��������� '���	��� Tn

�������� �
��(! � 	�(! � ����! 
���	��	�! )*+,� �	����(��

|Δ(ϕσ − Tn)| ≤ δT−1/2

∫ Λ

−Λ

|εT (λ)sT (λ, α̂T )| dλ

+ 2c(ϕσ)T−1/2

∫
R\[−Λ,Λ]

|εT (λ)sT (λ, α̂T )| dλ

= D1 +D2.

��	����� � 
�
��
� D1 ������(�� ��	������� �� ���� � �%��!(�� %�� 
�
���
� �
 �
���� �# -�(�� 
���

sT (λ, α̂T ) =
1
iλ

[
eiλT (g(T, α0)− g(T, α̂T ))− (g(0, α0)− g(0, α̂T ))− s′T (λ, α̂T )

]
,


� ��������� s′T (λ, α̂T ) =
∫ T
0 e−iλt(g′(t, α0)− g′(t, α̂T )) dt#

�� ���� ����

T−1/2

∫
R\[−Λ,Λ]

|εT (λ)sT (λ, α̂T )| dλ

≤ T−1/2

(∫
R\[−Λ,Λ]

|εT (λ)|2 dλ
)1/2

×
(

3
∫

R\[−Λ,Λ]

1
λ2

(|g(T, α0)− g(T, α̂T )|2 + |g(0, α0)− g(0, α̂T )|2

+ |s′T (λ, α̂T )|2) dλ)1/2

≤
(

2π
T

∫ T

0

ε2(t) dt
)1/2

31/2

(
8c̄2

∫
R\[−Λ,Λ]

dλ

λ2
+

2π
Λ2

Φ′T (α0, α̂T )
)1/2

≤
(
4
√

6πc̄Λ−1/2 + 2
√

3πc′0Λ
−1T 1/2‖α̂T − α0‖

)(
T−1

∫ T

0

ε2(t) dt

)1/2

.

.�
�� ������ 
�� ��
���
��� "�
�������� ρ > 0� ���������� ���������	� P3� ����
������	� P5 = P{D2 ≥ ρ} ��� T > T0 ����� �����	� ��� �! ������
 ��
����� �����
������� �������� Λ#
/���������

ΔT (Tn) = T−1/2
n∑

j=−n
c
(n)
j

∫ ∞

−∞
εT (λ)sT (λ, α̂T ) exp

{
ij
σ

n
λ
}
dλ,

sT (λ, α̂T ) exp
{
ij
σ

n
λ
}

=
∫ T+j σ

n

j σ
n

exp {iλt}
(
g
(
t− j σ

n
, α0

)
− g

(
t− j σ

n
, α̂T

))
dt,

j = −n, . . . , n.



�� �� �� ������ � �� �� 	
���
���

�� �������	 
�

ΔT (Tn) = 2π
n∑
j=1

c
(n)
j T−1/2

∫ T

jσ
n

ε(t)
(
g
(
t− j σ

n
, α0

)
− g

(
t− j σ

n
, α̂T

))
dt

+ 2π
0∑

j=−n
c
(n)
j T−1/2

∫ T+ jσ
n

0

ε(t)
(
g
(
t− j σ

n
, α0

)
− g

(
t− j σ

n
, α̂T

))
dt.

��
 j > 0 �����
���� ��������

T−1/2

∫ T

jσ
n

ε(t)
(
g
(
t− j σ

n
, α̂T

)
− g

(
t− j σ

n
, α0

))
dt

=
q∑
i=1

T−1

∫ T

jσ
n

ε(t)gi
(
t− j σ

n
, α0

)
dtT 1/2(α̂iT − αi0)

+
1
2

q∑
i,k=1

T−1/2

∫ T

jσ
n

ε(t)gik
(
t− j σ

n
, α∗T

)
dt(α̂iT − αi0)(α̂kT − αk0)

= I1T + I2T .

���������	 
� T 1/2(α̂iT −αi0) ������ ���������
 �� ������������ ���������� �����
���� �� ����� �� !��� "����	

E

(
T−1

∫ T

jσ
n

ε(t)gi
(
t− j σ

n
, α0

)
dt

)2

= T−2

∫ T

jσ
n

∫ T

jσ
n

B(t− s)gi
(
t− j σ

n
, α0

)
gi(t− j σ

n
, α0) dt ds

≤
(
T−2

∫ T

0

∫ T

0

B2(t− s) dt ds
)1/2

T−1

∫ T

0

g2
i (t, α0) dt.

#�������	 ����
�� ��	

T−1

∫ T

0

∫ T

0

B2(t− s) dt ds→
∫ ∞

−∞
B2(t) dt = 2π

∫ ∞

−∞
f2(λ; θ0) dλ <∞,

�� ����� � �����$ ������ "� �������	 
� ���� I1T
P−→ 0	 T →∞ 

��
 ���������� ����� ���� I2T �����

T−1/2

∣∣∣∣
∫ T

jσ
n

ε(t)gik
(
t− j σ

n
, α∗T

)
dt

∣∣∣∣|α̂iT − αi0| · |α̂kT − αk0|
≤ c̄

1/2
ik

(
T−1

∫ T

0

ε2(t) dt
)1/2∣∣∣T 1/2 (α̂iT − αi0)

∣∣∣ · |α̂kT − αk0| P−→ 0

�� ���� �������	 ����� I2T
P−→ 0	 T →∞ ��
 j ≤ 0 ���������
 ����������	 �

ΔT (Tn)
P−→ 0, T →∞. �

�	
� �
�
 ���� �������� 	
��� �� ��� �� � supλ∈R,θ∈Θc |ϕ(λ, θ)| = c(ϕ) <∞� 
�

T−1

∫ ∞

−∞
ϕ(λ, θ∗T )εT (λ)sT (λ, α̂T ) dλ P−→ 0, T →∞;

T−1

∫ ∞

−∞
ϕ(λ, θ∗T )|sT (λ, α̂T )|2 dλ P−→ 0, T →∞.

���������� �� %���� ���������� ���������&���
� '( )* � '( (*	 � �����
���
 ��� ���� 
�



����������	
 ����������
 �

	�� 
����
���� ��

���� ���� ����� ���	
 ����� 
�
���� �	����� v(λ)� λ ∈ R� ����� ��

��� ϕ(λ, θ)v(λ) ���������� ���������� � R×Θc�

���� f(·, θ)w(·)
v(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R)� θ ∈ Θ�

�� ���� ������

����� ϕ(·, θ)f(·, θ)w(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R)� θ ∈ Θ�

��
� ���� θ∗T
P−→ θ0� � �������� 	���	 �� ��∫ ∞

−∞
ϕ(λ, θ∗T )IεT (λ)w(λ) dλ P−→

∫ ∞

−∞
ϕ(λ, θ0)f(λ, θ0)w(λ) dλ, T →∞.

����
����� �����	
�∫ ∞

−∞
ϕ(λ, θ∗T )IεT (λ)w(λ) dλ =

∫ ∞

−∞
(ϕ(λ, θ∗T )− ϕ(λ, θ0))v(λ)IεT (λ)

w(λ)
v(λ)

dλ

+
∫ ∞

−∞
ϕ(λ, θ0)IεT (λ)w(λ) dλ = I1 + I2.

�� �	
�
 ��� � �
���
 �����

I2
P−→

∫ ∞

−∞
ϕ(λ, θ0)f(λ, θ0)w(λ) dλ, T →∞. (4.1)

� ������ ����� ��� ���������� r > 0 �� �
��� (i) �����  ��	 δ = δ(r)� !� ���
‖θ∗T − θ0‖ < δ

|I1| ≤ r

∫ ∞

−∞
IεT
w(λ)
v(λ)

dλ, (4.2)

� �� �
��� (ii) ∫ ∞

−∞
IεT
w(λ)
v(λ)

dλ
P−→

∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)

w(λ)
v(λ)

dλ. (4.3)

"���������	��� �#���$�#�%� ������ � �	
�� �

&	�	' 
� 
�(	
� ���	� � &	�'	
� #���

����
����� �� ����)	���
 ��
��� θ̂T � *�'
����� ����'�� ���
)� *�'
��� &	+��'��
� '�
��
�

0 = ∇θUT (θ̂T , α̂T ) = ∇θUT (θ0, α̂T ) +∇θ∇′θUT (θ∗T , α̂T )(θ̂T − θ0), (4.4)

�	 ∇θ , � ���)�� �	� �'��'����� � ∇′θ , '���� �	� �'��'����� � -������� �	� �'�
��. *�'
��� &	+��'� �	 ������ '����� � �#�#�  '	�� '���
� � �����'���� ���  �� �
��(��+ '���� �	� �'��. '����� � �#�#� ���	(� � ��� ����� ����������� �	� �'� θ∗T
 ������ !� ‖θ∗T − θ0‖ ≤ ‖θ̂T − θ0‖�

� �#�#�� � ���
 )	'��� *�'
����� 
��
�

T 1/2(θ̂T − θ0) = −(∇θ∇′θUT (θ∗T , α̂T ))−1
(
T 1/2∇θUT (θ0, α̂T )

)
. (4.5)



�� �� �� ������ � �� �� 	
���
���

�������� � 	
��� N4 ��
����� 
��������� ��������������� 
�� �����
 ����������
� ���
	�� ������ ��

T 1/2∇θUT (θ0, α̂T ) = T 1/2

∫ ∞

−∞
IT (λ, α̂T )w(λ)∇θ lnψ(λ, θ) dλ

= T 1/2

∫ ∞

−∞

∇θψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ0)

IT (λ, α̂T )w(λ) dλ

= T 1/2

∫ ∞

−∞

∇θψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ0)

IεT (λ)w(λ) dλ

+ (2π)−1T−1/2

∫ ∞

−∞

(
2 Re{εT (λ)sT (λ, α̂T )}+ |sT (λ, α̂T |2

)∇θψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ0)

w(λ) dλ

= A
(1)
T +A

(2)
T +A

(3)
T .

(4.6)
 ������!��

∇θ∇′θUT (θ∗T , α̂T ) = −
∫ ∞

−∞
IT (λ, α̂T )w(λ)∇θ∇′θ lnψ(λ, θ∗T ) dλ

=
∫ ∞

−∞

(∇θ∇′θψ(λ, θ∗T )
ψ(λ, θ∗T )

− ∇θψ(λ, θ∗T )∇′θψ(λ, θ∗T )
ψ2(λ, θ∗T )

)

×
(
IεT (λ) + (πT )−1 Re{εT (λ)sT (λ, α̂T )}

+ (2πT )−1 |sT (λ, α̂T )|2 w(λ)
)
dλ

= B
(1)
T +B

(2)
T +B

(3)
T ,

(4.7)

�� ������� B
(2)
T � B

(3)
T 	�
���
 � 
��� �������� Re{εT (λ)sT (λ, α̂T )} � |sT (λ, α̂T |2 ����

��������
������ �� ����� ����� ��
���� �	��� ������ ���
	�	� � ��	� ��� ���� �! ϕ(λ) =

ϕi(λ) = ψi(λ,θ0)
ψ(λ,θ0)

w(λ)� i = 1, . . . ,m� "��� � ���	��� #��$% A
(2)
T

P−→ 0� T →∞�

&�������	� � 
�	� #��$% ������� A
(3)
T = (a(3)

iT )mi=1�

a
(3)
iT = (2π)−1T−1/2

∫ ∞

−∞
|sT (λ, α̂T )|2ϕi(λ) dλ,

�� ϕi(λ) ����� �� �������

'� �	�� ��� ��� ��#�% A
(3)
T

P−→ 0� T →∞� ��	� (�∣∣∣a(3)
iT

∣∣∣ ≤ c(ϕi)T−1/2ΦT (α0, α̂T ) ≤ c(ϕi)c20
∥∥∥T 1/2(α̂T − α0)

∥∥∥ ·‖α̂T −α0‖ P−→ 0, T →∞.

&�������	� ��������� �������� B
(1)
T −B(3)

T � ���	��� #��)%�

*�(� �������� �	��� ��	� ��+ � ��#��%� �� B
(2)
T

P−→ 0� B(3)
T

P−→ 0� T →∞�
,�� ����� (�� �  
�	� ��������

� ���
	�	� � ��	� ��+

ϕ(λ, θ) = ϕi(λ, θ) =
ψij(λ, θ)
ψ(λ, θ)

w(λ),
ψi(λ, θ)ψj(λ, θ)

ψ2(λ, θ)
, i, j = 1, . . . ,m.

'� �	�� �� � �	

B
(1)
T

P−→
∫ ∞

−∞

(∇θ∇′θψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ0)

− ∇θψ(λ, θ0)∇′θψ(λ, θ0)
ψ2(λ, θ0)

)
f(λ, θ0)w(λ) dλ, (4.8)

��(� ����� � ��	� ��- � �	���. #�% � #���%

ϕ(λ, θ) = ϕij(λ, θ) =
ψij(λ, θ)
ψ(λ, θ)

,
ψi(λ, θ)ψj(λ, θ)

ψ2(λ, θ)
, i, j = 1, . . . ,m.
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���� ��

����� �����	 
��� �������� 
���� ��	 ��	 ������	 ��	 ��

∇θ∇′θUT (θ∗T , α̂T ) P−→
∫ ∞

−∞

(∇θ∇′θψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ0)

− ∇θψ(λ, θ0)∇′θψ(λ, θ0)
ψ2(λ, θ0)

)
f(λ, θ0)w(λ)

=
∫ ∞

−∞

(∇θ∇′θ lnψ(λ, θ0)
)
f(λ, θ0)w(λ) dλ = S1(θ0).

(4.9)

�� ��������� ������ ��������	 �� ��
 ��������
 ������� ��� ����� ������� � ��!

�������
 ��������
 ������� A
(1)
T � �����"���
 ���#�$

A
(1)
T = T 1/2

∫ ∞

−∞

∇θψ(λ, θ0)
ψ(λ, θ0)

IεT (λ)w(λ) dλ.

%��������

ϕi(λ) =
ψi(λ, θ0)
ψ(λ, θ0)

w(λ), i = 1, . . . ,m,

Ψ(λ) =
m∑
i=1

uiϕi(λ), u = (u1, . . . , um) ∈ R
m,

YT =
∫ ∞

−∞
IεT (λ)Ψ(λ) dλ.

&�
��"���	 ��

Y =
∫ ∞

−∞
f(λ, θ0)Ψ(λ) dλ = 0

�� ��
'�( �� ����( 
���� ���
&���)��� 〈

A
(1)
T , u

〉
= T 1/2(YT − EYT ) + T 1/2 EYT .

*��� �������� 
���
 ��	 �� +�#	 �,-

T 1/2 EYT → 0, T →∞. (4.10)

& ��)�'� ���
	 �� 
���� �� f(·, θ0)ϕi(·) ∈ L2(R)	 i = 1, . . . ,m	 � ���
 +,-

D(T 1/2YT ) −−−−→
T→∞

4π
m∑

i,j=1

(∫ ∞

−∞
ϕi(λ)ϕj(λ)f2(λ, θ0) dλ

)
uiuj

= 4π
m∑

i,j=1

(∫ ∞

−∞

ψi(λ, θ0)ψj(λ, θ0)
ψ2(λ, θ)

f2(λ, θ0)w2(λ) dλ
)
uiuj

= 〈S2(θ0)u, u〉.

(4.11)

.��� /0�'�	 �� 
���� ��	 
� ��������	 ���������	 � +,-	 
 � �
�
�
��� ���
��

k ≥ 3 ���������1 �������� T 1/2YT ���'�(�0 
 �� �
�
� 2 �����3 ����	 ����� ��
 ��������)���
�� ���4�5������	 �����
�0 ������
� �

6� ��������	

� ��
��

� �������	��� � �����
	� ������	��
��

����
����

7����
�(���  ������
 � ��������  � �� 
���� ��� � ������ �� �� �� �� 11 ����!
�����	 �� ���
���� 
���� �		 �� �� ���0 
���
 ������ �
 
� ����'
 �� �
��/�1 ψ�
8�� /��1 
���� �/���� ����'�����	 ���'��� ��"
��	 �������  �� �

9�
 ���������� �� σ2(θ)	 θ ∈ Θc	 �� 
���� ����"��� �� w(λ) �� ����0�	 ��� �
�!
�/�
 f(λ, θ)w(λ) �
�� ����������( �� θ ∈ Θc ��
 ��3"� � �� λ ∈ R � � �
���� ����!
'����� ��"������$

f(λ, θ)w(λ) ≤ G0(λ), θ ∈ Θc, G0(·) ∈ L1(R). (5.1)



�� �� �� ������ � �� �� 	
���
���

���� �� ���	 ����
���
� f(λ, θ) 
� w(λ)
 minθ∈Θc σ2(θ) > 0
 � lnσ2(θ)
 θ ∈ Θc
 �
�������	��� ��������
 � maxθ∈Θc | lnσ2(θ)| < ∞� ����� �����
 ���
���� ���	�
 �
���
�
���� ��� C4�

C4′.������� w(λ)f(λ, θ)
 w(λ) ln f(λ, θ) �������	�� �� θ ∈ Θc ��� ��� � 	��! λ ∈ R

	������� "#�$% 
�

sup
λ∈R,θ∈Θc

w(λ)| ln f(λ, θ)| <∞. (5.2)

&����'����
 ���
�
���� ��� �� ���	�� �
C5′. (���� ����� ����
�� ��	������� �������	�� ������� v(λ)
 λ ∈ R
 
���
 )�

"�% v(λ) ln f(λ, θ) ��	������� �������	�� 	 R×Θc*

"��% f(·, θ)w(·)
v(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R)
 θ ∈ Θ�

����� �����
 � 	�����

������� �	
	 �� ���� �� �
���� C4′� C5′ �	�	
	 θ̂T � �
��
� 
������������

����
�� ��������� θ	

+����� 		� �
�
 )� ��)� f(λ, θ) �	��� �����������	�� �� θ ∈ Θc ��� �� ���� λ ∈
R �� 	���
���
 �� ��	�
 ���������'� ����� 
���� Λ = {±λ1, . . . ,±λr}� ,��������
fi(λ, θ) = ∂

∂θi
f(λ, θ)
 fij(λ, θ) = ∂2

∂θi∂θj
f(λ, θ)
 λ /∈ Λ�

-��	��� �����������	���
� σ2(θ) � ���		����.���� "i, j = 1, . . . ,m%

|fi(λ, θ)|w(λ) ≤ Gi(λ), θ ∈ Θc, Gi(·) ∈ L1(R), (5.3)

|fij(λ, θ)|w(λ) ≤ Gij(λ), θ ∈ Θc, Gij(·) ∈ L1(R). (5.4)
,��������

σ2
i (θ) =

∫ ∞

−∞
fi(λ, θ)w(λ) dλ, σ2

ij(θ) =
∫ ∞

−∞
fij(λ, θ)w(λ) dλ.

������� σ2
i (θ)
 σ

2
ij(θ)
 θ ∈ Θc
 �����
� � �������	��
 ��)� 	������� "#�/%
 "#�0%
 �


��� ��� ��� � 	��! λ ∈ R

fi(λ, θ)w(λ), fij(λ, θ)w(λ) ∈ C(Θc), i, j = 1, . . . ,m. (5.5)

1��	� ���
 )� ��� i, j = 1, . . . ,m

ψi =
(
f

σ2

)′
i

=
fi
σ2
− f σ

2
i

σ4
; (5.6)

ψij =
fij
σ2
− fi

σ2
j

σ4
− fj σ

2
i

σ4
+ 2f

σ2
i σ

2
j

σ6
. (5.7)

����� �����
 ��� 
�'�
 )�2 �� �� 2��� ��� �� ���� θ ∈ Θc �����	 �
� ��
�������	���
� �� R ������� ψiw
 ψiψjw
 ψiψjv
 ψijw
 ψijv
 ���
�
��� ������
�
�

)� �� �� �� ���2�
� � ���������

fw, f2w, fiw, fifw, fifjw, f2v, fiv, fifv, fifjv, fijw, fijv, (5.8)

�� v 3 ������� � ������.�� ���	� N5′� 4	� ����
 )� 	 ������.�! ���	�! ���5
���� "#�6% ���� 
����
4��!�	���� ��������� ���		����.����
 ���	� 
� �� �� ������
� ���
�
����

���	��

N4′� "�% ������� fi(λ,θ)
f(λ,θ) w(λ)
 i = 1, . . . ,m
 ��	������� �������	�� �� λ ∈ R ���

�� ���� θ ∈ Θ � �2�� ��� �� ��������
� ������! (λ, θ) ∈ R × Θc� 7��� ���'�

������� w(λ)
 λ ∈ R
 ��	������� �������	���

"��% �������
fi(λ,θ)fj(λ,θ)

f2(λ,θ) w(λ)
 fij(λ,θ)
f(λ,θ) w(λ)
 i, j = 1, . . . ,m
 �2�� ��� �� ��������
�

������! (λ, θ) ∈ R×Θc�
&����'����
 �����
� N5
 �� �� ������
� ���
�
�� ���	�
N5′� (���� ����� ����
�� ��	������� �������	�� ������� v(λ)
 λ ∈ R
 
���
 )�



����������	
 ����������
 �

	�� 
����
���� ��

��� fi(λ,θ)
f(λ,θ) v(λ)� fi(λ,θ)fj(λ,θ)

f2(λ,θ) v(λ)� fij(λ,θ)
f(λ,θ) v(λ)� i, j = 1, . . . ,m� �����	���� �
�
�
����

� R×Θc�

���� f(·, θ)w(·)
v(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R)� θ ∈ Θ�

����� 
������ fi(λ, θ)w(λ)� fi(λ,θ)fj(λ,θ)
f(λ,θ) w(λ)� fij(λ, θ)w(λ)� i, j = 1, . . . ,m� �
�
�
���

�� �� θ ∈ Θc ��� �����	� λ ∈ R � 	���� 	�������� � L1(R) ∩ L2(R)�

�������	�� �� N5′����� �������� �	��� � �!�"� � ��
#	���� �� ��$
��
%���� ��������& N6� N7 	���� ����'��� ��'�����	 %���	�

N6′� fi(λ,θ)
f(λ,θ) w(λ)� θ ∈ Θ� i = 1, . . . ,m� w(λ) ( )������ �$	
�
��� �������� �� λ ∈ R

� ���
���� L1(R)�

N7′� 
������ f(·, θ)w(·)� fi(·, θ)w(·) ∈ Lk(R) *�& �'�+ ����������+ k, i = 1, . . . ,m�
θ ∈ Θ� ���%�	�

f(λ, θ)w(λ) ≤ G0(λ), θ ∈ Θc, G0(·) ∈ L1(R) ∩ L2(R).

,'����� ������
��& ��'���� ��	��� � �-��
.
�
��/
	� � �
�	���+ '� �� f(λ, θ)� σ2(θ) �� �+ ��+�*��+ 	������ S1(θ)� S2(θ)

����� � 0-12�

(lnψ(θ))ij = (ln f)ij − (ln σ2)ij =
fij
f
− fifj

f2
−

(
σ2
ij

σ2
− σ2

i σ
2
j

σ4

)
,

�� ����	 %���	�

S1(θ) =
(
sij1 (θ)

)m
i,j=1

=

(∫ ∞

−∞

(
fij(λ, θ) − fi(λ, θ)fj(λ, θ)

f(λ, θ)

)
w(λ) dλ

−
(
σ2
ij(θ)−

σ2
i (θ)σ

2
j (θ)

σ2(θ)

))m

i,j=1

.

(5.9)

� ��/��� $����

(lnψ)i(lnψ)j =
fifj
f2

− σ2
i

σ2
· fj
f
− fi
f
· σ

2
j

σ2
+
σ2
i σ

2
j

σ4
,

��$��

S2(θ) =
(
sij2 (θ)

)m
i,j=1

= 4π

(∫ ∞

−∞
fi(λ, θ)fj(λ, θ)w2(λ) dλ − σ2

i (θ)
σ2(θ)

∫ ∞

−∞
fj(λ, θ)f(λ, θ)w2(λ) dλ

− σ2
j (θ)
σ2(θ)

∫ ∞

−∞
fi(λ, θ)f(λ, θ)w2(λ) dλ

+
σ2
i (θ)σ

2
j (θ)

σ4(θ)

∫ ∞

−∞
f2(λ, θ)w2(λ) dλ

)m

i,j=1

.

(5.10)

������� ��	� �� ���� 
	�
������
� N4′�N7′��� 	�
����	� ������ T 1/2(θ̂T−θ0)
�
��������	� �
� T → ∞ 	�
����	� � 	������� 
�
��	�� �� ����
�����	�� ���

�
���� S(θ0) = S−1
1 (θ0)S2(θ0)S−1

1 (θ0)� �� ���
��� S1(θ) �� S2(θ) ����	� 
��	�
���

�� �!�-�� �!�3�� ��� � �4�� � �-5��



�� �� �� ������ � �� �� 	
���
���

�� �������

����� ε(t)� t ∈ R� 	 
��
���� ��� ������������� ���� ��� ��� ��
��  �������!"��
���#��$��$�� %��#�� &� �� '�

f(λ, θ0) =
1

λ2β0(1 + λ2)α0
, θ0 = (α0, β0) ∈ Θ, (6.1)

Θ 	 �
(�)�$� ��
"���� ($�)�$�� Θc 	 "�(%�"�$� %�
($�)�$� ($�)�$�
(

1
2 ,∞

)×(
0, 1

2

)
� ��& ��$�(� �� ��� *�$"#�+ ��� w(λ) = λ2b

(1+λ2)a � a > b > 0� � %�������(� ��"�,

$�$$� �(�� ��
���� -� *��(���+ .�/.��/ ����

σ2(θ) = σ2(α, β) = B

(
1
2
− β + b, a− b+ α+ β − 1

2

)
. (6.2)

0�"��!"� &� �(��� �� f ∈ L2(R)� �� (�1 
��� β ∈ (
0, 1

4

)
� 2"'� %��%������� '�

%�� θ1 �= θ2ψ(λ, θ1) = ψ(λ, θ2) (���� �� f(λ,θ1)
f(λ,θ2)

= σ2(θ1)
σ2(θ2)

(� ��� 3� � $� (�)� 
���� 4�"�(

3�$�(� �(��� �� ��"�$�$�� 5��� β ∈ (
0, 1

4

)
� �� $����$���! b > 1

4 � �"� (� 
�
�(�
���)��� ��"�$�$�+ 
� "�$#� ��&
���� &�
�&%�3�1 ���$���! C4′�

0
���(� � �(��� C5′ ���$�(��$� $�%�����$� *�$"#�+ ���

v(λ) =
λ2b′

(1 + λ2)a′
, a′ > b′ > 0, (6.3)

6�$"#�� v(λ) ln f(λ, θ) ���$�(��$� $�%�����$� � R×Θc� - �$7� � 
�"�� �(��� C5′(ii)
��"�$�1�!��� �"'�

a− a′ > b− b′ > 0. (6.4)

03���
$�� f(λ, θ) 
��3� 
�*���$#����$� &� θ = (α, β) ∈ Θc %�� "�)$�(� λ ∈ R\{0}�
8�� λ �= 0 fα(λ, θ) = −f(λ, θ) ln(1 + λ2)� fβ(λ, θ) = −f(λ, θ) lnλ2�

fαα(λ, θ) = f(λ, θ) ln2(1 + λ2), fαβ(λ, θ) = f(λ, θ) ln(1 + λ2) lnλ2,

fββ(λ, θ) = f(λ, θ) ln2 λ2.
(6.5)

��3�(�� '� *�$"#�9 &� �%��"� :;��< (�)��! 
��� %��
��)�$� &� $�%�����$���+ %��
"�)$�(� *�"����$�(� θ ∈ Θc 
� *�$"#��� �&$�3�$�� $� R�

=� "� ��"�) %�
�3���� '� �(��� N4′ ��"�$�1�!�� 
�& 
�
��"���� �
(�)�$!�
2"'� � �(��� N5′ (� ��&!(�(� *�$"#�+ v �� ��
� :��/<� �� �(��� :��>< &�
�&%�3�1

99 ���$���!� ? ���+ 3�� �� �(��� N6′ (�1 (��#�� "��� a − b > 1
2 � @�"�$�$$� �(���

N7′ $� %����
�1 $���� �
(�)�$!�
-��
�"� �����������( %���
$�� :��;<� &� *��(���+ :;��<

S1(θ) =
(
sij1 (θ)

)2

i,j=1
= −

(
σ2
ij(θ) −

σ2
i (θ)σ

2
j (θ)

σ2(θ)

)2

i,j=1

, (6.6)
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s111 (θ) = −σ2(θ)

[∫ ∞

−∞
ln2(1 + λ2)ψ(λ, θ)w(λ) dλ −

(∫ ∞

−∞
ln(1 + λ2)ψ(λ, θ)w(λ) dλ

)2
]
;

s221 (θ) = −σ2(θ)

[∫ ∞

−∞
ln2 λ2ψ(λ, θ)w(λ) dλ −

(∫ ∞

−∞
lnλ2ψ(λ, θ)w(λ) dλ

)2
]
;
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s121 (θ) = s211 (θ)

= −σ2(θ)

[∫ ∞

−∞
ln(1 + λ2) ln λ2ψ(λ, θ)w(λ) dλ

−
∫ ∞

−∞
ln(1 + λ2)ψ(λ, θ)w(λ)

∫ ∞

−∞
lnλ2ψ(λ, θ)w(λ) dλ

]
.

(6.7)
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ψ(λ, θ)w(λ)� λ ∈ R� ���	��� ����� ���
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S1(θ) = −σ2

[
D η cov(η, ζ)

cov(ζ, η) D ζ

]
. (6.8)
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s112 (θ) = 4π
∫ ∞

−∞

(
σ2(θ) ln(1 + λ2)− σ2

1(θ)
)2
ψ2(λ, θ)w2(λ) dλ;

s222 (θ) = 4π
∫ ∞

−∞

(
σ2(θ) ln λ2 − σ2

2(θ)
)2
ψ2(λ, θ)w2(λ) dλ;

s122 (θ) = s212 (θ)

= 4π
∫ ∞

−∞

(
σ2(θ) ln(1 + λ2)− σ2

1(θ)
)(
σ2(θ) ln λ2 − σ2

2(θ)
)
ψ2(λ, θ)w2(λ) dλ.

(6.9)
,
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�����
 u = (u1, u2)′ �= 0

〈S2(θ)u, u〉 = 4π
∫ ∞

−∞

∣∣(σ2(θ) ln(1 + λ2)− σ2
1(θ))u1 + (σ2(θ) ln λ2 − σ2

2(θ))u2

∣∣2
× ψ2(λ, θ)w2(λ) dλ

> 0,
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S(θ̂T ) P−→ S(θ0), T →∞,
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