
ISSN 1684-1565                                         МАТЕМАТИКА. МЕХАНІКА. (2)38/2017 ~ 15 ~ 
 

© Громик А., Конет І., Пилипюк Т., 2017

Для заданого початкового ряду (у першому рядку) справджується рівність    n n mx x   , водночас для остан-

нього ряду (у другому рядку) виконується умова    1n nx x   . Із теореми 3 слідує, що 
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Отже, справедливе таке твердження. 

Теорема 6. Якщо число x , представлене у вигляді розкладу в ряд Кантора (1), є раціональним (
ux
v

 ), то 

існують такі 0n Z , m N , що 1 2 1 2... ( ... 1)n n n n mq q q q q q v     . 
Висновки. У цій статті наведено критерій володіння раціональним числом двома різними зображеннями знакодо-

датним рядом Кантора. Достатня умова була доведена Г. Кантором, але мала більш громіздке доведення й інше 
формулювання.  

Доведено критерій раціональності чисел, представлених у термінах знакододатних рядів Кантора. У доведенні цієї 
теореми та її наслідків використовується поняття оператора зсуву цифр представлення числа знакододатним рядом 
Кантора. Цей оператор неявно фігурував у спробах різних учених сформулювати критерій раціональності, але чіткого 
результату для  ряду (1) у випадку довільної послідовності ( )kq у цих роботах  так і не отримано.  
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ГІПЕРБОЛІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА В КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ  
ЦИЛІНДРИЧНО-КРУГОВОМУ ПІВПРОСТОРІ З ПОРОЖНИНОЮ 

 
Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв'язків (матриць 

впливу та матриць Гріна) уперше побудовано інтегральне зображення єдиного точного аналітичного розв'язку гіпербо-
лічної крайової задачі математичної фізики в кусково-однорідному циліндрично-круговому півпросторі з порожниною. 

 
Вступ. Різноманітні прикладні задачі сучасної теплофізики, термомеханіки, теорії пружності, теорії електричних 

кіл, теорії коливань приводять до крайових і початково-крайових задач для диференціальних рівнянь із частинними 
похідними різних типів (еліптичних, параболічних, гіперболічних) не лише в однорідних областях, коли коефіцієнти 
рівнянь є неперервними, але й у неоднорідних та кусково-однорідних середовищах, коли коефіцієнти рівняння є кус-
ково-неперервними чи, зокрема, кусково-сталими [7, 14]. 
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Для досить широкого класу лінійних крайових задач для диференціальних рівнянь із частинними похідними в кус-

ково-однорідних середовищах ефективним методом побудови їх точних розв'язків виявився метод гібридних інтегра-
льних перетворень, які породжені гібридними диференціальними операторами, коли на кожній компоненті зв'язності 
кусково-однорідного середовища розглядаються або ж різні диференціальні оператори, або ж диференціальні опера-
тори того самого вигляду, але з різними наборами коефіцієнтів [3, 8–10]. 

Інтегральні зображення розв'язків гіперболічних крайових задач у необмежених кусково-однорідних циліндрично-
кругових середовищах одержано у працях [4, 5, 11, 12]. У цій статті, яка є логічним продовженням [6], ми пропонуємо 
інтегральне зображення єдиного точного аналітичного розв'язку гіперболічної крайової задачі в напівобмеженому ку-
сково-однорідному циліндрично-круговому півпросторі з циліндричною порожниною. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу побудови обмеженого на множині  
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 2 2 2 2
1 2 1( , , ) ( , , ), ( , , ), , ( , , )ng r z g r z g r z g r z     ; 1 2 1( , , ) { ( , , ), ( , , ), , ( , , )}ng t r g t r g t r g t r     ; 0 ( , , )g t z  – 

задані обмежені неперервні функції;  1 2 1( , , , ) ( , , , ), ( , , , ), , ( , , , )nu t r z u t r z u t r z u t r z      – шукана функція. 
Основний результат. Вважаємо, що розв'язок задачі (1)–(5) існує і задані й шукані функції задовольняють умови 

застосовності залучених нижче прямих та обернених інтегральних і гібридних інтегральних перетворень [15, 16, 1]. 
Побудований за методикою, розвинутою в [6] для напівобмеженого кусково-однорідного циліндрично-кругового півп-
ростору, методом інтегрального перетворення Фур'є на декартовій півосі (0; )  щодо змінної z [15], скінченного ін-
тегрального перетворення Фур'є щодо кутової змінної   [16] та гібридного інтегрального перетворення типу Вебера 

на полярній осі nI   з n  точками спряження щодо радіальної змінної r  [1], єдиний розв'язок гіперболічної крайової 
задачі (1)–(5) визначають функції 
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матриці впливу (функції впливу), компоненти ( , , , ) ( , , , , , 0)jk jkW t r z E t r z     тангенціальної матриці Гріна (тангенці-

альні функції Гріна) та компоненти 2 0 1
1 0 1 11 1 0( , , , , ) ( ) ( , , , , , )jr jW t r z a R E t r R z         радіальної матриці Гріна (раді-

альні функції Гріна) розглянутої задачі, де 
sin( ( , ) )( , , )

( , )
tG t   

  
  

, 2 2 2 2 2
1 1( , ) za         . 

Із використанням властивостей функцій впливу ( , , , , , )jkE t r z    і функцій Гріна ( , , , , )jkW t r z  , ( , , , , )jrW t r z    

безпосередньо перевіряємо, чи будуть функції ( , , , )ju t r z , які визначені формулами (6), задовольняти рівняння (1), 

початкові умови (2), крайові умови (3), (4) та умови спряження (5) у сенсі теорії узагальнених функцій [17]. 
Єдиність розв'язку (6) випливає із його структури (інтегрального зображення) та єдиності головних розв'язків (ма-

триць впливу і матриць Гріна) задачі (1)–(5). 
Методами із [2, 17] можна довести, що за відповідних умов на вихідні дані, формули (6) визначають обмежений 

класичний розв'язок гіперболічної початково-крайової задачі спряження (1)–(5). 
Підсумком викладеного вище є така теорема. 
Теорема. Якщо функції ( , , , ),jf t r z  1 ( , , ),jg r z  2 ( , , )jg r z , ( , , )jg t r   задовольняють умови: 

1) двічі неперервно диференційовані за кожною змінною; 
2) мають обмежену варіацію за геометричними змінними; 
3) абсолютно сумовні за змінною z  на (0; ) ; 

4) абсолютно сумовні з ваговою функцією ( ) ( )r r r    на проміжку ;nI   
5) справджують умови спряження, а функція 0 ( , , )g t z , двічі неперервно диференційована за кожною змінною, 

має обмежену варіацію за геометричними змінними, абсолютно сумовна за змінною z  на півосі (0; ) , то гіпер-
болічна початково-крайова задача спряження (1)–(5) має єдиний обмежений класичний розв'язок, який визначається 
за формулою (6). 

Зауваження 1. У випадку 0rj j zj ja a a a     формули (6) визначають структуру розв'язку гіперболічної крайо-

вої задачі (1)–(5) в ізотропному кусково-однорідному циліндрично-круговому півпросторі з циліндричною порожниною. 
Зауваження 2. Параметри 0 0

11 11,   дозволяють виділяти із формул (6) розв'язки початково-крайових задач спря-

ження у випадках задання на радіальній поверхні 0r R  крайової умови 1-го роду 0 0
11 11( 0, 1)    , 2-го роду 

0 0
11 11( 1, 0)      та 3-го роду 0 0

11 11( 1, 0)       . 
Зауваження 3. Параметр h  дозволяє виділяти із формул (6) розв'язки початково-крайових задач у випадках за-

дання на площині 0z   крайової умови 1-го роду ( )h   та 2-го роду ( 0)h   . 

Зауваження 4. Аналіз розв'язку (6) залежно від аналітичного виразу функцій ( , , , ),jf t r z  1 ( , , ),jg r z 2 ( , , ),jg r z  

( , , )jg t r  , 0 ( , , )g t z   проводиться безпосередньо із загальних структур. 

Зауваження 5. У випадку 0j   рівняння (1) є класичним тривимірним неоднорідним хвильовим рівнянням (рів-

нянням коливань) для ортотропного середовища у циліндричній системі координат. 
Зауваження 6. У випадку  11 110, 1;k k    12 0,k  12 1;k   21 1 ,k kE   21 0;k   22 2 ,k kE   22 0,k   де 1 ,kE  2

kE  – 

модулі Юнга ( 1, ,k n ), умови спряження (5) збігаються із класичними  умовами ідеального механічного контакту. 
Таким чином, у зазначених випадках 5, 6 розглянута гіперболічна крайова задача математичної фізики (1)–(5) є 

математичною моделлю вимушених коливних процесів у кусково-однорідному циліндрично-круговому півпросторі із 
циліндричною порожниною. 

Висновки. Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв'язків 
(функцій впливу та функцій Гріна) уперше побудовано інтегральне зображення єдиного точного аналітичного розв'язку 
гіперболічної крайової задачі математичної фізики в кусково-однорідному циліндрично-круговому півпросторі з цилін-
дричною порожниною. Одержаний розв'язок носить алгоритмічний характер, неперервно залежить від параметрів і 
даних задачі й може використовуватись як у подальших теоретичних дослідженнях, так і у практиці інженерних роз-
рахунків реальних процесів, які моделюються гіперболічними крайовими задачами математичної фізики кусково-од-
норідних середовищ. 
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ГИПЕРБОЛИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 

В КУСОЧНО-ОДНОРОДНОМ ЦИЛИНДРИЧЕСКИ-КРУГОВОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ С ПОЛОСТЬЮ 
Методом интегральных и гибридных интегральных преобразований в сочетании с методом главных решений (матриц влияния и 

матриц Грина) впервые построено интегральное представление единственного точного аналитического решения гиперболической 
краевой задачи математической физики в кусочно-однородном цилиндрически-круговом полупространстве с полостью. 
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HYPERBOLIC BOUNDARY VALUE PROBLEM  

IN PIECEWISE-HOMOGENEOUS CYLINDRICALLY-CIRCULAR HALFSPACE WITH CAVITY 
By means of method of integral and hybrid integral transforms in combination with the method of principal solutions (influence matrix and Green's 

matrix) the integral image of the only exact analytical solution of hyperbolic boundary value problem  of  mathematical physics in piecewise-homo-
geneous cylindrically-circular halfspace with cavity is constructed for the first time. 
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ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРА ХЮРСТА ДРОБОВОГО БРОУНІВСЬКОГО РУХУ  
В МОДЕЛІ РЕАЛЬНИХ ВИМІРЮВАНЬ 

 
Отримано консистентну оцінку параметра Хюрста дробового броунівського руху в моделі реальних вимірювань. 

Побудовано неасимптотичні довірчі інтервали. 
 
Вступ. Випадковий гауссів процес   , R ,H t t   із нульовим середнім та коваріаційною функцією  

   2 2 21, , , R
2

H H H
HB s t t s t s t s     , 

називається випадковим процесом дробового броунівського руху з параметром  Хюрста  0,1 .H    
Задача статистичного оцінювання параметра Хюрста дробового броунівського руху виникла в сучасних моделях 

гідромеханіки, метеорології, актуарної та фінансової математики і досліджувалася багатьма авторами. У статтях 
[4, 7, 8]  для оцінювання параметра Хюрста були застосовані бакстерівські суми.  На відміну від інших методів, метод 
бакстерівських сум дозволяє отримувати неасимптотичні довірчі інтервали. Теореми Леві – Бакстера забезпечують 
консистентність відповідних оцінок. Монографія [9] Пракаса Рао містить підрозділ, в якому розглянуто оцінювання 
параметрів методом бакстерівських сум.  

Останнім часом зріс інтерес до задач оцінювання невідомих  параметрів у моделях з похибками у спостереженнях. 
Так, у монографії [3] досліджено моделі регресії з похибками вимірювання. 

Реальне вимірювання значення випадкового процесу в точці здійснюється приладом, що має певну інерційність. 
Тому замість значення випадкового процесу  t  у момент часу ,t  прилад видає значення інтеграла     ,

A
s s ds   

де A  деякий окіл точки  ,t s  функція, що характеризує прилад [1].  
У цій статті отримано консистентну оцінку параметра Хюрста випадкового процесу дробового броунівського руху 

за спостереженнями, які здійснювалися приладом, що має певну інерційність. Пбудовано неасимптотичні довірчі ін-
тервали для цієї оцінки. 

 


