
ISSN 1684-1565                                          МАТЕМАТИКА. МЕХАНІКА. (1)39/2018 ~ 19 ~ 
 

ВИСНОВКИ. У данній статті, використовуючи властивості кумулянтів (4) асимптотично збурених груп операторів 
(1) квантових систем багатьох частинок [11], описано асимптотичну поведінку непертурбативного розв'язку (3) задачі 
Коші для ієрархії квантових рівнянь ББҐКІ в скейлінговій границі самоузгодженого поля. Встановлено, що в такому 
наближенні еволюція стану системи описується за допомогою розв'язку задачі Коші для ієрархії квантових рівнянь 
Власова (8), (9). 

Для початкових станів квантових систем статистично незалежних частинок (12) в границі самоузгодженого поля 
встановлено асимптотичну поведінку послідовності маргінальних кореляційних операторів (14), якою описується про-
цес поширення початкового хаосу (19) за допомогою розв'язку (18) квантового кінетичного рівняння Власова. 

Зауважимо, також що в [5] встановлено асимптотичну поведінку станів квантових систем багатьох частинок в скей-
лінговій границі самоузгодженого поля в іншій спосіб, а саме: на основі ієрархії дуальних квантових рівнянь ББҐКІ для 
послідовності маргінальних спостережуваних. Зокрема, такий підхід дає можливість побудови квантових кінетичних 
рівнянь з урахуванням кореляцій початкових станів [7], [11]. 

Аналогічно статті [9], наведені результати можуть бути поширені на системи багатьох ферміонів і бозонів та також 
на квантові системи багатьох частинок з кулонівським потенціалом взаємодії [17]. 
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ГІПЕРБОЛІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО  

ЦИЛІНДРИЧНО-КРУГОВОГО ШАРУ 
 
Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв'язків (матриць 

впливу та матриць Гріна) вперше побудовано інтегральне зображення єдиного точного аналітичного розв'язку гіпер-
болічної крайової задачі математичної фізики для кусково-однорідного циліндрично-кругового шару. 

 
ВСТУП. Теорія початково-крайових (мішаних) задач для диференціальних рівнянь з частинними похідними гіпер-

болічного типу, зокрема рівнянь математичної фізики, – важливий розділ сучасної теорії диференціальних рівнянь, 
який інтенсивно розвивається завдяки численним застосуванням її досягнень при дослідженні різноманітних матема-
тичних моделей різних процесів і явищ природи, механіки, фізики, хімії, техніки, новітніх технологій.  
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Вагомі результати з теорії задачі Коші та початково-крайових задач для рівнянь і систем рівнянь гіперболічного типу 

одержано у працях Адамара Ж. [1], Гордінга Л. [3], Митропольського Ю.О., Хоми Г.П., Громяка М.І. [13], Самойленка А.М., 
Ткача Б.П. [15], Смирнова М.М. [17], Чернятина В.А. [19] та інших відомих вітчизняних і зарубіжних математиків. 

Добре відомо, що складність досліджуваних крайових задач суттєво залежить як від властивостей коефіцієнтів 
рівнянь (різні види виродженостей і особливостей коефіцієнтів), так і від геометричної структури області (гладкість 
межі, наявність кутових точок тощо), в якій розглядається задача. На цей час досить детально вивчено властивості 
розв'язків  і розвинуто різноманітні методи побудови розв'язків (точні і наближені) крайових і мішаних задач для ліній-
них, квазілінійних та деяких нелінійних рівнянь різних типів (еліптичних, параболічних, гіперболічних) в однозв'язних 
областях (однорідних середовищах), які обумовлені згаданими вище властивостями коефіцієнтів рівнянь і геометрії 
області, та побудовано функціональні простори коректності задач в сенсі Адамара. 

Водночас багато важливих прикладних задач термомеханіки, теплофізики, дифузії, теорії пружності, теорії елект-
ричних кіл, теорії коливань механічних систем приводять до крайових і мішаних задач не тільки в однорідних середо-
вищах, коли коефіцієнти рівнянь є неперервними, але й в неоднорідних і кусково-однорідних середовищах, коли кое-
фіцієнти рівнянь є кусково-неперервними чи, зокрема, кусково-сталими [7, 16]. 

Виявляється, що для досить широкого класу лінійних крайових і мішаних задач у кусково-однорідних середовищах 
ефективним методом побудови їх точних розв'язків є метод гібридних інтегральних перетворень, що породжені гібри-
дними диференціальними операторами, коли на кожній компоненті зв'язності кусково-однорідного середовища розг-
лядаються або ж різні диференціальні оператори, або ж диференціальні оператори того ж самого вигляду, але з різ-
ними наборами коефіцієнтів [4, 8, 9]. 

Гіперболічні крайові задачі в необмежених кусково-однорідних циліндрично-кругових областях розглянуто у пра-
цях авторів [5, 6, 10, 11]. 

У цій статті методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв'язків 
побудовано єдиний точний аналітичний розв'язок гіперболічної крайової задачі математичної фізики для кусково-од-
норідного циліндрично-кругового шару. 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ. Розглянемо задачу побудови обмеженого на множині  
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π2 -періодичного щодо кутової змінної ϕ  класичного розв'язку гіперболічних диференціальних рівнянь з частинними 
похідними 2-го порядку [14] 
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та умовами спряження [8] 
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ОСНОВНА ЧАСТИНА. Припустимо, що розв'язок задачі (1)–(5) існує і задані й шукані функції задовольняють умови 

застосовності залучених нижче інтегральних перетворень [8, 18, 12]. 
До задачі (1)–(5) застосуємо скінченне інтегральне перетворення Фур'є на декартовому сегменті );l( 21 l−  щодо 

змінної z [8]: 
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У формулах (6)-(8) бере участь спектральна функція (ядро перетворення) 
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Інтегральний оператор sΛ  за формулою (6) внаслідок тотожності (8) тривимірній початково-крайовій задачі спря-

ження (1)–(5) ставить у відповідність задачу побудови обмеженого на множині { })2;0[;;0);,,( π∈ϕ∈>ϕ=′ +
nIrtrtD  π2 –

періодичного щодо кутової змінної ϕ  розв'язку диференціальних рівнянь 
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з початковими умовами 
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та умовами спряження 
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де ),,,()(),,()0(),,(),,( 2212 ϕ+ϕ+ϕ=ϕΦ rtwlvartwvartfrt jszjjszjjsjs  1,1 += nj . 
До задачі (9) – (12) застосуємо скінченне інтегральне перетворення Фур'є на проміжку [0;2 )π  до кутової змінної ϕ [18]: 
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Інтегральний оператор mF  за формулою (13) внаслідок тотожності (15) двовимірній початково-крайовій задачі 

спряження (9)-(12) ставить у відповідність задачу побудови обмеженого на множині { }+∈>=′′ nIrtrtD ;0);,(  розв'язку 
одновимірних диференціальних рівнянь гіперболічного типу 2-го порядку з оператором Бесселя 
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з початковими умовами 
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та умовами спряження 
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До одновимірної гіперболічної початково-крайової задачі спряження (16)–(19) застосуємо гібридне інтегральне пе-

ретворення типу Фур'є-Бесселя на полярній осі +
nI  з n  точками спряження щодо радіальної змінної r  [12]: 
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У формулах (20)-(22) беруть участь величини і функції: 
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та гібридний диференціальний оператор Бесселя 
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Запишемо диференціальні рівняння (16) та початкові умови (17) у матричній формі 
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де  ;2222
jszjjs aq χ+γ=  .1,1 += nj  

Інтегральний оператор )(nH , який діє за формулою (20), зобразимо у вигляді операторної матриці-рядка 
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і застосуємо за правилом множення матриць до задачі (24), (25). Внаслідок тотожності (22) одержуємо задачу Коші 
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Відомо [5], що єдиним розв'язком задачі Коші (28), (29) є функція 
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Застосуємо за правилом множення матриць операторну матрицю-стовпець (31) до матриці-елемента [ ]),(~ λtusm , 
де функція ),(~ λtusm  визначена формулою (30). Одержуємо єдиний розв'язок одновимірної гіперболічної початково-
крайової задачі спряження (16)–(19): 
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які визначають єдиний розв'язок гіперболічної початково-крайової задачі спряження (1)-(5). 
У формулах (33) застосовано компоненти 
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впливу (функції впливу) ),,,,,( ξϕρ zrtE , компоненти ),,,,,(),,,,( 1
1 lzrtEzrtW jkjk −ϕρ=ϕρ  нижньої тангенціальної матриці 

Гріна (нижні тангенціальні функції Гріна) ),,,,(1 zrtW ϕρ  та компоненти ),,,,,(),,,,( 2
2 lzrtEzrtW jkjk ϕρ=ϕρ  верхньої танген-

ціальної матриці Гріна (верхні тангенціальні функції Гріна) ),,,,(2 zrtW ϕρ  розглянутої задачі. 

З використанням властивостей функцій впливу ),,,,,( ξϕρ zrtE jk  і функцій Гріна ),,,,,(jk zrtW p ϕρ  2,1=p , безпо-

середньо перевіряється, що функції ),,,( zrtu j ϕ , визначені за формулами (33), задовольняють рівняння (1), початкові 
умови (2), крайові умови (3), (4) та умови спряження (5) в сенсі теорії узагальнених функцій [20]. 

Єдиність розв'язку (33) випливає із його структури (інтегрального зображення) та єдиності головних розв'язків  
(функцій впливу і функцій Гріна) задачі (1)–(5). 

Методами з [2, 20] можна довести, що при відповідних умовах на вихідні дані, формули (33) визначають обмежений 
класичний розв'язок гіперболічної початково-крайової задачі спряження (1)–(5). 

Підсумком викладеного вище є така теорема. 
Теорема. Якщо функції ),,,,( zrtf j ϕ  ),,,( zrg pj ϕ  ,2,1),,,( =ϕ prtwpj  задовольняють умови: 

1) двічі неперервно диференційовні за кожною змінною; 
2) мають обмежену варіацію за геометричними змінними; 
3) абсолютно сумовні з ваговою функцією )()( rrr σ=ρ  на осі ;+nI  
4) справджують умови спряження, то гіперболічна початково-крайова задача (1)–(5) має єдиний обмежений кла-

сичний розв'язок, який визначається за формулами (33). 
Зауваження 1. У випадку 0>≡== ϕ jzjjrj aaaa  формули (33) визначають структуру розв'язку гіперболічної крайо-

вої задачі в ізотропному кусково-однорідному циліндрично-круговому шарі. 
Зауваження 2. Параметри )2,1( =jp j  дозволяють виділяти з формул (33) розв'язки початково-крайових задач у ви-

падках задання на площинах 2, lzlz 1 =−=  крайових умов 1-го й 2-го роду та їх можливих комбінацій (1-1, 1-2, 2-1, 2-2). 
Зауваження 3. У випадку 0≡χ j  рівняння (1) є класичним тривимірним неоднорідним хвильовим рівнянням (рів-

нянням коливань, рівнянням Даламбера) для ортотропного середовища у циліндричній системі координат. 
Зауваження 4. Якщо  ;1,0 1111 =β=α kk ,012 =αk ;112 =βk  ,121

kk E=α  ;021 =βk  ,222
kk E=α  ,022 =βk  де ,1

kE  kE2  – модулі 

Юнга ( ,,1 nk = ) умови спряження (5) збігаються з класичними  умовами ідеального механічного контакту. 
Таким чином, у зазначених випадках 3, 4 розглянута гіперболічна крайова задача математичної фізики (1)–(5) є 

математичною моделлю вимушених коливних процесів у кусково-однорідному циліндрично-круговому шарі. 
 
ВИСНОВКИ. Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв'я-

зків (матриць впливу та матриць Гріна) вперше побудовано інтегральне зображення єдиного точного аналітичного 
розв'язку гіперболічної крайової задачі математичної фізики для кусково-однорідного циліндрично-кругового шару. 
Одержаний розв'язок носить алгоритмічний характер, неперервно залежить від параметрів і даних задачі й може бути 
використаний як в подальших теоретичних дослідженнях, так і в практиці інженерних розрахунків реальних процесів, 
які моделюються гіперболічними крайовими задачами математичної фізики кусково-однорідних середовищ.  
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ЦИЛЛИНДРИЧЕСКИ-КРУГОВОГО СЛОЯ 

 
Методом интегральных и гибридных интегральных преобразований в сочетании с методом главных решений (матриц влияния  

и матриц Грина) впервые построено интегральное представление единственного точного аналитического решения гиперболической 
краевой задачи математической физики для кусочно-однородного цилиндрически-кругового слоя. 
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HYPERBOLIC BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR A PIECEWISE HOMOGENEOUS  

CYLINDRICALLY CIRCULAR LAYER 
 

By means of method of integral and hybrid integral transforms in combination with the method of principal solutions (influence matrix and Green's 
matrix) the integral image of the only exact analytical solution of hyperbolic boundary value problem of mathematical physics for piecewise-homo-
geneous cylindrically-circular layer is constructed for the first time. 
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ГІПЕРБОЛІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО  

ЦИЛІНДРИЧНО-КРУГОВОГО ШАРУ З ПОРОЖНИНОЮ  
 
Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетворень у поєднанні з методом головних розв'язків (матриць 

впливу та матриць Гріна) вперше побудовано інтегральне зображення єдиного точного аналітичного розв'язку гіпер-
болічної крайової задачі математичної фізики для кусково-однорідного циліндрично-кругового шару з порожниною. 

 
ВСТУП. Відомо, що різноманітні прикладні задачі сучасної теплофізики, термомеханіки, теорії пружності, теорії 

електричних кіл, теорії коливань механічних систем приводять до крайових і початково-крайових (мішаних) задач для 
диференціальних рівнянь з частинними похідними різних типів (еліптичних, параболічних, гіперболічних) не тільки в 
однорідних середовищах, коли коефіцієнти рівнянь є неперервними, але й в неоднорідних і кусково-однорідних сере-
довищах, коли коефіцієнти рівнянь є кусково-неперервними чи, зокрема, кусково-сталими [5, 10]. 

Для досить широкого класу лінійних крайових і мішаних задач для диференціальних рівнянь з частинними похід-
ними в кусково-однорідних середовищах ефективним методом побудови їх точних розв'язків виявився метод гібрид-
них інтегральних перетворень, які породжені гібридними диференціальними операторами, коли на кожній компоненті 
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