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Анотація. У статті розглянуто можливості та особливості використання 

функцій, які формуються як корені відповідної степені із поліномів тієї самої степені, 
для інтерполяції та апроксимації граничної траєкторії електронного пучка у разі 
його проходження в іонізованому газі за умови компенсації власного просторового 
заряду електронів позитивними іонами залишкового газу. Показано, що характер 
функціональних залежностей, які розглядаються, відповідає адекватному описанню 
граничних траєкторій короткофокусних електронних пучків за визначених фізичних 
умов. Математичні функції, що задаються як корені відповідної степені із поліномів 
тієї самої степені, мають один глобальний мінімум, а за межами області мінімуму 
їхня поведінка є близькою до лінійної. Саме такі функціональні залежності у разі 
правильного підбору поліноміальних коефіцієнтів найбільш точно та адекватно 
описують граничні траєкторії короткофокусних електронних пучків за умови 
їхнього транспортування в іонізованому газі. Обґрунтовано, що для пошуку 
оптимальних значень поліноміальних коефіцієнтів в ході розв’язування задачі 
апроксимації зручно використовувати символьний процесор та бібліотечні функції 
системи науково-технічних розрахунків MatLab.  Розглянуті тестові приклади 
такої апроксимації та показано, що її похибка за умови правильного підбору 
поліноміальних коефіцієнтів не перевищує 10%. 

Ключові слова: електронний пучок, гранична траєкторія, інтерполяція, 
апроксимація, транспортування електронного пучка, іонізований газ, просторовий 
заряд 
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Abstract. Possibilities and particularities of using the functions, which are formed as 

the roots of corresponded power from the polynomials of same power, for interpolation and 
approximation of the boundary trajectory of electron beam during its propagation in the 
ionized gas in the conditions of compensation of the intrinsic space charge of electrons by 
the positive ions of residual gas, are considered in the article. It’s have been shown, that the 
nature of considered functional dependences is strongly corresponded to adequate 
describing of the boundary trajectories of electron beams for the defined physical conditions. 
The mathematical functions, which are set as the roots of corresponded power from the 
polynomials of same power, always have the one global minimum, and outside the minimum 
area its nature is mostly seems to linear. Namely such functions in the case of correct 
choosing of polynomial coefficients most accurately, as well as adequate, described the 
boundary trajectories of short-focus electron beams in the case of its guiding in the ionized 
gas. It is reasoned, that for finding the optimal values of polynomial coefficients during the 
solving the approximation task is suitable to use the symbolic processor and the library 
functions of the system of scientific and technical calculations MatLab. The test examples 
of such approximation are also considered. It is shown, that generally the error of 
approximation is smaller, than 10%. 

Keywords: Electron Beam, Boundary Trajectory, Interpolation, Approximation, 
Propagation of Electron Beam, Space Charge 

 
Вступ 
Сучасні електронно-променеві технології знаходять широке 

впровадження у різних галузях промисловості, зокрема для зварювання, 
паяння, відпалювання виробів із конструкційних матеріалів, нанесення 
металевих та керамічних плівок та покриттів, а також в технологіях плавлення 
тугоплавких металів та неметалевих матеріалів у вакуумі з метою їхнього 
очищення. Тобто, електронний промінь зазвичай використовується як 
ефективний інструмент для проведення  технологічних операцій, пов’язаних із 
термічною обробкою речовини. Сьогодні електронно-променеві технології 
найбільше використовуються у таких провідних галузях промисловості, як 
машинобудування, приладобудування, авіаційна та суднобудівна 
промисловість, електронна промисловість, а також металургія [1 – 4]. Одним 
із найбільш ефективних та перспективних сучасних застосувань електронного 
променю як технологічного інструменту є адитивні технології, які пов’язані із 
формуванням із металів тривимірних поверхонь складної геометричної форми 
шляхом плавлення металевого дроту або порошкового матеріалу у низькому 
вакуумі [5, 6]. Головними перевагами щодо використання в промисловості 
сучасних адитивних технологій є значна економія ресурсів та висока 
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енергетична ефективність, а також можливості отримання матеріалів з 
новими, унікальними властивостями [5, 6]. 

Головними перевагами сучасних електронно-променевих технологій над 
іншими способами високотемпературної обробки речовини, зокрема 
лазерними, плазмовими та надвисокочастотними технологіями, є наступні [1 – 
3]. 

1. Висока загальна потужність електронного пучка. Зазвичай для 
технологічних джерел електронів різного типу значення загальної потужності 
електронного пучка може досягати сотень кВт. 

2. Висока питома потужність електронного пучка. Зазвичай для 
технологічних джерел електронів різного типу максимальне значення цього 
параметру може бути порядку 109 Вт/м2. 

3. Проведення технологічних операцій, пов’язаних із нагрівом речовини, у 
вакуумі.  У такий спосіб зазвичай вдається забезпечити надвисоку хімічну 
чистоту речовини, яка обробляється. 

4. Простота керування просторовими та енергетичними параметрами 
електронних пучків з використанням електричних та магнітних полів. 

5. Можливість забезпечення роботи джерел електронів в імпульсному 
режимі. Це дозволяє використовувати в електронно-променевих технологіях 
різноманітні складні фізичні ефекти, які пов’язані з обробкою речовини 
тепловими імпульсами заданої потужності, тривалості та частоти [1, 2]. 

Цілком зрозуміло, що розробка та впровадження у промисловість 
сучасних електронно-променевих технологій неможлива без ефективного 
використання методів математичного моделювання. Головним завданням 
такого моделювання є визначення енергетичних та геометричних параметрів 
електронних пучків, оскільки саме через ці параметри можна оцінити 
потенціальні можливості електронного пучка як технологічного інструменту.  
Зокрема, у роботах [7, 8] відмічалась важливість вирішення завдання 
інтерполяції та апроксимації енергетичних та просторових параметрів 
електронних пучків. Оцінки параметрів електронних пучків з використанням 
методів інтерполяції та апроксимації є особливо важливими для таких 
технологічних процесів, як зварювання, розмірна обробка виробів та сучасні 
адитивні технології, пов’язані із наплавленням металів на плоску поверхню. 
Для таких процесів передбачення закономірності розподілу густини струму 
електронного пучка у фокальній площині з метою вирішення завдання 
оптимізації  теплової дії електронного пучка є вкрай важливою науково-
технічною проблемою. Така проблема має особливо суттєве значення для 
джерел електронів, які працюють у складних фізичних умовах низького 
вакууму, зокрема для джерел електронів на основі високовольтного тліючого 
розряду (ВТР) [4, 9 – 13]. Головними перевагами технологічних джерел 
електронів на основі ВТР є наступні [4 – 6, 9 – 13]. 

1. Відносна простота конструкції гармати та, відповідно, її невисока 
вартість. 
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2. Можливість роботи гармат ВТР із різними технологічними газами, 
зокрема інертними та активними. За таких умов обрання робочого газу 
зазвичай насамперед обумовлюється вимогами технологічного процесу, який 
реалізується. 

3. Відносна простота вакуумного технологічного обладнання та системи 
високовольтного живлення гармати, що у значній мірі знижає вартість 
електронно-променевого технологічного обладнання. 

4. Відносно великий термін служби холодного катоду електронних гармат 
ВТР, що підвищує надійність роботи гармати в процесі проведення 
довготривалих технологічних операцій та, у значній мірі, спрощує технічне 
обслуговування та ремонт промислових технологічних гармат ВТР. 

5. Відносна простота розбирання та збирання електронних гармат ВТР з 
метою заміни відпрацьованих вузлів, зокрема холодного катоду ВТР. 

6. Простота керування струмом електронного пучка як газодинамічним 
способом, через зміну газового потоку у камеру гармати, так і електричним 
способом, через запалювання допоміжного розряду у порожнині розрядного 
проміжку. 

7. Можливість роботи електронних гармат ВТР в імпульсному режимі. 
Одна із фізичних особливостей роботи джерел електронів на основі ВТР 

полягає у тому, що вони формують короткофокусні електронні пучки, які 
необхідно транспортувати до виробів, які обробляються, в складних фізичних 
умовах низького вакууму. Особливості адекватного математичного описання 
граничної траєкторії таких пучків з використанням методів інтерполяції та 
апроксимації розглядатимуться у цій статті далі. 

 
Загальна постановка завдання апроксимації граничної траєкторії 

електронного пучка 
У загальному вигляді завдання інтерполяції та апроксимації граничних 

траєкторій короткофокусних електронних пучків, які формуються 
електронними гарматами ВТР, а також відповідні математичні функції, які 
можна використовувати для розв’язування цього завдання, були розглянуті у 
роботах [7, 8]. У роботах [14 – 16] був розглянутий окремий важливий клас 
алгебраїчних функцій, властивості яких дозволяють за одну ітерацію 
проводити інтерполяцію граничних траєкторій електронних пучків, що 
формуються джерелами електронів ВТР, без розбиття цих траєкторій на 
окремі відрізки та із невеликими похибками. Для вирішення поставленої 
інтерполяційної задачі як базові точки та як достовірні числові дані бралися 
результати чисельних розрахунків просторових параметрів електронних 
пучків, що формуються джерелами електронів ВТР, за умови їхнього 
транспортування у низькому вакуумі з компенсацією просторового заряду 
електронів іонами залишкового газу [17]. 

У загальному вигляді завдання інтерполяції або апроксимації граничної 
траєкторії короткофокусного електронного пучка, за умови його 
транспортування в низькому вакуумі, було поставлено в роботах [14 – 16]. Така 
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постановка завдання ґрунтується на загальнотеоретичних положеннях, 
сформульованих наприкінці ХХ століття в монографіях [7, 8], які залишаються 
актуальними і сьогодні. За будь-яких фізичних умов завдання інтерполяції або 
апроксимації значення радіусу короткофокусного електронного пучка r 
відносно поздовжньої координати h можна формулювати наступним чином. 
Необхідно знайти таку функцію r(h), яка має один глобальний мінімум rmin = 
r(hmin) та є симетричною відносно фокальної площини h = hmin, тобто, 
задовольняє наступній умові [7, 8]: ��4ℎ�.� − δℎ6�ℎ = − ��4ℎ�.� + δℎ6�ℎ  (1) 

де h  – нескінченно мала зміна величини h.  
Головною проблемою розв’язування задачі апроксимації граничної 

траєкторії електронного пучка з використанням співвідношення (1) є 
правильний вибір функції апроксимації. Головною вимогою до цієї функції є 
адекватне відображення геометрії граничної траєкторії електронного пучка у 
низькому вакуумі. У роботах [14 – 16] було показано, що у разі малої питомої 
потужності та в умовах компенсації просторового заряду електронів іонами 
залишкового газу гранична траєкторія електронного пучка має один 
глобальний мінімум в області фокуса пучка, а за межами фокальної області 
вона є близькою до прямої лінії. Тому будемо шукати функціональну 
залежність для апроксимації граничної траєкторії електронного пучка 
виходячи саме з урахуванням цієї умови та співвідношення (1). 
 

Вибір функції апроксимації 
У роботах [14 – 16] був запропонований метод інтерполяції електронного 

пучка з використанням алгебраїчних функцій, в яких залежність радіуса 
електронного пучка від довжини дрейфу електронів в іонізованому газі r(h) 
формуються як корінь степені n з поліному тієї самої степені, тобто: �4ℎ6 = ^��ℎ� + ���	ℎ��	 + ⋯ + �[ℎ[ + �	ℎ + �~�  (2) 
де n – порядок функції інтерполяції. 

У роботах [14 – 16] також було наведено порівняння результатів 
інтерполяції граничної траєкторії електронного пучка з даними чисельного 
моделювання, отриманими як результат розв’язування системи алгебро-
диференціальних рівнянь, які описують рух електронів в іонізованому газі. 
Інтерполяція проводилась з використанням функцій з другого до п’ятого 
порядків, заданих співвідношенням (2). Було показано, що похибка 
інтерполяції відносно даних чисельного моделювання не перевищує 10% [14 
– 16]. Для поліномів з другого до шостого порядку в роботі [14] також були 
отримані аналітичні вирази для коефіцієнтів Cn … C0. Отримані результати 
інтерполяції для значень струму електронного пучка Iп = 0,5 А та 
прискорювальної напруги Uпр = 10 кВ, за умови тиску в розрядній камері 
гармати p = 0,1, Па представлені на рис. 1, а. На рис. 1, б наведені відповідні 
графічні залежності для значення похибки інтерполяції. Як видно з графічних 
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залежностей, наведених на рис. 1, б, похибка інтерполяції для заданих 
значень чисельного моделювання граничної траєкторії електронного пучка не 
перевищувала 0,6%. 

  
а) б) 

Рис. 1 Результати інтерполяції граничної траєкторії електронного пучка функціями (2) різних 
порядків (а) та значення відносної похибки інтерполяції (б) [14, 16]. Жирна суцільна лінія – 

результати чисельного моделювання. Результати інтерполяції: тонка суцільна лінія – 
функція другого порядку, штрихова лінія – функція третього порядку, пунктирна лінія – 

функція четвертого порядку, штрихпунктирна лінія – функція п’ятого порядку. Базові точки 
функцій інтерполяції відмічені наступним чином: коло – для функції другого порядку, 

квадрат – для функції третього прядку, ромб – для функції четвертого порядку, шестикутник 
– для функції п’ятого порядку. 

Для значень коефіцієнтів функції інтерполяції другого порядку, заданої 
співвідношенням: �4ℎ6 = ^�[ℎ[ + �	ℎ + �~ (3) 
яке є наслідком співвідношення (2), у роботі [14] були отримані наступні 
аналітичні вирази: 9	 = �aa��̀aja�j`; 9[ = ��a��̀aj��j`; 9� = ja�j`j��ja; �[ = �a��`j��ja; �	 = 9	 − 49[ − 9	69� 

�~ = �	[ − 9[ − 9	ℎ� − ℎ[ ℎ	[ − 49	 − 49[ − 9	69�6ℎ	 
(4) 

де (h1, r1), (h2, r2), (h3, r3) – координати трьох базових точок інтерполяції. 
За умови відомих поліноміальних коефіцієнтів C0, C1 та C2, які 

визначаються співвідношеннями (4), положення фокусу електронного пучка 
h2min можна визначити як точку мінімуму функції (3), а фокальний радіус 
електронного пучка – як значення цієї функції у цій точці r2min(h2min). Тоді для 
обчислення фокальних параметрів електронного пучка можна записати 
наступні аналітичні співвідношення [14, 16]:  ℎ [�.� = − ¡`[¡a,  � [�.� = ¢�~ − ¡ à£¡a (5) 

Відповідно, для значень коефіцієнтів функції інтерполяції третього 
порядку, заданої співвідношенням: �4ℎ6 = ^��ℎ� + �[ℎ[ + �	ℎ + �~�  (6) 
у роботі [14] були отримані наступні аналітичні вирази: 
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9	 = ¤��¥¤�̀¦�¥¦`�¤a�¥¤�̀¦a¥¦`ja�j� ; 

9[ = ¤§�¥¤�̀¦§¥¦`�¤a�¥¤�̀¦a¥¦`ja�j§ ; 9� = jaa�j�a�j�j`�jaj`ja�j� ; 9£ = jaa�j§a�j§j`�jaj`ja�j§ ; 9¨ = �a���̀�ja�j`; 9© = �`��a����§; �~ = �	� − ��ℎ	� − �[ℎ	[ − �	ℎ	 �	 = 9¨ − 4ℎ[[ + ℎ[ℎ	+ℎ	[69© − 4ℎ[ + ℎ	649	 − 9©9�6; �[ = 9	 − 9	 − 9[9� − 9£ 9� �� = �`��a����§, ; 

(7) 

де (h1, r1), (h2, r2), (h3, r3), (h4, r4) – координати чотирьох базових точок функції 
інтерполяції.  

У разі використання інтерполяційної функції (6), за умови відомих 
поліноміальних коефіцієнтів C0, C1, C2 та C3, визначених співвідношеннями (7), 
положення фокусу електронного пучка hf3min можна обчислити як корінь 
квадратного рівняння 3��ℎ[ + 2�[ℎ + �	 = 0. Тоді фокальний радіус пучка 
визначається як rf3min(hf3min) за співвідношенням (6). Відповідно, маємо наступні 
аналітичні вирази [14, 16]: ℎ ��.� = − ¡a�¡�, � ��.� = ¢ £¡a�[«¡�a − ¡`¡a�¡� + �~�

 (8) 

Суттєвий недолік методу інтерполяції траєкторії електронного пучка з 
використанням співвідношення (2) полягає у тому, що кількість точок, через які 
проводиться інтерполяційна функція, завжди має відповідати кількості 
невідомих поліноміальних коефіцієнтів. Наприклад, для визначення 
коефіцієнтів функції п’ятого порядку, заданої співвідношенням (2), необхідно 
взяти шість базових точок [14, 16]. Такий підхід може бути використаний лише 
за умови, що базові точки є результатом попередніх чисельних розрахунків та 
всі їхні значення ri(hi) можна вважати досить точними та достовірними. 
Навпаки, у разі використання для оцінки фокальних параметрів електронного 
пучка експериментальних даних, точність яких зазвичай суттєво залежить від 
умов проведення натурного експерименту, проте кількість обраних базових 
точок може бути достатньо великою, для проведення числових оцінок 
граничної траєкторії пучка та його фокальних параметрів бажано 
використовувати методи апроксимації [18 – 22]. Наприклад, для визначення 
фокальних параметрів короткофокусних електронних пучків, які формуються 
гарматами ВТР та проводяться в залишковому іонізованому газі в фізичних 
умовах вільного дрейфу електронів, базові точки граничної траєкторії пучка 
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можна досить точно визначити як границю світлої та темної областей на 
фотографіях розрядного проміжку [18]. У такому разі для апроксимації 
експериментальних даних також може бути використана функція (2) 
відповідного порядку. Доречність використання цієї функції для розв’язування 
завдання апроксимації граничної траєкторії електронного пучка є зрозумілою 
та насамперед обґрунтована тим, що похибка інтерполяції результатів 
моделювання для аналогічного завдання з використанням функції (2), згідно із 
графічними залежностями, наведеними на рис. 1, є досить низькою. 
 

Методика розв’язування завдання апроксимації граничної траєкторії 
електронного пучка 

У загальному випадку завдання апроксимації експериментальних даних, 
які описують граничну траєкторію електронного пучка, за умови відомих 
відлікових значень функції ri = r(hi), відповідає умові найменшої суми квадратів 
відстані від відлікової точки (hi, ri) до поточного значення функції r(hi) [21, 22]. 
Тобто, враховуючи співвідношення (2) для визначеної функції апроксимації 
r(hi), у загальному випадку можна записати: 

V�� … �~X = �O�� − �4ℎ�, �� … �~6P[­
��	 ®�.� (9) 

де n – степінь поліноміальної функції, m – кількість відлікових значень.  
Інакше кажучи, узагальнене завдання апроксимації граничної траєкторії 

електронного пучка полягає у тому, щоб знайти такі значення коефіцієнтів 
функції (2) відповідного порядку, для яких виконується співвідношення (9). У 
підручниках [21, 22] також було показано, що у будь-якому випадку статистичні 
оцінки, виконані з використанням співвідношення (9), є найбільш 
правдоподібними. 

Застосовуючи відомі методи розв’язування екстремальних задач через 
пошук часткових похідних від функції багатьох змінних [23], узагальнене 
співвідношення (9), з урахуванням формули (2), можна переписати наступним 
чином [21, 22]: 

⎩⎪
⎨⎪
⎧� u�� − ^��ℎ� + ���	ℎ��	 + ⋯ + �[ℎ[ + �	ℎ + �~� v ³�4ℎ�, �� … �~6³�~

­
��	 = 0;… … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … …
� u�� − ^��ℎ� + ���	ℎ��	 + ⋯ + �[ℎ[ + �	ℎ + �~� v ³�4ℎ� , �� … �~6³��
­

��	 = 0. (10) 

Проте слід відзначити, що розв’язування системи рівнянь (10) у разі 
нелінійної функції r(h) від багатьох змінюваних параметрів, аналогічних функції 
(2), є вкрай ускладненим. Способи аналітичного розв’язування деяких більш 
простих завдань апроксимацій для поліноміальних та однопараметричних 
функцій описані у підручнику [21], а способи чисельного розв’язування систем 
нелінійних рівнянь, аналогічних (10) – у навчальних посібниках [22, 23]. 
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З іншого боку, у роботах [18 – 20] була запропонована дещо інша, більш 
універсальна методика розв’язування завдання апроксимації, яка ґрунтується 
на використанні символьного процесора та бібліотечних функцій системи 
науково-технічних розрахунків MatLab. Перевагою цієї методики є те, що вона 
орієнтована на більш широкий клас аналітичних функцій, а її сутність полягає 
у здійснені наступних алгоритмічних дій [19, 20]. 

1. На першому етапі задаються вектори відлікових вхідних даних для 
значень аргументу та функції. Для завдання апроксимації граничної траєкторії 
короткофокусного електронного пучка, яке розглядається, це вектори значень 
довжини дрейфу [h1, …, hm] та  радіусу пучка [r1, …, rm].  

2. Визначається функція апроксимації та її параметри, які варіюються. Для 
завдання апроксимації, яке розглядається, теоретично обґрунтовано 
використання функції (2), для якої варійованими параметрами є значення 
коефіцієнтів  Cn … C0. Зрозуміло, що для поліномів низьких порядків це 
завдання вкрай спрощується. На практиці доцільно використовувати функцію 
другого порядку, задану співвідношенням (3), та третього, задану 
співвідношенням (6). 

3. В результаті алгебраїчних перетворень через команди символьного 
процесору системи MatLab здійснюється пошук найбільш простого 
аналітичного виразу для функції регресії (9). Узагальнений алгоритм 
розв’язування цього завдання буде розглянутий далі. 

4. Отриманий аналітичний вираз записується до окремого файлу та 
надалі, для інтерпретатора системи MatLab, розглядається як зовнішня 
функція [19, 20]. Для автоматичного виконання цієї дії можуть бути використані 
стандартні функції системи MatLab fopen(), fwrite() та fclose() з відповідними 
параметрами. Крім цього, необхідно перетворювати результати роботи 
символьного процесору до рядкових змінних з використанням системної 
команди char(). Параметри цих команд та приклади їхнього використання для 
розв’язування завдання апроксимації були досконало описані у навчальних 
посібниках [19, 20]. 

5. З використанням бібліотечних функцій системи MatLab fmins() або 
fminsearch() з відповідними параметрами проводиться пошук мінімального 
значення багатопараметричної функції регресії F(Cn … C0),  отриманої з 
використанням команд аналітичного процесора. Особливості використання 
цих бібліотечних функцій для різних версій системи також були описані у 
навчальних посібниках [19, 20]. 

Пункт 3 описаного вище алгоритму виконується з використанням засобів 
аналітичного процесора системи MatLab через наступні дії [18 – 20]. 

1. Змінні C0 ... Cn, hk та rk задаються як символьні з використанням 
команди аналітичного процесора syms. 

2. Записується аналітичний вираз rk(hk), який відповідає функції (2) для 
заданого порядку функції апроксимації. Наприклад, для поліному другого 
порядку це буде функція (3), а для поліному третього порядку – функція (6). 
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3. Через відому функцію rk(hk) записується аналітичний вираз для 
рівняння регресії (9), в який, з використанням команди символьного процесора 
subs, замість символьної змінної hk підставляються відлікові значення h(i). 

4. З використанням команд символьного процесора expand, collect та 
simplify, спрощується отриманий аналітичний вираз для функції регресії. 

5. Завершення аналітичних перетворень та виконання пункту 4 загального 
алгоритму, який був описаний вище. 

Відповідні командні рядки системи MatLab мають наступний вигляд. 
>> syms C0 C1 C2 C3 hk rk 
>> rk=(C3*hk^3+C2*hk^2+C1*hk+C0)^(1/3) 
>> Rs=sum((subs(rk,hk,h)-r).^2); 
>> Rssimp=simplify(Rs) 
Особливості використання команд символьного процесора системи 

MatLab також описані у навчальних посібниках [19, 20]. 
Блок-схема описаного вище узагальненого алгоритму апроксимації 

граничної траєкторії короткофокусного електронного пучка наведена на рис. 2. 
Єдиним недоліком описаної методики апроксимації є те, що аналітичний 

вираз для функції регресії F(Cn … C0) безпосередньо залежить від відлікових 
значень довжини дрейфу електронів hi та радіусу електронного пучка ri. Тобто, 
для кожного нового проведеного експерименту функцію регресії необхідно 
будувати заново. Це не дозволяє використовувати отримані раніше 
результати моделювання для створення математичних моделей нових гармат 
ВТР. Наприклад, якщо розробляється нова гармата підвищеної потужності, 
або з меншим фокальним радіусом електронного пучка, всю описану вище 
послідовність обчислювальних дій, а також проведення натурних 
експериментів по фотографуванню пучка в розряді, необхідно проводити з 
самого початку. Незважаючи на цей недолік, а також з урахуванням того, що 
сучасні системи науково-технічних розрахунків мають потужні аналітичні 
процесори, описана методика апроксимації може бути майже повністю 
автоматизованою. 
Крім цього, використання спрощеної форми рівняння регресії (9) значно 
скорочує час пошуку оптимальних значень коефіцієнтів Cn … C0, особливо у 
разі, коли досить точно підібрані їхні початкові значення. Спосіб підбору 
початкових значень поліноміальних коефіцієнтів, який дозволяє у значній мірі 
прискорити роботу алгоритмів пошуку їхніх оптимальних значень, 
реалізованих у бібліотечних функціях системи MatLab, буде розглянутий у 
наступному розділі статті. Альтернативою використання системи науково-
технічних розрахунків MatLab для реалізації описаного вище алгоритму 
апроксимації граничної траєкторії короткофокусного електронного пучка може 
бути використання засобів програмування та бібліотечних функцій сучасної 
некомерційної системи науково-технічних розрахунків Anaconda, яка написана 
відкритим кодом на мові програмування IPython. Основні засоби 
програмування системи Anaconda описані в навчальних посібниках [24, 25]. 
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Рис. 2 Блок-схема алгоритму розв’язування задачі апроксимації граничної траєкторії 

короткофокусного електронного пучка з використанням засобів аналітичного процесору та 
бібліотечних функцій системи науково-технічних розрахунків MatLab 

Результати інтерполяції та апроксимації граничної траєкторії 
короткофокусного електронного пучка та їхній аналіз 
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 C0 ... Cn, hk та rk 
як символьних  

Кінець 

 

Початок 

1 

Читання векторів 
базових точок: 
[h1, …, hm] та   
[r1, …, rm] 

2 

Визначення порядку n 
функції апроксимації (2) та 
коефіцієнтів Cn … C0 як 
варійованих параметрів 

5 
Спрощення 
аналітичному виразу 
для функції F(Cn … C0) 

Запис отриманого 
аналітичному виразу 
для функції F(Cn … C0) 
до зовнішнього файлу 

6 

Пошук мінімального 
значення функції  
F(Cn … C0) 

7 
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З використанням методики, яка була описана у попередньому розділі 
статті, була проведена апроксимація експериментальних даних, отриманих в 
лабораторії електронно-променевих технологічних пристроїв Національного 
технічного університету України «Київський політехнічний інститут імені Ігоря 
Сікорського», де протягом 50 років проводиться розробка різноманітних 
електронних гармат ВТР технологічного призначення [4 – 6, 11, 12], а також 
програмних засобів для моделювання та інженерного проектування таких 
джерел електронів [14 – 20]. Два відповідних набори експериментальних 
даних, отриманих для технологічних електронних гармат ВТР з різними 
параметрами, наведені у таблиці 1. Вимірювання радіусу короткофокусного 
електронного пучка на різній висоті проводилися з використанням металевого 
зонду, який обертається [7, 8], та осцилографу С1-68. Для першого 
експерименту прискорювальна напруга електронної гармати складала 25 КВ, 
струм розряду становив 300 мА, а тиск у розрядній камері гармати – 1,5 Па. 
Для другого експерименту прискорювальна напруга електронної гармати 
складала 15 КВ, струм розряду становив 1 А, а тиск у розрядній камері гармати 
– 5 Па.  В першому експерименті досліджувалась гранична траєкторія 
електронного пучка, який формується гарматою, призначеною для 
зварювання корпусів мідних виробів із товщиною стінки 1 мм, а у другому – 
пучка, який формується гарматою, призначеною для нанесення плівок оксиду 
алюмінію на алюмінієву підкладку. 

Таблиця 1   
Набори експериментальних даних, які були використані для тестування описаної методики 

апроксимації 

 
Експеримент 1  
h, 
cм 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

r, 
мм 

2,1 1,8 1,6 1,3 1,5 1,8 2,2 2,5 3,0 3,3 3,5 

Експеримент 2 
h, 
cм 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

r, 
мм 

4,8 4,6 4,3 4,0 3,7 3,6 3,5 3,6 3,7 4,1 4,3 

 
Поліноміальні коефіцієнти, отримані для функції другого порядку (3) та 

третього порядку (6) у разі використання співвідношень (4, 7) та описаної у 
попередньому підрозділі методики апроксимації, наведені у таблиці 2. 
Результати інтерполяції, отримані з використанням співвідношень (4, 7), були 
використані як початкові дані для пошуку мінімуму функції регресії з 
використанням функції fminsearch() системи науково-технічних розрахунків 
MatLab. Для інтерполяції першого набору експериментальних даних функцією 
другого порядку використовувались базові точки (0, 2,1), (3, 1,3) та (7, 2,5), а 
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для інтерполяції цього набору даних функцією третього порядку – базові точки 
(0, 0), (2, 1,6), (4, 1,5) та (6, 2,2). Для інтерполяції другого набору 
експериментальних даних, відповідно, були використані базові точки (3, 4,0), 
(4, 3,7) та (6, 3,5) для функції другого порядку та точки (3, 4,0), (4, 3,7), (7, 3,6) 
та (9, 4,1) для функції третього порядку. 

На рис. 3 наведені результати розрахунку граничної траєкторії 
короткофокусного електронного пучка для наборів експериментальних даних, 
наведених у таблиці 1, з використанням методів інтерполяції та апроксимації. 
Результати розрахунку фокальних параметрів електронного пучка за цими 
граничними траєкторіями, отримані з використанням співвідношень (5, 8), 
наведені у таблиці 3. 
 

Таблиця 2  
Розраховані значення поліноміальних коефіцієнтів для функцій інтерполяції та апроксимації 

для сукупностей числових значень, наведених у таблиці 1 
 

Значення 
поліноміальних 
коефіцієнтів 

Експеримент 1 Експеримент 2 

С0  
С1, 
м-1 

С2, 
м-2 

С3, 
м-3 С0 

С1, 
м-1 

С2, м-2 
С3, м-

3 

Інтерпол
яція 

Друг
ий 
поря
док 

0,22
67 

-
1,58
67 

4,41 – 46,16
67 

-
54,0
5 

28,06 – 

Треті
й 
поря
док 

9,85
83 

-
4,80
59 

0,76
78 

0,00
76 

147,2
348 

-
395,
65 

419,5
3 

-
85,12 

Апрокси
мація 

Друг
ий 
поря
док 

0,23
27 

-
1,37
48 

4,22
95 

– 33,65
23 

-
39,4
6    

24,26
9 

– 

Треті
й 
поря
док 

9,85
82 

-
4,80
58     

0,76
77 

0,00
76 

113,9
774 

-
207,
45 

111,9
209 

63,98
44 
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а) 

 
б) 

Рис. 3 Результати розрахунку граничної траєкторії електронного пучка для першого (а) та 
другого (б) набору експериментальних даних, наведених у таблиці 1, з використанням функцій 

інтерполяції та апроксимації другого та третього порядку, екранна копія. Точки – 
експериментальні дані, 1 – інтерполяція функцією другого порядку, 2 – інтерполяція функцією 

третього порядку, 3 – апроксимація функцією другого порядку, 4 – апроксимація функцією 
третього порядку 

1 

2 

3 

4 

1 

2 

3 

4 
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Таблиця 3  
Розраховані значення фокальних параметрів електронних пучків, отримані з 

використанням співвідношень (5, 8) та поліноміальних коефіцієнтів, заданих у таблиці 2 

Метод розрахунку 

Експеримент 1 Експеримент 2 
Положенн
я фокусу 
пучка, hmin, 
мм 

Фокальни
й радіус, 
rmin, мм 

Положенн
я фокусу 
пучка, hmin, 
мм 

Фокальни
й радіус, 
rmin, мм 

Інтерполяція 

Другого 
порядку 31,211 1,2701 58,54     3,4986 

Третьог
о прядку 35,25 1,4713 56,15     3,4732 

Апроксимаці
я 

Другого 
порядку 31,312 1,505 60,792 3,5922 

Третьог
о прядку 32,243 1,483 60,714 3,413 

З отриманих розрахункових результатів зрозуміло, що числові значення 
поліноміальних коефіцієнтів, отримані в результаті розв’язування задач 
інтерполяції та апроксимації, можуть бути досить близькими, різниця між ними 
складає не більше 10%. У будь-якому разі, алгоритм пошуку оптимальних 
значень коефіцієнтів функції регресії (9), реалізований в системі науково-
технічних розрахунків MatLab, за умови, що початкові значення 
поліноміальних коефіцієнтів функції (2) визначаються співвідношеннями (4, 7), 
завжди збігається за одну ітерацію.  З іншого боку, використання методу 
інтерполяції є простішим з обчислювальної точки зору, оскільки рівняння 
регресії (10) для функції (2) можна розв’язати лише з використанням 
чисельних методів, а для коефіцієнтів функції інтерполяції отримані аналітичні 
співвідношення (4, 7). Також слід відмітити, що у разі використання методу 
інтерполяції для набору експериментальних даних із кількістю точок m точність 
обчислень суттєво залежить від способу обрання із заданої вибірки n базових 
точок.  

З іншого боку, точність розрахунку фокальних параметрів 
короткофокусного електронного пучка з використанням співвідношень (5, 8) є 
достатньо високою як у разі використання методу інтерполяції, так і за умови 
використання методу апроксимації. 
 

Висновки 
Проведені тестові експерименти показали, що оскільки поведінка функції 

(2) правильно відображує функціональні залежності, які описують граничну 
траєкторію короткофокусного електронного пучка за умови його проходження 
в іонізованому газі, вона може бути ефективно використана для апроксимації 
експериментальних залежностей радіусу пучка від довжини дрейфу 
електронів та для подальшого обчислення фокальних параметрів 
електронного пучка з використанням співвідношень (5, 8). Універсальний 
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алгоритм визначення коефіцієнтів функції апроксимації, блок-схема якого 
наведена на рис. 2, може бути використаний для обчислення оптимальних 
значень коефіцієнтів функції регресії (10). З іншого боку, аналітичних 
залежностей для визначення коефіцієнтів функцій апроксимації (2) не існує, а 
у разі правильного обрання трьох або чотирьох базових точок метод 
інтерполяції з використанням функцій (3, 6) з коефіцієнтами (4, 7) також є 
досить точним. Отримані результати мають величезне теоретичне та 
практичне значення для інженерів-проектувальників, які займаються 
розробкою електронно-променевого технологічного обладнання та 
технологічних процесів на його основі. 
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