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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÃÐÀÍÈ×ÍI ÊÎËÈÂÀÍÍß ËÎÊÀËÜÍÎ ÑÒÀËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Â äàíié ðîáîòi âñòàíîâëþ¹òüñÿ, ùî êîæíà íåâiä'¹ìíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, ÿêà âèçíà÷åíà
íà çàìêíåíié íiäå íå ùiëüíié ìíîæèíi áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê, ¹ ãðàíè÷íèì êîëèâàííÿì äåÿêî¨
ëîêàëüíî ñòàëî¨ ôóíêöi¨, ùî âèçíà÷åíà íà äîïîâíåííi äî öi¹¨ ìíîæèíè.

In this paper we prove that every nonnegative continuous function de�ned on a closed nowhere
dense subset of the reals without isolated points is the limiting oscillation of some locally constant
function de�ned on the complement to this set.

Âñòóï. Ïåðøèé ðåçóëüòàò ïðî ïîáóäîâó
ôóíêöié iç çàäàíèì êîëèâàííÿì áóâ îäåð-
æàíèé Ï. Êîñòèðêîì [1]. Âií äîâiâ, ùî äëÿ
äîâiëüíî¨ íàïiâíåïåðåðâíî¨ çâåðõó ôóíêöi¨
f : X → [0; +∞], ùî âèçíà÷åíà íà ìåòðè-
çîâíîìó áåðiâñüêîìó ïðîñòîði X áåç içîëüî-
âàíèõ òî÷îê, iñíó¹ ôóíêöiÿ g : X → R, êî-
ëèâàííÿ ωg ÿêî¨ ðiâíå f . Ïiçíiøå éîãî äî-
ñëiäæåííÿ áóëè ïðîäîâæåíi Ç. Äóæèíñüêèì,
Ç. Ãðàíäå, Ñ. Ïîíîìàðüîâèì i É. Åâåðòîì ó
ïðàöÿõ [2-4]. Çàãàëüíiøó çàäà÷ó ïðî ïîáóäî-
âó ôóíêöié ç ïåâíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëà-
ñó ç äàíèì êîëèâàííÿì äåòàëüíî âèâ÷åíà â
ðîáîòàõ [5-9].

Ïðîòå ó çãàäàíèõ ïðàöÿõ ðîçãëÿäàëèñÿ
ôóíêöi¨, ùî âèçíà÷åíi íà âñüîìó ïðîñòîði.
Àëå äëÿ ôóíêöié, ùî âèçíà÷åíi íà ïiäìíî-
æèíàõ ïåâíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó êî-
ëèâàííÿ ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè íà çàìèêàí-
íi ¨õ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ. ßêùî G � äåÿêà
âiäêðèòà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó X i g : G → R � äåÿêà ôóíêöiÿ, òî ¨¨
êîëèâàííÿ ωg : G → [0; +∞] âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

ωg(x) = inf
U - îêië x

sup
u,v∈U∩G

|g(u)− g(v)|, x ∈ G.

Òàêèì ÷èíîì, ðàíiøå âèâ÷àëèñÿ òiëüêè çâó-
æåííÿ ωg|G êîëèâàííÿ íà îáëàñòü âèçíà÷åí-
íÿ ôóíêöi¨ g. Àëå àêòóàëüíî äîñëiäèòè òà-
êîæ i ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ g íà ìåæi F =
G\G. Çâóæåííÿ ω̃g = ωg|F ìè íàçèâàòèìåìî
ãðàíè÷íèì êîëèâàííÿì. Â äàíié ðîáîòi ìè
ðîçïî÷èíà¹ìî âèâ÷åííÿ íàñòóïíî¨ çàãàëüíî¨

ïðîáëåìè.
Ïðîáëåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, P � äåÿêà âëàñòèâiñòü ôóíêöié, G
� âiäêðèòà ïiäìíîæèíà X i F = G\G. Äëÿ
ÿêèõ ôóíêöié f : F → [0; +∞] iñíó¹ ôóíêöiÿ
g : G→ R, ÿêà ìà¹ âëàñòèâiñòü P i ω̃g = f?

Çðîçóìiëî, ùî ãðàíè÷íå êîëèâàííÿ ω̃g,
òàê ñàìî ÿê i çâè÷àéíå êîëèâàííÿ ωg, ¹ íà-
ïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó íåâiä'¹ìíîþ ôóíêöi-
¹þ. Öiêàâî ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæóòü ïåâíi æîðñ-
òêi ëîêàëüíi óìîâè íà ôóíêöiþ g çóìîâëþ-
âàòè ñïåöèôi÷íó ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ íà ìåæi
F . À ñàìå íàñ öiêàâèòèìå íàñòóïíà çàäà÷à.
Ïðîáëåìà 2. Íåõàé G � âiäêðèòà âñþ-

äè ùiëüíà ïiäìíîæèíà R i F = G \ G �
¨¨ ìåæà. Äëÿ ÿêèõ íàïiâíåïåðåðâíèõ çâåð-
õó ôóíêöié f : F → [0; +∞] iñíó¹ ëîêàëüíî
ñòàëà ôóíêöiÿ g : G→ R, äëÿ ÿêî¨ ω̃g = f?

Ó äàíié ðîáîòi ìè ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó
äëÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f .
1. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Äëÿ çà-

ìêíåíî¨ ìíîæèíè F ⊆ R i òî÷êè x ∈ R \ F
ñèìâîëîì UF (x) ïîçíà÷àòåìåìî êîìïîíåíòó
çâ'ÿçíîñòi òî÷êè x â R \ F [10, ñ. 523]. Íà-
ñïðàâäi ìíîæèíà UF (x) � öå iíòåðâàë ñóìi-
æíîñòi ìíîæèíè F , òîáòî ìàêñèìàëüíèé ií-
òåðâàë, ùî ìiñòèòü òî÷êó x i íå ïåðåòèíà¹-
òüñÿ ç F . Ïîçíà÷èìî

UF = {UF (x) : x ∈ R \ F}.

Òàêèì ÷èíîì UF ¹ äèç'þíêòíîþ ñèñòåìîþ
âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ iíòåðâàëiâ, ïðè÷îìó∪

UF = R \ F .
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Ëåìà 1. Íåõàé A � íåñêií÷åííà ëiíié-
íî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà. Òîäi â A iñíó¹
ñòðîãî ìîíîòîííà ïîñëiäîâíiñòü åëåìåí-
òiâ.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïà-

äîê, êîëè A ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæè-
íîþ. Òîäi êîæíà ¨¨ íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
ìà¹ ìiíiìàëüíèé åëåìåíò. Âiçüìåìî A1 = A.
Òîäi A1 íåñêií÷åííà, à çíà÷èòü, íåïîðîæíÿ,
à òîìó iñíó¹ x1 = minA1. Ïîçíà÷èìî A2 =
A1 \ {x1}. Îñêiëüêè A1 íåñêií÷åííà, òî òà-
êîþ áóäå i ìíîæèíà A2. Çíà÷èòü, ìíîæèíà
A2 íåïîðîæíÿ i òîìó iñíó¹ x2 = minA2. Àëå
x2 ∈ A2 ⊆ A1 i x1 = minA1, òîìó x2 ≥ x1. À
îñêiëüêè x2 ∈ A2 i x1 /∈ A2, òî x1 ̸= x2. Îòæå,
x2 > x1. Äàëi ïîçíà÷èìî A3 = A2\{x2}. Çíî-
âó æ òàêè, ç òîãî, ùî A2 ¹ íåñêií÷åííîþ âè-
ïëèâà¹, ùî íåñêií÷åííîþ áóäå i ìíîæèíà A3.
Çíà÷èòü, A3 ̸= ∅, i òîìó iñíó¹ x3 = minA3.
Îñêiëüêè A3 ⊆ A2 i x2 /∈ A3, òî x3 > x2. Ïðî-
äîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äàëi, îòðèìà¹ìî ñòðî-
ãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xn ìíîæè-
íè A.

Íåõàé òåïåð A íå ¹ öiëêîì âïîðÿäêîâà-
íîþ ìíîæèíîþ. Òîäi iñíó¹ íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà E ⊆ A òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E
iñíó¹ y ∈ E òàêå, ùî y < x. Âèêîðèñòàâøè
öþ âëàñòèâiñòü äëÿ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè
x = x1 ∈ E çíàéäåìî y = x2 ∈ E òàêå, ùî
x2 < x1. Äàëi âèêîðèñòàâøè öþ æ âëàñòè-
âiñòü äëÿ x = x2 ïîáóäó¹ìî y = x3 òàêå, ùî
x3 < x2. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî íå-
ñêií÷åííîñòi, áóäó¹ìî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü
òî÷îê xn ∈ E ⊆ A.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà F ÷èñëîâî¨
ïðÿìî¨ R íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëîþ, ÿêùî âî-
íà ¹ çàìêíåíîþ i íå ìà¹ içîëüîâàíèõ òî÷îê.
Ëåìà 2. Íåõàé F ⊆ R � äîñêîíàëà íiäå

íå ùiëüíà ìíîæèíà, U � âiäêðèòà â R ìíî-
æèíà, òàêà, ùî U ∩ F ̸= ∅. Òîäi ìíîæèíà
UF (U) = {V ∈ UF : V ⊆ U} íåñêií÷åííà.
Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî íåïîðîæíié

âiäêðèòèé iíòåðâàë U0 ⊆ U òàêèé, ùî
U0 ∩ F ̸= ∅. Îñêiëüêè F íå ìiñòèòü içîëüî-
âàíèõ òî÷îê, òî ìíîæèíà F0 = U0 ∩ F
íåñêií÷åííà. Çà ëåìîþ 1 iñíó¹ ñòðîãî ìîíî-
òîííà ïîñëiäîâíiñòü (xn) â F0. Íåõàé, äëÿ
ïåâíîñòi, (xn) ñòðîãî çðîñòà¹. Òîäi iíòåð-
âàëè Un = (xn;xn+1) íåïîðîæíi, ïðè÷îìó

Un ∩ Um = ∅ ïðè n ̸= m i Un ⊆ U0. Îñêiëüêè
F íiäå íå ùiëüíà, òî äëÿ äîâiëüíîãî n
iíòåðâàë Un * F , à òîìó iñíó¹ yn òàêå, ùî
yn ∈ Un i yn /∈ F . Ïîêëàäåìî Vn = UF (yn).
Îñêiëüêè iíòåðâàë Vn ìiñòèòü yn, àëå íå
ìiñòèòü òî÷êè xn òà xn+1, òî Vn ⊆ Un. Òîìó
Vn ∩ Vm = ∅ ïðè n ̸= m. Çîêðåìà, Vn ̸= Vm
ïðè n ̸= m i UF (U) ⊇ {Vn : n ∈ N}. Çíà÷èòü,
ñèñòåìà ìíîæèí UF (U) íåñêií÷åííà.
Ëåìà 3. Íåõàé F ⊆ R äîñêîíàëà íiäå

íå ùiëüíà ìíîæèíà. Òîäi iñíóþòü ñèñòå-
ìè ìíîæèí VF i WF òàêi, ùî
(i) UF = VF ⊔WF ;
(ii) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ F i éîãî îêîëó U iñíó-
þòü V ∈ VF i W ∈ WF òàêi, ùî V,W ⊆ U .
Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî çëi÷åííó ìíîæè-

íó E òàêó, ùî E = F , i çàíóìåðó¹ìî

E × { 1
m

: m ∈ N} = {(xn, εn) : n ∈ N}.

Ïîêëàäåìî Un = (xn − εn; xn + εn) äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N. Çàðàç iíäóêòèâíî âèçíà÷èìî
ïîñëiäîâíiñòü ðiçíèõ ìíîæèí Vn,Wn ∈ UF
òàêèõ, ùî Vn,Wn ⊆ Un. Ïðèïóñòèìî, ùî
äëÿ äåÿêîãî n ∈ N óæå âèçíà÷åíi ìíîæè-
íè Vk,Wk äëÿ k < n. Çà ëåìîþ 2 ñèñòå-
ìà ìíîæèí UF (Un) ¹ íåñêií÷åííîþ. Âèáåðå-
ìî ðiçíi ìíîæèíè Vn,Wn ∈ UF (U) òàêi, ùî
Vn,Wn /∈ {Vk : k < n} ∪ {Wk : k < n}. Òîäi
âñi Vk i Wk ïðè k ≤ n ¹ ðiçíèìè, ïðè÷îìó
Vk,Wk ⊆ Uk ïðè k ≤ n. ×èì i çàâåðøó¹òüñÿ
iíäóêòèâíà ïîáóäîâà.

Ïîêëàäåìî VF = {Vn : n ∈ N} i
WF = UF \ VF . Ïåðåâiðèìî, ùî ñèñòåìè øó-
êàíi.

Âëàñòèâiñòü (i) âèïëèâà¹ ç ïîáóäîâè. Äî-
âåäåìî (ii). Âiçüìåìî x0 ∈ F i âiäêðèòèé
îêië U òî÷êè x0. Îñêiëüêè E = F , òî iñíó¹
x ∈ E ∩ U . Âèáåðåìî m ∈ N òàêå, ùî
(x − 1

m
, x + 1

m
) ⊆ U . Ïîòiì çíàéäåìî n ∈ N,

äëÿ ÿêîãî xn = x i εn = 1
m
. Òîäi Vn ∈ VF ,

Wn ∈ WF i Vn,Wn ⊆ Un = (xn − 1
m
, xn +

1
m
).

À òîìó Vn,Wn ⊆ U .
2. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Íåõàé X � òî-

ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, G ⊆ X i g : G → R, äå
R = [−∞; +∞]. Âåðõíÿ òà íèæíÿ ãðàíè÷íi
ôóíêöi¨ g∨, g∧ : G → R âèçíà÷àþòüñÿ ôîð-
ìóëàìè
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g∨(x) = lim sup
u→x

f(u) = inf
U - îêië x

sup
u∈U∩G

f(u),

g∧(x) = lim inf
u→x

f(u) = sup
U - îêië x

inf
u∈U∩G

f(u).

ßê âiäîìî

ωg(x) = g∨(x)− g∧(x),

ÿêùî x ∈ G òàêå, ùî g∨(x) > −∞ i
g∧(x) < +∞.

Ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ öi¹þ ôîðìóëîþ ïðè
äîâåäåííi íàñòóïíî¨ òåîðåìè, ùî ¹ îñíîâíèì
ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ðîáîòè.
Òåîðåìà. Íåõàé F ⊆ R � äîñêîíà-

ëà íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà, G = R \ F
i f : F → [0; +∞] � íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ. Òîäi iñíó¹ ëîêàëüíî ñòàëà ôóíêöiÿ
g : G→ [0; +∞) òàêà, ùî ω̃g = f .
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè íåñêií÷åííèé âiä-

ðiçîê [0; +∞] ãîìåîìîðôíèé âiäðiçêó [0; 1],
òî çà òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà [10, ñ. 116]
iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f1 : R → [0; +∞]
òàêà, ùî f1(x) = f(x) íà F . Äàëi çà òå-
îðåìîþ Âåäåíiñîâà [10, ñ. 82] iñíó¹ íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ f2 : R → [0; +∞] òàêà, ùî
F = f−1

2 (+∞). Âèçíà÷èìî íåïåðåðâíó ôóí-
êöiþ f0 : R → [0; +∞] çà ïðàâèëîì

f0(x) = min{f1(x), f2(x)}

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R. Òîäi f0(x) = f(x) íà F
i f0(x) < +∞ íà G, àäæå f0(x) ≤ f2(x). Äà-
ëi âèáåðåìî VF i WF çãiäíî ç ëåìîþ 3. Äëÿ
äîâiëüíîãî U ∈ UF = VF ⊔WF ïîêëàäåìî

hU =

{
inf f0(U), ÿêùî U ∈ VF ,

0 , ÿêùî U ∈ WF .

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ g : G→ [0; +∞), ïîêëà-
äàþ÷è g(x) = hU ïðè x ∈ U äëÿ äîâiëüíîãî
U ∈ UF . Ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöiÿ g øóêàíà.
Îñêiëüêè ωf = f∨ − f∧, òî äîñèòü ïîêàçàòè,
ùî g∧(x) = 0 i g∨(x) = f(x) íà F .

Âèáåðåìî äîâiëüíå x0 ∈ F . ßñíî, ùî
0 ≤ g(x) ≤ f0(x) íà G. Îñêiëüêè f0 íåïå-
ðåðâíà, òî f0 = f0

∨. Òîìó 0 ≤ g∧(x0) ≤
≤ g∨(x0) ≤ f0

∨(x0) = f0(x0) = f(x0). Ïî-
êàæåìî, ùî g∧(x0) ≤ 0. Ðîçãëÿíåìî îêië U

òî÷êè x0. Çà âèáîðîì ñèñòåìèWF iñíó¹W ∈
WF òàêå, ùî W ⊆ U . Âiçüìåìî x1 ∈ W . Äëÿ
íüîãî ìà¹ìî, ùî inf g(U) ≤ g(x1) = hW = 0.
Òîìó g∧(x0) = sup

U - îêië x0

inf g(U) ≤ 0.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî g∨(x0) ≥ f(x0).
Çàôiêñó¹ìî γ < f(x0) i ïåðåâiðèìî, ùî
g∨(x0) ≥ γ. Ç íåïåðåðâíîñòi f0 âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ òàêèé îêië U0 òî÷êè x0, ùî äëÿ äî-
âiëüíîãî x ∈ U0 âèêîíó¹òüñÿ, ùî f0(x) >
γ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé îêië U òî÷êè x0.
Çà âèáîðîì VF iñíó¹ V ∈ VF òàêå, ùî
V ⊆ U ∩ U0. Äàëi âiçüìåìî x2 ∈ V . Òîäi
g(x2) = hV = inf f0(V ) ≥ inf f0(U0) ≥ γ. À
òîìó sup g(U) ≥ g(x2) ≥ γ. Òàêèì ÷èíîì,
g∨(x0) = inf

U - îêië x0
sup g(U) ≥ γ. Ïîïðÿìóâàâ-

øè â ïîïåðåäíié íåðiâíîñòi γ → f(x0) îòðè-
ìà¹ìî, ùî g∨(x0) ≥ f(x0). Òàêèì ÷èíîì,
ω̃g(x0) = g∨(x0)− g∧(x0) = f(x0)− 0 = f(x0).
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