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ÄÂÎÂÈÌIÐÍIÉ ÎÁËÀÑÒI

Äîñëiäæåíî íåëîêàëüíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè ó âèïàäêó îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨. Äîâåäåíî òåîðåìó ¹äèíîñòi òà òåîðåìó iñíó-
âàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðàõ. Âñòàíîâëåíî óìîâè ái¹êòèâíîñòi îïåðàòîðà
íåëîêàëüíèõ óìîâ çàäà÷i. Ïîêàçàíî êîðåêòíiñòü çà Àäàìàðîì çàäà÷i ó öèõ ïðîñòîðàõ. Àíà-
ëîãi÷íà çàäà÷à ç áàãàòüìà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ¹ íåêîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì, iñíóâàííÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçêó ïîâ'ÿçàíå ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ.

The paper is devoted to investigation of non-local boundary value problem with one spatial
variable for a partial di�erential equation. The existence and uniqueness conditions of a solution
of the problem in Sobolev spaces are established. Hadamard's well-posedness of this problem in
that spaces are shown. The same problem with several spatial variables is not well posed in the
Hadamard sense and the solvability of this problem depends on the small denominators.

1. Âñòóï. Îñòàííiì ÷àñîì äîñëiäæåííþ
íåëîêàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
ïðèäiëÿ¹òüñÿ âåëèêà óâàãà. Öå çóìîâëåíî
ðiçíèìè ïðè÷èíàìè òåîðåòè÷íîãî i ïðàêòè-
÷íîãî õàðàêòåðó, ùî ñòîñó¹òüñÿ òåîði¨ ôi-
çèêè ïëàçìè, âîëîãîïåðåíîñó, êîëèâàíü ði-
çíèõ ñèñòåì, ðîçâ'ÿçàííÿ îáåðíåíèõ çàäà÷
äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëîïðîâiäíîñòi òà iíøèìè.
Çàãàëîì òàêi çàäà÷i ¹ íåêîðåêòíi çà Àäà-
ìàðîì, à ¨õ ðîçâ'ÿçíiñòü çàëåæèòü âiä îöií-
êè ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêàþòü ïiä
÷àñ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó. Äîñëiäæåííþ çàäà÷
ç íåëîêàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè çà ÷à-
ñîì òà óìîâàìè ïåðiîäè÷íîñòi çà ïðîñòîðî-
âèìè çìiííèìè äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè ïðèñâÿ÷åíî, çîêðåìà, ðîáîòè [1],
[3]-[5], [8], [11], [12] ó ÿêèõ äëÿ àíàëiçó îöi-
íîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ áóëî âèêîðè-
ñòàíî ìåòîäè i ðåçóëüòàòè ìåòðè÷íî¨ òåîði¨
÷èñåë. Îöiíêè ìàëèõ çíàìåííèêiâ çàëåæàòü
âiä ÷èñëà p�êiëüêîñòi ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ
x1, x2, . . . , xp (ïðè çáiëüøåííi p øâèäêiñòü
íàáëèæåííÿ íóëÿ âèðàçàìè, ùî ìiñòÿòü ìà-
ëi çíàìåííèêè ìîæå ëèøå çáiëüøóâàòèñÿ). Ó
ñòàòòi ó ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðàõ äîñëiäæåíî
íåëîêàëüíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ îäíîðiäíî-
ãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó äâî-
âèìiðíié îáëàñòi òà ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó
îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ïðîáëåìè îöiíþ-
âàííÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ íå âèíèêà¹, ÿê çà
áàãàòüîõ ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, à âiäïîâiäíi
âèðàçè çíèçó îöiíþþòüñÿ êîíñòàíòàìè. Ïî-
äiáíà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿí-
íÿ ç óçàãàëüíåíèì îïåðàòîðîì äèôåðåíöiþ-

âàííÿ B = z
∂

∂z
, ùî äi¹ íà ôóíêöiþ îäíi¹¨

êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨, ðîçãëÿíóòà ó ðîáîòi [7].
2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. Ïîñòàíîâêà

çàäà÷i. Ïîçíà÷èìî Ω = R/2πZ� îäíîâè-
ìiðíèé òîð, D = [0, T ]× Ω, äå T > 0.

Íåõàé W�ëiíiéíèé ïðîñòið òðèãîíîìå-
òðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ (îñíîâíèõ ôóíêöié)
âèãëÿäó P (x) =

∑
k

Pke
ikx, äå Pk�êîìïëåêñíi

êîåôiöi¹íòè, x ∈ Ω, à k ïðîáiãàþòü ñêií÷åí-
íó ìíîæèíó öiëèõ ÷èñåë.

Ââåäåìî ïðîñòið W′� ñïðÿæåíèé ç ïðî-
ñòîðîì W. Öå ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ 2π�
ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, ÿêi ¹ ôîðìàëüíè-
ìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ðÿäàìè Q(x) =∑
k∈Z

Qke
ikx, ùî äiþòü íà îñíîâíó ôóíêöiþ

P ∈ W çà òàêèì ïðàâèëîì ⟨Q,P ⟩ =∑
k

QkP̄k, äå ÷èñëî P̄k ¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæå-

íèì ç ÷èñëîì Pk.
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Ââåäåìî øêàëè ïðîñòîðiâ {Hq(Ω)}q∈R i
{Hn

q (D)}q∈R, äå Hq(Ω)� ãiëüáåðòîâèé ïðî-
ñòið ôóíêöié ψ=ψ(x)=

∑
k∈Z

ψke
ikx ç íîðìîþ

∥ψ∥Hq(Ω) =
(∑

k∈Z

k̃2q|ψk|2
)1/2

, k̃ =
√
1 + k2,

à Hn
q (D), n ∈ Z+,� áàíàõiâ ïðîñòið òàêèõ

ôóíêöié u = u(t, x), ïîõiäíi ÿêèõ âèçíà-

÷à¹ ôîðìóëà
∂ru(t, x)

∂tr
=
∑
k∈Z

u
(r)
k (t)eikx, r =

0, 1, . . . , n, i äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] âîíè íà-
ëåæàòü äî ïðîñòîðiâ Hq−r(Ω) âiäïîâiäíî òà
íåïåðåðâíi çà çìiííîþ t ó öèõ ïðîñòîðàõ.
Êâàäðàò íîðìè ôóíêöi¨ u ó ïðîñòîði Hn

q (D)
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

∥u∥2Hn
q (D) =

n−1∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥∂ru(t, ·)
∂tr

∥∥∥2
Hq−r(Ω)

.

Ó öèëiíäði D ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ç íåëî-
êàëüíèìè óìîâàìè

Lu =
∑

s0+s1≤n

as0,s1
∂s0+s1u

∂ts0∂xs1
= 0, (1)

Mmu = µ
∂mu

∂tm

∣∣∣
t=0

− ∂mu

∂tm

∣∣∣
t=T

= φm, (2)

äå as0,s1 ∈ C, µ ∈ C\{0}, an,0 = 1, n ∈ N, φm,
m = 0, 1, . . . , n − 1,� çàäàíi ôóíêöi¨ çìiííî¨
x, à u = u(t, x)�øóêàíà ôóíêöiÿ.

Íåõàé q�äîâiëüíå äiñíå ÷èñëî.
Îçíà÷åííÿ. Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),

(2) ðîçóìi¹ìî ôóíêöiþ u ∈ Cn([0, T ];W′),
ÿêà íà âiäðiçêó [0, T ] çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(1) i óìîâè (2) ó ïðîñòîði W′ òà íàëåæèòü
äî ïðîñòîðó Hn

q (D).
ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà u ∈ Hn

q (D), òî
Lu ∈ H0

q−n(D) i Mmu ∈ Hq−m(Ω) äëÿ m =
0, 1, . . . , n− 1, à òîìó äëÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i (1), (2) íåîáõiäíî, ùîá ôóíêöi¨ φm

â íåëîêàëüíèõ óìîâàõ (2) íàëåæàëè äî ïðî-
ñòîðiâ Hq−m(Ω) âiäïîâiäíî.
3. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi. Çãiäíî ç
îçíà÷åííÿì ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) øóêà¹-
ìî ó âèãëÿäi ðÿäó:

u(t, x) =
∑
k∈Z

uk(t)e
ikx, (3)

äå êîåôiöi¹íòè uk = uk(t)�íåâiäîìi ôóíêöi¨
ç ïðîñòîðó Cn[0, T ], ÿêi òðåáà âèçíà÷èòè.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëó (3) ó ðiâíÿííÿ (1)
òà óìîâè (2), îòðèìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ uk(t)
äëÿ êîæíîãî k ∈ Z ¹ ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiä-
íî¨ çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ, à ñàìå çàäà÷i:

n∑
j=0

bj(k)
dn−juk(t)

dtn−j
= 0, (4)

µu
(m)
k

∣∣∣
t=0

− u
(m)
k

∣∣∣
t=T

= φmk, (5)

äå m=0, 1, . . . , n − 1, bj(k)=
j∑

s1=0

an−j,s1(ik)
s1 ,

φmk �êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ φm.
�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó uk çàäà÷i (4), (5) ó

ïðîñòîði Cn[0, T ] äëÿ âñiõ k ∈ Z ¹ íåîáõi-
äíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i (1), (2) ó ïðîñòîði Hn

q (D) äëÿ äî-
âiëüíîãî q ∈ R. Ñàìå òîìó, ÿêùî õî÷à á
äëÿ îäíîãî k iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ûk = ûk(t) îäíîðiäíî¨ çàäà÷i (4), (5), òî îäíî-
ðiäíà çàäà÷à (1), (2) òàêîæ ìà¹ íåòðèâiàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê u = û(t, x), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ û(t, z) = ûk(t)e

ikx i ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (1), (2) íå ìîæå áóòè ¹äèíèì.

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4), (5)
ïðîíîðìó¹ìî êîåôiöi¹íòè bj(k), j = 0, . . . , n
ðiâíÿííÿ (4) i ïîäàìî ¨õ ó âèãëÿäi äîáóòêó
bj(k) = (ik̃)j b̃j(k). Ôóíêöi¨ b̃j(k), ÿê i êîåôiöi-
¹íòè bj(k), ëiíiéíî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ
an−j,0, an−j,1, . . . , an−j,j i ðiâíîìiðíî îáìåæåíi
çà k. Î÷åâèäíî, ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣b̃j(k)∣∣ ≤ j∑
s1=0

∣∣an−j,s1∣∣ |k|s1
k̃j

≤

≤ max
s1=0,1,...,j

∣∣an−j,s1∣∣ j∑
s1=0

|k|s1

k̃j
.

ßêùî êîåôiöi¹íòè as0,s1 ðiâíÿííÿ (1) ðîçãëÿ-
äàòè ó êðóçi äåÿêîãî ðàäióñà A ç öåíòðîì
ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè,
òî îòðèìà¹ìî îöiíêè∣∣b̃j(0)∣∣ = ∣∣an−j,0∣∣ ≤ A,∣∣b̃j(±1)

∣∣ ≤ (j + 1)2−j/2A ≤ 3A/2,
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∣∣b̃j(k)∣∣ ≤ A

k̃j
|k|j+1

|k| − 1
<

A|k|
|k| − 1

, k ̸∈ {−1, 0, 1},

òîáòî
∣∣b̃j(k)∣∣ < 2A äëÿ âñiõ k ∈ Z. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ (ç âðàõóâàííÿì êðà-
òíîñòi) êîðåíiâ λ1(k), . . . , λn(k) ìíîãî÷ëåíà

Pk(λ) =
n∏

j=1

(λ− λj(k)) = λn +
n∑

j=1

b̃j(k)λ
n−j

âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi [10, ñ. 10]:

|λj(k)| ≤ 1+max {|b̃1|, . . . , |b̃n|} ≤ 1+2A. (6)

Î÷åâèäíî, ùî ÷èñëà γj = ik̃λj(k) ¹ êîðåíÿ-
ìè âiäïîâiäíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿí-
íÿ γn + b1(k)γ

n−1 + . . .+ bn(k) = 0 äëÿ äèôå-
ðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K ìíîæèíó òèõ öiëèõ
÷èñåë k, äëÿ ÿêèõ ìíîãî÷ëåí Pk ìà¹ êðàòíèé
êîðiíü.

Äëÿ ðiçíèõ êîðåíiâ λ1(k), . . . , λn(k), çà-
ãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) ìà¹ âèãëÿä

uk(t) =
n∑

l=1

Ckle
ik̃λl(k)t, k ∈ Z \K, (7)

äå Ckl �äîâiëüíi êîìïëåêñíi ñòàëi i íàëå-
æèòü äî ïðîñòîðó Cn[0, T ].

ßêùî uk(t)�ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4), (5), òî
÷èñëà C̃kl =

(
µ − eik̃λl(k)T

)
Ckl, l = 1, 2, . . . , n,

óòâîðþþòü ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãå-
áðè÷íèõ ðiâíÿíü

n∑
l=1

λml (k)C̃kl =
φmk

(ik̃)m
, (8)

ç ìàòðèöåþ Âàíäåðìîíäà
(
λm−1l (k)

)n
m,l=1

.

Íàâïàêè, ÿêùî ÷èñëà C̃kl, äå l = 1, . . . , n,
óòâîðþþòü ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ëiíiéíèõ àë-
ãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (8), òî ôóíêöiÿ uk(t),
ùî âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (7), â ÿêié Ckl =

C̃kl

µ− eik̃λl(k)T
, ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4), (5).

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó (8) çà ïðàâèëîì
Êðàìåðà, îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi

C̃kl =
n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
(ik̃)−jφjk, k ∈ Z \K,

äå ∆(k) =
∏

1≤r<q≤n

(
λq(k) − λr(k)

)
� âèçíà-

÷íèê Âàíäåðìîíäà, à ∆jl(k)�éîãî âiäïîâiä-
íi àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ, j = 0, 1, . . . , n−1,
l = 1, . . . , n.

Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíîãî k ∈ Z \K çà-
äà÷à (4), (5) ìàëà ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿ-
çîê íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü
óìîâà µ ̸= eik̃λl(k)T äëÿ l = 1, . . . , n. Ç öi¹¨
óìîâè âèïëèâà¹, ùî lnµ ̸= ik̃λl(k)T + i2πm,

àáî λl(k) ̸=
lnµ− i2πm

ik̃T
äëÿ äîâiëüíèõ m ∈

Z òà l = 1, . . . , n, äå lnµ� ãîëîâíå çíà÷åííÿ
ëîãàðèôìà µ.

Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó (µ = eik̃λl(k)T

äëÿ äåÿêîãî l) iñíó¹ òàêå ÷èñëî m ∈ Z,
ùî êîðiíü λl(k) âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

λl(k) =
lnµ− i2πm

ik̃T
. Òîìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-

íiñòü

Pk

(
lnµ− i2πm

iT k̃

)
=

(lnµ− i2πm)n

inT nk̃n
+

+
n∑

j=1

b̃j(k)
(lnµ− i2πm)n−j

in−jT n−j k̃n−j
= 0

àáî åêâiâàëåíòíà ¨é ðiâíiñòü

(lnµ− i2πm)n+

+
n∑

j=1

bj(k)(iT )
j(lnµ− i2πm)n−j = 0. (9)

Äëÿ êðàòíèõ êîðåíiâ (k ∈ K) çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) òàêîæ áóäå ìàòè âèã-
ëÿä (7) ç ìåíøîþ êiëüêiñòþ äîäàíêiâ, â ÿêî-
ìó, çàëåæíî âiä êðàòíîñòi êîðåíiâ λl(k), çà-
ìiñòü ÷èñëîâèõ êîåôiöi¹íòiâ Ckl áóäóòü ìíî-
ãî÷ëåííi êîåôiöi¹íòè Ckl(t). Ìîæíà ïîêàçà-
òè [6, 9], ùî ó öüîìó ðàçi óìîâà (9) òàêîæ
áóäå íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ¹äè-
íîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4), (5).
Òåîðåìà 1. Äëÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíî-

ñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (2) ó ïðîñòîði
Cn([0, T ];W′) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
ðiâíÿííÿ (9) íå ìàëî ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷è-
ñëàõ m i k.
Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé

îäíîðiäíà çàäà÷à (1), (2) ó ïðîñòîði
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Cn([0, T ];W′) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Òî-
äi âñi ôóíêöi¨ uk(t) çíàõîäÿòüñÿ îäíîçíà÷íî,
òîáòî îäíîðiäíà çàäà÷à (4), (5) ó ïðîñòî-
ði Cn[0, T ] äëÿ âñiõ k ∈ Z ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ïðè k ∈ Z \K ìà¹ âèãëÿä

uk(t) =
n∑

l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)∏
1≤r<q≤n

(
λq(k)− λr(k)

)×
× eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T
(ik̃)−jφjk. (10)

Òîäi çà ôîðìóëîþ (3) ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (1), (2) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðÿäó

u(t, x) =
∑
k∈K

uk(t)e
ikx+

+
∑

k∈Z\K

n∑
l=1

n−1∑
j=0

∆jl(k)

∆(k)
×

× eik̃λl(k)T

µ− eik̃λl(k)t
(ik̃)−jφjke

ikx. (11)

Îòæå, ∆(k) ·
n∏

l=1

(
µ− eik̃λl(k)T

)
̸= 0, ÿêùî k ∈

Z \ K, òîáòî µ ̸= eik̃λl(k)T äëÿ l = 1, . . . , n.
Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (9) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ
ó öiëèõ ÷èñëàõ m i k. Àíàëîãi÷íi íåðiâíîñòi
îòðèìó¹ìî ïðè k ∈ K.

Äîñòàòíiñòü. Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíî-
ãî. Íåõàé ðiâíÿííÿ (9) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê äëÿ
k∗, m∗. Òîäi ìîæíà ââàæàòè, ùî λ1(k

∗) =
lnµ− i2πm∗

ik̃∗T
, à îäíîðiäíà çàäà÷à (4), (5)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê eik̃
∗λ1(k)t=e(lnµ−i2πm∗)t/T . Çâiä-

ñè âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à (1), (2) ó ïðîñòî-
ði Cn([0, T ];W′) ìà¹ àáî áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ,
îñêiëüêè u∗(t, x)=Ce(lnµ−i2πm∗)t/T+ikx, äå C �
äîâiëüíà êîìïëåêñíà ñòàëà, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
âiäïîâiäíî¨ îäíîðiäíî¨ çàäà÷i, àáî æîäíîãî.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
4. Îöiíþâàííÿ ðîçâ'ÿçêó òà äîñòàòíi

óìîâè iñíóâàííÿ.
Äîâåäåìî íàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó (11) çà-

äà÷i (1), (2) äî ïðîñòîðó Hn
q (D). Âðàõîâóþ-

÷è, ùî K� ñêií÷åííà ìíîæèíà (áóäå ïîêàçà-
íî äàëi), îöiíèìî àáñîëþòíó âåëè÷èíó ôóí-
êöié uk òà ¨õ ïîõiäíèõ äî ïîðÿäêó n ëèøå

äëÿ k ∈ Z \K, çîêðåìà

∣∣u(r)k (t)
∣∣ ≤ k̃r

|∆(k)|
max
j,l

|∆jl(k)|×

×
n∑

l=1

∣∣λrl (k)eik̃λl(k)t
∣∣∣∣µ− eik̃λl(k)T
∣∣ n−1∑

j=0

∣∣k̃−jφjk

∣∣, t ∈ [0, T ].

Ïiäíåñåìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi äî
êâàäðàòó i ïåðåòâîðèìî äî âèãëÿäó

∣∣u(r)k (t)|2 ≤ n3(1 + 2A)2r
k̃2r

|∆(k)|2
×

×max
j,l

|∆jl(k)|2 max
l

∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣2×
×

n−1∑
j=0

∣∣k̃−jφjk

∣∣2. (12)

Îñêiëüêè ∆jl(k)� âèçíà÷íèêè ïîðÿäêó
n − 1, ùî ìàþòü îáìåæåíi åëåìåíòè, ÿêi ¹
ñòåïåíÿìè ÷èñåë λ1, . . . , λn, òî ç (6) ìà¹ìî

|∆jl(k)| ≤ (n− 1)!(1 + 2A)(n−1)n/2. (13)

Äëÿ ïîäàëüøî¨ îöiíêè |uk| ðîçãëÿíåìî âèðàç

∆2(k) =
∏

1≤r<q≤n

(λq(k)− λr(k))
2,

ÿêèé ¹ äèñêðèìiíàíòîì D(k) ïîëiíîìà Pk i
âèçíà÷à¹òüñÿ çà êîåôiöi¹íòàìè öüîãî ïîëiíî-
ìà [2, ñ. 124]:

D(k) = (−1)n(n−1)/2 det

(
V1
V2

)
,

äå

(
V1
V2

)
�êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, ÿêà ñêëà-

äà¹òüñÿ ç áëîêiâ V1=
(
v1j−i(k)

)
i V2=

(
v2j−i(k)

)
ç n − 1 i n ðÿäêàìè âiäïîâiäíî, äå ìîæëèâi
íåíóëüîâi çíà÷åííÿ äàþòü ôîðìóëè

v1j (k) =

{
b̃j(k), 1 ≤ j ≤ n;
1, j = 0;

v2j (k) =

{
(n− j)b̃j(k), 1 ≤ j ≤ n;
n, j = 0.

Äèñêðèìiíàíò D(k), ùî ¹ ìíîãî÷ëåíîì
ñòåïåíÿ n(n − 1) çà çìiííîþ k, k ̸= 0, ïî-
äàìî ó òàêîìó âèãëÿäi:
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D(k) =
(k
k̃

)n(n−1)(
D0 −

iD1

k
− D2

k2
+

+
iD3

k3
+ . . .+

i−n(n−1)Dn(n−1)

kn(n−1)

)
, (14)

äå D0, D1, . . . , Dn(n−1) �êîìïëåêñíi ÷èñëà,
ÿêi ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä as0,s1 , ïðè÷îìó D0 �

äèñêðèìiíàò ìíîãî÷ëåíà λn+
n∑

j=1

an−j,jλ
n−j�

õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ãîëîâíî¨ ÷à-
ñòèíè ðiâíÿííÿ (1).

Íåõàé D0 ̸= 0, òîäi äëÿ k ̸= 0 ç ôàêòîðè-
çàöi¨

D(k) =
D0

2

(k
k̃

)n(n−1)(
2+

+
2

kD0

(
− iD1 −

D2

k
+

+
iD3

k2
+ . . .+

i−n(n−1)Dn(n−1)

kn(n−1)−1

))
âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü |D(k)|≥|D0|

2

( |k|
k̃

)n(n−1)
ïðè |k| ≥ D̃0

|D0|
, äå

D̃0 = 2(|D1|+ |D2|+ . . .+ |Dn(n−1)|).

Äëÿ äðîáó |k|/k̃ ñïðàâåäëèâîþ ¹ îöiíêà

|k|
k̃

≥ 1√
2
, k ∈ Z \ {0}. (15)

Âðàõóâàâøè íåðiâíiñòü (15), îöiíèìî ìîäóëü
D(k) çíèçó

|D(k)| ≥ |D0|
2

·
( 1√

2

)n(n−1)
=

=
(√

2
)−n(n−1)−2|D0|, |k| ≥ D̃0

|D0|
. (16)

Iç ôàêòîðèçîâàíîãî çîáðàæåííÿ äèñêðèìi-

íàíòà ìà¹ìî íà ìíîæèíi {k : |k| ≥ D̃0

|D0|
} òà-

êîæ íåðiâíiñòü |D(k)| ≤ 3|D0|/2.

Ç óìîâè k ∈ K âèïëèâà¹ |k| < D̃0

|D0|
, òîìó

îöiíêà (16) âêàçó¹ íà ñêií÷åííiñòü ìíîæèíè
K.

Ó ôîðìóëi (12) îöiíèìî çâåðõó äðîáè
eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T
. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî òàêi

äâi ôîðìóëè:∣∣eik̃λl(k)t
∣∣ = e−k̃Imλl(k)t ≤ max

{
e−k̃Imλl(k)T , 1

}
,

k̃|Imλj| → ∞, ïðè |k| → ∞.
Î÷åâèäíî, ùî òðåáà äîâåñòè ëèøå äðóãó

ôîðìóëó.
Ç ðiâíîñòi 2 Imλj(k) = λj(k)−λ̄j(k) i òîãî,

ùî −λ̄1(k), . . . ,−λ̄n(k) ¹ êîðåíÿìè ìíîãî÷ëå-
íà

P1k(λ)=
n∏

j=1

(λ−λ̄j(k))=λn+
n∑

j=1

¯̃bj(k)λ
n−j,

îòðèìà¹ìî, ùî ÷èñëà 2 Imλj(k) ¹ ìíîæíè-
êàìè ðåçóëüòàíòà [2, ñ. 128]

R(k) =
n∏

j=1

n∏
l=1

(λj(k)− λ̄l(k))

ìíîãî÷ëåíiâ Pk òà P1k.
Äëÿ äîâiëüíîãî j = 1, . . . , n îöiíèìî ìî-

äóëü äàíîãî ðåçóëüòàíòà çâåðõó

|R(k)| ≤ 2n
2

(1 + 2A)n
2−1|Imλj|.

Äëÿ îöiíêè çíèçó ïîäàìî ðåçóëüòàíò, ÿê
i äèñêðèìiíàíò D(k), ó âèãëÿäi

R(k) =
(k
k̃

)n2(
R0 −

iR1

k
− R2

k2
+

+
iR3

k3
+ . . .+

i−n
2
Rn2

kn2

)
, k ̸= 0, (17)

äåR0 äîðiâíþ¹ ðåçóëüòàíòó ãîëîâíèõ ÷àñòèí
(çà k i λ) ìíîãî÷ëåíiâ Pk òà P1k. Ó ðàçi R0 ̸=
0 ìà¹ìî äîáóòîê

R(k) =
R0

2

(k
k̃

)n2(
2 +

2

kR0

(
− iR1 −

R2

k
+

+
iR3

k2
+ . . .+

i−n
2
Rn2

kn2−1

))
.

ßêùî k ∈ Z i |k| ≥ R̃0

|R0|
, äå

R̃0 = 2(|R1|+ |R2|+ . . .+ |Rn2 |),
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òî ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|R(k)| ≥ |R0|
2

( |k|
k̃

)n2

≥ (
√
2)−n

2−2|R0|.

Îñêiëüêè k̃ → ∞, êîëè |k| → ∞, òî ç öi¹¨
îöiíêè âèïëèâà¹ äðóãà ôîðìóëà, òîáòî

k̃|Imλj(k)| ≥ k̃ · 2−n2

(1 + 2A)1−n
2 |R(k)| ≥

≥ k̃ · (
√
2)−3n

2−2(1 + 2A)1−n
2 |R0| → ∞.

Äëÿ øóêàíî¨ îöiíêè äðîáiâ âðàõîâó¹ìî
çíàê óÿâíî¨ ÷àñòèíè êîðåíÿ λj(k). ßêùî
Imλj(k) < 0, òî ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíîìiðíà
íà [0, T ] îöiíêà∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ 1∣∣∣µe−ik̃λl(k)T − 1
∣∣∣ ≤ 2

ïðè k̃ ≥ M1

|R0|
i |k| ≥ R̃0

|R0|
, äå

M1 =
ln(2|µ|)
T

(
√
2)3n

2+2(1 + 2A)n
2−1.

ßêùî æ Imλj(k) > 0, òî àíàëîãi÷íî∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ 1∣∣µ− eik̃λl(k)T
∣∣ ≤ 2

|µ|

ïðè k̃ ≥ M2

|R0|
i |k| ≥ R̃0

|R0|
, äå

M2 =
ln(2/|µ|)

T
(
√
2)3n

2+2(1 + 2A)n
2−1.

Îòæå, ïðè k̃ ≥ max
(M1,M2)

|R0|
i |k| ≥ R̃0

|R0|

äëÿ âèðàçó
eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T
ñïðàâäæó¹òüñÿ òàêà

íåðiâíiñòü:∣∣∣ eik̃λl(k)t

µ− eik̃λl(k)T

∣∣∣ ≤ 2max
(
1,

1

|µ|

)
. (18)

Iç ôîðìóë (12), (13), (16) i (18) äëÿ âñiõ
t ∈ [0, T ] òà k ∈ Z \ K0 îòðèìà¹ìî îöiíêó
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4), (5) òà éîãî ïîõiäíèõ äî
n�ãî ïîðÿäêó

|u(r)k (t)|2 ≤ C̃0

|D0|

n−1∑
j=0

|k̃|2(r−j)|φjk|2, (19)

äå C̃0 = C̃0(A, n, µ) > 0, K0 � ñêií÷åííà ìíî-
æèíà öiëèõ ÷èñåë k, äëÿ ÿêèõ ñïðàâåäëèâà

íåðiâíiñòü |k| ≤ max
( D̃0

|D0|
,
R̃0

|R0|

)
àáî íåðiâ-

íiñòü k̃ ≤ max
(M1,M2)

|R0|
.

Òåîðåìà 2. Íåõàé D0R0 ̸= 0, ðiâíÿííÿ
(9) äëÿ âñiõ k ∈ K0 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó öi-
ëèõ ÷èñëàõ m. Òîäi iñíó¹ ëèøå îäèí ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (1), (2) äëÿ äîâiëüíèõ φ0 ∈ Hq(Ω),
φ1 ∈ Hq−1(Ω),. . . , φn−1 ∈ Hq−n+1(Ω). Öåé
ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ïðàâèõ
÷àñòèí φ0, φ1, . . . , φn−1 óìîâ (2), çîêðåìà

∥u∥2Hn
q (D) ≤

C0

|D0|

n−1∑
j=0

∥φj∥2Hq−j(Ω), (20)

äå äîäàòíà âåëè÷èíà C0 çàëåæèòü âiä êîå-
ôiöi¹íòiâ as0,s1 ðiâíÿííÿ (1) i ïàðàìåòðà µ,
à òàêîæ âiä ÷èñåë A òà n.
Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè D0R0 ̸= 0 âèïëèâà¹

îöiíêà (19) ðîçâ'ÿçêó uk çàäà÷i (4), (5) äëÿ
k ∈ Z \ K0. ßêùî æ k ∈ K0, òî ðîçâ'ÿçîê uk
iñíó¹ òà íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Cn[0, T ].

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (11) òà íåðiâíiñòü
(19), îöiíèìî çâåðõó êâàäðàò íîðìè ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i (1), (2):

∥u∥2Hn
q (D) ≤

n∑
r=0

max
[0,T ]

∑
k∈K00

∣∣u(r)k (t)
∣∣2k̃2(q−r)+

+
C̃0

|D0|

n∑
r=0

∑
k∈Z\K0

k̃2(q−r)
n−1∑
j=0

|k̃|2(r−j)|φjk|2 ≤

≤ C0

|D0|

n−1∑
j=0

∥φj∥2Hq−j(Ω).

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèïëèâà¹ çi ñêií÷åííîñòi
ìíîæèíè K0, à C̃0 âçÿòî ç íåðiâíîñòi (19).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Iç òåîðåìè 2 iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó îòðèìó-

¹ìî âàæëèâèé íàñëiäîê ïðî ái¹êòèâíó âëàñ-
òèâiñòü îïåðàòîðà çàäà÷i (1), (2).
Íàñëiäîê. Çà óìîâ òåîðåìè 2 îïåðàòîð

íåëîêàëüíèõ óìîâ (2) ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðà-
æåííÿì u 7→ (φ0, φ1, . . . , φn−1) ç ïðîñòîðó
ðîçâ'ÿçêiâ u ðiâíÿííÿ (1), ÿêi íàëåæàòü äî
Hn

q (D), íà ïðîñòið Hq(Ω)×Hq−1(Ω)× . . .×
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Hq+1−n(Ω). Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (20) âií
¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Ðiâíÿííÿ D0 = 0 i R0 = 0 ó ïðîñòî-
ði C(n+1)(n+2)/2 êîåôiöi¹íòiâ as0,s1 äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ (1) âèçíà÷àþòü àëãåáðè÷íi
ãiïåðïîâåðõíi, à ðiâíÿííÿ (9) � ãiïåðïëîùè-
íó äëÿ ôiêñîâàíèõ k i m. Òîìó óìîâè òå-
îðåìè 2 ìîæóòü íå âèêîíóâàòèñÿ ëèøå íà
ìíîæèíi êîåôiöi¹íòiâ íóëüâî¨ ìiðè Ëåáåãà.

ßêùî óìîâè òåîðåìè 2 íå âèêîíóþòüñÿ,
òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2) àáî íå iñíó¹ äëÿ
âñiõ φ0 ∈ Hq(Ω), φ1 ∈ Hq−1(Ω),. . . , φn−1 ∈
Hq−n+1(Ω), àáî iñíó¹, àëå íå ¹äèíèé, àáî íå
íàëåæèòü äî ïðîñòîðó Hn

q (D).
5. Âèñíîâêè. Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî êî-

ðåêòíiñòü íåëîêàëüíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ
áåçòèïíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè ó äâîâèìið-
íié îáëàñòi. Âñòàíîâëåíî óìîâè îäíîçíà÷íî¨
ðîçâ'ÿçíîñòi öi¹¨ çàäà÷i ó ïðîñòîði Hn

q (D)
ïðè íàëåæíîñòi ïðàâèõ ÷àñòèí φm, äå m =
0, 1, . . . , n− 1, íåëîêàëüíèõ óìîâ (2) äî øêà-
ëè ïðîñòîðiâ {Hl(Ω)}l∈R. Ïðîâåäåíî àíàëiç
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i òà ïîêàçàíî, ùî íà âiäìi-
íó âiä çàäà÷i ç áàãàòüìà ïðîñòîðîâèìè çìií-
íèìè, ó ðàçi îäíi¹¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ ïðîáëå-
ìè ìàëèõ çíàìåííèêiâ íå âèíèêà¹. Çíàìåí-
íèêè îöiíþþòüñÿ çíèçó äîäàòíèìè ñòàëèìè,
ùî âêàçó¹ íà êîðåêòíiñòü çà Àäàìàðîì ðîç-
ãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i.
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