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РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ПОЧАТКОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕЯВНОГО
ПIВЛIНIЙНОГО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ОПЕРАТОРНОГО РIВНЯННЯ

ДРУГОГО ПОРЯДКУ

Встановлено теореми iснування та єдиностi розв’язку деяких початкових задач для неяв-
ного пiвлiнiйного абсрактного диференцiального рiвняння другого порядку. Результати за-
стосовуються до рiвнянь з частинними похiдними не типу Ковалевської

Existence and uniqueness theorem for some initial problems for second order implicit semilinear
differential-operator equation are obtained. Rezults are applied to partial differential equations,
which are not equations of Kovalevskaya type.

1. Вступ Деякi задачi фiзики та технiки
приводять до вивчення рiвняння осцилято-
ру ü + 2γu̇ + ω2

0u = 0 [8, 10]. Якщо коли-
вання вимушенi, то в правiй частинi цього
рiвняння з’являється деяка нелiнiйна фун-
кцiя, що залежить вiд u. Коливання звуко-
вих хвиль в релаксуючому середовищi опи-
сується рiвнянням типу Соболєва [1, 13], що
не розв’язне вiдносно старшої похiдної за
часом – похiдної другого порядку. Як за-
значено в [13], виникають труднощi при до-
слiдженнi коректної розв’язностi задач для
цього рiвняння. В абстрактнiй формi подi-
бнi рiвняння описуються за допомоги неяв-
ного диференцiально-операторного рiвнян-
ня другого порядку.

У данiй роботi дослiджується початкова
задача

d2Au(t)

dt2
+B

du(t)

dt
+

+Cu(t) = f(t, u(t)), м.с. t ∈ [0, T ]. (1)

u(0) = u0, (Au)′(0) = y1, (2)

Тут A,B,C – замкненi лiнiйнi оператори,
що дiють iз дiйсного банахова простору X
у дiйсний банахiв простiр Y з областями ви-
значення D(A), D(B), D(C) вiдповiдно, D =
D(A) ∩D(B) ̸= {0}, f(t, x) : [0, T ]×X → Y .
Якщо X = Y,A = E, E–тотожнiй оператор,
то рiвняння (1) називають явним , а в про-
тилежному випадку це рiвняння називають
неявним. Якщо KerA ̸= {0}, то неявне рiв-
няння (1) називається виродженим.

Будемо використовувати наступнi по-
значення: L(Y,X)–простiр обмежених лi-
нiйних операторiв, що дiють з Y в
X, L(Y ) = L(Y, Y ), L1(0, T ;X)–простiр
X-значних iнтегрованих на [0, T ] фун-
кцiй, Wm

1 (0, T ;X)–простiр Соболєва фун-
кцiй з L1(0, T ;X), у яких узагальненi по-
хiднi до порядку m включно належать
L1(0, T ;X); Cp([0, T ], X), p = 0, 1, ...–клас
X-значних функцiй, p разiв неперервно
диференцiйовних на [0, T ], C([0, T ], X) =
C0([0, T ], X). Будемо вважати, що функцiї
з Wm

1 (0, T ;X) (m ̸= 0) належать кла-
су Cm−1([0, T ], X), змiнiвши їх значення на
множинi нульової мiри за необхiдностi.

Наведемо поняття сильного та класично-
го розв’язку рiвняння (1) з аналогiєю [15, п.
4.2] для явних рiвнянь першого порядку. Бу-
демо припускати, що f(t, x), як функцiя t,
належить простору L1(0, T ;Y ) при кожному
x ∈ X. Функцiя u(t) ∈ W 1

1 (0, T ;X) називає-
ться сильним розв’язком рiвняння (1), якщо
Au(t) ∈ W 2

1 (0, T ;Y ), Bu(t) ∈ W 1
1 (0, T ;Y ),

u(t) задовольняє рiвняння (1) майже скрiзь
на [0, T ].

Нехай f(t, x) як функцiя t належить про-
стору C([0, T ], Y ) при кожному x ∈ X. Фун-
кцiя u(t) ∈ C1([0, T ], X) називається класи-
чним розв’язком рiвняння (1), якщо Au(t) ∈
C2([0, T ], Y ), Bu(t) ∈ C1([0, T ], Y ], u(t) за-
довольняє рiвняння (1) при будь-якому t ∈
[0, T ].

Класичним (сильним) розв’язком задачi
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(1),(2) будемо називати вiдповiдно класи-
чний (сильний) розв’язок задачi (1),(2). По-
чатковi умови (2) мають сенс як для класи-
чного, так i для сильного розв’язку.

Нехай X̃, Ỹ –комплекснi оболонки просто-
рiв X, Y та Ã, B̃–комплекснi розширення,
операторiв A,B [5, с. 475–480]. Розглянемо
жмуток операторiв λÃ + B̃, визначений на
D̃ = D(Ã) ∩ D(B̃). Цей жмуток дiє у ком-
плексних банахових просторах X̃, Ỹ . Припу-
скається, що для деяких сталих C1, C2 > 0
жмуток λÃ + B̃ має резольвенту R̃(λ) =
(λÃ + B̃)−1 ∈ L(Ỹ , X̃) при |λ| ≥ C2 та ви-
конано оцiнку

||R̃(λ)|| ≤ C1, |λ| ≥ C2. (3)

Тодi можна визначити оператор [12] Q̃1 =
1

2πi

∮
|λ|=C2

ÃR̃(λ)dλ ∈ L(Y ), його звуження

Q1 ∈ L(Y ) на дiйсний простiр Y , та опера-
тор Q2 = E − Q1 ∈ L(Y ). Оператори Q1, Q2

є обмеженими взаємно доповнюючими про-
екторами у просторi Y . Замкнений лiнiйний
оператор G = A + Q2B : D → Y має обме-
жений обернений оператор G−1 ∈ L(Y,X),
який володiє властивостями [2]

AG−1Q1 = Q1, Q2BG
−1 = BG−1Q2 = Q2,

Q2AG
−1 = AG−1Q2 = 0 (4)

2. Теореми iснування та єдиностi
розв’язку Iснування та єдинiсть класичних
розв’язкiв явних лiнiйних диференцiально-
операторних рiвнянь другого порядку (A =
E, f(t, x) не залежить вiд x) при обмежен-
нях на резольвенту оператору B дослiджу-
валось ще в монографiї [7, Роздiл 3, §3].
Теореми iснування та єдиностi класичного
розв’язку початкової задачi (1), (2) для ви-
роджених лiнiйних рiвнянь (1) (f(t, x) не за-
лежить вiд x) одержанi в [14, п. 6.1]. при
обмеженнях на оператор-функцiю A(λA +
B)−1. Також згадаємо роботу [3], де до-
слiджувались сильнi розв’язки неповного
пiвлiнiйного рiвняння (1) другого порядку
(B = 0), якi задовольняють початковi умови
Au(0) = y0, (Au)

′(0) = y1. Наступна теорема
мiстить умови розв’язностi початкової зада-
чi (1),(2) в класичному та сильному сенсi.

Теорема 1. Нехай D ⊂ D(C), виконано
умову (3), функцiя f(t, x) : [0, T ] × X →
Y за аргументом t належить простору
L1(0, T ;Y ) при кожному x ∈ X та задо-
вольняє глобальну умову Лiпшиця

||f(t, x)− f(t, u)|| ≤

≤M ||x−u|| ∀x, u ∈ X м.с. t ∈ [0, T ] (5)
зi сталою M > 0, яка не залежить вiд
t. Тодi для будь-яких початкових векто-
рiв u0 ∈ D, y1 ∈ Q1(Y ) в (2) iснує єди-
ний сильний розв’язок u(t) початкової зада-
чi (1),(2).Якщо, додатково, функцiя f(t, x) :
[0, T ]×X → Y за аргументом t належить
простору C([0, T ], Y ) при кожному x ∈ X,
то цей розв’язок буде класичним.

Зауваження 1. З умови Лiпшиця (5) ви-
пливає, що f(t, u(t)) ∈ L1(0, T ;Y ), якщо
u(t) ∈ L1(0, T ;X).

Доведення Застосуємо до рiвняння (1)
проектори Q1, Q2 та скористаємось власти-
востями (4) оператору G−1. Одержимо

d2(Au(t))

dt2
+ S

d

dt
(Au(t)) =

= Q1(f(t, u(t))− Cu(t)); (6)
d(Q2Bu(t))

dt
= Q2(f(t, u(t))− Cu(t)), (7)

де S = Q1BG
−1 ∈ L(Y ). В силу теореми

2.9 [15, п. 4.2] рiвняння (6) з урахуванням
другої початкової умови (2) еквивалентне
наступному

d

dt
(Au(t)) = e−Sty1+

+

t∫
0

e−S(t−τ)Q1(f(τ, u(τ))− Cu(τ))dτ (8)

Оператор-функцiя W (t) =
t∫
0

e−Sτdτ є

неперервно-диференцiйованою на [0, T ] зi
значеннями в L(Y ) i є справедливою опера-
торна тотожнiсть d

dt
W (t) = e−St. Тому рiв-

няння (8) з початковими умовами (2) запи-
сується у виглядi

Au(t) = Au0 +W (t)y1+
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+

t∫
0

W (t− τ)Q1(f(τ, u(τ))− Cu(τ))dτ (9)

Рiвняння (7) з урахуванням першої початко-
вої умови (2) еквiвалентне наступному рiв-
нянню:

Q2Bu(t) = Q2Bu0+

+

t∫
0

Q2(f(τ, u(τ))− Cu(τ))dτ (10)

У результатi додавання рiвнянь (9),(10)
одержимо наступне iнтегральне рiвняння
Вольтерра вiдносно функцiї v(t) = Gu(t):

v(t) = Gu0 +W (t)y1+

+

t∫
0

W (t−s)Q1{f(s,G−1v(s))−CG−1v(s)}ds+

+

t∫
0

Q2{f(s,G−1v(s))− CG−1v(s)}ds (11)

Зауважимо, що в силу вкладення D ⊂ D(C)
оператор CG−1 ∈ L(Y ). Iнтегральне рiвня-
ння (11), що розглядається у банаховому
просторi L1(0, T ;Y ), є еквiвалентним поча-
тковiй задачi (1),(2). Застосовуючи до цьо-
го рiвняння принцип стискаючих вiдобра-
жень подiбно мiркуванням в [6, с.13], одер-
жимо, що рiвняння (11) має єдиний розв’я-
зок v(t) ∈ L1(0, T ;Y ). Бiльш того, з рiвня-
ння (11) безпосередньо випливає, що v(t) ∈
W 1

1 (0, T ;Y ). Оскiльки AG−1, BG−1 ∈ L(Y ),
то Au(t), Bu(t) ∈ W 1

1 (0, T ;Y ). Продиферен-
цiювавши рiвняння (11) з урахуванням вла-
стивостей (4), маємо

dv

dt
= e−Sty1+

+

t∫
0

e−S(t−τ)Q1(f(τ,G
−1v(τ))−CG−1v(τ))dτ+

+Q2(f(t, G
−1v(t))− CG−1v(t)). (12)

Звiдси, скориставшись спiввiдношенням
u(t) = G−1v(t), маємо

d

dt
(Au(t)) = AG−1dv

dt
= AG−1

(
e−Sty1+

+

t∫
0

e−S(t−τ)Q1(f(τ, u(τ))−Cu(τ))dτ

)
(13)

Отже, функцiя Au(t) ∈ W 2
1 (0, T ;Y ). Таким,

чином функцiя u(t) = G−1v(t) – єдиний
сильний розв’язок задачi (1),(2).

У випадку, коли функцiя f(t, x) : [0, T ]×
X → Y за аргументом t належить ба-
наховому простору C([0, T ], Y ), iнтеграль-
не рiвняння Вольтерра (11) слiд розв’язу-
вати у цьому просторi. Застосовуючи, як
i ранiше, принцип стискаючих вiдображень
[6, с.13], одержимо єдиний розв’язок цьо-
го рiвняння v(t) ∈ C([0, T ], Y ), а також
властивостi u(t) = G−1v(t) ∈ C1([0, T ], X),
Au(t), Bu(t) ∈ C1([0, T ], Y ). Продиференцi-
ювавши рiвняння (11) одержимо рiвняння
(13), звiдки випливає Au(t) ∈ C2([0, T ], Y ).
Отже, вектор-функцiя u(t) є класичним
розв’язком задачi (1),(2). Теорему повнiстю
доведено.

Розглянемо тепер задачу Кошi

u(0) = u0, u′(0) = u1 (14)

для рiвняння (1). Зазначимо, що початковi
умови (14), взагалi кажучи, не мають сен-
су для сильних розв’язкiв рiвняння (1), але
мають сенс для класичних розв’язкiв. То-
му будемо розглядати розв’язок задачi Кошi
(1),(14) – класичний розв’язок рiвняння (1),
що задовольняє початковi умови (14). За-
уважимо, що в роботi [4] дослiджувалось лi-
нiйне однорiдне диференцiально-операторне
рiвняння вищого порядку, для якого було
введено кiлька понять коректностi вiдповiд-
ної задачi Кошi та одержано рiзнi ознаки
коректностi. Наведемо теорему iснування та
єдиностi класичного розв’язку задачi Кошi
(1),(14).
Теорема 2. Нехай D ⊂ D(C), виконано
обмеження (3), функция f(t, x) : [0, T ] ×
X → Y при кожному x ∈ X є неперерв-
ною по t та задовольняє умову Лiпшиця (5)
зi сталою M > 0, що не залежить вiд t.
Тогда для будь-яких початкових векторiв
u0, u1 ∈ D в (14), що задовольняють умо-
ву узгодження

Q2(Bu1 + Cu0) = Q2f(0, u0), (15)

152 ISSN 2309-4001. Буковинський математичний журнал. 2016. – Т. 4, № 3–4.



iснує єдиний розв’язок u(t) задачi Кошi
(1),(14). Якщо додатково проекцiя Q2f(t, x)
є неперервно - диференцiйованою за сукупнi-
стю змiнних на [0, T ] × X , то розв’язок
u(t) ∈ C2([0, T ], X) та задовольняє рiвнян-
ня

A
d2u(t)

dt2
+B

du(t)

dt
+

+Cu(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, T ]. (16)

Доведення цiєї теореми проводиться
аналогiчно теоремi 1, тому вкажемо на змi-
ни, якi потрiбно при цьому зробити. Як i ра-
нiше, ми одержимо рiвняння (6),(7). Розв’я-
зок задачi (6),(14) подається у виглядi (пор.
з (9))

Au(t) = Au0 +W (t)Au1+

+

t∫
0

W (t− τ)Q1(f(τ, u(τ))− Cu(τ))dτ (17)

Також є справедливим рiвняння (10). Умову
узгодження (15) одержимо пiсля пiдстанов-
ки t = 0 у рiвняння (7). Пiсля додавання
рiвнянь (17),(10) одержимо наступне iнте-
гральне рiвняння Вольтерра вiдносно фун-
кцiї v(t) = Gu(t) (замiсть рiвняння (11)):

v(t) = Gu0 +W (t)Au1+

+

t∫
0

W (t−s)Q1{f(s,G−1v(s))−CG−1v(s)}ds+

+

t∫
0

Q2{f(s,G−1v(s))− CG−1v(s)}ds (18)

Iснування та єдинiсть розв’язку v(t) рiвня-
ння (18) у банаховому просторi C([0, T ], X)
доводиться, як i ранiше, за допомоги прин-
ципу стискаючих вiдображень. Пiсля цього,
як i при доведеннi теореми 1 перевiряється,
що функцiя u(t) = G−1v(t) є розв’язком за-
дачi Кошi (1),(14).

Нехай тепер проекцiя Q2f(t, x) є непе-
рервно - диференцiйованою за сукупнiстю
змiнних на [0, T ] × X, u(t)– знайдений кла-
сичний розв’язок задачi (1),(14). Продифе-
ренцiювавши рiвняння (18) та урахувавши

замiну u(t) = G−1v(t), маємо

du

dt
= G−1

(
e−StAu1+

+

t∫
0

e−S(t−τ)Q1(f(τ, u(τ))− Cu(τ))dτ+

+Q2(f(t, u(t))− Cu(t))

)
. (19)

Тодi з рiвняння (19) випливає, що u(t) ∈
C2([0, T ], X). Оскiльки A–замкнений опера-
тор, то звiдси одержимо, що u(t) задоволь-
няє рiвняння (16). Теорему доведено.

Зауваження 2. Якщо рiвняння (1) явне,
то в умовах теорем 1,2 операторнi коефi-
цiєнти B,C будуть обмеженими. Дiйсно,
оцiнка (3) при A = E забезпечує обмеже-
нiсть оператора B, а вкладення D(B) ⊂
D(C) – обмеженiсть оператора C.

Зауваження 3. Теореми iснування та єди-
ностi ров’язку початкових задач для рiвня-
ння першого порядку d

dt
(Au(t)) + Bu(t) =

f(t, u(t)) одержано у монографiї [2, роздiл
4], а для неповного рiвняння другого поряд-
ку d2

dt2
(Au(t)) +Bu(t) = f(t, u(t)) в працi [3].

На вiдмiну вiд цих теорем, у доведених те-
оремах 1,2 не вимагаються додатковi обме-
ження на константу Лiпшиця M . Тому
теореми 1,2 не можуть бути одержанi
методом зниження порядку в рiвняннi (1)
та подальшим застосуванням результатiв
монографiї [2] для рiвняння першого поряд-
ку.

3. Застосування Застосуємо абстрактнi
результати до наступної початково-крайової
задачi:

∂2

∂t2

(
u(t, x) + a

∂2u(t, x)

∂x2

)
−

−b∂
3u(t, x)

∂x2∂t
− c

∂2u(t, x)

∂x2
= f(t, x, u(t, x)),

(20)
t ∈ [0, T ], x ∈ [0, π];

u(t, 0) = u(t, π) = 0 (21)
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u(0, x) = u0(x) (22)
∂

∂t

(
u(t, x) + a

∂2u(t, x)

∂x2

)
|t=0 = y1(x) (23)

Тут a, b, c–додатнi сталi, функцiя f(t, x, y) :
[0, T ] × [0, π] × R → R. Рiвняння (20) при
f(t, x, y) ≡ 0 описує [1, c. 85–87] поширен-
ня звукових хвиль у релаксацiйному сере-
довищi, невiдома функцiя u(t, x) позначає
щiльнiсть середовища. Фiзичне обгрунтува-
ння додатностi сталої a наведено в [9, с. 438].

Будь-яку функцiю v : x, t → v(t, x) буде-
мо також розглядати як функцiю t зi зна-
ченнями в просторi функцiй змiнної x та
записувати як v(t)(x). Припускається, що
при кожному фiксованому y ∈ R функцiя
f(t, x, y) = f(t, y)(x) як функцiя t приймає
значення в L2(0, π), елемент f(t, y)(x) нале-
жить простору L1(0, T ;L2(0, π)) та функцiя
f(t, x, y) для деякої сталої M > 0 задоволь-
няє глобальну умову Лiпшиця

|f(t, x, y)− f(t, x, z)| ≤M |y − z|, ∀y, z ∈ R
(24)

при майже всiх t ∈ [0, T ], x ∈ [0, π]

У дiйсному гiльбертовому просторi X =
Y = L2(0, π) початково-крайова задача
(20)–(23) записується в абстрактнiй формi
(1),(2) з диференцiальними операторами

Ag(x) = g(x) + a
d2g(x)

dx2
, Bg(x) = −bd

2g(x)

dx2
,

Cg(x) = −cd
2g(x)

dx2
, D = D(A) = D(B) =

= D(C) =
◦
W 2

2 (0, π) =

= {g(x) ∈ W 2
2 (0, π) : g(0) = g(π) = 0}, (25)

де W 2
2 (0, π) – простiр Соболєва функцiй з

L2(0, π). Комплексною оболонкою простору
X = Y є комплексний простiр L2(0, π). Ком-
плекснi розширення Ã, B̃ операторiв A,B
визначаються тими ж самими диференцi-
альними виразами та крайовими умовами,
що й оператори A,B (25), де W 2

2 (0, π) – ком-
плексний простiр Соболєва. Жмуток λÃ+B̃,
що визначено на D̃ = D(Ã), має резольвенту
(див. формулу (7.44) в [2]):

(λÃ+ B̃)−1g =
∞∑
n=1

gn sinnx

λ(1− an2) + bn2
,

gn =
2

π

π∫
0

g(x) sinnxdx,

λ(1− an2) + bn2 ̸= 0, n = 1, 2, ...

Якщо an2 ̸= 1 для всiх n ∈ N, то KerA = {0},
∃A−1 ∈ L(L2(0, π)) та вiдповiдно [12] Q1 =
E,Q2 = 0. Тому умови теореми 1 викона-
но, якщо початковi функцiї в (22),(23) задо-

вольняють вимоги u0(x) ∈
◦
W 2

2 (0, π), y1(x) ∈
L2(0, π).

Розглянемо випадок, коли a = 1
m2 для де-

якого m ∈ N. Тодi оператор A є виродже-
ним, KerA = Lin{sinmx}. Обчислюємо

Q2g = gm sinmx, g ∈ L2(0, π). (26)

Умова y1(x) ∈ Q1(Y ) еквiвалентна спiввiд-
ношенню

π∫
0

y1(x) sinmxdx = 0 (27)

Отже, маємо наступний результат

Твердження 1. Нехай значення функцiї
f(t, y)(x), як функцiї t, при фiксованих y на-
лежать простору L1(0, T ;L2(0, π)). Припу-
скається, що функцiя f(t, x, y) для деякої
сталої M > 0 задовольняє глобальну умову

Лiпшиця (24). Нехай в (22),(23) u0(x) ∈
◦
W 2

2

(0, π), y1(x) ∈ L2(0, π) та виконано одну
з двох умов: 1o a ̸= 1

m2 , ∀m ∈ N, або 2o

∃m ∈ N : a = 1
m2 i для функцiї y1(x) є спра-

ведливим спiввiдношення (27). Тодi мiшана
задача (20)–(23) має єдиний сильний розв’я-
зок u(t)(x). Якщо додатково при кожному
фiксованому y ∈ R елемент f(t, y)(x) на-
лежить простору C([0, T ], L2(0, π)), то цей
розв’язок є класичним.

Замiнимо початкову умову (23) на поча-
ткову умову

∂u(t, x)

∂t
|t=0 = u1(x), (28)

тобто розглянемо мiшану задачу
(20),(21),(22),(28). У наступному твер-
дженнi наведемо умови розв’язностi цiєї
задачi
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Твердження 2. Нехай значення функцiї
f(t, y)(x), як функцiї t, при фiксованих y
належать простору C([0, T ], L2(0, π)) та
функцiя f(t, x, y) для деякої сталої M > 0
задовольняє глобальну умову Лiпшиця (24).

Нехай в (22),(28) u0(x), u1(x) ∈
◦
W 2

2 (0, π) та
виконано одну з двох умов: 1o a ̸= 1

m2 ,∀m ∈
N, або 2o ∃m ∈ N : a = 1

m2 та функцiї
u0(x), u1(x) задовольняють умову узгодже-
ння

π∫
0

f(0, x, u0(x)) sinmxdx =

=

π∫
0

(bm2u1(x) + cm2u0(x)) sinmxdx. (29)

Тодi мiшана задача (20),(21),(22),(28) має
єдиний розв’язок u(t)(x).

Це твердження випливає безпосередньо з
теореми 2. Достатньо лише зазначити, що
у випадку a = 1

m2 для введених операто-
рiв A,B,C умова узгодження (15) з ураху-
ванням конструкцiї (26) спектрального про-
ектору Q2 переписується у виглядi (29).

Результати статтi було виголошено на
мiжнароднiй науковiй конференцiї [11].
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