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ГЕОМЕТРИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПЕРЕХІДНИХ КРИВИХ ЗАЛІЗНИЧНОГО 
ШЛЯХУ ПРИ ВІДНОВЛЕННІ ЙОГО ОКРЕМИХ ДІЛЯНОК  

В статті розглядається питання геометричного моделювання перехідних кривих ділянок 
залізничного шляху, які влаштовуються між прямолінійними та круговими його рейками. Подібні 
роботи виконуються при відновленні існуючих ділянок залізниці. Розроблено програму розрахунків 
і візуалізації отриманих результатів на ПЕОМ.  

Ключові слова: геометричне моделювання, перехідна крива, залізничний шлях, існуюча ді-
лянка. 

Постановка проблеми 
На залізничних шляхах в кривих змін-

ного радіуса (перехідних кривих) радіус 
колії змінюється від нескінченності до ве-
личини радіуса конкретної кругової кри-
вої. Це безпосередньо впливає на безпеку 
руху рухомого складу і плавність його 
вписування в криволінійні ділянки шляху. 
На ділянках шляху, розташованих на міс-
цевості зі складним рельєфом, переважаю-
ча більшість витрат праці залізничного пе-
рсоналу йде на поточне утримання саме 
кривих ділянок, де виникає великий боко-
вий динамічний вплив. У кривих ділянках 
підвищується знос гребенів коліс і головок 
рейок, що, в свою чергу, збільшує матеріа-
льні витрати на поточне утримання і ре-
монт колії, а також ремонт вагонів. Заліз-
ниці несуть великі фінансові витрати, по-
в'язані з обмеженням швидкостей руху по-
їздів в кривих. 

Перед залізничниками постає пробле-
ма відновлення перехідних кривих шляху, 
що вимагає постійного моделювання кри-
вих рейок. Існуючі методи виконання цих 
робіт не в повній мірі відповідають вимо-
гам, які подаються до перехідних кривих. 
Вони не забезпечують рівності похідної 
від кривини по довжині дуги кривої на кі-
нцях перехідної кривої, що приводить к 
додатковим динамічним впливам на кри-

волінійні ділянки шляху і, отже, швидкому 
зносу рейок. 

У цій роботі пропонується метод мо-
делювання перехідних кривих, який позба-
влений цього недоліку.  

Аналіз останніх досліджень 
і публікацій 

Основи теорії перехідних кривих на 
залізниці були закладені на початку мину-
лого століття і набули подальшого розвит-
ку в роботах вітчизняних і закордонних 
дослідників [1, 5, 9, 10, 12, 13]. У цих пуб-
лікаціях пропонується перехідні криві по-
давати клотоїдами, кардіоїдами, парабола-
ми різних степенів, лемніскатами Бернул-
лі, мажорантними, пружними, швидкісни-
ми та іншими кривими. 

У літературі приділено достатньо ува-
ги питанню моделювання кривих ліній для 
різних практичних додатків, у тому числі і 
тих, які застосовуються при описі кривих, 
придатних для подання залізничної колії 
[2, 8 та інші]. Автори цих робіт застосову-
ють явну, неявну, параметричну форми 
опису кривих. Близькими до тематики цієї 
статті є роботи [4, 7].  

Зазначимо, що всі вище перелічені 
криві не забезпечують рівності похідної 
від кривини дуги в місці переходу прямо-
лінійної рейки в перехідну криву. Це мож-
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на забезпечити застосуванням кривих, які 
задаються в натуральній параметризації. 
Моделюванню криволінійних обводів у 
натуральній параметризації присвячені на-
ступні публікації [2, 3, 8]. У роботі [3] па-
раметричні криві у натуральній парамет-
ризації застосовані до моделювання пере-
хідних кривих на обмеженій ділянці місце-
вості з кубічним законом розподілу криви-
ни в залежності від довжини дуги. 

Постановка завдання 
Метою цієї статті є викладення методу 

моделювання перехідних кривих залізнич-
ного шляху із застосуванням параметрич-
них рівнянь кривих, які подаються в нату-
ральній параметризації за умови, що їх 
кривина описується поліномом четвертого 
порядку в залежності від довжини дуги. 

Виклад основного матеріалу 
При з’єднанні прямолінійної та круго-

вої ділянок залізничного шляху потрібно 
забезпечити плавність перехідної кривої, а 
також рівність кутів нахилу дотичної та 
кривини на її кінцях (рис. 1). При цьому 
виникають задачі, коли розташування 
прямолінійної та центра кругової ділянок 
має залишитись незмінним, наприклад, 
при побудові перехідної кривої для існую-
чої ділянки залізничного шляху. 

 
Рис. 1. До побудови перехідної кривої на 

існуючій ділянці залізничного шляху 

У такому випадку можна взяти криву, 
яка генерується за умови, що задано графік 
розподілу кривини k четвертого порядку: 
   edscsbsassk  234 , (1) 

де a, b, c, d, e – коефіцієнти розподілу кри-
вини; s – довжина кривої лінії. 

Невідомі коефіцієнти залежності (1) та 
довжина кривої лінії s визначаються в 
процесі моделювання перехідної кривої.  

Оскільки перехідна крива з’єднує пря-
молінійну та кругову ділянки, то в почат-
ковій точці A її кривина дорівнює нулю, а 
в кінцевій точці B – величині оберненій 
радіусу кола R1 . Крім того, для уникнен-
ня появи стрибкоподібного кутового при-
скорення при вписуванні екіпажу в криву 
похідна кривини на початку і в кінці пере-
хідної кривої повинна дорівнювати нулю. 

Похідна кривини визначається вира-
зом: 

   dcsbsas
ds

sdk
 234 23 . (2) 

Застосувавши граничні умови до зале-
жностей (1) і (2), отримаємо наступні ви-
рази для коефіцієнтів розподілу кривини: 
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де S – довжина перехідної кривої від точки 
A до точки B, яка є невідомою. 

Підставимо значення коефіцієнтів до 
виразу (1) і отримаємо: 
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Вихідними даними для геометричного 
моделювання перехідної кривої будуть на-
ступні: координати кінцевої точки А пря-
молінійної ділянки залізничного шляху, 
кут нахилу прямолінійної ділянки φA в її 
кінцевій точці, радіус кола кругової ділян-
ки R та координати її центра C. 

Залежність для визначення кута нахи-
лу дотичної до кривої в довільній її точці 
визначатиметься виразом: 
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 
 sS

R
s 35 . 

Кут нахилу дотичної φB до кругової 
ділянки обчислюватиметься за таким вира-
зом: 
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Координати початкової точки B круго-
вої ділянки можна визначити з елементар-
них міркувань: 

BCB Rxx  sin ;  

BCB Ryy  cos . 
З іншого боку, координати кінцевої 

точки B перехідної кривої будуть обчис-
люватися за формулами: 

  
S

AB dssxx
0

cos ;  

  
S

AB dssyy
0

sin . 

Оскільки це одна й та ж точка, то при-
рівнявши її відповідні координати, отри-
маємо два рівняння з двома невідомими a 
та S: 

  0cossin
0

 
S

BAC dssRxx ; 

  0sincos
0

 
S

BAC dssRyy . 

Після знаходження невідомих параме-
трів за допомогою числового методу міні-
мізації функції цілі, за яку прийнято відхи-
лення проміжно отриманої кінцевої точки 
від заданої точки В, обчислюють коорди-
нати перехідної кривої, які потім можна 
використовувати або для встановлення но-
вих, або для контролю вже існуючих ре-
йок.  

Зазначимо, що мінімізація функції цілі 
в роботі застосовано високоефективний 
алгоритм, запропонований Хуком-
Дживсом [11].  

На рис. 2 представлені результати мо-
делювання перехідної кривої AB, отрима-
ної за таких вихідних даних: радіус круго-
вої ділянки R = 310 м, координати центра 
кола ХС = 384,5 м, YС = 12,6 м, кут нахилу 
прямолінійної ділянки φА = 60°. З розгляду 
рисунка випливає, що перехідна крива є 
дотичною до прямолінійної та кругової 
ділянок шляху. 

На рис. 3 показані графіки розподілу 
кривини та похідної від неї, взятої по дов-
жині дуги. Результати представлені в зале-
жності від відносної довжини дуги кривої. 
Графік кривини свідчить про те, що ця ха-
рактеристика кривої в початковій точці має 
нульове значення, а в кінцевій – оберненій 
величині радіуса кругової ділянки шляху. 
Похідна ж від кривини в цих точках має 
нульове значення. Тобто виконані всі умо-
ви, за яких будувалася перехідна крива. 

 
Рис. 2. Приклад перехідної кривої, побудованої для існуючої ділянки шляху 
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Рис. 3. Залежності кривини та її похідної від відносної довжини кривої 

 
Висновки та перспективи 

подальших досліджень 
Розроблено новий метод геометрично-

го моделювання перехідних кривих, що 
базується на застосуванні розподілу кри-
вини четвертого степеня. За граничні умо-
ви беруться координати кінця прямоліній-
ної ділянки залізничного шляху, значення 

кута нахилу цієї ділянки, радіус кругової 
ділянки, координати її центра, а також 
кривина в граничних точках перехідної 
кривої. Важливість запропонованого мето-
ду моделювання перехідної кривої полягає 
в тому, що він дозволяє будувати ці криві 
для вже існуючих залізничних шляхів. 
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GEOMETRICAL MODELLING OF TRANSITIONALCURVES OF THE RAILWAY 
IN RESTORATION OF ITS EXISTING SECTIONS 

In the article the question of geometrical modelling of transitional curves of sections of a railway 
track which are arranged between rectilinear and its circular rails is considered. Similar work is carried 
out while restoring existing sections of the railway. A program of calculations and visualization of the 
results obtained on a PC has been developed. 

Keywords: geometrical modelling, transition curve, railway track, existing section. 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПЕРЕХОДНЫХ 
КРИВЫХ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОГО ПУТИ ПРИ ВОССТАНОВЛЕНИИ 

ЕГО ОТДЕЛЬНЫХ УЧАСТКОВ 

В статье рассматривается вопрос геометрического моделирования переходных кривых 
участков железнодорожного пути, которые вставляются между прямолинейными и круговыми 
его рельсами. Подобные работы выполняются при восстановлении существующих участков же-
лезной дороги. Разработана программа расчетов и визуализации полученных результатов на 
ПЭВМ. 

Ключевые слова: геометрическое моделирование, переходная кривая, железнодорожный 
путь, существующий участок. 
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