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Обчислено вiльну енерґiю системи точкових йонiв у пористiй йоннiй матрицi. Розрахунки
виконано в наближеннi хаотичних фаз i враховано також внески вiд перших вiрiяльних коефi-
цiєнтiв. Показано, що “замороженiсть” йонiв пористого середовища приводить до кiлькiсних
i якiсних змiн термодинамiчних характеристик. Зокрема, внаслiдок “замороження” йонiв по-
ристої матрицi вiльна енерґiя системи зменшується порiвняно з вiльною енерґiєю двосортної
системи йонiв рiзної валентности.

PACS number(s): 51.30+i, 78.55.Mb

I. ВСТУП

У сучаснiй статистичнiй фiзицi актуальними є до-
слiдження структурних i термодинамiчних характе-
ристик системи взаємодiючих частинок у пористих се-
редовищах. Властивiстю пористого середовища є май-
же незмiнне положення його частинок у просторi, що
дає змогу вважати середовище частково “замороже-
ним”. Тодi поправку ∆F на взаємодiю до вiльної енер-
ґiї системи частинок можна означити формулою [1]

∆F = −θ〈lnQ1〉2, (1)

де θ — статистична температура, Q1 — конфiґурацiй-
ний iнтеґрал системи частинок флюїду в зовнiшньому
полi, що створюється порами, символ 〈· · ·〉2 означає
усереднення за ґiббсiвським розподiлом частинок по-
ристої пiдсистеми. Звичайно для розрахунку (1) вико-
ристовують метод реплiк [2]. Зокрема в [3,4] на основi
цього методу дослiджено вплив пористости на потен-
цiяли ефективної взаємодiї точкових частинок. Ана-
логiчнi проблеми для просторово-неоднорiдних сис-
тем розглянуто в [5].

У цiй працi ми обчислимо вiльну енерґiю системи
заряджених частинок у пористiй матрицi. Для роз-
рахунку ∆F використаємо метод колективних змiн-
них [6]. У наближеннi хаотичних фаз такi розрахун-
ки проведено в [7]. Тут ми врахуємо вплив вiрiяльних
коефiцiєнтiв.

II. КОНФIҐУРАЦIЙНИЙ IНТЕҐРАЛ
ЗАРЯДЖЕНИХ ЧАСТИНОК

У ЗОВНIШНЬОМУ ПОЛI

Розгляньмо модельну систему з N1 точкових йо-
нiв iз зарядом e1 в пористiй матрицi з N2 частинок.
Потенцiяльну енерґiю такої системи йонiв описують
формулою:

U =
1
2

∑
1≤j<l≤N1

e21
|xj − xl|

+
∑

1≤j≤N1

e1Φ(xj),

де xj — координати йона, Φ(xj) — потенцiял поля час-
тинок пористого середовища в точцi xj . Якщо вико-
ристати представлення Фур’є, то формула для U на-
бирає вигляду

U =
1
2

∑
k

4πe21
V k2

(XkX−k −N1) +
∑
k

e1
V

ΦkXk, (2)

тут V — повний об’єм системи N1 йонiв i N2 частинок
пористого середовища, Xk =

∑
1≤j≤N1

eikxj , а e1Φk —

коефiцiєнти Фур’є енерґiї взаємодiї йона з усiма час-
тинками пор.

Вiдзначимо, що для забезпечення електронейтраль-
ности розгляданої моделi система частинок пористо-
го середовища повинна бути йонами з протилежними
знаками, так що N1e1 +N2e2 = 0. В iншому разi слiд
допустити, що ця система йонiв перебуває в зовнiш-
ньому компенсуючому полi, тому в першому доданку
(2) k 6= 0.

Тодi конфiґурацiйний iнтеґрал Q1 системи заряджених частинок у зовнiшньому полi можемо записати так:

Q1 =
∫

d3N1x

V N1
exp

{
−1

2

∑
k

4πe21
θV k2

(XkX−k −N1)−
∑
k

e1
θV

ΦkXk

}
. (3)
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Для систем iз далекодiйною взаємодiєю одним iз найпростiших способiв обчислення Q1 є метод колективних
змiнних. Загальнi спiввiдношення для конфiґурацiйного iнтеґрала, отриманi цим методом, наведено в моногра-
фiї [6]. Застосувавши їх у нашому випадку, знайдемо, що результат розрахунку iнтеґрала (3) можна описати
формулою

lnQ1 =
1
2

∑
k

{
N1e

2
1u

2
k − ln

[
1 +N1e

2
1u

2
k

]}
+

1
2

∑
k

N1e
2
1/θ

2V 2

1 +N1e21u
2
k

ΦkΦ−k. (4)

Тут уведено позначення

u2
k =

4π
θV k2

. (5)

Формула (4) отримана в наближеннi хаотичних фаз. Урахувавши вищi наближення, отримаємо для Q1

вiрiяльне розвинення. Якщо обмежитись урахуванням внеску лише вiд першого вiрiяльного коефiцiєнта, зу-
мовленного взаємодiєю з полем пор, то (4) потрiбно доповнити доданком

N1

V

∫
d3x

[
exp

(
− e1
θV

∑
k

eikx Φk

1 +N1e21u
2
k

)
− 1 +

e1
θV

∑
k

eikx Φk

1 +N1e21u
2
k

]
− 1

2

∑
k

N1e
2
1/θ

2V 2

(1 +N2
1 e

2
1u

2
k)2

ΦkΦ−k. (6)

Квадратичнi за Φk доданки з (4) i (6) можна об’єднати. Тодi знайдемо:

lnQ1 =
1
2

∑
k

{
N1e

2
1u

2
k − ln[1 +N1e

2
1u

2
k]
}

+
1
2

∑
k

(
N1e

2
1/θ

2V 2
)
N1e

2
1u

2
k

(1 +N2
1 e

2
1u

2
k)2

ΦkΦ−k + (7)

+
N1

V

∫
d3x

[
exp

(
− e1
θV

∑
k

eikx Φk

1 +N1e21u
2
k

)
− 1 +

e1
θV

∑
k

eikx Φk

1 +N1e21u
2
k

]
.

Аналогiчнi результати ми отримали, застосувавши для обчислення Q1 метод континуального iнтеґрування.
Вони наведенi в [8].

III. УСЕРЕДНЕННЯ ln Q1

Згiдно з (1) lnQ1 потрiбно усереднити за ґiббсiвським розподiлом частинок пористого середовища. Запишiмо
Φk у виглядi

Φk =
∑

16j6N2

e−ikrjαk(j),

де αk(j) — фур’є-зображення потенцiялу взаємодiї йона з j-тою частинкою пористого середовища, rj — коор-
динати частинок пор. Для усереднення квадратичного за Φk доданка потрiбно розрахувати вираз

〈ΦkΦ−k〉2 =
1
Q2

∫
dγN

∑
j

αk(j)α−k(j) +
∑
j 6=l

αk(j)α−k(l)eik(rj−rl)

 e−u(γ)/θ. (8)

Тут Q2 i u — конфiґурацiйний iнтеґрал та енерґiя взаємодiї частинок пористого середовища, dγN — елемент
об’єму конфiґурацiйного простору частинок пор.

Вiдзначимо, що виведення формули (8) не залежить вiд конкретної структури N2 частинок пористої матрицi.
Далi розглянемо випадок, коли пориста матриця мiстить N2 йонiв заряду e2. При цьому, як вiдзначено вище,
загалом розглядана система є електронейтральною або електронейтральнiсть пористого середовища забезпечу-
ється наявнiстю вiдповiдного зовнiшнього поля, внаслiдок чого Φk = 0 при k = 0. (Подiбну модель використано
в [3, 4] для дослiдження ефектiв екранування йонних взаємодiй.) Тодi αk(j) = 4π

k2 e2, dγN = d3N2r/V N2 , i фор-
мула (8) набирає вигляду

〈ΦkΦ−k〉2 =

(
4π
k2

)2

e22

[
N2 +

1
Q2

∫
d3N2r

V N2

∑
j 6=l

eik(rj−rl) exp

(
− 1

2

∑
k

u2
ke

2
2

∑
j 6=l

eik(rj−rl)

)]
, (9)

де

Q2 =
∫

d3N2r

V N2
exp

(
− 1

2

∑
k

u2
ke

2
2

∑
j 6=l

eik(rj−rl)

)
,

а uk визначається формулою (5).
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Легко переконатись, що другий доданок у квадрат-
них дужках виразу (9) можна записати так:

− 2
e22

1
Q2

δ

δu2
k

Q2. (10)

де δQ2
δu2

k
— функцiональна похiдна за u2

k. Обчислення
конфiґурацiйного iнтеґрала Q2 аналогiчне до описа-
ного в попередньому роздiлi розрахунку Q1. Зокрема,
у наближеннi хаотичних фаз отримуємо

Q2 = exp

{
1
2

∑
k

(
N2e

2
2u

2
k − ln

[
1 +N2e

2
2u

2
k

])}
.

Iз цих формул знаходимо, що

〈ΦkΦ−k〉2 =
N2u

4
ke

2
2(θV )2

1 +N2e22u
2
k

.

Уведемо позначення

κ2
1 =

4πN1e
2
1

θV
,κ2

2 =
4πN2e

2
2

θV
. (11)

κ−1
1 i κ−1

2 є радiусами екранування взаємодiй йонiв iз
зарядами e1 i e2.

Тодi середнє значення другого доданка в (7) матиме
вигляд

I1 =
1
2

∑
k

κ2
2

k2 + κ2
2

(
κ2

1

k2 + κ2
1

)2

.

Обчисливши суму за k, знайдемо

I1 =
V

16π
κ2

2κ3
1

(κ1 + κ2)2
. (12)

Визначимо середнє двох останнiх доданкiв у фор-
мулi (7)

I2 =

〈
N1

V

∫
d3x

(
−1 +

e1
θV

∑
k

eikx Φk

1 +N1e21u
2
k

)〉
2

.

Узявши до уваги означення Φk i формули (11), мати-
мемо:

I2 = −N1 +

〈
N1

V

∫
d3x

4πe1e2
θV

∑
k

eikx
N2∑
j=1

eikrj

k2 + κ2
1

〉
2

.

Оскiльки 1
V

∫
d3x eikx = δk,0, (δk,k′ — символ Кро-

некера), то

I2 = −N1 +N1N2
4πe1e2
θV κ2

1

= −2N1 +
N1e1 +N2e2

e1
.

Другий доданок можна не враховувати. Вiн дорiвнює
нулевi для електронейтральної системи або компенсу-
ється введенням зовнiшнього поля, якщо заряди йонiв
мають однаковий знак. Отже,

I2 = −2N1. (13)

Обчислiмо середнє вiд “експонентного” доданка в
(7), тобто

I3 =

〈
N1

V

∫
d3x exp

(
− e1
θV

∑
k

eikx Φk

1 + κ2
1/k

2

)〉
2

.

Ураховуючи означення Φk, для йонної пористої
матрицi матимемо

I3 =

〈
N1

V

∫
d3x exp

− e1
θV

∑
k

γk(x)
∑

j

eikrj

〉
2

,

γk(x) = eikx 4πe1
k2 + κ2

1

. (14)

Для обчислення середнього потрiбно розрахувати
iнтеґрал

J =
∫

d3N2r

V N2

× exp

−1
θ

∑
j 6=l

e2

rjl
− e2
θV

∑
k

γk(x)
∑

j

eikrj

 . (15)

A. Наближення хаотичних фаз

Повторивши обчислення, аналогiчнi до наведених у
роздiлi II (спiввiдношення (2)–(4)), отримаємо

J = exp

{
1
2

∑
k

(
N2e

2
2u

2
k − ln

[
1 +N2e2u

2
k

])
+

1
2

∑
k

N2e
2
2θ

2V 2

1 +N2e22u
2
k

γk(x)γ−k(x)

}
.

Застосувавши формулу (10), можна переконатись, що
в цьому наближеннi

I
(х.ф)
3 = N1 exp

{
1
2

∑
k

κ2
2k

2

k2 + κ2
2

κ2
1

(k2 + κ2
1)2

1
N1

}
. (16)

Оскiльки N1 →∞, то бачимо, що

I
(х.ф)
3 = N1 +

1
2

∑
k

κ2
2κ2

1k
2

(k2 + κ2
2)(k2 + κ2

1)2
.

Обчисливши суму за k, одержуємо

I
(х.ф)
3 = N1 +

V

16π
κ2

2κ3
1

(κ1 + κ2)2

(
1 + 2

κ2

κ1

)
.

Уведемо позначення

q2 =
κ2

2

κ2
1

=
N2e

2
2

N1e21
. (17)

Тодi формула набирає вигляду

I
(в.к.)
3 = N1 +

V

16π
κ3

1

q2

(1 + q)2
(1 + 2q). (18)
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B. Врахування вiрiяльного коефiцiєнта

Якщо при обчисленнi (15) врахувати ще перший вiрiяльний коефiцiєнт (спричинений дiєю N1 зарядiв на
частинки пористого середовища), то знаходимо, що

I
(в.к)
3 =

N1

V

∫
d3x exp

{
N2

V

∫
d3r

[
exp

(
− e2
θV

∑
k

eikr γk(x)
1 +N2e22u

2
k

)
(19)

−1+
e2
θV

∑
k

eikr γk(x)
1 +N2e22u

2
k

]
−1

2

∑
k

N2e
2
2/θ

2V 2

(1 +N2e22u
2
k)2

γk(x)γ−k(x)

}
.

Звернiмо увагу на те, що вираз у фiгурних дужках цього спiввiдношення збiгається з формулою (6), якщо в
нiй замiнити N1 на N2, e1 на e2, а Φk на γk(x).

Оскiльки, як видно з (14), γk(x) пропорцiйна до eikx, то в iнтеґралi за r можна замiнити змiннi r → r − x.
Отже, в пiдiнтеґральному виразi зникає залежнiсть вiд x, i iнтеґрал за x дорiвнює об’єму системи V . Тодi з
(14), (19) отримаємо

I
(в.к)
3 = N1 exp

[
−κ2

1κ2
2

2N1

∑
k

k4

(k2 + κ2
1)2(k2 + κ2

2)2

]
exp

N2

V

∫
d3r

(
exp

[
−4πe2e1

θV

∑
k

eikr k2

(k2 + κ2
1)(k2 + κ2

2)

]
−1

)
,

де κ1, κ2 означенi формулою(11). Тут враховано, що

1
V

∫
d3r

∑
k

eikr γk(x)
1 +N2e22u

2
k

= 0.

Оскiльки N1 →∞, то бачимо, що

I
(в.к)
3 = N1 exp

[
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)](
1− κ2

1κ2
2

2N1

∑
k

k4

(k2 + κ2
1)2(k2 + κ2

2)2

)

= N1 exp
[
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)]
− κ2

1κ2
2

2

∑
k

k4

(k2 + κ2
1)2(k2 + κ2

2)2
exp

N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
, (20)

де

G(r) =
4πe1e2
θV

∑
k

eikr k2

(k2 + κ2
1)(k2 + κ2

2)
. (21)

Обчисливши в (20) суму за k, матимемо

I
(в.к)
3 = N1 exp

N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
− V

16π
κ1κ2

2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2) exp

N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
. (22)

Скориставшись позначенням (17), одержимо

I3 = N1 +
V

16π
κ3

1q
2

(1 + q)2
(1 + 2q) +N1F

− V

16π
κ3

1q
2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2)F, (23)

F = exp
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)
. (24)

Пiдсумовуючи викладене вище, знаходимо, що се-
реднє значення lnQ1 дорiвнює сумi першого доданка

у формулi (7) та виразiв I1, I2, I3 (формули (12), (13),
(23)). Таким чином,

〈lnQ1〉2 =
V

12π
κ3

1 +
V

8π
κ3

1

q2

1 + q
−N1 +N1F

− V

16π
κ3

1

q2

(1 + q)3
(1 + 3q + q2)F, (25)

де F визначається формулою (24).
Звернiмо увагу, що першi два доданки формули (25)

збiгаються з результатом, одержаним у наближеннi
хаотичних фаз [7]. Решта доданкiв зумовлена враху-
ванням при обчисленнi (1) перших вiрiяльних коефi-
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цiєнтiв. Цi доданки можна дещо спростити. Для цього
розгляньмо G(r). Обчисливши в (21) суму за k, знай-
демо

G(r) =
e1e2
θ

1
κ2

1 − κ2
2

1
r

(
κ2

1e
−κ1r − κ2

2e
−κ2r

)
. (26)

θG(r) має змiст енерґiї екранованої взаємодiї йона
флюїду з йоном пористої матрицi.

Замiнимо в (24) змiннi r → z/κ2. Переконаємось,
що пiсля цього

F = exp

 1
γ2

∞∫
0

dzz2
(
e−G(z) − 1

) , (27)

G(z) = (γ1γ2)
1/2 q1/2

1− q2
1
z

(
e−

z
q − q2e−z

)
, (28)

тут γ1 = κ1
e2
1
θ = κ1d1, γ2 = κ2

e2
2
θ = κ2d2 — параметри

неiдеальности йонних пiдсистем (d1 = e2
1
θ , d2 = e2

2
θ —

радiуси Б’єрума).

IV. ВIЛЬНА ЕНЕРҐIЯ

Ураховуючи спiввiдношення (1) та (25), отримує-
мо формулу для вiльної енерґiї системи точкових йо-
нiв у йоннiй пористiй матрицi. Зважаючи на те, що
V κ3

1/4πγ1 = N1, можемо записати ∆F так:

∆F = − θV

12π
κ3

1 +
θV

4π
κ3

1

[
1
γ1

− q2

2(1 + q)

]
− θV κ3

1

4π

[
1
γ1

− 1
4

q2

(1 + q)3
(
1 + 3q + q2

)]
F. (29)

Цей вираз можна записати iнакше. Уведемо позна-
чення κ2

0 = 4π
θV (N1e

2
1 + N2e

2
2) (κ−1

0 є радiусом ек-
ранування взаємодiї всiх йонiв системи). Тодi κ3

1 =
κ3

0/(1 + q2)3/2. Отримуємо:

∆F = − θV

12π
κ3

0(ψ1 + ψ2),

де

ψ1 =
1

(1 + q2)3/2

(
1− 3

γ1
+

3
4

q2

(1 + q)

)
,

ψ2 =
3

(1 + q2)3/2

(
1
γ1

− 1
4

q2

(1 + q)3
(
1 + 3q + q2

))
F.

Функцiя F означена формулою (27). Подамо її у
виглядi

F = exp
{
N2

V

∫
d3r

(
e−G(r) − 1

)}
≡ eΦ,

де G(r) означена формулою (26). Легко бачити, що

Φ =
1
γ2

∞∫
0

dz z2

×
{

exp
[
γ2

q2
1

1− q2
1
z

(
e−

z
q − q2e−z

)]
− 1
}
. (30)

Тут ураховано, що γ2/γ1 = q5.
Параметр q характеризує ступiнь пористости сис-

теми. При малих значеннях q одержимо, що Φ → 0.
Тому функцiю F можна розвинути в ряд. Зберiгаючи
лише першi члени розкладу, отримаємо замiсть (25)
формулу

〈lnQ1〉2 =
V

12π
κ3

1 +
V

16π
κ3

1

q2

(1 + q)3
(
1 + q + q2

)
+ N1Φ− V

16π
κ3

1

q2

(1 + q)3
(
1 + 3q + q2

)
Φ.

Вiдповiдно до цього

∆F = − θV

12π
κ3

0(Ψ1 + Ψ2), (31)

де

Ψ1 =
1

(1 + q2)3/2

(
1 +

3
4

q2

(1 + q)3
[
1 + q + q2

])
;

Ψ2 =
3

(1 + q2)3/2

[
1
γ1

− q2

4
1 + 3q + q2

(1 + q)3

]
Φ,

а функцiя Φ визначається формулою (30). Вираз
∆FD = − θV

12π κ3
0 є вiдомою дебаївською поправкою на

взаємодiю до вiльної енерґiї двосортної йонної систе-
ми частинок. Унаслiдок “заморожености” частини йо-
нiв цей вираз набирає вигляду (31). Як бачимо, Ψ1

не залежить вiд температури й об’єму системи. Це
означає, що при нехтуваннi Ψ2 врахування пористос-
ти приводить лише до кiлькiсних змiн термодинамiч-
них характеристик. Ψ2 залежить вiд температури й
об’єму, що спричиняє якiснi змiни цих характеристик.
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FREE ENERGY OF AN ION SYSTEM IN ION POROUS MEDIUM

M. F. Holovko, Yu. L. Blazhyevskyi
Institute for Condensed Matter Physics, National Academy of Sciences of Ukraine,

1 Svientsitskii Str., Lviv, UA–79011, Ukraine

Free energy for a system of point ions in porous ion matrix is calculated. The calculations are made in the
random phase approximation. The contributions from the first virial coefficients are also taken into account.
The ‘quenchedness’ of porous ion medium is shown to provide for quantitative and qualitative changes of the
thermodynamic characteristics. In particular, due to the ‘quenching’, the free energy of the system decreases in
comparison with that of the two-sort system with ions of different valency.
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