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АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ ОБЛАСТИ КОМПРОМИССА 

В ГЕОМЕТРИЧЕСКОМ ПРОЕКТИРОВАНИИ 
 
Рассматривается задача построения достаточно плотных аппроксимаций области компромисса 

(множество Парето, множество Слейтера) для двухкритериальных задач в геометрическом проектиро-

вании. Приводятся пошаговые алгоритмы кусочно-линейных аппроксимаций и результаты тестовых при-

меров.  
 

Ключевые слова: множество Парето, множество Слейтера,  алгоритмы аппроксимации множества 
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Введение 

Cоздание интеллектуальных систем решения 

оптимизационных задач геометрического проекти-

рования (задач размещения) является одной из акту-

альных проблем [1 – 3] данной предметной области.  

Несмотря на разнообразие научных и практи-

ческих приложений, оптимизационные задачи раз-

мещения, которые относятся к классу NP-сложных, 

можно описать в виде задач математического про-

граммирования, используя метод phi-функций Сто-

яна [4]. В работе [3] приводится математическая 

модель основной оптимизационной задачи разме-

щения.  

Множество исходных данных X0 порождает 

множество реализаций X1 математической модели 

основной задачи размещения, для решения которых 

используется множество методов X2, алгоритмов X3, 

программ X4. 

Концепция построения системы, предназна-

ченной для решения задач геометрического проек-

тирования, сводится к решению следующей оптими-

зационной задачи [2]: 

 
R R

*
0 R 0 R

x X
f (x , x ) extr (x , x ),


  x0X0,         (1) 

где xR =(x1,x2,x3,x4) X1X2X3X4 =XR, x0X0, 

x1X1, x2X2, x3X3, x4X4. 
 

Функционал f(x0,xR) в общем случае является 

векторным, т. е. f(x0,xR) = (f1(x0,xR), f2(x0,xR), ..., 

fk(x0,xR)), где f1,...,fk – критерии “качества” решения 

оптимизационных задач размещения. 

В общем случае каждому методу x2 может со-

ответствовать более чем один алгоритм x3, а каждо-

му алгоритму x3 – более чем одна программа x4.  

Однако для удобства анализа и простоты пола-

гаем, что между элементами множеств X2, X3, а 

также X3, X4 задано инъективное отображение. 

Таким образом, задача (1) сводится к решению 

следующей задачи [2, 5]:  

p p
0 p 0 p

x X
f (x , x ) extr (x , x ),


   x0X0,          (2) 

где xp = (x1,x2)X1X2 = Xp. 
 

В данной работе под “качеством” решения оп-

тимизационной задачи размещения понимается ее 

точность f1 и быстродействие f2, т. е. 

f(x0,xp) = (f1(x0,xp), f2(x0,xp)).                     (3) 

Поскольку в предлагаемом исследовании не 

учитываются погрешности алгоритмов X3 и про-

грамм X4, связанные с точностью вычислительных 

процессов, то  f1 зависит от погрешности исходных 

данных, от вида исходных данных, влияющих на 

выбор x1X1 и x2X2, а также непосредственно от 

точности метода x2X2. При исследовании критерия 

f2 не учитывается быстродействие алгоритмов X3 и 

программ X4, связанных с быстродействием вычис-

лительных процессов. Поэтому критерий f2  зависит 

от исходных данных, влияющих на выбор  x1X1 и 

x2X2. Решение задачи (2)-(3) при f10, f20 предпо-

лагается осуществлять на множестве компромисса.  

Приближенное построение множества компро-

мисса (множество Парето или множество Слейтера 

[6, 7]) относится к числу важных и трудных задач 

численного анализа [8].  

В данной статье приводятся алгоритмы, в осно-

ве которых лежат идеи, изложенные в [8], учитыва-

ющие особенности оптимизационных задач геомет-

рического размещения.   

Постановка задачи 

Рассмотрим случай двукритериальной задачи 

вида (2) – (3). Не теряя общности, введем следую-

щие обозначения:  
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1f (x) max , x X   

 2f (x) max , x X . 

Каждой точке x X  ставим в соответствие не-

которую точку 1 2 ff (f ,f ) G , где 1 1f f (x) , 

2 2f f (x) . 

Пусть fG  – выпуклое множество, при этом 

граница множества fG  (в дальнейшем, ffrG ) опре-

деляется уравнением F(f ) 0 , причем F  – выпук-

лая  на fG  функция.  

Целью данной работы является разработка ал-

горитмов достаточно плотной кусочно-линейной 

аппроксимации множества компромисса. 

Приведенные ниже алгоритмы реализуют раз-

личные способы кусочно-линейной аппроксимации 

(множества Парето fP(G )  и Слейтера fS(G ) ) с 

наперед заданной точностью.  
 

Алгоритм 1. 

1.  Строим множества  А и В (рис. 1) 

f
2

f G
A Arg max F (f )


 , 

f
1

f G
B Arg max F (f )


 ,        (4) 

где 2 2F (f ) f ,  1 1F (f ) f .         

2. Определяем точки 0A  и 0B  (рис. 1), исполь-

зуя известные методы оптимизации  

 0 0 0 1
f A

A a ,b arg max F (f ) 


  ,  

 0 0 0 2
f B

B a ,b arg max F (f ) 


  .                (5) 

 

 
Рис. 1. Множества А и В, точки 0A  и 0B  

 

Точка 0A  – решение системы 

1 2

a a
2

1 2

F(f , f ) 0;

;

f 0, f 0,



  
  

                            (6) 

где                   a 1

2

F

f

F

f




  





,  

2

a 1
2

2

2

F

f

F

f




  





. 

С учетом того, что 2

1

F
0

f





 и 2

2

F
1

f





, система 

(6) примет вид 

1 2

1

1 2

F(f , f ) 0;

F
0;

f

f 0, f 0.

 






  

 

Точка 0B  – решение системы  

1 2

b b
1

1 2

F(f , f ) 0;

;

f 0, f 0,



  
  

                            (7) 

где                      b

a

1
 


, 

1

b 2
1

1

1

F

f

F

f




  





. 

Поскольку 1

1

F
1

f





 и 1

2

F
0

f





, система (7) при-

мет вид 

1 2

2

1 2

F(f , f ) 0;

F
0;

f

f 0, f 0.

 






  

 

3. Определяем  значение параметра t  (количе-

ство частей, на которые разбиваются отрезки 

0 0a ,a  
 

 и 0 0b ,b  
 

).  

4. Вычисляем параметры  

1 0 0a a

t

 
  , 2 0 0b b

t

 
  . 

5. Полагаем i 1 . 

6. 1
i 0a a i    , 2

i 0b b i    . 

7. Определяем точку iA : 

 
f 1 i

*
i i i 2

f G , f a

A a ,b arg max F (f )




 

  . 

Точка iA  – решение системы 

1 2

1 i

2

F(f , f ) 0;

f a ;

f 0.







 

 

8. Находим точку  iB : 

 
f 2 i

*
i i i 1

f G , f b

B a ,b arg max F (f )




 

  . 

Точка iB  – решение системы 

1 2

2 i

1

F(f , f ) 0;

f b ;

f 0.







 
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9. Если *
i ia a  и *

i ib b , то полагаем i i 1   

и переходим к пункту 6. В противном случае пере-

ходим к пункту 10. 

10. Считаем, что ломаная fL P(G ) , 

0 1 i 1 i 1 1 0L A A ...A B ...B B   – аппроксимация множе-

ства Парето fP(G ) , а множество fS(G ) L A B  – 

аппроксимация множества Слейтера fS(G )  (рис. 2). 

 

Алгоритм 2. 

Задаем достаточно малое значение параметра 

(0,1) .  

1. Решаем задачу (4) алгоритма 1. 

2. Определяем 
1

t 1
 

   
. 

3. Полагаем i 1 . 

4. Вычисляем i
i

t
  . 

5. Определяем точку iB : 

f
i i

f G
B arg max (f )


  ,                       (8) 

где  

i i 1 i 2(f ) f (1 )f     .                    (9) 

Точка iB   – решение системы  

1 2

a
i

1 2

F(f , f ) 0;

;

f 0, f 0,



  
  

                         (10) 

где                               

i

1
i

i

2

f

f




  





. 

Учитывая i
i

1f


 


, i

i
2

1
f


 


, система (10) 

примет вид 

1 2

i1

i

2

1 2

F(f , f ) 0;

F

f
;

F 1

f

f 0, f 0.








  



 

 

6. Если i t 1  , то полагаем i i 1   и перехо-

дим к пункту 3. В противном случае переходим к 

пункту 7. 

7. Считаем, что ломаная 0 1 2 t 0A B B ...B B  – при-

ближение к области Парето. 

Пусть множество fG  задается композицией 

выпуклых на fG  функций l 1 2g (f ,f ) , таких что 

l 1 2g (f ,f ) 0 , l 1,2,...,m . 

Рассмотрим метод решения задачи 

f
i

f G
A arg max (f )


  , 

где i (f )  определяется по формуле (9). 

Максимум линейной функции цели находится 

либо в одной из точек  fFr G , в которой угловые 

коэффициенты касательных к кривым, определяе-

мым уравнениями 1 2F(f ,f ) 0  и l 1 2g (f ,f ) 0 , 

 l 1, 2,...,m , совпадают, либо в одной из точек 

пересечения пар кривых, определяемых уравнения-

ми p 1 2g (f ,f ) 0  и q 1 2g (f ,f ) 0 ,  p q 1,2,...,m  . 

Пусть точка lf   – решение системы  

l 1 2

l
i

1 2

g (f , f ) 0;

;

f 0, f 0,  



  
  

 

где         
l l l

1 2

g g
:

f f

 
  

 
, l 1,2,...,m , 

точка pqf   – решение системы уравнений  

p 1 2

q 1 2

1 2

g (f , f ) 0;

g (f , f ) 0;

f 0, f 0,  







 

 

p q 1,2...,m  . 

Тогда 

l l
f

pq pq
f

A arg max{ (f ) | f G , l 1,2,...m,  

(f ) | f G ,p q 1,2...,m}.

   

   

 

Рассмотрим пример построения области ком-

промисса, используя алгоритм 1. 

2 2 2
1 2 1 2F(f ,f ) (f 2) (f 3) 5     . 

1–2.  Определяем  точки  0A , 0B  (рис. 2): 

 0 0 0 1
f A

A a ,b arg max f (x) 


  ,              (11) 

 0 0 0 2
f B

B a ,b arg max f (x) 


  . 

 

Имеем 

a 1

2

F

f

F

f




  





,   

2

a 1
2

2

2

F

f

F

f




  





, 

1

b 2
1

1

1

F

f

F

f




  





, 
b

a

1
 


, 

2 1 2 2F (f ,f ) f , 1 1 2 1F (f ,f ) f . 

 

1
1

F
2(f 2)

f


 


, 2

2

F
2(f 3)

f


 


. 

Тогда  

a 1

2

f 2

f 3


  


, a

2 0  , 
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b 2

1

f 3

f 2


  


, b

1 0  . 

С учетом  этого точка 0A  – решение системы: 

2 2 2
1 2

1

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

2(f 2) 0;

f 0, f 0. 

     


 
  

 

Имеем *
1f 2 , *

2f 8 , 0A (2,8) . 

Точка 0B  – решение системы: 

2 2 2
1 2

2

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

2(f 3) 0;

f 0, f 0. 

     


 
  

 

Имеем *
1f 7 , *

2f 3 , 0B (7,3) . 

 

 

Рис. 2. Множество Gf,  

точки 0 1 2 2 1 0A ,A ,A ,B ,B ,B  

 

3. Полагая 3  , определяем  количество ча-

стей t , на которые разбиваются отрезки 

0 0a ,a [2,7]   
 

 и 0 0b ,b [3,8]   
 

,  t 3 . 

4. Вычисляем длину каждой части отрезков 

0 0a ,a  
 

 и 0 0b ,b  
 

 как 1 2
1

3
  , 2 2

1
3

   соответ-

ственно. 

5. Полагаем i 1 . 

6. 1
1 0

2
a a 1 3

3

     ,  2
1 0

2
b b 1 4

3

     . 

7. Находим точку  

 
f 1 1

*
1 1 1 2

f G , f a

A a ,b arg max f (x)




 

  : 

2 2 2
1 2

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

2
f 3 , f 0.

3

     



 


 

1
2

A 3 ,7.714
3

 
  
 

. 

8. Находим точку 

 
f 2 1

*
1 1 2 2

f G , f b

B a ,b arg max f (x)




 

  : 

2 2 2
1 2

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

2
f 0, f 4 .

3

     



 


 

1
2

B 6.714,4
3

 
  
 

. 

9. *
1 1a a  и *

1 1b b . Полагаем i 2 . 

1
2 0

1
a a 2 5

3

     ,  

2
2 0

1
b b 2 6

3

     . 

Находим точку  

 
f 1 2

*
2 2 2 2

f G , f a

A a ,b arg max f (x)




 

  : 

2 2 2
1 2

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

1
f 5 , f 0.

3

     



 


 

2
1

A 5 ,6.726
3

 
  
 

. 

10. Находим точку 

 
f 2 2

*
2 2 2 2

f G , f b

B a ,b arg max f (x)




 

  : 

2 2 2
1 2

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

1
f 0, f 6 .

3

     



 


 

2
1

B 5.726,6
3

 
  
 

. 

11. *
2 2a a  и *

2 2b b . Полагаем i 3 . 

1
3 0a a 3 7     , 2

3 0b b 3 8     . 

Находим точку 

 
f 1 3

*
3 3 3 2

f G , f a

A a ,b arg max f (x)




 

  : 

2 2 2
1 2

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

f 7, f 0.

     


 

 

 3 0A B 7,3  . 

12. Находим точку 

 
f 2 3

*
3 3 3 2

f G , f b

B a ,b arg max f (x)




 

  : 

2 2 2
1 2

1 2

(f 2) (f 3) 5 0;

f 0, f 8.

     


 

 

 3 0B A 2,8  . 

13. 
*
3 3a a  и *

3 3b b .  
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14. Считаем, что ломаная 0 1 2 2 1 0A A A B B B  – 

приближение к области Парето. 

Рассмотрим пример построения области ком-

промисса, используя алгоритм 2. 

Пусть множество fG  задается системой нера-

венств 

 

   

22
1 1 2 1 2

2 2
2 1 2 1 2

g (f , f ) f f 2 16 0;

g (f , f ) f 2 f 1 9 0.

      

       

 

Задаем точность аппроксимации 0.3  .  

1. Определяем 
1

t 1 4
0.3

 
   
 

. 

2. Находим точку  

f
0 0

f G
A arg max (f )


  , 

где 0 1 2(f ) F (f ) f   . 

Пусть точка l
0f   – решение системы  

l 1 2

l
0

1 2

g (f , f ) 0;

;

f 0, f 0,  



  
  

 

где l l l

1 2

g g
:

f f

 
  

 
, l 1,2 . 

Имеем:  

1
1

1

g
2f

f


 


, 1

2
2

g
2(f 2)

f


  


,  

2
1

1

g
2(f 2)

f


  


, 2

2
2

g
2(f 1)

f


  


, 

1 1 1 1

1 2 2

g g f
:

f f f 2

 
   

  
,  

2 2 2 1

1 2 1

g g f 2
:

f f f 1

  
   

  
, 

2 2
0

2 1

F F 0
: 0

f f 1

 
    

 
. 

 

Система (10) примет вид 
 

 
22

1 2

1

2

1 2

f f 2 16 0;

f
0;

f 2

f 0, f 0 

    






  


   

и 

   
2 2

1 2

1

2

1 2

f 2 f 1 9 0;

f 2
0;

f 1

f 0, f 0. 

     

 




  


 

Тогда точки 1
0f (0,6)  и 2

0f (2,4)  являются реше-

ниями соответствующих систем. 

Точка 
12f (3.73,3.45)  – решение системы   

 

   

22
1 2

2 2
1 2

1 2

f f 2 16 0;

f 2 f 1 9 0;

f 0, f 0. 

    


     


 



 

Таким образом, 

l l
0 0 0 f

12 12
0 0 f

A arg max{ (f ) | f G , l 1,2,  

(f ) | f G } (2,4).

   

  

 

3. Находим точку  

f
0 t

f G
B arg max (f )


  ,   

где t 2 1(f ) F (f ) f   . 

Пусть точка l
tf   – решение системы  

l 1 2

l
t

1 2

g (f , f ) 0;

;

f 0, f 0,



  
  

 

где 2 2
t

2 1

F F 0
: 0

f f 1

 
    

 
. 

Точки 1
tf (4,2)  и 2

tf (5,1)  являются решениями 

систем  

 
22

1 2

2

1

1 2

f f 2 16 0;

f 2
0;

f

f 0, f 0 

    

 



  


   

и 

   
2 2

1 2

2

1

1 2

f 2 f 1 9 0;

f 1
0;

f 2

f 0, f 0. 

     

 




  


 

Имеем  

 
0

l l 12 12
t t f f

B

arg max (f ) | f G , l 1,2,  (f ) | f G

(4,2).



      



 

4. Полагаем i 1 . 

5. Вычисляем 1
1 1

t 4
   . 

6. Находим точку  

f
1 1

f G
B arg max (f )


  , 
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где                        

1 1 2
1 3

(f ) f f
4 4

   . 

Пусть точка l
1f  – решение системы  

l 1 2

l
1

1 2

g (f , f ) 0;

;

f 0, f 0,



  
  

 

где                    

1 1
1

1 2

1
:

f f 3

 
    

 
. 

Точки 1
1f (1.27,5.80)  и 2

1f (2.95,3.85)  являются 

решениями систем  

 
22

1 2

1

2

1 2

f f 2 16 0;

f 1
;

f 2 3

f 0, f 0 

    






  


   

и 

  

   
2 2

1 2

1

2

1 2

f 2 f 1 9 0;

f 2 1
;

f 1 3

f 0, f 0. 

     

 




  


 

Имеем  

l l
1 1 1 f

12 12
f

B arg max{ (f ) | f G , l 1,2,  

(f ) | f G } (2.95,3.85).

   

  

 

7. i t 1 3   . Полагаем i i 1 2   . 

8. Вычисляем 2
2 1

t 2
   . 

f
2 2

f G
B arg max (f )


  , 

где                        

2 1 2
1 1

(f ) f f
2 2

   . 

9. Пусть точка l
2f   – решение системы  

l 1 2

l
2

1 2

g (f , f ) 0;

;

f 0, f 0,



  
  

 

где                   

1 1
2

1 2

1
:

f f 2

 
    

 
. 

Точки 1
2f (2.83,4.83)  и 2

2f (4.12,3.12)  являются 

решениями следующих систем соответственно: 

 
22

1 2

1

2

1 2

f f 2 16 0;

f 1
;

f 2 2

f 0, f 0 

    






  


   

и 

  

   
2 2

1 2

1

2

1 2

f 2 f 1 9 0;

f 2 1
;

f 1 2

f 0, f 0. 

     

 




  


. 

Имеем  

 
2

l l 12 12
2 2 f f

B

arg max (f ) | f G , l 1,2,  (f ) | f G

(3.73,3.45).



      



 

8. i 3 . Полагаем i i 1 3   . 

9. Вычисляем 3
3 3

t 4
   . 

f
3 3

f G
B arg max (f )


  , 

где 3 1 2
3 1

(f ) f f
4 4

   . 

10. Пусть точка l
3f   – решение системы  

l 1 2

l
3

1 2

g (f , f ) 0;

;

f 0, f 0,



  
  

 

где                  1 1
2

1 2

1
:

f f 2

 
    

 
. 

Точки 1
3f (3.80,3.27)  и 2

3f (4.85,1.95)  являются 

решениями следующих систем: 

 
22

1 2

1

2

1 2

f f 2 16 0;

f
3;

f 2

f 0, f 0 

    






  


   

и   

   
2 2

1 2

1

2

1 2

f 2 f 1 9 0;

f 2
3;

f 1

f 0, f 0. 

     

 




  


. 

Имеем 

l l
3 3 3 f

12 12
f 3

B arg max{ (f ) | f G , l 1,2,  

(f ) | f G },B (3.80,3.27).

   

  

. 

11.  i t 1 3   .  
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Строим точки 0 1 2 3 0A ,B ,B ,B ,B . Полагаем, что 

ломаная 0 1 2 3 0A B B B B  – аппроксимация множества 

Парето (рис. 3). 

Для решения задачи (11) можно использовать 

систему GAMS/BARON (General Algebraic Model-

ing System/ Branch-And-Reduce Optimization Navi-

gator) [9]. 

 

 

Рис. 3. Построение точек 0 1 2 3 0A ,B ,B ,B ,B   

при аппроксимации области компромиссов  

для примера 2 

Выводы 

Результаты исследований, представленные в 

данной работе, могут быть использованы при разра-

ботке систем поддержки принятия решений, ориен-

тированных на оптимизацию размещения геометри-

ческих объектов.  
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АЛГОРИТМ ПОБУДОВИ ОБЛАСТІ КОМПРОМІСУ  
У ГЕОМЕТРИЧНОМУ ПРОЕКТУВАННІ 

І.В. Гребеннік, Т.Є. Романова, С.Б. Шеховцов, Г.М. Яськов 

Розглядається задача побудови досить щільних апроксимацій області компромісу (множина Парето, множина 

Слейтера) для двокритеріальних задач у геометричному проектуванні. Наводяться покрокові алгоритмі кусково-

лінійних апроксимації та  результати тестових прикладів. 

Ключові слова: множина компромісу, множина Парето, множина Слейтера, алгоритми апроксимації множини 

компромісу, геометричне проектування. 

 
ALGORITHM OF COMPROMISE REGION CONSTRUCTION   

IN GEOMETRIC DESIGN 

I.V. Grebennik, T.E. Romanova, S.B. Shekhovtsov, G.N. Yaskov  

The article considers problem of constructing too tight approximations of compromise region (Pareto set, Slater set) in or-

der to solve geometric design problems. We give step to step algorithms for piecewise-linear approximations and provide test 

examples. 

Keywords: compromise region, Pareto set, Slater set, approximation algorithms of compromise region, geometric design. 

 

 




