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ВІД АВТОРІВ

У 1997 році опубліковано перший варіант цієї монографії.
Піонерська робота, в якій для розв’язання задач метрології
застосовано математичні методи, зокрема апарат математично+
го моделювання. Як універсальний інструмент застосовано
дослідження технологічних процесів та технічних систем. Зав+
дяки розробленому математичному забезпеченню обґрунтува+
но фундаментальні засади та  створено  базис для вирішення
задач аналізу та синтезу вимірювальних перетворювачів на
основі напівпровідникових сенсорів газу. 

Міждисциплінарне значення монографії — послідовно
застосована парадигма бачення технічних об’єктів, властива
педагогічному колективу кафедри ПТМ приладобудівного
факультету НТУУ «КПІ» епохи розвинутого соціалізму (Заха+
рін М. З., Трубенок О. Д., Гераімчук М. Д., Безвесільна О. М.).
В якій пропорції комбінуються творче джерело, еврістика, чис+
та техніка та прагматика — оцінить читач. 

У третьому виданні виправлено помічені помилки та реалі+
зована покращена версія стилю попередніх видань. Головним
чином третя версія покращена завдяки професіоналізму ко+
лективу редакції Університету «Україна». Робота підготовле+
на до друку  на сучасній поліграфічній базі ВДК Університету
із застосуванням новітніх друкарських технологій. Сподіває+
мось, це поліпшить сприйняття ідей наших вчителів новими
поколіннями дослідників.

Представлені теоретичні результати в сукупності вирішу+
ють важливу наукову проблему в галузі екологічного приладо+
будування.  Проте репрезентована технологія (рівня 90+х років
минулого століття) може бути застосована і в інших галузях
науки і техніки  де стоять аналогічні завдання — завдання під+
вищення рівня математизації, концепцій, завдання підвищен+
ня рівня проникнення математики в проблеми розв’язку задач
аналізу об’єктів дослідження та синтезу нових рішень. У пер+
шу чергу, це галузі власне екології та енергозберігаючих тех+
нологій, хімічна кінетика та гетерогенний каталіз.



Просимо вибачення у читача за  повільний темп модерніза+
ції теорії. Все можна вдосконалити, але потрібні інвестиції.
А так — маємо те, що маємо. Отож — робіть як ми, робіть кра+
ще нас.

Таланчук П. М., Мороз О. С.
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ВСТУП

Завдання математичного вiдображення фiзико+хiмiчних про+
цесiв, що лежать в основi функцiонування металоокисних ви+
сокотемпературних сенсорiв концентрацiї газу [1–5], вимагає
для свого вирiшення застосувати та узгодити мiж собою: 1) тео+
рiю Шоткi, Вагнера, Крьогера та iнших [6–14], яка описує ста+
тику системи {газ}+{бiнарна сполукa} у станi термодинамiчної
рiвноваги; 2) теорiю електронних процесiв на поверхнi напiвпро+
вiдника Ф. Ф. Волькенштейна [15] та напiвемпiричнi, переваж+
но описовi, енциклопедичного характеру роботи С. Р. Моррiсона,
що наповнюють її [18–20]; 3) теорiю поверхневих нерiвноваж+
них процесiв у напiвпровiднику А. В. Саченка [21]; 4) теорiю
Гаррета — Браттайна [22], а також їхніх послiдовникiв, якi ро+
били спроби екстраполяцiї цiєї класичної працi на бiльш ши+
рокий клас задач [23–27]; власне традицiйний курс фiзики на+
пiвпровiдникiв [28–33].

У цiй роботi викладено наш варiант узагальнення перера+
хованих концепцiй для математичного обгрунтування процесiв
перенесення речовини та заряду в гетерогеннiй системi {газ}+
{бiнарний окисел}+{основа}, оснований на системному пiдходi
[1.8] до розробки математичних моделей фiзичних об’єктiв.
Додатково в деталях розглянуто також ряд сумiжних питань.



ЗАМІСТЬ ПЕРЕДМОВИ

1. Вперше виконана екстраполяція фундаментальної систе+
ми рівнянь напівпровідника на більш широкий клас задач —
напівпровідникові бінарні сполуки типу окислів металів, які
знаходяться у стані термодинамічної рівноваги з парами своїх
компонент та з оточуючим газовим середовищем при наявності
поверхневого та об’ємного легування амфотерними, загалом,
примісними центрами. Враховано широкий спектр реальних
параметрів: структурні особливості матеріалу, розміри та форма
зерна напівпровідникового шару, стехіометрія матеріалу, влас+
тивості міжзеренних прошарків, параметрів підложки, наяв+
ність каталітичних добавок, поперечного електричного поля,
фотодесорбції тощо.

2. Виконано аналіз результатів різних авторів та встановлено
тотожності зонних діаграм напівпровідникових структур. Ство+
рено базис для вирішення задач аналізу та синтезу вимірюваль+
них перетворювачів на основі напівпровідникових сенсорів газу.

3. Виконано екстраполяцію основних положень теорії Жа+
ка Бургуена та Мішеля Ланно і реалізовано адаптацію їх кон+
цепцій в формалізованих термінах. Отримано співвідношення
для коефіцієнтів екстракції та інжекції рухливих носіїв заряду
об’ємними багатозарядними центрами. Відповідні вирази запи+
сані із врахуванням тотожностей напівпровідникових струк+
тур у системах результатів різних авторів.

4. Для довільних умов стану електронно+діркового газу роз+
глянуто статичні режими процесів перезарядки домішкових
центрів в об’ємі напівпровідника. Отримано спiввiдношення,
що описують повну концентрацiю об’ємних домiшкових цент+
рiв та їх повний вклад в об’ємний заряд через константи вiдпо+
вiдних квазiхiмiчних реакцiй цих центрiв із зонами (провiдно+
стi та валентною) напiвпровiдника. Введено в розгляд функцiю
frk, що визначає долю iонiзованих центрiв r+сорту в k+зарядово+
му станi в їх повнiй концентрацiї та отримано співвідношення,
які виражають її через параметри квазіхімічних реакцій.
Доведено коректність отриманих виразів.

5. Для випадку невиродженого напівпровідника параметри
квазіхімічних реакцій представлено в термінах зонної моделі
твердого тіла. Доведено коректність отриманих виразів. Пока+
зано, що статистика Фермі — Дірака є частковим випадком

10



11

отриманої узагальненої статистики багатозарядних домішкових
центрів. Отримано формули для обчислення компонент отрима+
ної статистики. Встановлено тотожності узагальненої статистики
багатозарядних домішкових центрів для незбуреної поверхнею
області напівпровідника та для області просторового заряду.

6. Виконано узагальнення теорії Гаррета — Бреттена на ви+
падок напівпровідника кінечних розмірів з багатозарядними
домішковими центрами. У рамках відповідної одновимірної
краєвої задачі взято перший інтеграл та встановлено залежність
потенціалу від коодинати в пластині субмікронних розмірів.
Для функціоналу F(u, u0) отримано співвідношенння в явному
вигляді. Інтеграл для іонної компоненти об’ємного заряду пред+
ставлено в термінах розвинутого в роботі формалізму через функ+
цiю fαk. 

7. Досліджено розподіл потенціалу в пластині субмікрон+
них розмірів для випадку, коли залежністю об’ємного заряду
від потенціалу можна знехтувати. Отримано прості співвідно+
шення в явному вигляді при збідненні поверхні основними
носіями заряду та при малих вигинах зон. При малих вигинах
зон вирази описують три ситуації: а) на обох поверхнях сфор+
мовані шари збіднення; б) на обох поверхнях сформовані шари
збагачення; в) на кожній з поверхонь сформовані шари проти+
лежного типу. Отримано прості співвідношення в явному
вигляді для провідності монокристалічного шару напівпровід+
ника субмікронних розмірів з електоронною та донорною про+
відністю.

8. Виконано аналіз статичної характеристики напівпровід+
никових сенсорів газу. Досліджено провідність полікристаліч+
ного шару. Отримано ізотерми хемосорбції активних газів на
поверхні напівпровідника. Виведено формули для чутливості
та селективності напівпровідникових сенсорів газу.

9. Розроблено методики розрахунку основних електрофізич+
них характеристик матеріалу чутливого елементу: рівня легу+
вання (пряма та обернена задачі) та поверхневого потенціаль+
ного бар’єру. Отримано аналітичні вирази для розрахунку рівня
легування в простих окислах металів та в диоксиді олова.

10. Досліджено методами операційного обчислення інфор+
мативні параметри масопереносу в одновимірному наближенні.
Отримані передаточні функції для ізольованної пластини та для
бінарної системи плоских пластин. Досліджено їх асимптотич+
не поводження в початкові та кінцеві моменти часу. Показано, що
постійні часу релаксації інформативного параметру вихідного



сигналу при масопереносі в бінарній системі плоских пластин
залежать від параметрів сусідніх елементів.

11. Виконано системно+структурний аналіз лінії вимірюваль+
ного перетворення інформативного параметру вхідного сигналу
при хемособції простих ідеальних газів та в умовах поперечно+
го електричного поля. Для основних типів ситуацій на поверх+
ні побудовано топологічні моделі та отримані еквівалентні
передаточні функції. Вихідні системи рівнянь представлені
у формі Коші. 

12. Проведено аналіз та синтез ідеальних сенсорів у набли+
женні концепцій Хауффе. Для випадку хемосорбції простих
ідеальних газів на чистій поверхні напівпровідника побудовано
топологічні моделі та отримано відповідні передаточні функ+
ції. Для випадку адсорбціїї газу при наявності поверхневого
легування результати представлено в стандартній формі запи+
су дифиренційних рівнянь в операторному вигляді. Розгляну+
то адсорбцію акцепторного газу при наявності жорсткого зво+
ротнього зв’язку по поверхневому потенціалові. Побудовано
топологічні моделі та отримано відповідні передаточні функ+
ції. Виконано аналіз постійних часу.

13. Виконано аналіз впливу типу макроструктури матеріалу
чутливого елементу та її характеристичних розмірів на метро+
логічні характеристики сенсорів. Обгрунтовано технологію
анізотропного поверхневого легування. Виконано в термінах
розробленого формалізму постановки задач оптимального про+
ектування сенсорів газу за критерієм максимуму чутливості та
за критерієм максимуму селективності.

12
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ANNOTATSIYA

1. First the executed extrapolation of the fundamental system
of evening of semiconductor on more wide class of tasks — semi+
conductor binary connections of type of oxides of metals which
are found in a state of thermodynamics equilibrium with the pairs
of it component and with a gas environment at presence of
superficial one and at'capacious alloying of amfoternimi, in the
general case, by primisnimi centers. The wide spectrum of the real
parameters is taken into account: structural to osoblivost material,
sizes and form of corn of semiconductor layer, stehiometriya
material, property of migzerennih layers, parameters of sub+
spoon, presence of catalytic additions, transversal electric field,
fotodesorbtsii and others like that.

2. The analysis of denotations of different authors is executed
and are set to the identity of area diagrams of semiconductor
structures. A base is created for the decision of tasks of analysis
and synthesis of measuring transformers on the basis of semicon+
ductor sensoriv of gas.

3. Extrapolation of basic positions of theory of Bourgouena
and Mishelya Lanno Gaca is executed and adaptation of their con+
ceptions is realized in terms of rozroblennogo formalism.
Correlation is got for coeffitsientiv extraction and injectia of
mobile transmitters of charge at'by capacious multicharge cen+
ters. The proper expressions are written down taking into account
totognostey semiconductor structures in the systems of denota+
tions of different authors.

4. For the arbitrary terms of the state of electronno+dircovogo
gas the static modes of processes of recharging of admixture cen+
ters are considered in at'emi semiconductor. Correlations, that
describe complete concentration of by a volume admixture centers
and their complete contribution to the by a volume charge
through the constants of the proper cvazihimichescih reactions of
these centers with the areas (conductivity and valency) of semi+
conductor, are got. The function of frk is entered in consideration,
that determines the fate of the ionized centers of r+sortou in the k+
zaryadovomou state in their complete concentration and correla+
tions which express her through the parameters of cvazihimich+
escih reactions are got. Correctness of the got expressions is led
to.



5. For the case of nevirodgennogo semiconductor the parame+
ters of cvazihimichescih reactions are presented in terms of area
model of solid. Correctness of the got expressions is led to. It is
shown, that statistics Fermi+Diraca are the partial case of the got
generalized statistics of multicharge admixture centers.
Formulas for the calculation are got component of the got statis+
tics. It is set to the identity of the generalized statistics of multi+
charge admixture centers for the unindignant at a surface region
of semiconductor and for the region of spatial charge.

6. Generalization of theory Garreta+Brettena is executed in
case of semiconductor of cinechnih sizes with multicharge admix+
ture centers. Within the framework of the proper odnovimirnoi
regional task the first integral is taken and dependence of poten+
tial is set on coodinati in the plate of submicron sizes. For to func+
tional F(u, u0) spivvidnoshennnya is got in an obvious kind.
Integral for ionic components at'capacious charge it is presented
in terms of developed in work formalism through the function of
fαk. 

7. Distributing of potential is explored in the plate of submi+
cron sizes for the case, when by dependence at'capacious charge it
is possible to scorn from potential. Simple correlations are got in
an obvious kind at impoverishment of surface the basic transmit+
ters of charge and at the small bends of areas. At the small bends
of areas expressions describe three situations: and) on both sur+
faces there are the formed layers of impoverishment; ) on both
surfaces there are the formed layers of enrichment; in) on each of
surfaces the formed layers of opposite type. Simple correlations
are got in an obvious kind for conductivity of layer
monocristalichnogo of semiconductor of submicron sizes with
electoronnoyo and donornoyo conductivity.

8. The analysis of static description of semiconductor sensoriv
of gas is executed. Conductivity of policristalichnogo layer is
explored. The isotherms of hemosorbtsii active gases are got on
the surface of semiconductor. Formulas are shown out for a sensi+
tiveness and selectivity of semiconductor sensoriv of gas.

9. The methods of computation of basic electro+physical
descriptions of material of sensible are developed to the element:
level of alloying (direct and reverse tasks) and superficial poten+
tial bar'erou. It is got  analytical expressions for computation of
level of alloying in the simple oxides of metals and at diocsidi tin.

10. The informing parameters of masoperenosou are explored
by the methods of operating research in the one+dimensinal

14



15

approaching. The got transmission functions for an izolovannoi
plate and for the binary system of flat plates. Their conduct
asimptotichne is explored in the initial and eventual moments of
time. It is shown, that permanent to time relacsatsii of informing
to the parameter initial signal at masopernosi in the binary sys+
tem of flat plates rely on the parameters of neighbouring ele+
ments.

11. The system+structural analysis of line of measuring trans+
formation of informing to the parameter entrance signal at
hemosobtsii is executed simple ideal gases and in the conditions of
the transversal electric field. For the basic types of situations on
a surface topology models and got equivalent transmission func+
tions are built. Initial systems of evening presented in a form
Coshi. 

12. The analysis and synthesis of ideal sensoriv is conducted in
approaching of conceptions Haouffe. For the case of hemosorbtsii
simple ideal gases on the clean surface of semiconductor topology
models are built and the proper transmission functions are got.
For the case of adsorbtsiii gas at presence of the superficial alloy+
ing results are presented in the standard form of record of the
difirentsiynih evening in an operator kind. Adsorption of actsep+
tornogo gas is considered at presence of hard zvorotnogo zv'yaz+
cou on superficial potential. Topology models are built and the
proper transmission functions are got. The analysis of permanent
is executed to time.

13. The analysis of influencing of type of macrostrouctouri of
material of sensible is executed to the element and its characteris+
tic sizes on metrologichni descriptions of sensoriv. Technology of
the anizotropnogo superficial alloying is grounded. It is executed
in terms of the developed formalism of raising of tasks of the opti+
mum planning of sensoriv of gas on the criterion of maximum of
sensitiveness and on the criterion of maximum of selectivity.
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THE FOREWORD 
TO THE THIRD ISSUING

In the given monography is executed an extrapolation of a fun+
damental set equations of the semiconductor (to be exact, set of
equations of an electromagnetic field of the James Clerk Maxwell
for a self+consistent problem in pseudo+steady approaching) on
one more broad class of problems — the semiconductor binary
combination such as oxides of metals, which one are in a condition
thermodynamic equilibriums with vapours the component and with
ambient by gas medium in the case while surface and volumetric
doping amphoteric, generally, impurity centers.

It is shaw, that the filling of volumetric impurity centers and
electron surface state is described, for such problem, generalized
statistics the Fermi+Dirac and, on this basis, is executed generali+
zation of the theory Garret+Brattain on the described above class
of problems (are obtained in a manifestative kind conforming
ratio also are retrieved analytical solutions for the conforming
integrals for bed depths of a semiconducting stuff close with sub+
micron sizes). By methods of an operational calculus the analysis
of informative parameters mass transfere and ionic component of
electric charge transfere.

Thus, for the first time in activities on physical chemistry of
a surface semiconductors the version of the substantiation of fun+
damental theory is offered of metal+oxide semiconductor gas sen+
sors, temperature and solar members, by application of system
approach to work out of mathematical models of physical objects
it is ground generalizations five of classic development trends of
physical chemistry and physics of semiconductors. Namely: 1) The
theories of Schottky, Vagner, Кreger, which one describes a system
«gas — binary compaund» in a condition thermodynamic equilib+
rium; 2) theory of electronic process on a surface of the semicon+
ductor F. F. Walkenstain and complementing it of activities
S. R. Morrison; 3) theory of surface non+equilibrium processes in
the semiconductor A. V. Sachenko; 4) theory of Garret+Brattain
and them follower, which one extrapolated this classic activity on
more general particular cases; 5) alone traditional of a course of
physics semiconductors.

Thus, the in essence new, fundamental outcome reachs — is
built a universal metatheory of carry of material and charge in
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heterogenous system «gas — surface of the semiconductor — alone
semiconductor» in close to thermodinamic equilibrium conditions.
Is executed activity on the joint different areas of knowledge. Is over+
come a problem of absence of «interface», conformities between
the separate partial theories. Are removed the majority lacks and
errors having a place in some of them. Main the total — now all
subject to calculate, is harmonic supplements one another. And it
provided that the rather broad spectrum of actual parameters —
size and shape of a semiconductor layer graine, stoichiometry of
a stuff, property of the stratum betwen graine, parameters of
a substrate etc.

Concerning problems of check of adequacy obtained mathe+
matical models is necessary to mark, that problematics of each of
theories+predecessors with stands by the designed writers of the
theory is formulated, as partial cases new, more general para+
digmes. Conclusions of a new metatheory for individual problems,
which one are described by the previous theories, coincide correct
conclusions these individual theories. Simultaneously, field of
application offered the writers the concepts much more widely
also contains, as the components, area applications of each of the
above indicated theories+predecessors. All as though is iterated,
but in higher and perfect plane, on one higher and perfect level.

The finally obtain new, more general paradigme, which one
allows to overcome a fragmentariness, localization of considera+
tion previous individual by the theories and to analyse more broad
audience of problems in a complex, with unified stands, as one
whole. Began possible in a full volume to conduct calculations
response of physical properties of an arbitrary flake the semicon+
ductor on effect a component of gas medium, for arbitrary case is
exact calculate a position of a Fermi level, surface potential, con+
ductivity etc. Outcomes of activity have principled value not only
for the scientific employees, which one work in branch of a gas
analysis, and for the physic+chemists, which one are engaged in
problems of a catalysis and kinetics heterogenous reactings, bat
for all specialists, whose activity is connected with by mining of
fundamental theory of semiconducting sensors and actuators and
with problems of their mathematical modelling. 

For practice it is important, that the theory, offered the writers,
is trusted to in the basis Application package «Micron», which one
is oriented on the solution standard problems of designing of sen+
sors of gas, temperature and solar elements and on fulfilment of
computing experiment at a stage research works. 



УМОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ

n–
r, n+

r — найбільший від’ємний та найбільший додатній заряди
часток r+сорту; 

n–
α, n+

α — найбільший від’ємний та найбільший додатній заряди
часток α+сорту; 

сrj, cr0 — концентрації часток домішкових центрів r+сорту у від’єм+
но (акцептори), додатньо (донори) зарядженому стані та
в нейтральному стані, відповідно; 

cr — повна концентрація домішкових центрів r+сорту;
Nαj, Nα0 — поверхневі концентрації часток α+сорту у від’ємно

(акцептори), додатньо (донори) зарядженому стані та в нейт+
ральному стані, відповідно; 

Nα — повна концентрація поверхневих електронних станів 
α+сорту;

VO, VM — вакансії аніону та катіону, відповідно;
Oi, Mi — міжвузлові атоми аніону та катіону, відповідно;
Xrj — домішка заміщення кисню;
Yrj — домішка заміщення металу;
Zrj — домішка інтродукції (проникнення);
Gαj — ідеальний електро+хімічно активний газ;
Пαj — ідеальний поверхневий електронний стан;
Тαj — каталізатор;
(S) — індекс поверхні;
(V) — індекс об’ємної фази;

JA
rj, J

D
rj, Jr0 — потоки часток домішкових центрів r+сорту у від’єм+

но (акцептори), додатньо (донори) зарядженому стані та
в нейтральному стані, відповідно; 

JA
αj, JD

αj, Jα0 — потоки часток α+сорту у від’ємно (акцептори), до+
датньо (донори) зарядженому стані та в нейтральному стані,
відповідно; 
— компонента швидкості обміну зарядом домішкового цент+
ру r+сорту в j+му зарядовому стані із зоною провідності чи
з валентною зоною напівпровідника; 
— компонента швидкості хімічних реакцій часток доміш+

кових центрів α+сорту в нейтральному зарядовому стані; 
— компонента швидкості міжфазних хімічних реакцій час+

ток r+сорту та α+сорту в нейтральному зарядовому стані; 

— компонента швидкості фізичної адсорбції;αs&

αrv&

0αr&

rje&

18



19

N* — загальна кількість адсорбційних центрів;
pα — парціальний тиск молекул газу α+сорту; 
kA
α, kD

α — константи адсорбції та десорбції;

ke
rj, kh

rj — ймовірність захоплення за одиницю часу домішковим
центром r+сорту j+го електрона чи дірки;

ke
αj, kh

αj — ймовірність захоплення за одиницю часу поверхне+
вим електронним станом α+сорту j+го електрона чи дірки;

ge
rj, gh

rj — ймовірність екстракції за одиницю часу домішковим
центром r+сорту j+го електрона чи дірки; 

ge
αj, gh

αj — ймовірність екстракції за одиницю часу поверхневим
електронним станом α+сорту j+го електрона чи дірки;

ξr — повний вклад в об’ємний заряд домішкових центрів r сорту;
frk — функція, що визначає ту долю повного числа с домішко+

вих центрів r сорту, яка вміщує рівно k надлишкових елект+
ронів, якщо k < 0 (акцепторний рівень), чи ту їх частку,
якій не вистачає рівно k електронів, якщо k > 0 (донорний
рівень); 

ξα — повний вклад в об’ємний заряд поверхневих електронних
станів α+сорту;

fαk — функція, що визначає ту долю повного числа Nα поверх+
невих електронних станів α+сорту, яка вміщує рівно k над+
лишкових електронів, якщо k < 0 (акцепторний рівень), чи
ту їх частку, якій не вистачає рівно k електронів, якщо k > 0
(донорний рівень); 

NC, NV — ефективні числа станів у зоні провідності та у валент+
ній зоні, відповідно;

n, p — рівноважні концентрації електронів та дірок;
ni — власна концентрація носіїв заряду;
m0 — маса електрону у вакуумі; 
mn(p) — ефективна маса носія заряду (електрону чи дірки); 

Ф1/2(η) — інтеграл Фермі — Дірака;
EC, EV — енергія краю зони провідності та вершини валентної

зони;
Fn, Fp — енергії квазірівнів Фермі для електронів та дірок;
EF, Ei — енергії рівня Фермі та середини забороненої зони;
Erj — енергетичний рівень домішкового центру r+сорту в j+за+

рядовому стані;
Eαj — енергетичний рівень поверхневого електронного стану 

α+сорту в j+зарядовому стані;
Ф0 — рівень хімічного потенціалу;
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Фn, Фp — квазірівні Фермі (потенціали квазірівнів Фермі) для
електронів та дірок;

ψ0, ψS — електростатичний потенціал середини забороненої зо+
ни в об’ємі та на поверхні;

ψ — електростатичний потенціал середини забороненої зони;
ϕ — електростатичний потенціал у традиційній системі відліку;
ϕn, ϕp — квазіпотенціали Фермі для електронів та дірок;
Y — безрозмірний вигин зон у даній точці;
V — обернений електростатичний потенціал;
u — безрозмірний обернений електростатичний потенціал;
λ — рівень легування;
q — елементарний електричний заряд;
k — стала Больцмана;
T — абсолютна температура;
ОПЗ — область просторового заряду;
ЧЕ — чутливий елемент;
ТД — точковий дефект.
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Глава I
ФЕНОМЕНОЛОГIЧНА МАТЕМАТИЧНА 

МОДЕЛЬ СИСТЕМИ ГАЗ — НАПIВПРОВIДНИК

РОЗДІЛ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ МОДЕЛЮВАННЯ

1.1. Про технологiю математичного моделювання
У широкому розумiннi моделювання, як метод наукового

пiзнання, зводиться до видiлення об’єкта моделювання з нав+
колишнього середовища на основi iнформацiї, що надходить
вiд нього, та побудови деякої системи+моделi (другої системи),
зв’язаної із системою+оригiналом (першою системою) певними
спiввiдношеннями вiдповiдностi [1–7]. 

Таке вiдображення одного об’єкту в iнший, отримують у ви+
глядi певного набору залежностей мiж ними, вiдображеного
у спiввiдношеннях подiбностi. Воно дає змогу на вiдповiдних
стадiях пiзнавального процесу замiщати оригiнал його модел+
лю та отримувати знання про сам об’єкт на основi вивчення
власне моделi.

З цих позицiй розрiзняють натурне та математичне моделю+
вання [3]. У першому випадку моделювання проводять на ма+
терiальнiй моделi. Вiдображаючи об’єкт, вона зберiгає нерiдко
i його фiзичну природу. Таку модель (макет), як правило, вико+
нують у спрощеному виглядi та змiненому масштабi i вона є об’єк+
том натурного експерименту.

При математичному моделюваннi реальному фiзичному
об’єкту ставиться у вiдповiднiсть його математична модель,
яка будується на основi символiчних математичних об’єктiв —
чисел, векторiв, спiввiдношень мiж ними тощо [8]. Математична
модель є об’єктом обчислювального експерименту із застосуван+
ням електронно+обчислювальної техніки. Такий експеримент
є найбільш гнучким, найбільш ефективним та найбільш інфор+
мативним.

Вiдомi два осовних методи побудови математичних моде+
лей — на основi вивчення закономiрностей, що визначають
природну суть дослiджуваного об’єкта, та на основi експери+
ментально+статистичних методiв [9]. 

Зупинимося бiльш детально на особливостях першого мето+
ду. Йому на сьогоднiшнiй день надають порiвняно мало ува+
ги, оскiльки вiн гiрше пiддається формалiзацiї — тут бiльше
«ручної працi», багато визначає суб’єктивний фактор. Його
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незаперечна перевага полягає в тому, що отримуванi таким чи+
ном математичні моделi бiльш повно i в бiльш широкому дiапа+
зонi адекватно вiдображають властивостi об’єкта дослiдження.
Результуючі математичні моделі іноді називають фiзични+
ми — пiдкреслюючи, що при створенні формалізованого опису
враховано фундаментальнi закономiрностi природи.

Характерна особливість методу полягає в тому, що тут важ+
ливу роль відіграє принцип інформаційної достатності. Існує
деякий критичний рівень теоретичних та експериментальних
відомостей про об’єкт дослідження, при досягненні якого може
бути побудована адекватна модель. Хоча цей метод i дає змогу
вiдкрити обшивку «чорного ящика», але й працює лише тодi,
коли реалiзацiя такої операцiї історично можлива, тобто, коли
цьому сприяє сучасний рівень науково+технічного прогресу.

У даному викладi ми презентуємо апробовану нами реалiзацiю
методу побудови математичних моделей технiчних об’єктiв, за+
пропоновану в роботi [10] як системний пiдхiд до моделювання.
Суть його полягає в такому. На основi аналiзу даних про призна+
чення, конструкцiю, технологiю виготовлення та умови експлуа+
тацiї дослiджуваного об’єкта, визначають основну i допомiжнi
цiлi моделювання. Для кожної зі сформульованих цiлей моде+
лювання, виконують вiдповiдну постановку задачi. Дослiджу+
ваний об’єкт розглядають як пiдсистему деякої метасистеми,
тобто системи бiльш високого рангу.

Черговий крок — виокремлення об’єкта моделювання із зов+
нiшнього середовища. Визначають, які елементи належать сис+
темі, а які є зовнішніми. Таке виокремлення проводять шляхом
послiдовного переходу вiд загального до часткового із врахува+
нням поставленої цiлi моделювання та залежного вiд неї рiвня аб+
страгування. Власне виконують декомпозицію системи на еле+
ментарні компоненти. У результатi вирiзняють:

• сукупнiсть основних елементiв, якi задають склад об’єк+
ту моделювання;

• вектор вхiдних збурень, якi характеризують основнi спiв+
вiдношення мiж зовнiшнiм середовищем i об’єктом моделю+
вання; 

• вектор вихiдних величин, який описує тi реакцiї об’єкта
моделювання, що цiкавлять дослiдника. 

Також формулюють та обґрунтовують основнi спрощуючi до+
пущення та гiпотези, прийнятi на цьому кроцi побудови моделi. 

Далi проводять смисловий опис об’єкта моделювання, тобто
розробляють концептуальну модель. Концептуальна модель —
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це абстрактна модель, яка визначає структуру об’єкта моделю+
вання як системи, властивості елементів цієї системи та причин+
но+наслідкові зв’язки між елементами, що наявні у системі та
істотні для досягнення цілі моделювання. Основне її призначен+
ня — охарактеризувати концептуально взаємозв’язки мiж
виокремленими елементами об’єкта моделювання, а також мiж
змiнними, якi характеризують його стан. Для вирiшення цього
питання використовують вiдомi на даний момент досягнення те+
орii та висовують гiпотези i припущення, якi дають змогу
кiлькiсно описати вiдповiднi залежностi. 

Пiсля цього проводять формалiзацiю задачi: приймають
заключну систему вихiдних гiпотез i припущень, вибирають
конкретнi апроксимацiї елементiв моделювання, будують його
формалiзовану схему, i вже на цiй основi виконують запис у ма+
тематичнiй формi всiх спiввiдношень, надають аналiтичного
вигляду всiм логiчним умовам тощо. У результатi отримують су+
купнiсть математичних об’єктiв i спiввiдношень мiж ними, що опи+
сують внутрiшнiй стан об’єкта моделювання, зовнiшнi збурення
i вихiднi сигнали, тобто власне шукану математичну модель. 

Питання повноти математичної моделі вирiшується на ос+
новi альтернативних критерiїв коректностi та мiнiмальностi.
Вважають, що математична модель коректна, якщо:

а) ускладнення її за рахунок неврахованих процесiв не веде
до якiсних змiн дослiджуваних характеристик об’єкта моделю+
вання; 

б) повна система вихiдних припущень, застосованих при по+
будовi моделi, складається з несуперечливих тверджень. 

Пiд мiнiмальною розумiють таку математичну модель, ви+
ключення з якої будь+якого з ранiше врахованих процесiв веде
до якiсної змiни характеристик моделi а, вiдповiдно, і до її не+
адекватностi.

Як правило, отримувана таким чином математична модель
досить складна для безпосередньої роботи з нею як аналiтични+
ми, так i чисельними методами. Традицiйним пiдходом [6],
який широко застосовується на практицi, є редукцiя вихiдно+
го математичного опису до вигляду, основаної на випливаючих
зі специфiки задачi, системи спрощуючих допущень, iєрархiч+
ної послiдовностi бiльш економних моделей, аж до таких, що
дозволяють аналiтичне рiшення. Реалізується можливiсть за+
стосування однієї з таких груп методiв: 

1) аналiтичні, що дають змогу отримувати явнi залежностi
для шуканих характеристик; 
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2) чисельнi, коли аналiтично розв’язок неможливий, а отри+
мують числовi результати за конкретних вихiдних даних; 

3) якiсні, коли не маючи розв’язків в явному виглядi, шу+
кають деякi їх (розв’язків) властивостi (наприклад, оцiнюють
стiйкiсть розв’язків).

Слiд враховувати, що проста модель в одних випадках може да+
ти достатньо точне наближення для бiльш складної постановки за+
дачi, а в iнших — i достатньо точне наближення до шуканного ре+
зультату. З iншого боку, у межах бiльш повних моделей можна: 

• врахувати складнiші ефекти й отримати бiльш точне рi+
шення;

• оцiнити похибку, що вноситься при редукцiї вихiдного ма+
тематичного опису до спрощеної постановки задачi;

• оцiнити дiапазон застосування рiшення, отриманого на
спрощенiй моделi.

Таблиця 1.1
Концептуальна модель: стехіометричні власні 

крапкові дефекти у сполуці MgOk згідно із П. Кофстад [14]

Тип невпорядкованості

у кристалі MgOk
За Шотткі За Френкелем 

Характерні особливос+
ті типу: 

вакансії аніонів та ка+
тіонів 

однотипні ТД: вакан+
сії та міжвузлові іони

Квазіхімічні реакції
виникнення нейтраль+
них ТД: 

Закон діючих мас: 

Критерій виникнення
нейтральних ТД: 

зіставні розміри ка+
тіонів та аніонів спо+
луки 

істотно відмінні розмі+
ри катіонів та аніонів
сполуки 

Місце утворення ТД
та особливості їх по+
ведінки: 

зовнішні та внутрішні
поверхні, дислокації;
дифузія у кристал 

у довільній точці
в об’ємі кристалу 

Особливості фазової
рівноваги сполуки із
паром: 

молекули чи групи атомів переходять у газову
фазу так, що відхилення різних вузлів крис+
талічної решітки точно віповідає стехіомет+
ричному складу сполуки
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Підсумовуючи сказане, перелічимо основні етапи технології
математичного моделювання: 

1) визначення цілі моделювання; 
2) постановка задачі моделювання;
3) декомпозиція системи; 
4) розробка концептуальної моделі; 
5) формалізація задачі і отримання математичної моделі; 
6) підготовка моделі до обчислювального експерименту; 
7) реалізація плану обчислювального експерименту; 
8) перевірка адекватності моделі; 
9) аналіз та інтерпретація результатів моделювання;

10) оцінка повноти моделі.

Таблиця 1.2
Концептуальна модель: нестехіометричні власні 

крапкові дефекти у сполуці MgOk згідно із П. Кофстад [14]

1.2. Концептуальна модель
Матеріал чутливого елементу напівпровідникового сенсора

газу за робочих температур являє собою напівпровідниковий
іонний полікристал. Специфікою напівпровідникового матеріалу
є залежність його параметрів від рівня легування в об’ємі ма+
теріалу (рівня Фермі) та від поверхневого вигину зон (поверхне+
вого потенціалу) [24]. Рівень легування та поверхневий потен+
ціал визначаються величиною парціального тиску вимірюваного
активного газу. 

Датчики поверхневого типу. Дисоціативно хемосорбуючись
на поверхні металоокисного напівпровідника, атмосферний

Тип відхилення від стехіометрії 

Дефіцит кисню Дефіцит металу 

Умови 

утворення 

Нестача 

кисню 

Надлишок

металу 

Нестача 

металу 

Надлишок

кисню

Домінуючі КД Vo Mi Vm Oi

Формула окис+
лу 

MgOk – x Mg + yOk Mg – yOk MgOk + x

Тип провіднос+
ті 

n n p p

Місце генерації
та анігіляції 

Поверхня поділу фаз типу окисел металу — зовнішнє
середовище (газова фаза, вищий або нижчий окисел
тощо) 
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кисень проявляє акцепторні властивості. Від’ємно заряджені
фракції хемосорбованого кисню формують негативну компонен+
ту поверхневого заряду. В алгебраїчній сумі з наявним на поверх+
ні біографічним зарядом вони визначають поверхневий заряд
певного знака. 

Поверхневий заряд екранується (закон парності зарядів)
у приповерхневому регіоні областю просторового заряду (ОПЗ).
Формується подвійний шар, який визначає величину та знак
поверхневого потенціалу. За робочих умов результуючий поверх+
невий заряд негативний, а виникаючий в ОПЗ шар традиційно
є шаром збіднення.

Газ, концентрація якого вимірюється, хемосорбується на по+
верхні напівпровідника та вступає в гетерогенно+каталітичну
поверхневу реакцію окислення поверхневими радикальними
формами кисню, унаслідок чого:

• виникає відповідна форма (акцепторна чи донорна) хемо+
сорбованих фракцій газу (результат хемосорбції); 

• змінюється поверхнева концентрація фракцій хемосорбо+
ваного кисню (результат поверхневої реакції);

• змінюється поверхнева концентрація заряджених фракцій
поверхневих дефектів (результат поверхневої реакції);

Як наслідок, у першу чергу змінюється величина поверхне+
вого заряду та поверхневого потенціалу. 

За достатньо високих температур концентрації поверхне+
вих та об’ємних дефектів знаходяться у стані термодинамічної
рівноваги. Зникнення чи утворення наявних на поверхні точ+
кових дефектів викликає відповідну зміну їх концентрації
у приповерхневому шарі. Виникаючі у поперечному перерізі
елементу структури матеріалу ЧЕ градієнти концентрації крап+
кових дефектів шляхом дифузії ведуть до встановлення нових
рівноважних значень об’ємного заряду. Унаслідок цього отри+
муємо нове рівноважне положення рівня Фермі. 

Зміна концентрацій поверхневих фракцій дефектів, викли+
кає зміну їх концентрацій в об’ємі. Відбувається зміна положення
рівня Фермі по всьому поперечному перерізу елементу струк+
тури матеріалу ЧЕ. 

Модифікація властивостей сенсора добавками (легування)
впливає:

• або на поверхневий заряд (змінюючи поверхневий потен+
ціал);

• або на об’ємний заряд (змінюючи положення рівня Фермі);
• або на обидва види заряду одночасно. 
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Сегрегація на поверхню об’ємних домішок [17] визначає
їх одночасний вплив як на поверхневий, так і на об’ємний за+
ряд. Так само, як і розчинення в об’ємі нанесених на поверхню
домішок. 

Датчики дифузійного типу працюють лише на залежності
рівня Фермі від парціального тиску вимірюваного газу.

РОЗДIЛ 2. ФОРМАЛIЗАЦIЯ ЗАДАЧI 

Важливим напрямом розвитку мiкроелектронiки на сучас+
ному етапi є широке застосування напiвпровiдникових сен+
сорiв — по сутi, органiв чуття сучасних технiчних об’єктiв.
У сенсорах температури та сенсорах концентрацiї газу, вико+
ристовують для цього нетрадицiйнi для цiєї галузi матерiа+
ли — полi+ та монокристали (останнiм часом це плiвки та нит+
ковиднi кристали) окислiв металiв, математичний опис яких
потребує подальшого пророблення. А тому актуальною є задача
створення математичної моделi металоокисного напiвпровiдни+
ка, достатньо детально i в рамках єдиної концепцiї враховуючої
порiвняно широкий спектр факторiв, iстотних для застосуван+
ня таких матеріалiв як чутливого елементу для температурних
та газових сенсорiв. 

Таблиця 1.3
Концептуальна модель: електрофізична структура

напівпровідникового окислу металу 
згідно із П. Кофстад [14]

Тип крапкових дефектів (КД)

Вакансії 
компонент сполуки 

Міжвузлові атоми
компонент сполуки

Компонент Метал Кисень Метал Кисень 

1 2 3 4 5

Позначення  Vm Vo Mi Oi

Знак заряду
іонів 

– + + – 

Очікуваний
максималь+
ний заряд 

2k/q 2 2k/q 2 
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Закінчення табл. 1.3

Таблиця 1.4
Концептуальна модель: зонні діаграми у хемосорбції

1 2 3 4 5

М е х а н і з м
виникнення
КД у сполуці
згідно із
П. Кофстад 

Реакція
з киснем  

Перенесення
атомів кис+
ню з вузлів
КР в ГФ  

Перенесення
атомів кис+
ню з вузлів
КР в ГФ,
а атомів ме+
талу —
в міжвузля 

Реакція 
з киснем 

Н а я в н і с т ь
модифікації
вузлів крис+
талічної ре+
шітки 

З’являються
нові q катіон+
них та k ані+
онних вузлів
у структурі  

Не змінюєть+
ся число вуз+
лів 

Зменшуєть+
ся число ка+
тіонних та
а н і о н н и х
вузлів  

Не виника+
ють нові вуз+
ли решітки

22

M O

k
O

q V k O

↔

⋅ + ⋅

2

1
2

O

X
O

O

V O

↔

+

22

q k

X

i

M O

k
q OM

↔

+

2

1
2

X

i
O O↔

Тип відхилення

від стехіо+

метрії в окислі

Дефіцит катіонів

(p+тип) λ > 1 

Дефіцит аніонів (n+тип) 

λ < 1 

1 2 3 4

ПЕС
відсутні

QSS =
= 0

EC 

EV 

Ei 

EC 

EV 

Ei 
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1 2 3 4

Акцеп+
торні

ПЕС —
екст+

ракція
елект+
ронів. 
Адсор+
бат —

сильний
окислю+

вач  
(висока
спорід+
неність

до елект+
рона) 

QSS <
< 0

Ін+
вер+
сія 

Донорні
ПЕС —
інжек+

ція
елект+
ронів. 
Адсор+
бат —

сильний
віднов+
лювач  

(низька
енергія
іоніза+

ції) 

QSS >
> 0

Ін+
вер+
сія 

Et 

Et 

Et 

Et 

 

Et 

Et 
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Таблиця 1.5
Класифікація типів структур напівпровідникових плівок 

та моделі, що їх апроксимують

Таблиця 1.6
Види функцій розподілу 

енергетичних рівнів поверхневих станів 
та аналітичні співвідношення, що їх формалізують 

2.1. Формалізація макроструктури металу
Поверхня масивного напівпровідника — це межа двох фаз:

газової фази та напівпровідникового кристала. Вона взаємодіє
як з молекулами газової фази, так і з носіями електричного заря+
ду об’ємної фази напівпровідникового кристала, являючи собою
самостійний об’єкт. Глобально у задачі наявні три макрокомпо+

Тип структури плівки Апроксимуюча модель 

Аморфна плівка (ближній поря+
док) 

Математичний апарат теорії не+
впорядкованих систем (Мотт,
Бонч+Бруєвич тощо)

Випадково орієнтований полі+
кристал 

Сферичне зерно 

Орієнтований в одному напрямку
полікристал (у напрямку росту
плівки) 

Циліндричне зерно чи зерно
у формі прямокутного паралеле+
піпеда 

Однорідно орієнтований полікри+
стал 

Нескінченна пластина 

«Ажурна» сітка Нескінченна пластина із симет+
ричними граничними умовами

Вид функції розподілу енергетичних

рівнів поверхневих станів 
Аналітичне співвідношення 

Дискретна NSS(E) = NSSδ (E – ESS)

Рівномірна NSS(E) = NSS
EV = E = EC

Гаусева 

Експоненційна

2

2

( )
( ) exp

( )
SS

SS SS
E E

N E N
kT

⎧ ⎫−⎪ ⎪= −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

( ) exp C SS
SS SS

E E
N E N

kT
−⎧ ⎫= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
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ненти: газова фаза, межа фаз (поверхня напівпровідника), крис+
талічна решітка (напівпровідниковий кристал).

У випадку застосування в каталізі та газовому аналізі дисперс+
них структур задача дещо ускладнюється, внаслідок наявності
у зразках різних типів поверхні. Оскiльки макроструктуру мо+
нокристалічних шарів можна вважати частковим випадком
полiкристалiчного зразка, обмежимося розглядом полікристала. 

У полiкристалiчних матерiалах розрiзняють три типи пoвер+
хонь [1]: 

1) мiжфазну межу твердого тiла з газовою фазою — гетеро+
перехід; 

2) мiжфазну межу твердого тiла з iншим твердим тiлом (кера+
мiчною основою, металевим контактом тощо) — гетероперехід; 

3) межу мiж сусiднiми кристалiчними фазами даного ма+
терiалу — гомоперехід. 

Сам полiкристал розглядають як сукупнiсть надiлених до+
вершеною кристалiчною решiткою окремих зерен, обмежених
такими поверхнями. Властивостi власне зерен вважають повнiс+
тю тотожними об’ємним властивостям масивних зразкiв, що
мають упорядковану кристалiчну структуру.

Мiнiмальне число атомiв, за якого виправданий цей пiдхiд,
повинне перевищувати таку їх кiлькiсть, за якої отримувана на
основi квантово+механiчних розрахункiв енергiя орбiталей та
енергiя зв’язкiв адсорбат — адсорбент перестає iстотно змiню+
ватися [1.45]. Це вiдповiдає характеристичному розмiру зерна
порядку 4 ⋅ 10–8 м. 

При моделюванні мiжфазних меж будемо наслiдувати пiд+
хiд Дж. В. Гiббса [2]. Кожну величину, що характеризує по+
верхневi властивостi, визначають як рiзницю макроскопiчних
величин для реального твердого тiла з реальною релаксованою
та реконструйованою поверхнею та гiпотетичного твердого тi+
ла з iдеальною поверхнею. 

Можливі варiанти моделей макроструктури матерiалу ЧЕ
зображенi на рис. 1.1 та рис. 1.2 вiдповiдно. Перша є розвитком
вiдомої моделi Фiшера [3], а друга — власне термодинамiчною
[2]. В обох моделях кожна із фаз вiддiляється одна вiд одної
рiзкою межею — нескiнченно+тонкою однорiдною площиною
(двовимiрним простором), з якою i пов’язуються властивостi
межi фаз, які цiкавлять дослiдника. 

Відмінність полягає у тому, що в першiй з них по периметру
межi подiлу твердих фаз видiляється додатково однорiдна про+
сторово+розподiлена область (деяка промiжна фаза) завширшки



δ = 2а. Звичайно вважають [1.38], що вона не залежить вiд тем+
ператури та дорiвнює 0,5 нм. Iнакше кажучи, тут межа подiлу
фаз «тверде тіло — тверде тіло» (ТТ–ТТ), нiби розщеплюється
на два компоненти: площину подiлу фаз (наприклад, площина
міжзернових меж (МЗМ) та область межi подiлу фаз (напри+
клад, область МЗМ). 

2.2. Декомпозиція потоків 
Кожна з наведених вище моделей геометрiї макрострукту+

ри матерiалу ЧЕ дає змогу постулювати в нiй свiй механiзм пе+
реносу речовини. 

Для першої моделі (див. рис. 1.1) покладаємо: а) у межах кож+
ної із фаз молекули газу переносяться без хiмiчноi взаємодiї мiж
собою; б) поверхнева реакцiя локалiзована виключно у площи+
нах подiлу фаз; в) в областях мiжфазної межi типу ТТ–ТТ речо+
вина переноситься виключно шляхом зернограничної дифузiї. 

Аналогiчно для другої моделi (див. рис. 1.2) першi два пункти
приймаються без змiн, а третiй формулюється так: в) iнградiєнти
поверхневої реакцiї переносяться у площинах подiлу фаз «тверде
тіло — газова фаза» (ТТ–ГФ) шляхом поверхневої дифузiї, а у пло+
щинах подiлу фаз ТТ–ТТ — шляхом зернограничної дифузiї. 

На обох малюнках допускається, що взаємодiя з газовим сере+
довищем вiдбувається лише на зовнiшнiх поверхнях, паралель+
них горизонтальнiй осi, а чiльнi зовнiшнi поверхнi iзольовані.
Площини подiлу фаз як ТТ+ГФ так i ТТ+ТТ iнтерпретуються ана+
логiчно тому, як це має мiсце у межах теорiї Ленгмюра.

2.3. Гіпотези та припущення 
Для кращого розуміння наступних викладок обмежимо ко+

ло описуваних явищ, покладаючи додатково до обумовлених
вище припущень, таке: 1) характеристичнi размiри Lmax еле+
ментiв структури напiвпровiдника значно меншi, нiж довжина
хвилi протiкаючого у ньому струму λmin, тобто для електричного
поля в напiвпровiднику справедливе квазiстацiонарне набли+
ження [4]; 2) на дебройлевськiй довжинi хвилi електрону змiна
потенцiалу значно менша, нiж kT/q, тобто розмiрним кванту+
ванням можнa знехтувати; 3) вiдстань мiж зарядженими шара+
ми значно перевищує вiдстань мiж точковими зарядами усере+
динi самих шарiв, або ж усерединi шарiв iснує перекриття
орбiталей, так що виправданий опис у межах моделi однорiдно+
го шару — тобто поверхня може бути охарактеризована усеред+
неним значенням електростатичного потенцiалу, нехтуючи
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1) варіант № 1; 2) варіант № 2. Тут: ГрФ — границя фаз; 

ГЗ — границя зерен; КО — основа; П — регулярний 

напівпровідник; ГФ — газова фаза

КО

Х

Y

2δ

Y

Y

Х

Х

КО

ГЗП– П+

П– П+

ГрФ



34

природною неоднорiднiстю поверхнi; 4) величина пружних де+
формацiйних полiв, що виникають унаслiдок рiзницi в коефi+
цiєнтах теплового розширення матерiалiв, дуже малi — так що
ними можна знехтувати (забезпечується конструкцiйними та
технологiчними заходами); 5) температурне поле у будь+якому
перерiзi структури базової моделi iзотропне; 6) область мiж+
фазної межi ТТ–ТТ у випадку моделi, представленої на рис. 1.1,
являє собою дiелектрик, причому об’ємна густина заряду
в ньому дорiвнює ρDE; 7) контакти метал — напiвпровiдник —
омiчнi. 

Для опису масопереносу квазiчасток (вакансiї) та часток речо+
вини (як в об’ємi, так i на поверхнi) справедливі такі припущен+
ня: 1) має місце наближення iдеального розчину (без замiщен+
ня), а явища преципiтацiї та кластеризацiї [5] домiшок
вiдсутнi; 2) виконується принцип незалежностi реакцiй —
хiмiчнi реакцiї у системi протiкають із помiрними швидкостя+
ми, не викликаючи порушення закону розподiлу молекул за
швидкостями, а властивостi середовища внаслiдок виникнен+
ня продуктiв реакцiї помiтно не змiнюються; 3) матерiал влас+
не чутливого елементу являє cобою бiнарну сполуку типу МqОk,
в якому можуть бути присутнi власнi вкрапленi дефекти Vo, Vm,
Oi, Mi (вакансiї й мiжвузельнi атоми компонент сполуки) та ле+
гуючі домішки (домішки заміщення та домішки проникнення);
4) справедливi припущення теорiї фiзичної адсорбцiї Ленгмюра;
5) хемосорбцiя являє собою одну з можливих гiлок перебiгу по+
верхневої гетерогенної реакцiї з участю фiзично адсорбованих
часток (квазихiмiчну реакцiю фiзично адсорбованих часток з но+
сiями заряду відповідних зон напiвпровiдника); 6) десорбцiя
хемосорбованої частки можлива лише в нейтральному станi.

Гетерогенна поверхнева реакція включає такі компоненти:
1) у газовому середовищі присутні кисень О2, водень Н2, пари
води Н2О, яким на поверхні вiдповiдають наступнi iоносорбо+
ванi форми: O–

2, О–, О2–, Н+, ОН–; 2) наявнi v1 – v0 = w1 – w0 та v2 –
v1 = w2 – w1 речовин, що розчиняються в решiтцi напiвпровiд+
ника з утворенням домiшок замiщення атомiв кисню та металу,
вiдповiдно; 3) наявні v3 – v2 = w3 – w2 домiшок проникнення
(інтродукції) у міжвузля кристалічної фази; 4) кожна з рiзно+
видностей домішок здатна утворювати амфотернi кратноза+
ряднi стани; 5) на поверхнi окислу мiститься w4 – w3 стiйких
нелетючих, нерозчинних в об’ємі речовин, що створюють ам+
фотернi кратнозаряднi поверхневi електронні стани; 6) у газо+
вому середовищі наявні також w5 – w4 iнертних газiв Gи та w6 – w5
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хiмiчно не реагуючих газiв Gx, що хемосорбуються з виникнен+
ням амфотерних кратнозарядних поверхневих електронних
станiв. 

Рис. 1.2. Схема обміну зарядом амфотерного домішкового 
центру r+сорту із зоною провідності та з валентною 

зоною напівпровідника. Максимальний додатній заряд +4, 
максимальний від’ємний заряд –4
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Акцепторна та донорна форма іонів в об’ємі та на поверхні роз+
глядаються як часткові випадки. Хемосорбцію вiдновлюваль+
них газів R, парiв вуглеводiв E(C, H), парiв спиртiв A(C, H, OH) =
= СnH2n+1OH розглянемо ситуативно, оскільки відсутні до+
стовірні експериментальні дані.

Роль каталiзатора, нанесеного на поверхню окислу металу,
полягає в наступному: 1) каталiзатор володiє спорiдненiстю
(фiзичною чи хiмiчною) до одного чи декiлькох реагентiв, ство+
рюючи з його компонентами промiжнi сполуки; 2) промiжнi
сполуки нестiйкi, лабiльнi, легко розпадаються на знову гото+
вий до дiї каталiзатор та на компоненти речовини реагенту, якi
бiльш реакцiйноздатнi, нiж цей самий реагент у вихiдному ста+
нi; 3) степiнь дисперсностi каталiзатора визначає його вплив на
величину поверхневого заряду: чи має мiсце контакт тверде
тіло — тверде тіло — гетероперехiд, чи ж виникають вiдповiднi
поверхневi електронні стани. 

У першому випадку (контакт тверде тіло — тверде тіло) ситу+
ація визначається співвідношенням між роботою виходу елект+
рона з поверхні каталізатора та роботою виходу електрона з по+
верхні адсорбента. У другому випадку (поверхневi електронні
стани) — природою поверхневих електронних станів, яка визна+
чає положення відповідних енергетичних рівнів у забороненій
зоні напівпровідника (спорідненістю до електрону чи до дірки).

РОЗДІЛ 3. СИСТЕМА РІВНЯНЬ МАТЕРІАЛЬНОГО
БАЛАНСУ

Відповідно до прийнятої системи гіпотез і припущень та за+
стосовуючи принцип детальної рівноваги, запишемо рівняння
матеріального балансу хімічних та квазіхімічних реакцій, що
протікають у матеріалі чутливого елемента.

3.1. Реакції на межі поділу фаз
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3.2. Реакції між компонентами межі фаз 
та компонентами регулярної структури

3.3. Реакції в об’ємі регулярної структури
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РОЗДІЛ 4. ФУНДАМЕНТАЛЬНА СИСТЕМА РІВНЯНЬ
МАСОПЕРЕНОСУ ТА ПЕРЕНОСУ ЗАРЯДУ
В НАПІВПРОВІДНИКОВОМУ МАТЕРІАЛІ

4.1. Апроксимація макроструктури матеріалу ЧЕ 
із врахуванням просторового розподілу 
області межі зерен

Не зупиняючись на деталях обґрунтування, наведемо ре+
зультуючі співвідношення окремо для кожної з однорідних об+
ластей гетерогенної системи. Маємо: а) для області регулярно+
го напівпровідника:
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де

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

причому:

(4.8)

б) для областей межі ТТ–ТТ та для області основи:

(4.9)

де

(4.10)

в) для межі поділу металоокислу з газовим середовищем,
з іншим металоокислом та з основою: 
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(4.11)

причому значення i ∈{1, 2, 3, 1′, 2′, 3′} відповідають площинам
поділу напівпровідникового шару з газовим середовищем, областю
зерен та областю межі з керамічною основою. Номери без штриха
відповідають лівій, а номери зі штрихом — правій області напів+
провідника. Складові визначаються наступними співвідно+
шеннями:

(4.12)

(4.13)

(4.14)

г) для межі поділу основи з газовим середовищем:

(4.15)

де (4.16)
д) для багатокомпонентного газового середовища вигляд

рівнянь залежить від режиму протікання газу. При числах Кнуд+
сена Кn < 0,001 використовують рівняння газової динаміки
Ейлера і Навьє — Стокса [32], а при більших числах Кнудсена
(Кn > 2,0) можна застосувати метод прямого моделювання роз+
рідженого газу — метод Монте+Карло [33].

4.2. Апроксимація макроструктури матеріалу ЧЕ 
без врахування просторового розподілу 
області межі зерен

Запишемо лише рівняння, які змінили свій вигляд. Маємо:
б) для області основи:
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де (4.18)

в) для межі поділу регулярного елементу структури напів+
провідника з газовим середовищем, іншим регулярним фраг+
ментом та з основою:

(4.19)

при j ≠ 0 та значеннях індексу i ∈{1, 2, 3, 1′, 3′}, а також

(4.20)

при j = 0. Тут

(4.21)

де верхній знак відповідає від’ємно, а нижній — додатньо заря+
дженим іонам. Для нейтральних часток друга складова у спів+
відношенні 4.21.a дорівнює нулю. Інші залежності для цього
типу структури матеріалу визначаються так само, як і в по+
передньому випадку.

Вирази для у загальному випадку досить громіздкі і тут
не наведені. Без зайвих труднощів вони знаxодяться з рівнянь
матеріального балансу по аналогії з тим, як це виконано, на+
приклад, у [24].

4.3. Краєві та початкові умови
Запишемо краєві та початкові умови для другого варіанта

апроксимації матеріалу чутливого елементу.
Для точок розгалуження поверхневої реакції граничні умо+

ви мають вигляд:
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між компонентами моделі макроструктури полікристала 

(варіант № 2)



Для області регулярної структури граничні умови мають вигляд:

де ψB визначається із системи рівнянь:

У вищенаведених співвідношеннях поверхневий заряд та швид+
кості поверхневої рекомбінації визначаються залежностями:

Початкові умови мають вигляд:
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Глава ІІ 
СТАТИКА: СТАТИСТИКА ЕЛЕКТРОНІВ 

ТА ДІРОК У МЕТАЛООКИСНОМУ
НАПІВПРОВІДНИКУ

РОЗДІЛ 1. ТОТОЖНОСТІ ЗОННИХ ДІАГРАМ 
НАПІВПРОВІДНИКОВИХ СТРУКТУР

1.1. Аналіз систем позначень різних авторів
Розглянемо системи позначень на зонних діаграмах напів+

провідникових структур, характерні для робіт Г. П. Пеки [1],
С. Г. Мулярчика [2], Ф. Ф. Волькенштейна [3] та спробує+
мо привести їх до спільного, так би мовити, знаменника
(див. рис. 2.1).

Згідно з [1], електростатичний потенціал, що відповідає се+
редині забороненої зони напівпровідника, позначають через ψ.
Усі величини, що відносяться до об’ємної, масивної фази, по+
значають індексом 0, а до поверхні — індексом S. Тобто,

Позначимо:

(1)

так що вигин енергетичних зон буде характеризуватись [4] спів+
відношеннями:

Як показано в роботі [2], у загальному випадку в нерівно+
важних умовах параметр η інтегралу Ф1/2(η) Фермі — Дірака
порядку 1/2 визначається як

де Fn, Fp — енергії квазірівнів Фермі для електронів та дірок. 

;

,
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А тоді, враховуючи співвідношення (2), 

або у традиційній для спеціальної літератури формі:

(2)
0

;

.

n C n C
C

V p V p
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F E e F E qV
kT kT

E F e E F qV

kT kT

− + ϕ − −η = =

− − ϕ − +
η = =

0 0

0 0

( ) ( )
;

( ) ( )

n C n C n C
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V p V p V p
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F E F E e r F E qV r
kT kT kT

E F E e r F E qV r F

kT kT kT

− − + ϕ − −η = = =

− − ϕ − + −
η = = =

      E   u   V  

Cψ   Cϕ   CΦ    CE  

nψ   nϕ   nΦ    nF   nν  

Fψ   ϕ   0Φ    FE   Bu   

0ψ   0      iE  

pψ   pϕ   pΦ    pF   pν  

Vψ   Vϕ   VΦ    VE  

ψ   ϕ   Φ     

Енергетичні рівніПотенціальні рівні

Ф

ФV

Фp

Ф0

Фn

ФC

Рис. 2.1. Відповідність енергетичних і потенціальних рівнів
відповідно до систем позначень різних авторів (1, 2, 3, 4).

ЗП — зона провідності, ВЗ — валентна зона
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Позначимо:

(3)

де Y — безрозмірний вигин зон у даній точці; 
V — обернений електростатичний потенціал; 
u — безрозмірний обернений електростатичний потенціал. 

А тоді:

так що:

(4)

Перейдемо у виразах (4) від енергій до потенціалів (див. рис. 2.1):

або ж: 
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Відповідно до системи позначень Г. П. Пеки [1]:

Очевидно (див. рис. 2.1):

А тоді:

1.2. Тотожності зонних діаграм напівпровідникових
структур

Підсумовуючи сказане, ми можемо записати наступні (див.
рис. 2.1) співвідношення:
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1.3. Приклад застосування результату
Як приклад практичного застосування викладеного, запише+

мо в термінах вищеописаних змінних рівняння Пуассона

умови на границях твердих фаз:

та умови на границі з газовим середовищем:

де η — зовнішній одиничний вектор, ортогональний до поверх+
ні поділу фаз. 

А тоді маємо:

для електростатичного потенціалу в традиційній системі відліку;

для оберненого електростатичного потенціалу;
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для безрозмірного електростатичного потенціалу;

для безрозмірного оберненого електростатичного потенціалу.

РОЗДІЛ 2. КОЕФІЦІЄНТИ ІНЖЕКЦІЇ 
ТА ЕКСТРАКЦІЇ НОСІЇВ ЗАРЯДУ
ОБ’ЄМНИМИ 
ДОМІШКОВИМИ ЦЕНТРАМИ

Визначимо у межах зонної моделі напівпровідника констан+
ти об’ємних квазіхімічних реакцій домішкових центрів із рухли+
вими носіями заряду, які фігурують у математичних моделях
попередньої глави.

2.1. Ймовірність екстракції
За аналогією з [5, 6], ймовірність екстракції j+го електрону

із зони провідності напівпровідника на j+рівень дискретного до+
мішкового центру r+сорту, дорівнює:

а j+ої дірки з валентної зони:
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де n, p — концентрації електронів та дірок у даній точці об’єму
напівпровідника; 

— коефіцієнти екстракції j+го електрону із зони провід+
ності (j+ої дірки з валентної зони) напівпровідника на
j+рівень дискретного домішкового центру r+сорту, до+
рівнюють:

— ефективні перерізи екстракції (захоплення) носіїв за+
ряду:

(1)

— температурний енергетичний бар’єр, 
νe, νh — середні теплові швидкості носіїв заряду:

або:
(2)

де

(3)

Згідно з [9], для достатньо загального випадку еліпсоїдаль+
них ізоенергетичних поверхонь, концентрація електронів та
дірок у напівпровіднику дається залежностями:

де NC, NV — ефективні числа станів у зоні провідності та у валент+
ній зоні, відповідно, причому:

(4)

де m0 — маса електрону у вакуумі; 
mn(p) — ефективна маса носія заряду (електрону чи дірки);

де Φ1/2(η) — інтеграл Фермі — Дірака, який легко обчислюється
при застосуванні кусково+лінійної екстраполяції,
так що
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(5)

для випадку невиродженого, перехідного та виродженого на+
півпровідника, відповідно. Тут

(6)

де Fn, Fp — енергії квазірівнів Фермі для електронів та дірок. 
Ми, таким чином, маємо можливість розрахувати коефі+

цієнти з використанням апроксимації (36) для довільно+
го режиму переносу електронно+діркового газу в об’ємі напів+
провідника.

У даному розгляді обмежимося невиродженим випадком.
Концентрації електронів та дірок у даній точці об’єму напівпро+
відника визначаються тут співвідношеннями:

(7)

або:

(8)
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А тоді ймовірність екстракції j+го електрону із зони провід+
ності напівпровідника на j+рівень дискретного домішкового
центру r+сорту дорівнює:

(9)

а ймовірність екстракції j+ої дірки з валентної зони напівпровідни+
ка на j+рівень дискретного домішкового центру r+сорту, дорівнює:

(10)

Оскільки акцепторам відповідають від’ємні значення j, а до+
норам — додатні, співвідношення для ймовірності екстракції
можна записати більш компактно у вигляді: 

(11)

де zj = sign(j),
crj = {crj

e , якщо j < 0; crj
h , якщо j > 0};

u∆ = {uN, якщо j < 0; uP, якщо j > 0}. 

2.2. Ймовірність інжекції
Ймовірність інжекції домішковим центром r сорту j+го елект+

рону в зону провідності, згідно з [4], дорівнює: 

а j+ої дірки у валентну зону:

де індекс «0» вказує на термодинамічну рівновагу процесів; 
s, b — концентрація дефектів у станах S та B відповідно;

S — (n + 1)+ий зарядовий стан дефекту; 
B — його n+ний зарядовий стан. 

Ураховуючи, що [5]:
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Отже, ми маємо можливість розрахувати коефіцієнт hrj з вико+
ристанням апроксимації (5) для довільного режиму переносу
електронно+діркового газу в об’ємі напівпровідника. У даному
розгляді обмежимося невиродженим випадком. Оскільки тоді:

то:

Позначимо:

А тоді:

Оскільки акцепторам відповідають від’ємні значення j, а доно+
рам — додатні, співвідношення (9)–(10) можна записати у вигляді:

2.3. Температурна залежність коефіцієнтів 
екстракції та інжекції рухливих носіїв заряду

Позначимо:

А тоді:

Згідно з [6], температурні залежності компонент σri(T), νe(h)(T),
ni(T) коефіцієнтів об’ємної квазіхімічної реакції визначають
співвідношеннями:
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де

Тобто:

А тоді

де введено позначення:
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2.4. Результуючі співвідношення 
для коефіцієнтів екстракції та інжекції

Таким чином, для коефіцієнтів об’ємної квазіхімічної реак+
ції маємo:

де crj = {crj
e , якщо j < 0; crj

h, якщо j > 0};
u∆ = {uN, якщо j < 0; uP, якщо j > 0}; 
zj = sign(j);
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∆εrj = (Erj – Ei)/uT;

Висновок. Виконана екстраполяція основних положень тео�
рії [6] французьких вчених Жака Бургуена та Мішеля Ланно
та реалізована адаптація їхніх концепцій у термінах формаліз�
му нашого підходу.

РОЗДІЛ 3. УЗАГАЛЬНЕНА СТАТИСТИКА 
БАГАТОЗАРЯДНИХ ДОМІШКОВИХ
ОБ’ЄМНИХ ЕЛЕКТРОННИХ СТАНІВ

3.1. Довільні умови стану електронно�діркового газу
Згідно з отриманими вище результатами, динаміку процесів,

що відбуваються з домішковими центрами в об’ємі регулярної
структури напівпровідникового шару, описують групою рівнянь:

де          ∇ — оператор набла; 
Jrj

A, Jrj
D, Jro — потоки часток домішкових центрів r�сорту у від’єм�

но (акцептори), додатньо (донори) зарядженому
стані та в нейтральному стані відповідно; 

— швидкість обміну зарядом домішкового центру 
r�сорту в j�му зарядовому стані із зоною провіднос�
ті та з валентною зоною напівпровідника; 

— швидкість об’ємних реакцій часток домішкових
центрів r�сорту в нейтральному зарядовому стані. 

У режимах, близьких до рівноважних, коли величини

можна вважати рівними нулю, та якщо градієнта�

ми ∇Jrj
A, ∇Jrj

D, ∇Jro можна знехтувати (∇Jrj), для кожного з r�сор�
тів домішок, у загальному випадку отримаємo [8]:
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n–
r + 0;

n–
r + 1;

...
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j + 1;

...
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1;
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... 
j – 1;

j;

j + 1;

...

n+
r – 1;

n+
r.

Таким чином, маємо систему (n–
r + n+

r) рівнянь, лінійну
відносно (n–

r + n+
r + 1) невідомих концентрацій Crj зарядових

станів домішкових центрів r�сорту. Очевидно:
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1;

2;

... 
j – 1;

j;

j + 1;

...
n+

r – 1;

n+
r,

де
(1.a)

(1.b)

Або, виражаючи всі концентрації crj через концентрацію cr0
домішкових центрів r�сорту в нейтральному стані, отримаємо:
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n+
r + 1;

n+
r.

Врахуємо, що повна концентрація cr домішкових центрів 
r�сорту в об’ємі напівпровідника 

(2.a)

а їх повний вклад в об’ємний заряд

(2.b)

Позначимо:
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(12)

(13)

де

(14)

Неважко побачити, що:

(15)

А тому доцільно ввести до розгляду функцію:

(16)

що визначає ту долю повного числа сr домішкових центрів 
r�сорту, яка вміщує рівно k надлишкових електронів, якщо k < 0
(акцепторний рівень), чи ту їх частку, якій не вистачає рівно 
k електронів, якщо k > 0 (донорний рівень).

А тоді співвідношення для r�компоненти об’ємного заряду
запишемо у вигляді:
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(22)

(23)

nµ
r = {n–

r, якщо k < 0; n+
r, якщо k > 0}; (24)

D+
r = {D+

r, якщо k < 0; D–
r, якщо k > 0}; (25)

zk = sign(k). (26)

3.2. Перевірка коректності результатів
Покажемо, що результат (20)–(26) є коректним. Нехай r = 1.

Позначимо: 
hrj = {aj, якщо j < 0 (акцептори); bj, якщо j > 0 (донори)}.      (27)

А тоді:

(28)

Якщо k < 0 (тобто k�ий рівень є акцепторним), то в (19) чи�
сельник

(29)

Розділивши в (19) знаменник (28) дробу на чисельник (29),
отримаємо:

(30)
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Аналогічно, якщо k > 0 (тобто k�ий рівень є донорним), отри�
маємо для k = l:

(31)

та

(32)

де

Як бачимо, отримані вище загальні співвідношення для функ�
ції розподілу frk цілком коректні. 

Зазначимо, що всі отримані до цього результати інваріантні
по відношенню до того, виродженним чи невиродженим є елект�
ронно�дірковий газ в об’ємі напівпровідника, а також інваріант�
ні стосовно місцеположення домішки — чи область просторо�
вого заряду, чи незбурений поверхнею об’єм напівпровідника.

3.3. Деталізація для випадку невиродженого
напівпровідника

Якщо електронно�дірковий газ в об’ємі напівпровідника є не�
виродженим, то, враховуючи в (1) співвідношення (46) та (48),
маємо: 

(33)

Вираз (33) можна записати і в термінах потенціалів:
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(36)

ν = u∆ +uB; (37)

∆uB = ν – u. (38)
А тоді:

(39)

(40)

оскільки

(41)

Якщо позначити
(42)

(43)

то
(44)

(45)

Зазначимо, що у системі змінних Г. П. Пеки [1] ці співвід�
ношення мають вигляд:

(46)

(47)

(48)

(49)

або, більш компактно,

(50)

(51)

для незбуреної поверхнею області напівпровідника та

(52)

(53)

для приповерхневої області. Тут:
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Підсумовуючи сказане, покажемо, як запишуться отрима�
ні вище многочлени (7) при їх деталізації на основі проведених
викладок. Маємо:

(54)

(55)

(56)

(57)

3.4. Порівняння з відомими класичними результатами
Покажемо, що отримані співвідношення у своїх часткових

випадках збігаються із традиційно застосовуваними формула�
ми. Так, Г. П. Пека [1] для опису об’ємного заряду ρDA, локалі�
зованого на домішках в ОПЗ для декількох глибоких рівнів до�
норного типу пропонує співвідношення:

(58)

де Nid, Nia, εid, εia — концентрації та енергії іонізації донорів та
акцепторів в однократно іонізованому стані; 

Φ0 — рівень хімічного потенціалу; 
ψ(x) — електростатичний потенціал. 

Домножимо чисельник та знаменник кожного із дробів на ве�
личину, рівну оберненому першому доданку знаменника відпо�
відного дробу: 

(59)
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Тобто у термінах нашого викладу:

(60)

(61)

Порівнюючи отримані вирази з формулами (33)–(53) та вра�
ховуючи, що шкали енергії та потенціалу взаємообернені, ба�
чимо, що наші результати коректні.

3.5. Обчислення коефіцієнтів функції розподілу
узагальненої статистики Фермі — Дірака

Розкриємо вирази для αrk, βrk, γrk у термінах формалізму
(42)–(43) та виконаємо перетворення у співвідношеннях так,
щоб забезпечити зручність у комп’ютерних розрахунках. Так,
для незбуреної поверхнею області напівпровідника маємо: 

оскільки (λ – (k + zk) + zk) = λ – k;

Аналогічно для області просторового заряду:
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де Zk = sign(k), Zj = sign(j).

ВИСНОВКИ
Таким чином, розглянуто статичний режим процесiв переза�

рядки домiшкових центрiв в об’ємi напiвпровiдника. Отримано
спiввiдношення, що описують повну концентрацiю об’ємних
домiшкових центрiв та їх повний вклад в об’ємний заряд через
константи вiдповiдних квазiхiмiчних реакцiй цих центрiв із
зонами (провiдностi та валентною) напiвпровiдника. Введено
до розгляду функцiю frk, яка визначає долю iонiзованих центрiв
r�сорту в k�зарядовому станi в їх повнiй концентрацiї та отри�
мано вiдповiднi спiввiдношення, що виражають її через пара�
метри вищеозначених квазiхiмiчних реакцiй. Виконано пере�
вiрку коректностi отриманих виразiв.

Для випадку невиродженого напiвпровiдника параметри ква�
зiхiмiчних реакцiй представлено в термiнах зонної моделi твер�
дого тiла та показано збiжнiсть отриманих результатiв в їх част�
кових випадках до традицiйно застосовуваних спiввiдношень.
Зауважимо, що, оскiльки вираз (58) являє собою застосування
елементарних статистик Фермi — Дiрака, придатних для опи�
су простих донорiв та акцепторiв, формули (20)–(23) можуть
розглядатись як узагальнення статистики Фермi — Дiрака на
випадок кiлькох зарядних домiшкових центрiв.
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Глава ІІІ 
СТАТИСТИКА ЕЛЕКТРОНІВ 

ТА ДІРОК НА ПОВЕРХНІ 
МЕТАЛООКИСНОГО НАПІВПРОВІДНИКА

РОЗДІЛ 1. КОЕФІЦІЄНТИ ГЕТЕРОГЕННОЇ 
ПОВЕРХНЕВОЇ РЕАКЦІЇ

1.1. Коефіцієнти екстракції та інжекції рухливих
носіїв заряду поверхневими електронними
станами 

Визначимо у межах зонної моделі напівпровідника конс�
танти квазіхімічних реакцій поверхневих електронних станів
з рухливими носіями заряду, які фігурують у математичних
моделях попередньої глави.

Ймовірність екстракції. У багатьох застосуваннях ситуа�
ція на поверхні виявляється подібною у плані формалізації
[1] до об’ємного випадку. Отже, відповідно до результатів
розділу 2 глави ІІ, ймовірність екстракції поверхневим елект�
ронним станом α�сорту j�го електрону із зони провідності до�
рівнює:

а j�ої дірки з валентної зони:

де nS, pS — концентрації електронів та дірок у даній точці по�
верхні напівпровідника [2]. 

У даному розгляді обмежимося невиродженим випадком.
Концентрації електронів та дірок у даній точці поверхні напів�
провідника визначають тут співвідношення:

або:
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А тоді ймовірність екстракції j�го електрону із зони провід�
ності напівпровідника на j�рівень поверхневого електронного
стану α�сорту дорівнює:

(1)

а ймовірність екстракції j�ої дірки з валентної зони напівпровід�
ника на j�рівень поверхневого електронного стану α�сорту до�
рівнює:

(2)

Оскільки акцепторам відповідають від’ємні значення j, а до�
норам — додатні, співвідношення для ймовірності екстракції
носія заряду поверхневим електронним станом α�сорту можна
записати більш компактно у вигляді: 

(3)

Ймовірність інжекції. Ймовірність інжекції поверхневим
електронним станом α�сорту j�го електрону в зону провідності
дорівнює: 

(4)

а j�ої дірки у валентну зону:

(5)

де
(6)

Оскільки акцепторам відповідають від’ємні значення j,
а донорам — додатні, співвідношення (4)–(5) можна записати
у вигляді: 

(7)

Температурна залежність коефіцієнтів екстракції та ін�
жекції рухливих носіїв заряду. Аналогічно об’ємному випадку
для поверхні позначимо:
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А тоді:

Відповідно до результатів попередньої глави, температурні
залежності компонент σαj(T), νe(h)(T), ni(T) коефіцієнтів поверх�
невої квазіхімічної реакції визначають наведеними там спів�
відношеннями, причому:

(8)

А тоді:

де введено позначення:
(9)

Отже,

(10)

так що:

Результуючі співвідношення для коефіцієнтів екстракції
та інжекції. Таким чином, для коефіцієнтів гетерогенної ква�
зіхімічної реакції поверхневих електронних станів із рухливи�
ми носіями заряду приповерхневої області напівпровідниково�
го металоокислу маємo:
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(12)

де cαj = {cαj
e, якщо j < 0; cαj

h, якщо j > 0};
u∆ = {uN, якщо j < 0; uP, якщо j > 0}; 
zj = sign(j); 
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1.2. Коефіцієнти гетерогенних хімічних реакцій
Фізична адсорбція. Важливою стадією кожної гетерогенної

реакції є фізична адсорбція. Фізичною адсорбцією називають
явище, за якого молекули адсорбату утримуються (на відстані
порядку 0,3 нм) біля поверхні адсорбенту силами Ван�дер�
Ваальса, унаслідок чого відбувається обмін енергією між твер�
дим тілом та газом [3]. 

Пригадаємо основні припущення теорiї фiзичноi адсорбцiї
Ленгмюра [4], а саме:

1) адсорбцiя вiдбувається на окремих адсорбцiйних центрах,
кожен з яких може утримувати на собi лише одну газову моле�
кулу; 

2) число адсорбцiйних центрiв (усi вони — однiєї природи)
на поверхнi є постiйна величина, характерна для даної поверхнi
та обумовлена її бiографiєю; загальне число центрiв не змiню�
ється з температурою та не залежить вiд заповнення поверхнi
адсорбента молекулами адсорбату;

3) кожен адсорбцiйний центр може зв’язуватись із даною
молекулою лише одним певним чином, так що енергiя зв’язку
є однозначною характеристикою даного центру вiдносно даної
молекули. За час перебування молекули в адсорбованому станi
(на даному адсорбцiйному центрi) характер та мiцнiсть її зв’яз�
ку з адсорбцiйним центром не змiнюється;

4) поверхня адсорбенту (твердого тiла) енергетично однорiдна,
тобто: а) включає у себе адсорбцiйнi центри одного певного сор�
ту, що характеризуються певною теплотою адсорбцiї (однiєю i тiєю
самою по відношенню до всiх центрiв), тобто певною енергiєю
зв’язку (однiєю i тiєю самою вiдносно всiх молекул даного сор�
ту); б) ймовiрнiсть адсорбцiї та десорбцiї на довiльнiй її дiлянцi
однакова для даного сорту летючої речовини;

5) радiус дiї адсорбцiйних сил дуже малий, так що адсорбу�
ватись можуть лише тi молекули газу, якi спiвударяються з по�
верхнею твердого тiла, а адсорбованi молекули не взаємодiють
мiж собою. Тобто мiцнiсть зв’язку даної молекули з даним ад�
сорбцiйним центром визначається лише природою молекули
i природою адсорбцiйного центру, але не залежить вiд наявностi
чи вiдсутностi молекул на сусiднiх центрах.

М. Робертс та Ч. Макі [5] так деталізують процес взаємодії
частки з газової фази з поверхнею твердого тіла: 1) при зіткненні
з поверхнею адсорбенту частка з газової фази може зазнати пруж�
ного розсіювання та повернутися у газову фазу; 2) частка може
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передати частку своєї кінетичної енергії (акомодація) поверхні
твердого тіла і перейти у стан фізичної адсорбції (стан А); 3) як�
що частка вже знаходиться у стані А, то її зв’язок із поверхнею
коливально збуджений, але при подальшому обміні енергією
з твердим тілом частка може потрапити на нижній рівень по�
тенціальної ями А; 4) частка може потрапити на нижній рівень
потенціальної ями А, якщо перескочить (поверхнева дифузія)
на сусідній центр та втратить при цьому енергію збудження то�
що, що в цілому не суперечить класичній теорії фізичної ад�
сорбції Ленгмюра.

А тому, спираючись на основні постулати теорії Ленгмюра
ми застосовуємо для констант адсорбції та десорбції тра�
диційний формалізм:

(13)

(14)

де  fα — коефіцієнт акомодації часток α�газу; 
kα — ймовірність того, що газова молекула, яка потрапила

на адсорбційний центр поверхні, виявиться закріпле�
ною на ньому; 

sα, mα — ефективна площа та маса молекули газу α�сорту; 
QA

α — теплота десорбції (диференційна теплота адсорбції); 
τ0 — мінімальний час перебування молекули в адсорбова�

ному стані.
Таким чином, величина 

(15)

виражає собою число молекул, що надходять за одиницю часу
із газової фази на одиницю площі поверхні адсорбенту, тоді як
величина

(16)

виражає собою число молекул, що залишають за одиницю часу
одиницю площі поверхні адсорбенту, переходячи у газову фа�
зу. Тобто, ми, додатково до основних постулатів теорії Ленгмю�
ра, приймаємо в останньому виразі поправку Ф. Ф. Волькен�
штейна, згідно з якою десорбуються лише молекули адсорбату
в нейтрально зарядженому стані з поверхневою концентрацією
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Nα0. Відповідно до моделі М. Робертса та Ч. Макі [5] це озна�
чає, що десорбуються лише ті молекули, які знаходяться у ста�
ні А (де їх зв’язок з поверхнею коливально збуджений).

Тут N* — загальна кількість адсорбційних центрів; pα —
парціальний тиск молекул газу α�сорту; Nα0, Nαj — число оди�
ниць поверхневих станів α�сорту в нейтральному та j�му заря�
довому стані відповідно.

Константи реакцій точкових дефектів. Для констант ре�
акцій точкових дефектів ми дотримуємося формалізму робіт
П. Кофстад [6]:

(17)

(18)

(19)

де      ∆G0 — приріст вільної енергії системи за стандартних умов
(при рівних одиниці значеннях коефіцієнтів актив�
ності компонентів реакції); 

∆H0, ∆S0 — стандартний приріст ентальпії та ентропії.
Коефіцієнт дифузії. Дифузією називають [7] обумовлене хао�

тичним тепловим рухом атомів речовини їх перенесення, яке
протікає в напрямку зменшення концентрації (антиградієнта).
У кристалічній решітці вона реалізується за рахунок дискрет�
них елементарних стрибків (взаємний обмін місцями, рух по
вузлах за рахунок вакансій, переміщення по міжвузлях із за�
міщенням [8]).

Теоретично коефіцієнт дифузії визначають залежністю [7]:

(20)

де a — відстань між вузлами кристалічної решітки; 
ν — частота елементарних стрибків атома дифузанта; 

W — висота потенціального бар’єра, який формують атоми
кристала (приблизно 0,1 еВ). 

У практичних розрахунках застосовують феноменологічну
залежність:
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де EАКТ — енергія активації дифузійного процесу (необхідна для
елементарного стрибка атома дифузанта); 

D0 — константа дифузії. 
Наприклад, для миш’яку в кремнії D0 = 0,32 10–4 m2/c,

EАКТ = 5,76 1019 Дж [7].
Домішки ділять на повільні та швидкі дифузанти [8]. Швид�

кими дифузантами є дефекти, які мігрують по міжвузлях (еле�
менти ІА та ІВ — водень, літій, мідь, золото — у кремнії). Вони
ж мають більш низьку енергію активації. Відповідно повільни�
ми дифузантами (більш низький — на кілька порядків — кое�
фіцієнт дифузії) є домішки, які мігрують по вакансійному ме�
ханізму (елементи ІІІ та V груп, які виконують роль донорів та
акцепторів у кремнії). Їх коефіцієнт дифузії, проте, у десять–
сто разів перевищує коефіцієнт самодифузії (за даними для
кремнію).

Істотним моментом є той факт, що часто наявність домішок
та градієнти їх концентрації перетворюють D0 та EАКТ у функ�
ції концентрації домішок та параметрів проведення процесу
дифузії [8].

Коефіцієнт дифузії по границях зерен. Згідно з [9], слід від�
значити такі основні риси дифузії по границях зерен: 1) це низь�
котемпературний процес (енергія активації його низька); 2) це
швидкоплинний процес; 3) структура міжзернової границі
(двійникові або малокутові границі) сильно впливають на ані�
зотропію зернограничної дифузії, але не впливають істотно на
її швидкість.

У практичних розрахунках для коефіцієнта зерногранич�
ної дифузії застосовують феноменологічну залежність:

(22)

де EАКТ — енергія активації дифузійного процесу (необхідна для
елементарного стрибка атома дифузанта); 

D0 — константа дифузії. 
Експериментальні значення енергії активації зерногранич�

ної дифузії дорівнюють 0,4–0,7 від енергії активації об’ємної
дифузії.

Коефіцієнт поверхневої дифузії. Багатократні досліджен�
ня підтверджують [6], що здебільшого коефіцієнти дифузії
в об’ємі, по границях зерен та на поверхні зростають у ряду 
Dν < Dgb < Ds, а енергії активації зменшуються в ряду ∆Hν <
< ∆Hgb < ∆Hs. 
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У практичних розрахунках для коефіцієнта поверхневої ди�
фузії застосовують феноменологічну залежність:

(23)

де EАКТ — енергія активації дифузійного процесу (необхідна для
елементарного стрибка атома дифузанта); 

D0 — константа дифузії.
Основними методами дослідження поверхневої дифузії

є автоелектронна емісія, низькоенергетична електронографія,
рифлення границь зерен. Однак саме поверхнева дифузія є най�
менш вивченим дифузійним процесом.

Розділ 2. УЗАГАЛЬНЕНА СТАТИСТИКА 
БАГАТОЗАРЯДНИХ ПОВЕРХНЕВИХ 
ЕЛЕКТРОННИХ СТАНІВ

2.1. Довільні умови стану електронно�діркового газу
Розглянемо статичні режими процесів хемосорбції газів та

перезарядки поверхневих станів відповідно до математичних
моделей, представлених у попередній главі. У більшості випад�
ків для кожного з α�сортів поверхневих станів можна записати
в умовах рівноваги [10]:
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j;

j + 1;
...

n+
α – 1;

n+
α – 0.

Таким чином, маємо систему (n–
α + n+

α) рівнянь, лінійну
відносно (n–

α + n+
α + 1) невідомих концентрацій Nαj зарядових

станів домішкових центрів α�сорту. Очевидно:

n–
α + 0;

n–
α + 1;

...

j – 1;

j;

j + 1;
...

–2;

–1;

1;

2;
... 

j – 1;

j;

j + 1;
...

n+
α – 1;

n+
α – 0;

де

(1.a)

(1.b)

Або, виражаючи всі концентрації Nαj через концентрацію Nα0
домішкових центрів α�сорту в нейтральному стані, отримаємo:
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n–
α + 0;

n–
α + 1;

...

j – 1;

j;

j + 1;
...

–2;

–1;

1;

2;
... 

j – 1;

j;

j + 1;
...

n+
α – 1;

n+
α – 0.

Врахуємо, що повна концентрація Nα домішкових центрів
α�сорту в об’ємі напівпровідника 

(2.a)

а їх повний вклад в об’ємний заряд

(2.b)

Позначимо:

(3)

причому, при j = 0, Hα0 = 1. А тоді:

(4)0ααα = NHN jj
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j

j

j k j
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α α
α α α − α α + αα − α −=
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так що:

(5)

та

(6)

Позначимо:

(7)

(8)

(9)

Тобто виконуються наступні тотожності:

(10)

(11)

(12)

(13)

де

(14)

Неважко побачити, що:

(15)

А тому доцільно ввести до розгляду функцію:

(16)

яка визначає ту долю повного числа сr домішкових центрів 
α�сорту, яка вміщує рівно k надлишкових електронів, якщо k < 0
(акцепторний рівень), чи ту їх частку, якій не вистачає рівно 
k електронів, якщо k > 0 (донорний рівень).

А тоді співвідношення для r�компоненти об’ємного заряду
запишемо у вигляді:
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(17)

тобто

(18)

Очевидно, враховуючи вирази (4) та (12),

(19)

Виконавши алгебраїчні перетворення із врахуванням спів�
відношення (7), отримаємо:

(20)

де

(21)

(22)

(23)

nµ
α = {n–

α, якщо k < 0; n+
α, якщо k > 0}; (24)

D+
α = {D+

α, якщо k < 0; D–
α, якщо k > 0}; (25)

zk = sign(k). (26)

2.2. Перевірка коректності результатів
Покажемо, що результат (20)–(26) є коректним. Нехай α = 1.

Позначимо: 

hαj = {aj, якщо j < 0 (акцептори); bj, якщо j > 0 (донори)}.  (27)

А тоді:

(28)
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Якщо k < 0 (тобто k�рівень є акцепторним), то в (19) чисельник
(29)

Розділивши в (19) знаменник (28) дробу на чисельник (29),
отримаємо:

(30)

де

Аналогічно, якщо k > 0 (тобто k�рівень є донорним), отри�
маємо для k = l:

(31)
та

(32)

де

Як бачимо, отримані вище загальні співвідношення для функ�
ції розподілу fαk цілком коректні. 

Зазначимо, що всі отримані до цього результати інваріантні по
відношенню до того, виродженим чи невиродженим є електрон�
но�дірковий газ у приповерхневій області напівпровідника.

2.3. Деталізація для випадку невиродженого
напівпровідника

У багатьох застосуваннях ситуація на поверхні виявляєть�
ся подібною у плані формалізації до об’ємного випадку. Таким
чином, по аналогії з результатами розділу 2 цієї глави (співвід�
ношення (3.46) та (3.48)) можна записати: 
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А тому, враховуючи в (1) ці співвідношення, маємо:

(33)

Вираз (57) можна записати і в термінах потенціалів:

(34)

Введемо позначення:

(35)

(36)

ν = u∆ + uB; (37)

∆uBS = ν – uS. (38) 
А тоді:

(39)

(40)

оскільки

(41)

Якщо позначити
(42)

(43)

то:
(44)

(45)

Зазначимо, що у системі змінних Г. П. Пеки [1] ці співвід�
ношення мають вигляд:
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де

Або більш компактно:

(50)

(51)

та
(52)

(53)

Підсумовуючи сказане, покажемо, як запишуться отрима�
ні вище многочлени (7) при їх деталізації на основі проведених
викладок. Маємо:

(54)

(55)

(56)

(57)

2.4. Порівняння з відомими класичними результатами
Неважко переконатися, що отримані співвідношення у своїх

часткових випадках збігаються із традиційно застосовуваними
формулами. Так, Г. П. Пека [6] для опису заряду дискретного
спектра поверхневих електронних станів донорного та акцеп�
торного типу пропонує співвідношення:

(58)

де Ni
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td, εi
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td — концентрації та енергії іонізації донорів та
акцепторів в однократно іонізованому стані.
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Домножимо чисельник та знаменник кожного із дробів на
величину, рівну оберненому першому доданку знаменника від�
повідного дробу: 

(59)

Тобто у термінах нашого викладу:

(60)

(61)

Порівнюючи отримані вирази з формулами (33)–(53) та вра�
ховуючи, що шкали енергії та потенціалу взаємообернені, ба�
чимо, що наші результати коректні.

2.5. Обчислення коефіцієнтів функції розподілу
узагальненої статистики Фермі — Дірака

Розкриємо вирази для ααk, βαk, γαk функції розподілу узагаль�
неної статистики Фермі — Дірака в термінах формалізму наших
позначень. Маємо:
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де Zk = sign(k),  Zj = sign(j).

Розділ 3. ТОТОЖНОСТІ УЗАГАЛЬНЕНОЇ 
СТАТИСТИКИ БАГАТОЗАРЯДНИХ 
ПОВЕРХНЕВИХ ЕЛЕКТРОННИХ СТАНІВ

Похідні базових многочленів (Dα(uS) та Sα(uS)) узагальненої
статистики багатозарядних поверхневих електронних станів,
отриманої у попередньому розділі, пов’язані між собою прос�
тими [11] співвідношеннями. Розглянемо їх.

Теорема 1. Похідну n�порядку по поверхневому потенціалу від
співвідношення Dα(uS) визначають залежністю:

Дійсно,

...

Теорема 2. Похідну n�порядку по поверхневому потенціалу
від співвідношення Sα(uS) визначають залежністю:
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...

Теорема 3. Похідну n�порядку по поверхневому потенціалу
від співвідношення SDα(uS) визначають залежністю:

де компонент f(n) дається виразами виду: 

Тобто для похідних від співвідношення SDα(uS) по поверх�
невому потенціалу мають місце такі формули:
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...

Теорема 4. Співвідношення Sα
(n)/Dα визначають через функ�

цію розподілу fαk(∆uBS) поверхневих електронних станів (уза�
гальнена функція Фермі — Дірака) залежністю:
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Дійсно, неважко переконатися, що мають місце наступні спів�
відношення:

...

Теорема 5. Для похідної першого порядку по поверхневому
потенціалу від функції розподілу поверхневих електронних ста�
нів (узагальненої функції Фермі — Дірака)

яка дається співвідношенням:

справедливі такі залежності:
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Покажемо це. Дійсно:
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Теорема 6. Похідну n�порядку по поверхневому потенціалу
від співвідношень ααk(∆uBS), βαk(∆uBS), γαk(∆uBS) визначають за�
лежностями:

Покажемо це. Дійсно:
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Нарешті, для похідних по поверхневому потенціалу від спів�
відношення γαk(∆uBS) можна отримати:
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Отже, можна записати:
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...

ВИСНОВКИ
Таким чином, розглянуто статичні режими процесів пере�

зарядки поверхневих електронних станів на поверхні напiвпро�
вiдника. Отримано спiввiдношення, що описують повну кон�
центрацiю поверхневих електронних станів та їх повний вклад
у поверхневий заряд через константи вiдповiдних гетерогенних
квазiхiмiчних реакцiй цих станiв із зонами (провiдностi та ва�
лентною) напiвпровiдника. Введено до розгляду функцiю fαk,
яка визначає долю iонiзованих центрiв α�сорту в k�зарядовому
станi в їх повнiй концентрацiї та отримано вiдповiднi спiввiдно�
шення, що виражають її через параметри вищеозначених гете�
рогенних квазiхiмiчних реакцiй. Виконано перевiрку корект�
ностi знайдених виразiв.

Для випадку невиродженого напiвпровiдника параметри гете�
рогенних квазiхiмiчних реакцiй представлено в термiнах зонної
моделi твердого тiла та показано збiжнiсть отриманих результатiв
в їх часткових випадках до традицiйно застосовуваних спiввiд�
ношень. Зауважимо, що, оскiльки вираз (2.58) являє собою за�
стосування елементарних статистик Фермi — Дiрака, придатних
для опису простих донорiв та акцепторiв, формули (2.20)–(2.23)
можуть розглядатись із урахуванням виразів (2.50)–(2.54) як
узагальнення статистики Фермi — Дiрака на випадок кiлькох
зарядних поверхневих центрiв.
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ГЛАВА IV 
РОЗВ’ЯЗОК ОДНОВИМІРНОЇ КРАЄВОЇ 

ЗАДАЧІ ДЛЯ РІВНЯННЯ ПУАССОНА 
У ВИПАДКУ НАПІВПРОВІДНИКА 

З БАГАТОЗАРЯДНИМИ 
ДОМІШКОВИМИ ЦЕНТРАМИ 

Як теорія Гаррета — Браттайна [0.17], так і теорія хемосорб�
ціїї Ф. Ф. Волькенштейна [0.15] не можуть бути безпосередньо за�
стосовані для розрахунку процесів, що визначають метрологічні
характеристики тонкоплівкових металоокисних сенсорів. У них
не враховано, наприклад, наявність багатозарядних домішко�
вих центрів на поверхні та в об’ємі матеріалу, обмежений розмір
елементів структури напівпровідникового шару. А тому доцільно
отримати розв’язок рівняння Пуассона, яке являє собою стри�
жень теорії, у достатньо загальній постановці. 

Ми використаємо апроксимацію елементу структури матеріа�
лу чутливого елементу сенсора нескінченною пластиною (див.
рис. 4.1. а, 4.1. б) завтовшки h = 2h0. Незважаючи на простоту, та�
ка апроксимація дає змогу розглянути широкий спектр задач.
Дійсно, крім випадків, коли чутливий елемент має монокрис�
талічну структуру або структуру типу «ажурна» сітка, така по�
становка задачі може бути застосована і для полікристалічних
плівок зі стовбчатою, наприклад, структурою. Тоді поверхня
пластини моделює міжзеренні границі, причому задача є осеси�
метричною відносно серединної площини (див. рис. 4.1. а). Осьо�
ву симетрію задача може мати і у випадку структури типу «ажур�
на» сітка, якщо поверхневий заряд на обох поверхнях (чільній та
внутрішній) однаковий. У цьому разі вона, по суті, аналогічна
постановці для монокристалічної плівки за рівного нулю поверх�
невого заряду на внутрішній, суміжній з основою, границі.

РОЗДІЛ 1. ПЕРШИЙ ІНТЕГРАЛ КРАЄВОЇ ЗАДАЧІ 
І НАПРУЖЕНІСТЬ ЕЛЕКТРИЧНОГО ПОЛЯ
В ЕЛЕМЕНТАХ СТРУКТУРИ
НАПІВПРОВІДНИКОВОГО ШАРУ

Постановка задачі. Розглянемо (див. рис. 4.1. а, 4.1. б) шар
напівпровідника завтовшки h = 2h0, в об’ємі якого наявні v доміш�
кових центри, кожен з яких створює кілька зарядових станів
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Рис. 4.1. б. Одновимірна апроксимація структури 
без потенціальних бар’єрів у напрямку переносу електричних

зарядів. Несиметричні умови QS1 = QS2

Рис. 4.1. а. Одновимірна апроксимація полікристалічної 
структури. Симетричні граничні умови QS1 = QS2
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у забороненій зоні (далі — багатозарядні домішкові центри).
За незначних повздовжніх полів відповідна одновимірна краєва
задача для рівняння Пуассона має вигляд [7]:

χu′′(x) = βρ(u), (1.1)

за краєвих умов або:

χu′(x1) = βQ1,   χu′(x2) = βQ2, (1.2)

або:

u(x1) = u1,   u(x2) = u2, (1.3)

та додатковій умові:

u′(x0) = 0,  u(x0) = u0, (1.4)

де x0 ∈ [x1, x2] — деяка точка в об’ємі напівпровідника, в якій
напруженість електричного поля дорівнює
нулю; 

u = β(ψB –ψ) — безрозмірний вигин зон; 
Q1, Q2 — величини поверхневого заряду в точках x1 та

x2 відповідно; 
ρ(u) — об’ємний заряд, який дорівнює: 

ρ(u) = q(p – n + ρDA(u)), (1.5)

де n, p — концентрації рухливих носіїв заряду, рівні у відсут�
ності виродження електронно�діркового газу, 

або, якщо обмежитись умовами термодинамічної рівноваги та
покласти δ = 1, 

(1.6.a)

(1.6.b)

(1.6.c)

ρDA(u) — ефективний заряд домішкових центрів, який дорів�
нює [1]: 
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Розв’язок. Застосуємо інтегруючий множник µ = 2u′. До�
множивши на нього обидві частини рівняння (1.1), отримаємо:

Але:

Тобто

або:

Звідки:

та

А тоді:

Позначимо:

(1.8)

(1.9)

так що отримуємo:
0

0

1
( , ) ( ) ,

u

i u

F u u u du
qn

= ρ∫

2
;

2 2
D

i i

kT
l

qn q n

χ χ= =β

0 0

2
0 2

2 2 1
( ( )) ( ) ( ) , .

u u

i
iu u

u x u du qn u du x x x
qn

β β′ = ρ = ⋅ ρ ≤ ≤χ χ∫ ∫

0 0

2
1 0

2 2 1
( ( )) ( ) ( ) , ;

u u

i
iu u

u x u du qn u du x x x
qn

β β′ = − ρ = − ⋅ ρ ≤ ≤χ χ∫ ∫

0

( )2 2 2
0 0 2( )

( ) ( ( )) ( ( )) , .
u x

u x
u u x u x x x x

′

′
′ ′ ′= − ≤ ≤

0( )2 2 2
0 1 0( )

( ) ( ( )) ( ( )) , ;
u x

u x
u u x u x x x x

′

′
′ ′ ′= − ≤ ≤

0 0

( )
2

0 2

( )

2
[( ) ] ( ) ,

u x u

u x u

d u u du x x x
′

′

β′ = ρ ≤ ≤χ∫ ∫

0 0( )
2

1 0

( )

2
[( ) ] ( ) , ;

u x u

u x u

d u u du x x x
′

′

β′ = ρ ≤ ≤χ∫ ∫

2[( ) ] 2 ( ) .d u u du′χ = βρ

2( ) 2 ( )
d du

u u
dx dx

′χ = βρ

2 2( ) ( ) 2 2 .x x xx

d d
u u u u u u

dx dx
′ ′ ′′= = =

)].([2)]([2 uuxuu βρ′=′′χ′



103

(1.10)

або:

(1.11.a)

(1.11.b)

де

(1.12)

Залежність потенціалу від координати. Отже:

Звідки:

(1.13.a)

(1.13.b)

Інтегруючи отримані вирази, маємо:
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Тобто шукану залежність потенціалу від координати визна�
чають співвідношеннями:

(1.14.a)

(1.14.b)

Очевидно, значення координати x0 може бути визначене або
за формулою:

або за формулою:

А тоді потенціал u0 у точці x0 (u0 = u(x0)) визначають систе�
мою рівнянь:

(1.15.a)

(1.15.b)

або нелінійним рівнянням:

(1.16)

Нарешті, враховуючи граничні умови (1.2), можна отрима�
ти замкнену систему нелінійних рівнянь, що визначають зна�
чення потенціалу в точках x1, x0, x2: 
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де

(1.18)

Інтегрування функціоналу F(u, u0). Виконаємо інтегруван�
ня виразу (1.9):

Враховуючи співвідношення (1.5), (1.6), (1.7), отримаємо:
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Інтеграл компонент рухливих носіїв заряду має вигляд:

де ∆u = u – u0, ∆uBO = uB – u0. Інтеграл іонної компоненти об’єм�
ного заряду:

де

Як показано в 4 розділі ІІ глави, має місце тотожність:
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Як легко показати:

де ∆u = u – u0. 
Враховуючи це, отриманий вираз можна представити так:

де

Таблиця 4.1
Правило знаків
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Тип ОПЗ шар збіднення шар збагачення 

Тип н/п n– p– n– p– 

Вигин зон угору вниз угору вниз 

Знак QS – + + – 

Знак uS + – – + 

Знак F(u)  – + + – 
zS1 – + + – 

zS2 + – – + 

Знак Y – + + – 
Знак F(Y)  + – – +
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РОЗДІЛ 2. РОЗПОДІЛ ПОТЕНЦІАЛУ
В НАПІВПРОВІДНИКОВІЙ ПЛАСТИНІ
СУБМІКРОННИХ РОЗМІРІВ

У межах викладеного розглянемо деякі прості випадки, що
дають змогу отримати аналітичне рішення [13]. Нехай в об’ємі
напівпровідника створено такі умови, що залежністю об’ємного
заряду від потенціалу можна знехтувати. Тобто має місце набли#
жена рівність

ρAD(u) ≈ const, (2.1)

тоді вираз 1.9 набуває вигляду: 

(2.2)

Якщо тепер урахувати умову електронейтральності для не#
збуреної поверхнею області цього ж напівпровідника з таким
же компонентним складом

та виразити звідси заряд іонів через заряд «рухливих» носіїв
заряду, то можна отримати

(2.3)

де, як і раніше, ∆uB = uB – u, ∆uB0 = uB – u0, ∆u = u – u0. Тобто
у цьому випадку ми прийшли до відомого [2] співвідношення
для величини F(∆uB, ∆uB0). Звичайно розрізняють п’ять [10] йо#
го класичних випадків, а саме:

(2.4.а)
;

при істотному перевищенні одного з типів провідності (елект#
ронного чи діркового):

(2.4.b)

при збідненні, тобто, коли на поверхні n#напівпровідника 
(p#напівпровідника) розміщено великий від’ємний (додатній)
заряд:

(2.4.c);

при збагаченні, тобто, коли на поверхні n#напівпровідника (p#на#
півпровідника) розміщено великий додатній (від’ємний) заряд:

(2.4.d)1/2
0 0( , ) 2{ ( ) ( )} ;B B B BF u u ch u ch u∆ ∆ ≈ ∆ − ∆
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)({exp),(
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1/2
0 0( , ) 2{ ( ) ( ) ( ) } ,B B B B BF u u ch u ch u sh u u∆ ∆ = ∆ − ∆ + ∆

0)(exp)(exp =ρ+−−− ADBB uu
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0 0( , ) 2{ ( ) ( ) 0,5 } .B B B B ADF u u ch u ch u u∆ ∆ = ∆ − ∆ + ρ ⋅∆
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при інверсії, тобто, коли на поверхні n#напівпровідника (p#на#
півпровідника) розміщено дуже великий від’ємний (додатній)
заряд:

(2.4.e)

при малих |u| < 1 вигинах зон. 
У даному викладі розглянемо лише випадок збіднення та ви#

падок малих вигинів зон. Для таких простих ситуацій неваж#
ко отримати аналітичні розв’язки для системи рівнянь (1.17).

1. Збіднення поверхні основними носіями заряду. Підстав#
ляючи співвідношення (2.4.b) у рівняння (1.16), отримаємо: 

якщо uB > 0, u > 0;

якщо uB < 0, u < 0. Інтегруючи ці співвідношення, знайдемо:

якщо uB > 0, u > 0;

якщо uB < 0, u < 0. Позначимо:

(2.5)

А тоді, виконавши алгебраїчні перетворення в отриманих
співвідношеннях, маємо:

(2.6.a)

якщо uB > 0, u > 0, та 

(2.6.b)
2 2

1 2 2 1
0 ,

2 2 2
u u u u

u
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якщо uB < 0, u < 0. Або, більш компактно:

(2.6.c)

Якщо задача осесиметрична, то:

або: 

(2.7)

Залежність потенціалу від координати визначають співвід#
ношеннями:

(2.8.a)

(2.8.b)

якщо uB > 0, u > 0, та

(2.9.a)

(2.9.b)

якщо uB < 0, u < 0. Ці ж співвідношення можуть бути записані
більш компактно:

(2.10.a)

якщо uB > 0, u > 0, та

(2.10.b)

якщо uB < 0, u < 0.
Координату, що відповідає значенню потенціалу u0, визна#

чають системою рівнянь: 
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якщо uB > 0, u > 0, та

(2.11.c)

(2.11.d)

якщо uB < 0, u < 0. Або ж:

Розв’язок цієї системи рівнянь:

або:

(2.12.a)

де

(2.12.b)

Очевидно, якщо заряд на протилежній стороні пластини
відсутній, то

або:

u1 – u0 = –zS1χ2, (2.13)

а якщо задача симетрична, то

або:

(2.14)

2. Малий вигин зон. Підставляючи співвідношення (2.4.а)
в рівняння (1.16), отримаємо: 
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Інтегруючи цей вираз, знайдемо:

(2.15)

де

(2.16) 

1. Нехай z1 = z2. А тоді sign(u1) ≠ sign(u2) та

або:

а) якщо u1 < 0, u2 > 0, то:

б) якщо u1 > 0, u2 < 0, то:

або:

2. Нехай z1 ≠ z2. А тоді z1z2 = –1, так що завжди:

або:

Виконавши алгебраїчні перетворення у цих співвідношен#
нях, знайдемо:

(2.17.a)

якщо sign(u1) ≠ sign(u2), z1 = z2, та
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(2.17.b)

якщо sign(u1) = sign(u2), z1 ≠ z2. Тут

(2.17.c)

Неважко переконатися (див. табл. 4.1), що вирази 2.17 мож#
на подати у «згорненому» вигляді [13]:

(2.18.a)

або:

(2.18.b)

Відповідне потенціалу u0 значення координати x0 можна знай#
ти зі співвідношень:

(2.19.a)

(2.19.b)

Залежність потенціалу від координати визначають форму#
лами:

x ∈ [x1, x0], (2.20.a)

x ∈ [x0, x2]. (2.20.b)

Застосовуючи співвідношення (2.20), координата x0 може
бути знайдена з розв’язку наступної системи рівнянь:

2 21 2 0 0

( )
( )B

D

ch u
u ch z x x u

l

⎧ ⎫⎪ ⎪= ± −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

1 1 0 1 0

( )
( ) ;B

D

ch u
u ch z x x u

l

⎧ ⎫⎪ ⎪= ± −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

21 0 0

( )
( ) ,B

D

ch u
u ch z x x u

l

⎧ ⎫⎪ ⎪= ± −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

1 0 0

( )
( ) ,B

D

ch u
u ch z x x u

l

⎧ ⎫⎪ ⎪= ± −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

2 2
2 2 0

0 2 2
0

ln .
( )
D

B

u u ul
x x z

uch u

+ −
= −

0
0 1 1 2 2

1 1 0

ln ;
( )
D

B

l u
x x z

ch u u u u
= +

+ −

2
2 2 2 2 2 1 1

0 1 1 12 2
1

.
z u z u z u

u z u z
ua b

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞= − + +⎨ ⎬⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

2
2 1 1 2 2 1 1 2 2

0 2

z u z u u z z u
u

ba

+⎛ ⎞= − − ⎜ ⎟⎝ ⎠

( )1 ( ) .ef Bb sh z h ch u=

1

1
( ) ;

2 ef Ba ch z h ch u
⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎝ ⎠

2
2 1 2 1 2

0 2
,

u u u u
u

ba

−⎛ ⎞= − ⎜ ⎟⎝ ⎠



114

або ж із відповідного нелінійного рівняння:

(2.21)

Зазначимо, що у випадку симетрії, тобто при u1 = u2, отри#
мані співвідношення дають:

(2.22)

а якщо заряд на одній із поверхонь рівний нулю (при цьому u2 =
= u0), то

(2.23)

Співвідношення (2.15)–(2.23) описують, незалежно від ти#
пу напівпровідника, наступні три достатньо загальні ситуації:
а) на обох поверхнях сформовані шари збіднення; б) на обох по#
верхнях сформовані шари збагачення; в) на кожній з поверхонь
сформовані шари протилежного типу.

РОЗДІЛ 3. ПРОВІДНІСТЬ МОНОКРИСТАЛІЧНОГО
ШАРУ НАПІВПРОВІДНИКА
СУБМІКРОННОЇ ТОВЩИНИ 

Застосуємо отримані результати для розрахунку провідності
напівпровідникової структури, яка не має потенціальних бар’єрів
у напрямку перенесення носіїв заряду. Якщо впливом бокових по#
верхонь можна знехтувати, провідність плоскої пластини до#
вжиною L, шириною a та висотою h можна розрахувати за фор#
мулою [14]:
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— для n#напівпровідника та — для p#напів#

провідника,

(3.2)

(3.3)

F(∆uB, ∆uB0) — визначають у загальному випадку співвідно#
шенням 1.9. Отож,

(3.4)

Отримані співвідношення дають змогу знайти аналітичні
розв’язки, якщо розглянути напівпровідник з одним яcкраво
вираженим типом провідності. Тоді можна записати: 
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де

— для n#напівпровідника;       (3.7.a)

— для p#напівпровідника;       (3.7.b)

(3.8)

причому верхній знак відповідає випадку n#напівпровідника,
а нижній — випадку p#напівпровідника. Отже,

(3.9)

1. Для n#напівпровідника інтеграли gSi мають вигляд:

(3.10.a)

(3.10.b)

(3.10.с)

Виконаємо заміну змінної:

А тоді:
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тобто

(3.11)

Якщо |∆u10| << 1|, то:

та

А якщо при цьому і |u1| << 1, то:

Аналогічно:
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(3.12)

Якщо |∆u20| << 1|, то:

та

А якщо при цьому і |u2| << 1, то:

2. Для p#напівпровідника, аналогічно, інтеграли gSi мають
вигляд:

Виконаємо заміну змінної:
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(3.13)

∆u10 = u1 – u0.
Якщо |∆u10| << 1|, то:

та

А якщо при цьому і |u1| << 1, то:

Аналогічно:
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(3.14)

∆u20 = u2 – u0.
Якщо |∆u20| << 1|, то:

та

А якщо при цьому і |u2| << 1, то:

Узагальнюючи отримані результати, знайдемо:

(3.15)

∆u10 = u1 – u0.
Якщо |∆u10| << 1|, то:

(3.16)

та

(3.17)

А якщо при цьому і |u1| << 1, то:

(3.18)

Аналогічно:
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∆u20 = u2 – u0.

Якщо |∆u20| << 1|, то:

(3.20)

та

(3.21)

А якщо при цьому і |u2| << 1, то:

(3.22)

Водночас зазначимо, що параметр u0 у вищенаведених фор#
мулах знаходять за формулою (2.6).

Для симетричної задачі співвідношення (3.9) матиме вигляд:

(3.23)

де

∆uS0 = uS – u0.
Якщо на обох поверхнях сформовано шари збіднення, то:

Тоді, застосовуючи для симетричної задачі формулу (2.7),
отримаємо при u0 ≠ 0):
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(3.24)

Очевидно, якщо χ < 1, то, відповідно до викладеного вище,
Aχ ≈ 1:

(3.25)

та

(3.26)

якщо |us| << 1.
За відсутності заряду на протилежній стороні шару (тобто,

якщо Q2 = 0, u2 = u0) відповідна складова gS2 дорівнює нулю, так
що результуючу провідність визначають співвідношеннями:

(3.27)

∆uS0 = uS – u0.

Якщо на першій поверхні сформовано шар збіднення, то, за#
стосовуючи в даному випадку формулу (2.13)

отримаємo:

Очевидно, якщо χ < 1, то, відповідно до викладеного вище, 
Aχ ≈ 1:
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Отримаємо тепер аналогічні залежності для малих вигинів
зон. Розкладаючи експоненти в ряд та обмежуючись у розкла#
дах членами другого порядку малості, знайдемо: 

(3.30)

або:

(3.31)

у випадку симетрії та

(3.32)

якщо заряд на протилежній стороні шару рівний нулю. З ура#
хуванням співвідношень (2.22)–(2.23):

(3.33)

у випадку симетрії та

(3.34)

якщо заряд на протилежній стороні шару рівний нулю. 
А тоді вирази (3. l) набувають вигляду:

(3.35)

(3.36)

Аналогічно, за малої величини параметра χ, маємо: 
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ВИСНОВКИ

Розв’язано одновимірну краєву задачу для рівняння Пуассо#
на у випадку напівпровідника з багатозарядними домiшкови#
ми центрами. Отримано в явному вигляді перший інтеграл цієї
краєвої задачі.

Для найпростіших випадків отимано аналітичні співвідно#
шення, що описують розподіл потенціалу в напівпровідниковій
пластині субмікронної товщини. 

Отримано аналітичні співвідношення для розрахунку про#
відності шару напівпровідника субмікронної товщини. Розгля#
нуто напівпровідникові шари обох типів провідності.
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ГЛАВА V
АНАЛІЗ СТАТИЧНОЇ ХАРАКТЕРИСТИКИ

НАПІВПРОВІДНИКОВИХ 
СЕНСОРІВ ГАЗУ: ІДЕАЛЬНІ ГАЗИ

РОЗДІЛ 1. ПРОВІДНІСТЬ ПОЛІКРИСТАЛІЧНОЇ
СТРУКТУРИ

Якщо у монокристалiчних плiвок наявнi лише поверхнi типу
мiжфазної межi твердого тiла з газовою фазою або з iншим твер�
дим тiлом (пiдкладкою), то для полiкристалiчних зразкiв харак�
терний також й iнший вид поверхонь — границi мiж кристалiта�
ми (зернами) або мозаїчними блоками [1]. Унаслiдок рiзницi
у просторовому розподiлi неоднорiдностей на цих межах вiдрiз�
няється i їх вклад в явища переносу зарядiв. 

Наявнiсть мiжзеренних меж, якi перпендикулярнi напрям�
ку електричного струму, еквiвалентне послiдовному сполученню
їх опорiв, тоді як мiжфазнi границi вiдповiдають паралельно�
му сполученню еквiвалентних опорiв приповерхневої областi
та об’єму. A тому еквiвалентна електрична схема для полiкриc�
талiчної  плiвки на постiйному струмi може бути зображена
так, як показано на рис. 5.1. Там же показана еквiвалентна елект�
рична схема полiкристалiчної плiвки на змiнному струмi.

Отже, у першому наближеннi для полiкристалiчної струк�
тури в цiлому можна записати:

(1)

де    σV — провiднiсть об’ємної фази окремого мiкрокристалiту
(тобто такої його областi, в якiй вiдсутнiй вплив по�
верхонь обох типiв); 

σS1, σS2 — провiдностi приповерхневих шарiв мiкрокристалi�
тiв на мiжфазних межах з пiдкладкою та з газовою
фазою вiдповiдно; 

σS3, σgb — провiдностi мiжзеренних меж мiкрокристалiтiв па�
ралельних та перпендикулярних вектору напруже�
ностi повздовжнього електричного поля.

Якщо взаємодiя з газовою фазою веде до формування на по�
верхнях мiкрокристалiту збiдненого шару, так що досягається
нерiвнiсть: 

σS1 + σS2 + σS3 < σV. (2)

 − − −= σ + σ + σ + σ + σ∑ 1 1 1
1 2 3{ [( 2 ) ]} ,S S S V gbG
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    σV  

    σ 1S  
     

    σ 2S     σGB  

     

    σ 3S L  

    σ 3S R  

а)

    GBR  

2GR            1GR  

         GBC  

Рис. 5.1. Еквівалентні електричні схеми фрагменту 
полікристалічної структури на постійному (а) 

та змінному (б) струмі; GB — індекс межі зерен, 
яка перпендикулярна до напрямку 

електричного струму

б)

a
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З рiвняння (1) отримаємо: 

(3)

тобто провiднiсть плiвки визначається спiввiдношенням про�
вiдностей об’ємної фази i дiлянок контакту кристалiтiв, якi
перпендикулярнi вектору напруженостi тягнучого електрич�
ного поля. При виконаннi нерiвностi σgb << σV домiнуючими
будуть поверхневi ефекти на дiлянках мiжкристалiтних меж:

(4)

Якщо в результатi хемосорбції формуються областi збага�
чення, поверхневий бар’єр на мiжкристалiтних межах може
стати прозорим для носiїв заряду.  Тобто може бути досягнута
нерiвнiсть σS1 + σS2 + σS3 > σV, так що результуюча провiднiсть
визначатиметься залежнiстю:

(5.  )

чи:

(5.  )

якщо σgb >> σV, або

(5.  )

якщо σS1 + σS2 + σS3 >> σV.
Провiдностi 1,2,3 можна розрахувати на основi спiввiдно�

шень для монокристалiчного шару. Що ж стосується компо�
ненти σgb, то вона визначається висотою потенцiального бар’єра
на межi зерен i розраховується залежно вiд механiзму перeносу
носіїв заряду через дiлянку мiжкристалiтної межi (див. рис. 5.2).
Якщо домiнуючим механiзмом є термоелектронна емiсiя над
потенцiальним бар’єром, то можна застосувати модель Петрi�
ца. Згiдно з його пiдходом у цьому випадку має мiсце спiввiдно�
шення:

σ ~exp(–Eσ/kT), (6)
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де Eσ — енергiя активації провiдностi, причому

Eσ ≈ En(p) + qVSEσ, (7)

де En i Ep — енергії активації носіїв струму для n� i p�типу на�
пiвпровiдникiв; 

qVs — висота потенцiального бар’єра.

Рис. 5.2. Основні типи переносу заряду (емісії електронів) 
через бар’єр Шотткі та їх залежність від концентрації 

донорів згідно із Дж. Поуст [1.20]

Т
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–1/2
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Т — термоелектронна
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F — польова
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Для цiлей нашого аналiзу бiльш зручно представити спiв�
вiдношення (6) у формi, яку звичайно застосовують у фiзичнiй
хiмії для пресованих порошкiв [2]:

(8)

у випадку напiвпровiдника n�типу, та

(9)

у випадку напiвпровiдника p�типу провiдностi. Тут σ0n(p) — пe�
рeдекспоненцiальний множник, який залежить вiд типу ма�
терiалу ЧЕ, площi контактiв мiж зернами та розмiру самих зе�
рен. Вираз (8), наприклад, для моделi апроксимуючої сфери
(див. рис. 5.3) можна записати так: 

(10)

а для моделi апроксимуючого цилiндра:

(11)

Таким чином, провiднiсть полiкристалiчної плiвки під час
її взаємодії з ГФ визначається у випадку збiднюючого вигину зон,
висотою мiжкристалiтного бар’єра, рiвнем легування i розмiрами
як зерен, так i площi контакту мiж зернами. Остання обставина
iнодi є особливо iстотною, оскiльки в рядi випадкiв [1.12] вiдбу�
вається змiна розмiрiв кристалiтiв та площi контакту мiж ними
як у процесi вимiрювання, так i в процесi експлуатацїї ЧЕ.

РОЗДІЛ 2. ІЗОТЕРМИ ХЕМОСОРБЦІЇ АКТИВНИХ
ГАЗІВ НА ПОВЕРХНІ 
НАПІВПРОВІДНИКА 

У статичному режимі рівняння для першої стадії хемосорб�
ції ідеального газу записуємо у вигляді [1]:

(1)

де N* — загальна кількість адсорбційних центрів;
w* — загальне число сортів поверхневих електронних ста�

нів;    

*
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w — кількість сортів активних газів, які хемосорбують�
ся на поверхні адсорбента; 

pα — парціальний тиск молекул газу α�сорту; 
Nkj — число одиниць поверхневих станів k�сорту в j�му за�

рядовому стані; 
kA

α, kD
α — константи адсорбції та десорбції газу α�сорту, при�

чому:

(2)

де fα — коефіцієнт акомодації часток α�газу; 
mα — маса молекули газу α�сорту; 

QA
α — теплота десорбції; 

τ0 — мінімальний час перебування молекули в адсорбовано�
му стані.

Згідно з узагальненою статистикою Фермі — Дірака для по�
верхневих станів мають місце наступні співвідношення:

(3)

та
(4)

де    Nα0 — доля часток ідеального газу α�сорту, що знаходять�
ся на поверхні в електрично нейтральному стані; 

ξα
XC — вклад у поверхневий заряд хемосорбційного похо�

дження часток ідеального газу α�сорту; 
SDα, Dα — многочлени, вид яких описано в розділі 2 глави III

(формули (54)–(57)). 
Враховуючи сказане, рівняння (1) можна переписати так:

(5)

де

(6)

А тоді
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та

або:

(7)

де θk0 — доля поверхні, що зайнята частками k�сорту в нейт�
ральному зарядовому стані; 

w — загальне число сортів поверхневих електронних ста�
нів; 

N* — поверхнева густина адсорбційних центрів.
У розглядуваному випадку хемосорбції спектра w активних

газів за присутності w* — w нелетючих поверхневих добавок
рівність (7) породжує систему рівнянь:
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Рис. 5.4, a. Залежність покриття поверхні діоксида олова
нейтральною та однократно іонізованою фракціями акцепторного

адсорбату від величини поверхневого потенціалу. 

Еf – Еi = 1,2 еВ; Еa – Еi =1,0 еВ; T = 600 К
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Рис. 5.4, б. Залежність покриття поверхні діоксида олова
нейтральною та однократно іонізованою фракціями акцепторного

адсорбату від величини поверхневого потенціалу. 

Еf – Еi =1,2 еВ; Еa – Еi =1,2 еВ; T = 600 К
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Це лінійна система рівнянь виду Ax = C*, 
де

xi = θi0, ci = bi pi;

aij = bi pi Dj = ci Dj;

aij = bi pi Dj + 1 = ci Dj + 1.

Її розв’язок:

(8.  )

або:

(8.  )

Проілюструємо сказане на прикладі системи другого поряд�
ку:

(b1 p1 D1 + 1)θ10 + b1 p1 D2 θ20 = b1 p1 (1 – θ1 – θ2); 

b2 p2 D1 θ10 + (b2 p2 D2 + 1)θ20 = b2 p2 (1 – θ1 – θ2), 

для якої:

c1 = b1 p1; 

c2 = b2 p2;

с*
1 = с1(1 – θ1 – θ2);

с*
2 = с2(1 – θ1 – θ2); 

а11 = b1 p1 D1 + 1 = с1 D1 + 1; а22 = b2 p2 D2 + 1 = с2 D2 + 1;

а12 = b1 p1 D2 + 1 = с1 D2; а21 = b2 p2 D1 + 1 = с2 D1.

Знайдемо визначники:
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Застосуємо формули Крамера:

Отже, формули (8) коректні.
А тоді відповідний вклад у поверхневий заряд:

(9)

Повний вклад адсорбованих часток у поверхневий заряд:

(10)

так що сумарний поверхневий заряд дорівнює:

(11)

Отже, у рамках класичних постулатів теорії Ленгмюра для
адсорбції газів та електронної теорії хемосорбції газів на по�
верхні напівпровідника і з застосуванням узагальненої статис�
тики Фермі — Дірака  для поверхневих електронних станів отри�
мано аналітичні вирази для розрахунку ізотерм хемосорбції
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активних газів (8) та поверхневого заряду хемосорбційного по�
ходження (9)–(11).

РОЗДІЛ 3. ЧУТЛИВІСТЬ НАПІВПРОВІДНИКОВИХ
СЕНСОРІВ

Статична характеристика чутливого елементу напівпровідни�
кового сенсора газу визначається, у першу чергу, значенням по�
тенціального бар’єра, який знаходять із системи рівнянь [2] виду:

(1)

де

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

Очевидно, чутливість напівпровідникового сенсора до варіа�
цій парціального тиску вимірюваного газу визначається похід�
ною від потенціального бар’єра за величиною парціального тис�
ку відповідної компоненти з газової суміші. 

Якщо знехтувати варіаціями рівня Фермі у процесі вимірю�
вання (що має місце за невисоких температур або може бути за�
безпечено технологічними заходами) і взяти до уваги лише перше
з рівнянь системи, то, застосовуючи правило диференціювання
заданої неявно функції, матимемо:

(7)

Визначимо відповідні компоненти. Похідна від Ф(p, uS, uB)
за парціальним тиском вимірюваного k�го газу має вигляд:
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(8)

Дійсно,

оскільки чисельник дорівнює

Похідна від Ф(p, uS, uB) за поверхневим потенціалом у за�
гальному випадку складається iз трьох компонент:
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Знайдемо кожну з цих складових. Похідну від хемосорб�
ційної складової поверхневого заряду у випадку хемосорбції
простого активного газу визначають співвідношенням:

(9)

Дійсно, тут:

Останнє рівняння має місце згідно з теоремою 5.3.2:

Похідна від біографічної компоненти поверхневого заряду:
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Похідна від компоненти заряду, акумульованого в ОПЗ:

(11)

Дійсно,

Отже, на основі отриманих співвідношень можна розраху�
вати шукану чутливість поверхневого потенціального бар’єра
за парціальним тиском вимірюваного газу за формулою:
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РОЗДІЛ 4. СЕЛЕКТИВНІСТЬ НАПІВПРОВІДНИКОВИХ
СЕНСОРІВ ГАЗУ 

Визначимо селективність [3] як відношення різниці чутливос�
тей сенсора по вимірюваному газу та суми чутливостей усіх інших
газів газової суміші до чутливості сенсора по вимірюваному газу:

(1)

тобто

(2)

де Si — чутливість поверхневого потенціалу до варіацій парці�
ального тиску l�компоненти досліджуваного газового
середовища:

w1 — загальна кількість активних газових компонент в ат�
мосфері. За означенням [8] похідної неявно заданої
функції:
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(6)

а за парціальним тиском k�компоненти pk залежністю:
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ВИСНОВКИ

Виконано аналіз статичної характеристики напівпровідни�
кового сенсора газу. Отримано ізотерми хемосорбції активних
газів на поверхні напівпровідникового матеріалу.

Досліджено чутливість напівпровідникового сенсора та отри�
мано відповідні співвідношення. 

Дано означення селективності та знайдено аналітичні спів�
відношення для розрахунку чутливості та селективності напів�
провідникового сенсора.
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ГЛАВА VI
МЕТОДИКИ РОЗРАХУНКУ 

ОСНОВНИХ ЕЛЕКТРОФІЗИЧНИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК МАТЕРІАЛУ 

ЧУТЛИВОГО ЕЛЕМЕНТУ

РОЗДІЛ 1. ОРГАНІЗАЦІЯ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО 
ЕКСПЕРИМЕНТУ

У цьому розділі розглянемо питання проведення обчислю�
вального експерименту в межах розробленого відповідно до ре�
зультатів даної роботи програмного забезпечення, оформленого
у вигляді пакета прикладних програм «Мікрон», який реалізо�
вано на алгоритмічних мовах Fortran та C++.

«Глобальна» організація обчислень (див. рис. 6.1) викону�
ється головним модулем за допомогою буферної підпрограми
TABUL та групи сервісних програм WAR, PECH, ARGUM,
WYVOD, RDAN і передбачає формування вихідного масиву для
побудови графіків стандартного типу — функцій одного аргумен�
ту при кількох рівнях варійованої змінної. Головний модуль має
просту структуру та забезпечує: 1) введення даних детально для
конкретного експерименту з файлів ELFIZ.DAT (характеристи�
ки матеріалу) та FZXIM.DAT (характеристики поверхневої та
квазіхімічної об’ємної реакції); 2) читання у циклі підпрограми
RDAN глобальних для підзадачі змінних (аргумент і варійована
змінна, їх імена тощо та виклик буферної підпрограми TABUL. 

Вихідним щодо головної програми параметром підпрогра�
ми RDAN є ідентифікатор IER. Якщо IER = 1, то зчитуються
з файлу VARG.DAT дані чергової задачі, а якщо IER = 9, то про�
грама обчислювального експерименту завершена, і про це пові�
домляють оператора — «кінець обчислень».

Таким чином, функцію формування масиву виконує саме
підпрограма TABUL, яка в цій ланці єдина, що не є незмінною.
Вона пишеться під конкретний експеримент, хоча й має постій�
ну «ідейну» структуру. Організація обчислень для конкретної
підзадачі (модуль SHCET) виконана за допомогою сервісних
підпрограм ARGUM та PECH (див. рис. 6.2). Підпрограма START
тут забезпечує введення допоміжних даних із файлу TEST.DAT,
виконання необхідних для роботи підпрограм наступних
підзадач обчислень і завантаження їх у COMMON�блоки.
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Рис. 6.1. Блок�схема головного модуля
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Рис. 6.2. Організація модуля TABUL
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Підпрограма ARGUM обчислює, по заданих початковому та кін�
цевому значенях інтервалу зміни аргументу та заданому числу
вузлів, величину кроку та забезпечує задання конкретних зна�
чень агументу в звичайному, напівлогарифмічному чи лога�
рифмічному масштабі. 

Нарешті, підпрограма PECH запам’ятовує дане значення
аргументу і відповідні йому iplot значень інформативного па�
раметра підпрограми SCHET(n) (із заданим кроком — підряд,
через один тощо), записує їх до файлу Resalt.DAT разом з необ�
хідними іменами та службовими кодами і формує код IER = 9
при завершенні проходу по всьому інтервалу зміни аргументу.

Таким чином, результати обчислень можуть бути інтерпре�
товані у вигляді графіків і виведені на екран монітора чи на
принтер за допомогою довільного стандартного графічного па�
кету. У роботі для цього було використано пакет «Графор». Йо�
го підтримують сервісні програми GRFdsp (для виведення гра�
фіків на екран монітора) та GRFprn (для отримання твердих
копій на принтері чи плоттері). 

Графіки можуть бути побудовані як у звичайному, так
і в логарифмічному масштабі з відповідними коментарями. Пе�
редбачена можливість налагодження зоображення (практично
на 100%) за допомогою файлу DSPLG.DAT для програми
GRFdsp, та файлу PRNLG.DAT для програми GRFprn. Тобто,
без редагування та перекомпіляції тексту самої сервісної про�
грами.

Звичайно, на даний момент широко відомі та поширені ма�
тематичні пакети MATLAB, MATHCAD тощо, які надають ши�
рокий набір засобів для розв’язання різноманітних математич�
них задач. Однак, на наш погляд, наразі немає серйозних
мотивів для пошуку альтернативи алгоритмічним мовам Fortran
та C++ під час вирішення задач обчислювального експери�
менту. 

РОЗДІЛ 2. МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ РІВНЯ ЛЕГУВАННЯ
У ПРОСТИХ ОКИСЛАХ МЕТАЛІВ

2.1. Постановка задачі

Степiнь об’ємного легування або рiвень об’ємного легування
характеризується або параметром λ, який визначається спiв�
вiдношенням (2.1.10), або параметром uB, який визначається
спiввiдношенням (2.1.8), тобто фактично однозначно залежить
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вiд положення рiвня Фермi в об’ємi матерiалу металоокислу.
Тому рiвняння електронейтральностi для об’ємної фази мож�
на записати:

(1)

так i в еквiвалентному йому вираженнi:

(2)

де

(3)

якщо задана повна концентрацiя точкових дефектiв r�сорту, або

(4)

якщо задана концентрацiя точкових дефектiв r�сорту в нейт�
ральному станi.

Вiдповiдно до [11] будемо розрiзняти пряму та обернену за�
дачi. Пiд прямою будемо розумiти задачу розрахунку положення
рiвня Фермi (степенi об’ємного легування) у забороненiй зонi
кристалу окисла по вiдомих електрофiзичних характеристи�
ках i концентрацiях атомiв компонент матерiалу чутливого
елементу. Пiд оберненою будемо розумiти задачу розрахунку
необхiдної концентрацiї атомiв легуючої домiшки, виходячи iз
заданого положення рiвня Фермi (заданої степенi об’ємного ле�
гування) та вiдомих електрофiзичних характеристик i концент�
рацiй часток iнших компонент матерiалу ЧЕ.

Обернена задача в термiнах розробленого формалiзму легко
розв’язується в явному виглядi. Застосовуючи рiвняння (2)
з урахуванням спiввiдношення (3), можна отримати: 
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якщо потрiбно визначити концентрацiю легуючої домiшки k�сор�
ту в нейтральному станi.

Стосовно ж прямої задачi у загальному випадку тут необ�
хiдно розв’язувати нелiнiйнi рiвняння, як по вiдношенню до
параметра λ, так i по вiдношенню до параметра uB. Однак, як�
що по вiдношенню до параметра uB отримуємо спiввiдношення
загального вигляду, то вiдносно параметра λ вiдповiднi рiвнян�
ня завжди можна записати як многочлени по степенях або λ
або λ–1. Дiйсно, вирази Dr(λ) та Sr(λ) мають вигляд:

(7)

(8)

(9)

З iншого боку, якщо для всiх w компонент матерiалу ЧЕ за�
данi їх повнi концентрацiї, то рiвняння (1) дає:

(10)

Аналогiчно, якщо для всiх w компонент матерiалу ЧЕ зада�
нi їх концентрацiї в нейтральному станi, то отримаємо:

(11)

Як бачимо, обидва рiвняння (10) та (11) пiсля пiдстановки
в них степiнних многочленiв (7) та (8) i виконання вiдповiдних
алгебраїчних перетворень можна привести до вигляду полiно�
мiв або по степенях λ, або по степенях λ–1.

2.2. Чисті металоокисні кристали

Розглянемо як ілюстрацію найпростіший випадок, який
нерідко реалізується на практиці в чистих нестехіометричних
сполуках.
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концентрацію cD (у відносних одиницях). А тоді, якщо знехту�
вати концентрацією неосновних носіїв заряду (дірок), рівнян�
ня електронейтральності (10) можна переписати у вигляді:
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(12)

Підставляючи сюди співвідношення (7) та (8) після алгебра�
їчних перетворень, отримаємо наступний степеневий многочлен:

(13)

де

(14)

Якщо ж задана неповна концентрація донорів, а їх концент�
рація в нейтральному стані, то рівняння електронейтральності
(11) дає:
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2. Нехай в окислі металу наявна єдина акцепторна присад�
ка, яка формує n зарядових станів у забороненій зоні і має пов�
ну концентрацію c (у відносних одиницях). А тоді, якщо знех�
тувати концентрацією неосновних носіїв заряду, рівняння
електронейтральності можна переписати у вигляді:

(18)

Підставляючи сюди співвідношення (7) та (8) після алгебра�
їчних перетворень, отримаємо наступний степеневий многочлен:
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Якщо ж задана концентрація акцепторів у нейтральному
стані, то рівняння електронейтральності (11) має вигляд:
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Звідки, підставивши співвідношення (8) і виконавши алгеб�
раїчні перетворення, знайдемо:

(22)

де

(23)

1
exp .Aj i

Aj
Aj

E E
b

kT

−⎛ ⎞
= −⎜ ⎟γ ⎝ ⎠

1

1

1

1;

( 1) * , 2, 1;
i

C
i A Aj A

V j

b

N
b i c c b i n

N

−

=

=

= − − ⋅ ⋅ = +∏

1 1 2
1 2 3

1
1

...

... 0,

A A A

A

A A

n n n

n i
i n n

b b b

b b b

+ − −

+ −
+

λ + λ + λ + +

+ λ + + λ + =

1 11 * ( ) 0.C
A A

V

N
c c S

N
− −− λ ⋅ λ =

1
exp .Aj i

Aj
Aj

E E
b

kT

−⎛ ⎞
= −⎜ ⎟γ ⎝ ⎠

0 1 1

1

1

1
1

1, ;

( 1) * , 1, ;

* ;
A

A

A

i
C

i Ai A Aj A
V j

n
C

n A A Aj
V j

b b b

N
b b i c c b i n

N

N
b n c c b

N

−

=

+
=

= =

⎡ ⎤
= − − ⋅ ⋅ =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

= − ⋅ ⋅

∏

∏

1 1
0 1 2

1
1

...

... 0,

A A A

A

A A

n n n

n i
i n n

b b b

b b b

+ −

+ −
+

λ + λ + λ + +

+ λ + + λ + =

1 1 1( ) * ( ) 0.C
A A A

V

N
D c c S

N
− − −λ − λ ⋅λ =



151

Розв’язання таких рівнянь, аж до четвертого степеня, можна
отримати в явному вигляді, якщо скористатись відомими фор�
мулами (наприклад, формулами Кардано для кубічного рів�
няння, чи формулами Декарта — Ейлера для рівняння четвер�
того степеня). Якщо ж результуючі співвідношення недостатньо
наглядні, можна скористатися відповідними програмними реалі�
заціями означених формул, які звичайно наявні в більшості
математичних пакетів прикладних програм.

Для визначення коренів поліномів більш високого степеня
можна застосувати як загальні методи розв’язання нелінійних
рівнянь, так і методи, розроблені спеціально для поліноміаль�
них рівнянь (метод Лагерра — Берстоу, QR�розкладу тощо).

Зазначимо, що такі перетворення практично можна вико�
нати тiльки у випадку помiрної кiлькостi доданкiв виду (3) та
при невисоких степенях λ у них. Як правило, якщо область
змiни положення рiвня Фермi в задачi визначена i не занадто
широка, то можна з’ясувати, якi сорти ТД та якi їх зарядовi
стани будуть домiнувати у зарядових сумах, а якими можна
знехтувати. Далi, згідно з викладеним у монографії [15],
вiдповiднi компоненти можна або спростити, або вiдкинути,
так що в отриманому рiвняннi без особливих труднощiв мож�
на виконати операцiї приведення дробiв до загального знамен�
ника та операцiї приведення подiбних при вiдповiдних степе�
нях λ.

2.3. Чистий окисел олова

Як відомо [16], у чистому окислі олова SnO2 за помірних
температур реалізується дефектна структура з дефіцитом
кисню. Виникаючі у цьому разі власні точкові дефекти — ва�
кансії кисню — виконують роль одно� та двозарядних доно�
рів. За цих умов мають місце такі електрофізичні характерис�
тики:

1. Якщо кристал не знаходиться у стані термодинамічної
рівноваги з оточуючим газовим середовищем, тобто концент�
рації вакансій задані величини і їх величина не змінюється в ре�
зультаті експерименту (як правило це має місце за невисоких
температур), то співвідношення (13)–(14) набувають вигля�
ду кубічного рівняння загального виду:

x3 + a1 x2 + a2 x + a3 = 0,

1 21,765 ; 1,655 ; /2 1,8 .D i D i GE E eV E E eV E eV− = − = =
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де

причому:

Розв’язуючи це рівняння, можна знайти залежність рівня
легування від концентрації власних точкових дефектів при за�
даних умовах експерименту, тобто розв’язати пряму задачу.
Шляхом нескладних алгебраїчних перетворень можна отрима�
ти аналогічне співвідношення для оберненої задачі. Маємо:

де позначено:

А тоді:

Звідки отримуємо просту формулу для розрахунку необхід�
ної концентрації точкових дефектів по заданому рівню легуван�
ня та визначених умовах експлуатації матеріалу:
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2. Якщо кристал знаходиться у стані термодинамічної
рівноваги з оточуючим газовим середовищем, тобто концент�
рації вакансій не є фіксованими величинами і їх значення змі�
нюється у процесі експерименту (як правило, це має місце за
більш високих температур), то співвідношення (16)–(17) на�
бувають вигляду неповного кубічного рівняння:

де

Розв’язуючи його, можна знайти залежність рівня легуван�
ня від концентрації власних точкових дефектів при заданих
умовах експерименту, тобто розв’язати пряму задачу. Шляхом
нескладних алгебраїчних перетворень можна отримати анало�
гічне співвідношення для оберненої задачі. Маємо:

А тоді:

Звідки отримуємо просту формулу для розрахунку необхід�
ної концентрації точкових дефектів по заданому рівню легуван�
ня та визначених умовах експлуатації матеріалу:
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Повертаючись знову до прямої задачі, пригадаємо, що непов�
не кубічне рівняння

має дійсний корінь, який дається наступними співвідношення�
ми (формулами Кардано):

У нашому випадку:
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так що

3. Для повноти картини розглянемо найпростіший випа�
док — однозарядний донорний центр у кристалі n типу прo�
відності:

Після нескладних алгебраїчних перетворень 

отримуємo наведене квадратне рівняння:

корені якого

Оскільки рівень легування за означенням — величина до�
датня, то шукана залежність має вигляд:

Якщо виконуються умови, за яких має місце нерівність:
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2.4. Питання чисельних розрахунків

Як висновок — зазначимо, що викладена вище методика зруч�
на або у простих випадках, коли домінує одна багатозарядна
домішка, або ж, коли рівень Фермі змінюється в обмеженому
діапазоні, так що можна спростити відповідні співвідношення.

вання своєї програми обчислення коефіцієнтів поліному, який
отримуємо після відповідних алгебраїчних перетворень.

А тому в ряді випадків доцільно розв’язувати рівняння елект�
ронейтральності у загальному вигляді. Основним методом знахо�
дження коренів нелінійних алгебраїчних рівнянь є метод Ньюто�
на [3], якому властива лінійна збіжність на початку ітераційного
процесу та квадратична в деякій околиці шуканого кореня.
Для його застосування необхідно мати підпрограми обчислен�
ня для довільного значення аргументу значень як самої функ�
ції, що описує сумарний заряд в об’ємі, так і її похідних по цьому
аргументу.

У розроблених програмах розрахунок рiвня легування можна
проводити як вiдносно змiнної uB, так i вiдносно змiнної λz0. При�
чому z0 = 1, якщо наявне значення змiнної λ–1 < 1,0 та z0 = –1, як�
що λ–1 > 1,0. При розв’язуванні задачi вiдносно змiнної uB, алго�
ритми обчислення функцiї F, що описує заряд в об’ємi кристалу
окисла, та її похiдної основанi на наступних спiввiдношеннях:
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Ще одним недоліком такого підходу є необхідність конструю�
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Величини, що визначають вiдповiднi доданки в рiвняннях (1)
та (2), описуються спiввiдношеннями (7)–(9). Приведемо їх до ви�
гляду, що дає змогу рацiонально органiзувати процес обчислень —
тобто мiнiмiзувати кiлькiсть операцiй пiднесення до степенi та опе�
рацiй множення, замiнюючи їх по можливостi операцiями з бiльш
низьким прiоритетом (вiдповiдно множенням та додаванням�
вiднiманням). Виконавши вiдповiднi перетворення, отримаємо: 

Результати застосування запропонованої методики наведе�
ні на рис. 6.3, 6.4, 6.5.
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Рис. 6.3. Домішка міді (Cu) у кристалі германію (Ge). У забороненій
зоні германію утворюються два акцепторні й один донорний рівень

ED = EV = +0,04 еВ; EA1 = EV = +0,32 еВ; EA2 = EC = –0,26 еВ.

f(r,k)

[12]:  
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Рис. 6.4. Домішка золота (Au) у кристалі германію (Ge). У забороненій
зоні германію утворюються три акцепторні  один донорний рівень [12]:

ED = EV = +0,04 еВ; EA1 = EV = +0,15 еВ; 
EA2 = EC = –0,2 еВ; EA3 = EC = –0,04 еВ

f(r,k)

РОЗДІЛ 3. МЕТОДИКА РОЗРАХУНКУ 
ПОВЕРХНЕВОГО 
ПОТЕНЦІАЛЬНОГО БАР’ЄРА 
У ШАРІ НАПІВПРОВІДНИКА 
СУБМІКРОННИХ РОЗМІРІВ

Мінімальною постановкою задачі, що дає змогу аналізувати
широке коло задач, є апроксимація елементів макроструктури
матеріалу чутливого елементу плоскою пластиною. Методика
розрахунку поверхневого потенціалу в цьому випадку основана
на результатах глави VI та полягає в такому. Спочатку викону�
ють розрахунок значень рівня легування, а також поверхневого
потенціалу на поверхні та в точці, де напруженість електричного
поля дорівнює нулю, спираючись на наступну систему диферен�
ційних та інтегро�алгебраїчних рівнянь: 
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Рис. 6.5. Залежність заряду 
вакансій кисню в діоксиді олова 
від положення рівня Фермі [16]

а)

б)
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(1)

(2)

Далі розрахунок залежності потенціалу від координати ви�
конують за формулами:

при x1 < x < x0, (3)

при x0 < x < x2, (4)

де x0, u0 значення координати та значення потенціалу для точки
напівпровідника, в якій напруженість електричного поля дорів�
нює нулю. Причому координату x0 визначають або за формулою:

(5)

або за формулою:

(6)

У статичному режимі система рівнянь (1) набуває вигляду:
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або:

(7)

Для симетричної постановки задачі отримуємo:

(8)

Тут:

Особливості розрахунку рівня легування розглянуто у по�
передньому розділі. Структуру поверхневого заряду описано
у попередній главі. Результуючі системи рівнянь розв’язують�
ся стандартними числовими методами пакету ISML.

BИСНОВКИ

Розглянуто оригінальні методики розрахунку основних
електрофізичних характеристик матеріалу чутливого елемен�
ту: 1) рівня легування у простих окислах металів; 2) поверхне�
вого потенціалу при апроксимації елементів макроструктури
матеріалу чутливого елементу плоскою пластиною.
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Глава VII
ІНФОРМАТИВНІ ПАРАМЕТРИ 

МАСОПЕРЕНОСУ У СИСТЕМІ ПЛОСКИХ 
ПЛАСТИН — ОДНОВИМІРНЕ НАБЛИЖЕННЯ

Розв’язки диференційних рівнянь у частинних похідних
параболічного типу (теплопровідності та дифузії), що задовольня�
ють краєві умови, дають змогу обчислити стаціонарні і неста�
ціонарні, локальні й усереднені концентрації та концентраційні
потоки. Цього у багатьох випадках було достатньо, щоб задоволь�
нити інженерну практику минулого. Однак сьогодні, на думку
деяких авторів [4], неефективність безпосереднього використання
розв’язків диференційних рівнянь у частинних похідних пара�
болічного типу для цілей аналізу та синтезу технічних об’єктів
можна пояснити, зокрема, і тим, що вони виражаються через
складні комбінації членів, які містять у собі неелементарні функ�
ції. Громіздкість виразів не дає змоги розглянути фізичну сут�
ність окремих членів вихідних рівнянь та їх взаємозв’язок. Такі
розв’язки та розрахунки, що виконуються на їх основі, не завж�
ди дозволяють провести детальний аналіз взаємообумовленого
переносу маси на межі тіла і всередині його, вони малопридатні
для розв’язання таких сучасних інженерних задач, як корекція
та синтез складних інформаційно�вимірювальних систем, що
включають елементи різноманітної фізичної природи.

Якщо застосувати перетворення Лапласа за часом, то мате�
матична модель переносу речовини в об’єкті в одномірному ви�
падку зводиться до звичайного диференційного рівняння дру�
гого порядку. Розглянемо послідовно дві достатньо загальні
задачі масопереносу, які можуть бути розв’язані у просторі зоб�
ражень за Лапласом.

РОЗДІЛ 1. ІЗОЛЬОВАНА ПЛОСКА ПЛАСТИНА 

Нехай наявний шар матеріалу довільної макроструктури,
геометричні розміри якого дають змогу апроксимувати його ха�
рактеристичні фрагменти однорідними плоскими пластинами
завтовшки h (див. рис. 7.1). Як і раніше, відповідно до гіпотези
Е. Д. Логотетіса та А. Д. Брайлсфорда, розглядаємо поверхню
твердого тіла як ідеалізовану границю. А саме — як таку, що на ній
дифузант існує у вигляді своєї  поверхневої  (тобто шар адсорбату),
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а під нею — у вигляді об’ємної різновидності (тобто  розчинена
фаза). Таким чином, на відміну від реальної, вважаємо нашу мо�
дельну пластину ізотропною, виключаючи з розгляду власне
поверхню. Поверхня нашої моделі являє собою, по суті, припо�
верхневу область твердого тіла.

Отже, нехай відомий коефіцієнт дифузії Di i�компоненту
в об’ємі пластини. У момент часу t = 0, прийнятий за початок
відліку, у пластині наявний деякий розподіл концентрації цієї
речовини  . У наступні моменти часу, при t > 0,  на кожній 

з поверхонь концентрації та змінюються за дея�
кими законами. Введемо нову змінну — надлишкову концент�

(1.1)

А тоді математична постановка задачі матиме вигляд:

З урахуванням нульових початкових умов, у зображеннях
за Лапласом рівняння та граничні умови набувають вигляду:

(1.2.  )

(1.2.  )

А тоді загальний розв’язок рівняння (2) дається співвідно�
шенням:
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Тоді:

З урахуванням граничних умов (2.  ) знайдемо постійні ін�

Отже, маємо:

(1.3)

Узявши інтеграл від співвідношення (1.3) у границях від 
h та розділивши його на товщину пластини h 

знайдемо середню за товщиною пластини концентрацію дифу�
занта:

(1.4)

Якщо середню за товщиною пластини концентрацію cm(s)
дифузанта вважати за вихідну величину, а значення її c0(s),
c1(s) на границях — за вхідні величини, то відповідна переда�
точна функція має вигляд:
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Якщо задача осесиметрична, тобто c0(s) = c1(s) = c(s), можна
ввести до розгляду одну передаточну функцію:

(1.6)

де враховано (див. рис. 7.1), що h = 2h0 .

РОЗДІЛ 2. БІНАРНА СИСТЕМА ПЛОСКИХ
ПЛАСТИН 

Нехай наявні аналогічні попередній постановці задачі дві
(див. рис. 7.2) ізотропні нескінченні пластини, розташовані по�
ряд. Відомі константи розчинності k1 і k2 дифузанта та його кое�
фіцієнти дифузії D1 і D2 в кожній із пластин. 

У момент часу t = 0, прийнятий за початок відліку, у пластинах
наявний деякий розподіл концентрації дифузанта⎯с1(y, 0),⎯с2(y, 0).
У наступні моменти часу, при t > 0, на кожній із зовнішніх по�
верхонь концентрації⎯с10(y, t),⎯с20(y, t) змінюються за деякими
законами, а на внутрішніх — відомі потоки ϕ1, ϕ2. Переходячи
далі за формулою (1.1) до надлишкових концентрацій, задачу мож�
на записати у вигляді:

y ∈ (y0, y1);

y ∈ (y1, y2); (2.1)

с1(y, 0) = 0;

с2(y, 0) = 0;

с1(y0, t) = с10(t); 

с2(y2, t) = с22(t);
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З урахуванням нульових початкових умов, у зображеннях
за Лапласом рівняння та граничні умови набувають вигляду:

y ∈ (y0, y1);

y ∈ (y1, y2); (2.2)

Розв’язання цієї задачі приводить до наступних співвідно�
шень для концентрації дифузанта в кожній із пластин:

(2.3.  )

(2.3.  )

Узявши інтеграл від співвідношення (2.3.  ) по поперечному
перерізу пластини та розділивши його на товщину пластини h1,
знайдемо середню за товщиною пластини концентрацію дифу�
занта в першому шарі:
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0 у

x

y0 y1 y2

h1 h2

c10 = c1(y0, t), c22 = c2(y2, t)

c11 = c1(y1, t), c21 = c2(y1, t)

ϕ1(у1, t) ϕ2(у1, t)

c10 c22

c11 c21

0 у

x

y0 = 0 y1 2y2

ϕ(у1, t) = 0
c1 = c2 = c(a = 1)

Рис. 7.2.
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Концентрація дифузанта в тій же першій пластині на су�
міжній із наступним шаром межі, тобто при y = y1, дорівнює:

(2.4)

Відповідні передаточні функції мають вигляд:

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

РОЗДІЛ 3. ЧАСТКОВИЙ ВИПАДОК
МАСОПЕРЕНОСУ У БІНАРНІЙ СИСТЕМІ
ПЛОСКИХ ПЛАСТИН 

Якщо виконуються умови 

(3.1) 

то рівняння (2.3.  ), (2.3.  ) дають змогу знайти потік на гра
y = y1 маємо:

причому:
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Звідки:

(3.2)

де

Підставляючи отримане співвідношення для потоку дифу�
занта на суміжних поверхнях у рівняння (2.3. ), (2.3. ) та ви�

(3.3)

(3.4)
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(3.6)
2

2

2

12 12 1 2
1 2

sec

;

1
c

s
h h

D
W

s s
k D cth h th h

D D

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
1

1

21 21 1 2
1 2

sec

;

1

c

s
h h

D
W

s s
k D th h cth h

D D

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 1 10 2 22( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),m m
m c cc y s W s c s W s c s= −

1 1 10 2 22( , ) ( ) ( ) ( ) ( );c cc y s W s c s W s c s= −

12 12 12 1 1 2 2

21 21 21 2 2 1 1

1
12

2

1
12

2

2
21

1

2
21

1

1 ( ) ( );

1 ( ) ( );

;

;

;

.

A k D th h cth h

A k D th h cth h

k
k

k

D
D

D

k
k

k

D
D

D

= + ⋅ α ⋅ α

= + ⋅ α ⋅ α

=

=

=

=

1
10

1 1 12

22
2 2 21

( ) ( )
( )

2
( ),

( )

sD
s c s

sh h A

sD
c s

ch h A

ϕ = ⋅ −
α ⋅

− ⋅
α ⋅

конавши відповідні перетворення, отримаємо:
а b



171

(3.7)

(3.8)

РОЗДІЛ 4. ДОСЛІДЖЕННЯ АСИМПТОТИЧНОГО
ПОВОДЖЕННЯ ПЕРЕДАТОЧНИХ ФУНКЦІЙ

Отримані в межах обох постановок задач передаточні функції
описують в області L�відображень динаміку масопереносу у ви�
браних характерних точках. Однак їх безпосереднє застосування
для розв’язання питань аналізу та синтезу вимірювальних при�

в область реального часу. А тому виникає задача апроксимації
отриманих виразів шляхом заміни їх наближеними співвідношен�
нями, які мають бути простими за формою, допускати зворотний
перехід до оригіналу переважно за допомогою наявних таблиць,
враховуючи водночас усі істотні властивості точних формул.

Скористаємося для цього методикою [3], що базується на
дослідженні асимптотичної поведінки передаточних функцій
у вибраній групі точок {s0}. Вважають, що точна функція W(s)
при s → s0 може бути представлена асимптотичною функцією
Wa(s), якщо має місце співвідношення:
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cтроїв пов’язане з низкою перешкод при переході до оригіналу, тобто
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У нашому випадку в якості точок s0 достатньо взяти точки,
що відповідають початковим (s → ∞) та кінцевим (s → 0) момен�
там часу.

Саму асимптотичну функцію звичайно отримують або роз�
кладаючи оригінальний вираз у степеневі ряди і представляю�
чи її у вигляді відношення поліномів Pn, Pm у різниx степенях,
або наближеним інтегруванням оригінальної системи рівнянь
при неув’язці деякого профілю концентрації ТД в об’єкті [3].
Ми скористаємося першою методикою, як найбільш зручною
для практичного використання та, водночас, такою, що дає змо�
гу отримувати розв’язок із заданою наперед точністю простими
варіаціями кількості залишених членів ряду. Відповідно до неї
передаточні функції необхідно представити у вигляді відношен�
ня двох функцій, кожна з яких не має особливостей (полюсів)
і може бути розкладена у степеневий ряд.

Близьким до усталених значень вихідних величин момен�
там часу, згідно з теоремою про кінцеве значення, відповідають
малі значення змінної s (моменти s�часу). Тоді для передаточ�
них функцій Wc1

1m(s) та Wϕ1
1m(s) після нескладних перетворень

отримаємо:

(4.1)

(4.2)

При спрощенні отриманих виразів завжди необхідно пере�
віряти виконання умов існування оригіналів відображень —
показник степеня чисельника має бути меншим або дорівнювати
показнику степеня знаменника. Застосовуючи правило Лопіталя,
легко показати, що, відповідно до наведеного вище означення,
отримані співвідношення дійсно є асимптотичними функція�
ми [11]. Таким чином, навколо точки s0 = 0 співвідношення
(4.1), (4.2) описують динаміку системи, як і точні передаточні
функції.

1

2 2 1
1 1

1 11 11 1

2 2
1 1 11 1

0 01 1

1

(2 )! (2 )!( ) 1 1
( ) .

( ) 1 1

(2 )! (2 )!

n n n

n nm m
k k

k k

h h s
s

n D D nc s
W s

s h s hh h
s s

k D k D

−∞ ∞

= =
ϕ

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = ⋅ = ⋅

ϕ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑

1

22
11 1

1 11 11
2 2

10 1 1 1

0 0 1

1( ) 11
(2 1)!( ) (2 1)!

( ) ;
( ) ( ) 1

(2 )! (2 )!

n
n

nm nm
c k k

k k

hh s
n Dc s n

W s
c s h h

sk k D

∞∞

==
∞ ∞

= =

⎛ ⎞α ++ ⎜ ⎟−− ⎝ ⎠= = =
α ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑∑

∑ ∑



173

Враховуючи викладене вище, наведемо відповідні вирази
для передаточної функції W1m

c1 (s) у «згорненій» формі, обмежив�
шись у розкладах лише членами другого порядку (m = 2):

(4.3.  )

або третього порядку (m = 3):

(4.3.  ) 

Для виконання оціночних розрахунків, а також за відносно
значних градієнтів концентрації, можна обмежитися лише пер�
шими двома членами відповідних розкладів:

Отримані співвідношення дають змогу звести оригінальну
задачу до еквівалентної, із зосередженими параметрами, що
відповідає переходу від диференційних рівнянь у частинних
похідних до звичайних диференційних рівнянь.

Початковим моментам часу, згідно з теоремою про початко�
ве значення [3], відповідають великі значення змінної s. А то�
му не можна обмежуватися, як ми це робили вище, кількома
членами у розкладах відповідних функцій у ряд. Переходячи
в отриманих формулах від гіперболічних функцій до показни�
кових та обчисливши відповідні граничні значення, отри�
маємо:

(4.4)
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Як бачимо, у початкові моменти часу поведінку деяких пе�
редаточних функцій, а саме W1m

c1 (s), W1m
ϕ1 (s), визначають транс�

цендентними співмножниками виду:

що вказує на затримку в проходженні відповідного сигналу

з постійною часу, яка залежить від параметра Інтерпретую�

чи такі співмножники з позицій системно�структурного ана�
лізу [4] як окрему ланку структурної моделі масопереносу, мож�
на знайти відповідну йому перехідну функцію [5]:

(4.5)

тобто перехідна функція являє собою функцію похибок. 
Графік такої залежності показано на рис. 4.3. Якщо обме�

житись випадком малих проміжків часу, вираз (4.5) можна роз�
класти в ряд [6]. Обмежуючись першим членом ряду та вико�
навши відповідні алгебраїчні викладки, отримаємo:

Що ж до передаточних функцій W1m
c1 (s), W1m

ϕ1 (s), то їх пове�
дінка у початкові моменти часу апроксимується трансцендент�
ною напівінтегруючою ланкою S–1/2.

РОЗДІЛ 5. ПОСТІЙНІ ЧАСУ РЕЛАКСАЦІЇ
ІНФОРМАТИВНОГО ПАРАМЕТРА
ВИМІРЮВАНОГО СИГНАЛУ ПРИ
МАСОПЕРЕНОСІ У БІНАРНІЙ СИСТЕМІ
ПЛОСКИХ ПЛАСТИН 

Аналогічно проведеному вище аналізу можна отримати зруч�
ні для нього співвідношення для передаточних функцій, що
описують динаміку інформативного параметра вихідного сигналу
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у бінарній системі плоских пластин у віддалені від початкового
моменти часу. Представимо передаточну функцію WС1(s) (3.4)
через найпростіші гіперболічні функції — синус та косинус:

Замінюючи добутки трансцендентних функцій відповідни�
ми сумами та розкладаючи отримані співвідношення у степе�
неві ряди, обмежуючись членами другого порядку малості, отри�
маємо після алгебраїчних перетворень:
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Представимо передаточну функцію WС2(s) (3.4) через най�
простіші гіперболічні функції — синус та косинус:

Замінюючи добутки трансцендентних функцій відповідни�
ми сумами та розкладаючи отримані співвідношення у степе�
неві ряди, обмежуючись членами другого порядку малості, отри�
маємо після алгебраїчних перетворень:
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де

Представимо передаточну функцію Wm
с1(s) (3.4) через най�

простіші гіперболічні функції — синус та косинус:

Замінюючи добутки трансцендентних функцій відповідними
сумами та розкладаючи отримані співвідношення у степеневі
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ряди, обмежуючись членами другого порядку малості, отри�
маємо після алгебраїчних перетворень:

де

Представимо передаточну функцію Wm
с2(s) (3.4) через най�

простіші гіперболічні функції — синус та косинус:

1 2 1
1 2 11

2
2

1 12 12 1 2
1 1 2

1 sec csc
1

1

m
c

s s s
ch h h h h h

D D Dk
W

k s s s
h k D cth h th h

D D D

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− ⋅ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠= ⋅ ⋅ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ ⋅ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( )

1 2 2

2 1 1

1

2 2
1 2

1 2
1 1

2
2

2 1

2

;

1
2 ;

1

(3 ) (1 3 )

;
6 1

.
2

2 1

m

m

m

h k D

h k D

k

h h

D D
T

h
T

D

α =

α+
=

+ α

+ α + + α
=

+ α

=
⎛ ⎞+⎜ ⎟α⎝ ⎠

( )

2

2
2

1 2 2

2 1
2 1

2
2

2

2 1
12 2

1 11 2

1 2

1
1

2
2 11

2
1 1 3 3

1
6(1 ) 6 1

1
1

2
2 11 12 ,

1 1
(3 ) (1 3 )

1
6(1 )

m
c

m
m

m

s
h

D

W
s s

h h
D D

h
s

D
T s

k
T sh h

D D
s

⎛ ⎞
+ ⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞α ⎝ ⎠++ ⎜ ⎟α⎝ ⎠≈ ⋅ =

+ α ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ α + α+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ α + α⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ⋅
⎛ ⎞α ++ ⎜ ⎟ +α⎝ ⎠= ⋅ =

+ α +
+ α + + α

+
+ α



179

Замінюючи добутки трансцендентних функцій відповідни�
ми сумами та розкладаючи отримані співвідношення у степе�
неві ряди, обмежуючись членами другого порядку малості, отри�
маємо після алгебраїчних перетворень:
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Таким чином, у бінарній системі плоских пластин парамет�
ри, що характеризують темп релаксації інформативного пара�
метра вихідного сигналу в кожному з елементів структури,
залежать не лише від власне його електрофізичних характерис�
тик, але й від електрофізичних характеристик сусіднього з ним
елементу.
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Глава VIII
СИСТЕМНО�СТРУКТУРНИЙ АНАЛІЗ 

ЛІНІЇ ВИМІРЮВАЛЬНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ
ІНФОРМАТИВНОГО ПАРАМЕТРА 

ВХІДНОГО СИГНАЛУ 

Розділ 1. ХЕМОСОРБЦІЯ ПРОСТИХ ІДЕАЛЬНИХ ГАЗІВ

Неважко показати [1,4], що динаміка взаємодії поверхні
напівпровідника з газовою фазою у першому наближенні може
бути описана системою рівнянь:
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(1.b)
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причому lОПЗ — ширина області просторового заряду;
QSS — поверхневий заряд; 
QSC — заряд ОПЗ; 

uS — обернений безрозмірний поверхневий потен%
ціал; 

pα — парціальний тиск молекул газу α%сорту.
Лінеаризована відносно робочої точки система рівнянь (1)

має вигляд:

(2.а)

(2.b)
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1.1. Хемосорбція акцепторного газу 
на чистій поверхні напівпровідника

Система рівнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

де a0, a– — поверхневі концентрації акцепторного газу в нейт%
ральному та іонізованому станах відповідно; 

N* — загальна кількість адсорбційних центрів; 
kA

α, kD
α — константи адсорбції та десорбції; 

ke, ge — ймовірності екстракції та інжекції електрону поверх%
невими центрами.

Відповіднa системa лінійного наближення дається співвід%
ношеннями:

(3)

або, для першого рівняння системи:
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Застосовуючи перетворення Лапласа до відповідних ліній%
них диференційних рівнянь, отримаємo:

або:

(4)

де

Відповідну топологічну модель, що відображає лінію вимі%
рювального перетворення парціального тиску акцепторного
газу в інформативний параметр вихідного сигналу чутливого
елементу напівпровідникового сенсорa, показано на рис. 8.1.

Виконавши відповідні перетворення, можна отримати екві%
валентну передаточну функцію:

що відповідає структурній схемі згідно зi співвідношенням (4)
та рис. 8.1. Тут:
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або:

Таким чином, процесу вимірювального перетворення на по%
верхні чутливого елементу напівпровідникового сенсорa газу при
адсорбції акцепторного газу відповідає аперіодична ланка друго%
го порядку. Знаки у постійних часу та в коефіцієнті перетворен%
ня визначаються типом провідності адсорбенту (коефіцієнт cu)
та співвідношенням швидкостей адсорбції та інжекції носіїв за%
ряду поверхневими станами (коефіцієнт cau). А тому на поверхні
адсорбенту р%типу слід очікувати типово нестійких перехідних
процесів відгуку сенсора на хемосорбцію акцепторного газу.
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Рис. 8.1. Структурна схема лінії вимірювального перетворення
на поверхні ЧЕ напівпровідникового сенсора газу при хемосорбції

акцептора. Цифрами позначені відповідні передаточні функції: 
W1 = Cp, W2 = Wao, W3 = ke, W4 = Wa1, W5 = kus, W6 = keao, W7 = keao
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Завершуючи розгляд цієї постановки задачі, запишемо
систему лінійного наближення у формі, традиційній для сучас%
ної теорії оптимального управління — у нормальній формі
Коші:

(5)

де

Головний визначник відповідної однорідної системи:

1.2. Хемосорбція донорного газу 
на чистій поверхні напівпровідника

Система рівнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

де d0, d+ — поверхневі концентрації донорного газу в нейтраль%
ному та іонізованому станах відповідно; 

N* — загальна кількість адсорбційних центрів; 
kA

α, kD
α — константи адсорбції та десорбції; 

kh, gh — ймовірності екстракції та інжекції дірки поверхне%
вими центрами.

Відповідна система лінійного наближення дається співвід%
ношеннями:
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Якщо ввести позначення:

то можна записати:

Застосовуючи перетворення Лапласа до відповідних ліній%
них диференційних рівнянь, отримаємо:

або:
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Відповідну топологічну модель, що відображає лінію вимі%
рювального перетворення парціального тиску акцепторного
газу в інформативний параметр вихідного сигналу чутливого
елементу напівпровідникового сенсора, показано на рис. 8.2.

Виконавши відповідні перетворення, можна отримати екві%
валентну передаточну функцію:

∆uS =WD(s)∆p, 

що відповідає структурній схемі згідно зі співвідношенням (6)
та рис. 8.2. Тут:

або:

Таким чином, процесу вимірювального перетворення на по%
верхні чутливого елементу напівпровідникового сенсора газу
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при адсорбції донорного газу відповідає аперіодична ланка дру%
гого порядку. Як показує аналіз отриманих співвідношень, на
поверхні адсорбенту n%типу слід очікувати типово нестійких пе%
рехідних процесів відгуку сенсора при зміні парціального тис%
ку донорного газу.

Завершуючи розгляд цієї постановки задачі, запишемо сис%
тему лінійного наближення в нормальній формі Коші:
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Рис. 8.2. Структурна схема лінії вимірювального перетворення
на поверхні ЧЕ напівпровідникового сенсора газу при 
хемосорбції донорного адсорбату. Цифрами позначені 

відповідні передаточні функції: 
W1 = Cp, W2 = Wod, W3 = kh, W4 = W1α, W5 = Cu, 

W6 = –1, W7 = Cou, W8 = C1α
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Головний визначник відповідної однорідної системи:

1.3. Хемосорбція амфотерного газу 
на чистій поверхні напівпровідника

Система рівнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

де a0, a–, a+ — поверхневі концентрації амфотерного газу в нейт%
ральному та іонізованому станах, відповідно; 

N* — загальна кількість адсорбційних центрів; 
kA

α, kD
α — константи адсорбції та десорбції; 

ke, ge — ймовірності екстракції та інжекції електрону по%
верхневими центрами; 

kh, gh — ймовірності екстракції та інжекції дірки поверх%
невими центрами.

Відповідна система лінійного наближення дається співвід%
ношеннями:

Якщо ввести позначення:
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то можна записати:

(7)

Застосовуючи перетворення Лапласа до відповідних ліній%
них диференційних рівнянь, отримаємo:

(8)
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Відповідну топологічну модель, що відображає лінію ви%
мірювального перетворення парціального тиску амфотерного
газу в інформативний параметр вихідного сигналу чутли%
вого елементу напівпровідникового сенсора, показано на
рис. 8.3.

Виконавши відповідні перетворення, можна отримати екві%
валентну передаточну функцію:

∆uS = WА(s)∆p; 

що відповідає структурній схемі згідно зі співвідношеннями (8)
та рис. 8.3. Тут:
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Рис. 8.3. Структурна схема лінії вимірювального перетворення
на поверхні ЧЕ напівпровідникового сенсора газу при хемосорбції

простого амфотерного адсорбату. Цифрами позначені відповідні
передаточні функції: W1 = Cp, W2 = Wod, W3 = kh, W4 = W1α, 

W5 = Cu, W6 = –1, W7 = Cou, W8 = C1α
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Завершуючи розгляд цієї постановки задачі, запишемо сис%
тему лінійного наближення в нормальній формі Коші:

де
0

1

2

2

;

;

;

, ;S

x a

x a

x a

u p y u

−

+

= ∆

= ∆

= ∆
= ∆ = ∆

1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

2 2 3 3

;

;

;

,

x a x a x a x bu

x a x a x a x

x a x a x a x

y c x c x

= + + +
= + +
= + +

= +

&

&

&

0
2 2

20

0
20 0

( ) ;

1
( ).

a

h
a a u

a

T
T b

b

b k k T c a
T

+

+

=

= + +

0
0 0

1 1
10

0
2 1

10

0
10 0

0
0

1
10

0
10 0

0

0
0

2
20

0
20 0

0

0
0

1 2

( ) ;

( ) ;

1
( );

( ) ;

( );

;

( ) ;

( );

;

( )

e
a a u a a

a

a

e
a a u

a

e
u a

h
a a u

a a u u

h
u a

h
a a u

a a u u

h
a a u

T T c k a T T
T a

a T

T
T a

a

a k k T c a
T

k a c T
T b

b

b k k T c a

k c c c

k c a T
T a

a

a k k T c a

k c c c

T T a c k
T b

− −

−

−
−

+

+
+

−

−
−

+

+ +=

=

= + +

=

= +

= +

=

= −

= −

+ += 0

20
;a a

a

T T
b T

+

+

194



195

1.4. Хемосорбція акцепторного газу 
за наявності поверхневої донорної добавки

Система рівнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

де a0, a– — поверхневі концентрації донорного газу в нейтраль%
ному та іонізованому станах, відповідно; 

d0, d– — поверхневі концентрації легуючої донорної поверхне%
вої домішки в нейтральному та іонізованому станах,
відповідно; 

N* — загальна кількість адсорбційних центрів; 
kA

α, kD
α — константи адсорбції та десорбції; 

ke, ge — ймовірності екстракції та інжекції електрону поверх%
невими центрами; 

kh, gh — ймовірності екстракції та інжекції дірки поверхне%
вими центрами.
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Відповідну систему лінійного наближення можна дати спів%
відношеннями:

Якщо ввести позначення:

то можна записати:

Застосовуючи перетворення Лапласа до відповідних лінійних
диференційних рівнянь, отримаємо:

або:

(9)
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де

Відповідну топологічну модель, що відображає лінію вимі%
рювального перетворення парціального тиску акцепторного
газу в інформативний параметр вихідного сигналу чутливого
елементу напівпровідникового сенсора за наявності донорного
поверхневого легування, показано на рис. 8.4.
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(поверхневого біографічного заряду донорного типу)

Сp
∆p

Wao ke
–



Виконавши відповідні перетворення, можна отримати екві%
валентну передаточну функцію:

∆uS = WА(s)∆p; 

що відповідає структурній схемі згідно зі співвідношеннями (9)
та рис. 8.4. Тут:

Завершуючи розгляд цієї постановки задачі, запишемо сис%
тему лінійного наближення в нормальній формі Коші:
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ВИСНОВКИ
Проведений розгляд найпростіших випадків хемосорбції

ідеальних газів на поверхні напівпровідника створює основу
для детального аналізу процесу методами теорії оптимального
управління, Однак уже на цьому етапі можна відзначити, що
хемосорбція акцепторного газу на адсорбенті р%типу (донорно%
го — на адсорбенті n%типу) викликає принципово нестійкі пе%
рехідні процеси, що ілюструється інверсією від’ємного зворот%
ного зв’язку на додатній у відповідних топологічних моделях.
У цьому ж полягає і складність динаміки простого амфотерно%
го центру, як це видно з коефіцієнта передачі та постійних ча%
су самої еквівалентної передаточної функції.

Аналогічно можуть бути описані й більш складні ситуації,
що реалізуються на поверхні напівпровідника.
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Розділ 2. СИСТЕМНО�СТРУКТУРНИЙ АНАЛІЗ
ВІДГУКУ ПОВЕРХНІ НАПІВПРОВІДНИКА 
В УМОВАХ ПОПЕРЕЧНОГО 
ЕЛЕКТРИЧНОГО ПОЛЯ

Пристрої, що реалiзують застосування так званого ефекту по%
ля, широко поширенi серед виробiв мiкроелектронiки, зокрема
i в технiцi газового аналiзу [5].

У найпростiшому випадку поверхнi напiвпровiдника достат%
ньої товщини та хемосорбцiї iдеального адсорбату динамiку вiд%
гуку поверхневого потенцiалу на варiацiї зовнiшнього попереч%
ного електричного поля у першому наближеннi, по аналогiї з [1],
можна описати системою рiвнянь (1.a), яка представлена у по%
передньому розділі. Розглянемо деякі прості випадки [6], що
важливі для розуміння специфіки задачі.

2.1. Акцепторний поверхневий стан 
Система рiвнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

де a, a– — повна та iонiзована поверхневi концентрацiї часток,
що утворюють не взаємодiючi з газовою фазою та не
розчиннi в об’ємi напiвпровiдника поверхневi стани
акцепторного типу; 

ke, ge — ймовiрностi екстракцiї та iнжекцiї електрону цими
поверхневими станами.

Вiдповiдну систему лiнiйного наближення можна виразити
спiввiдношеннями:

або:
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А тодi:

Застосовуючи перетворення Лапласа, отримаємo:

або:

(10)

де

Вiдповiдну топологiчну модель, що вiдображає структуру
процесу вiдгуку поверхневого потенцiалу на варiацiї попереч%
ного електричного поля, показано на рис. 8.5.
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Рис. 8.5. Структурна схема послідовності проходження сигналу
ефекта поля за наявності акцепторного поверхневого стану



Виконавши вiдповiднi алгебраїчнi перетворення, можна отри%
мати еквiвалентну передаточну функцiю, що вiдповiдає струк%
турнiй схемi згiдно зі спiввiдношеннями (10):

де

У нормальнiй формi Кошi отриманi спiввiдношення мають
вигляд:

де

2.2. Донорний поверхневий стан
Система рiвнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

де d, d+ — повна та iонiзована поверхневi концентрацiї часток,
що утворюють не взаємодiючi з газовою фазою та не
розчиннi в об’ємi напiвпровiдника поверхневi стани
донорного типу; 

kh, gh — ймовiрностi екстракцiї та iнжекцiї дірки цими поверх%
невими станами.

( ) ,h hd k d d g d+ + += − −&

1

11 1

1

;

;

;

;

;

.

S

a au US

US

V au

x a

f V

y u

a c c k

c k

b k c

−= ∆
= ∆
= ∆

= − −
=

= −

1 11 1

1 1

;

,

x a x bf

y c x

= +
=

&

0

1
1

0

0
1 1

0 1

;

;

;

1 .

V

a

a

US au a

k
k

k

T
T

k

T T

k k c T

=

=

=
= +

0
1

1

( ) ;

1
( ) ,

1

S A

DA

u W s V

T s
W s k

T s

∆ = ∆

+= +

202



203

Вiдповiдну систему лiнiйного наближення можна дати спiв%
вiдношеннями:

або:

де

А тодi:

Застосовуючи перетворення Лапласа, отримаємо:

або:

(11)

де

Вiдповiдну топологiчну модель, що вiдображає структуру
процесу вiдгуку поверхневого потенцiалу на варiацiї попереч%
ного електричного поля, показано на рис. 8.6.
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Виконавши вiдповiднi алгебраїчнi перетворення, можна отри%
мати еквiвалентну передаточну функцiю, що вiдповiдає струк%
турнiй схемi згiдно зі спiввiдношеннями (11):

дe

У нормальнiй формi Кошi отриманi спiввiдношення мають
вигляд:
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Рис. 8.6. Структурна схема послідовності проходження сигналу
ефекта поля за наявності донорного поверхневого стану
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2.3. Акцепторний та донорний поверхневий стани
Система рiвнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

Вiдповiдна система лiнiйного наближення дається спiввiд%
ношеннями:

або:
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А тодi:

Застосовуючи перетворення Лапласа, отримаємо:
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або:

(12)

де

Вiдповiдну топологiчну модель, що вiдображає структуру
процесу вiдгуку поверхневого потенцiалу на варiацiї попереч%
ного електричного поля, показано на рис. 8.7.

Виконавши вiдповiднi алгебраїчнi перетворення, можна отри%
мати еквiвалентну передаточну функцiю, що вiдповiдає струк%
турнiй схемi згiдно зі спiввiдношеннями (12):

∆uS = WDA(s)∆p; 
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Рис. 8.7. Структурна схема послідовності проходження 
сигналу ефекта поля за наявності акцепторного 
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дe

У нормальнiй формi Кошi отриманi спiввiдношення мають
вигляд:

де
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2.4. Амфотерний поверхневий стан
Система рiвнянь (1.а) у цьому випадку має вигляд:

Вiдповiдну систему лiнiйного наближення можна дати спiв%
вiдношеннями:

або:

де

А тодi:

Застосовуючи перетворення Лапласа, отримаємо:

або:
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де

Вiдповiдну топологiчну модель, що вiдображає структуру
процесу вiдгуку поверхневого потенцiалу на варiацiї попереч%
ного електричного поля, показано на рис. 8.8.

Виконавши вiдповiднi алгебраїчнi перетворення, можна отри%
мати еквiвалентну передаточну функцiю, що вiдповiдає струк%
турнiй схемi згiдно зі спiввiдношеннями (13):

∆uS = WDA(s)∆p; 
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сигналу ефекта поля за наявності 
амфотерного поверхневого стану
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У нормальнiй формi Кошi отриманi спiввiдношення мають
вигляд:

(14)

де

ВИСНОВКИ
Розглянуто найпростiшi випадки реакцiї iдеальної поверхнi

напiвпровiдника на дiю зовнiшнього поперечного електрично%
го поля. Властивостi поверхнi визначаються наявнiстю поверх%
невих електронних станiв: акцепторного, донорного, системи
акцепторний плюс донорний, амфотерного. Аналiз виконано
методами теорiї автоматичного управлiння як у термiнах переда%
точних функцiй, так i в термiнах простору станiв. Виклад iлюст%
ровано вiдповiдними топологiчними моделями.
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Глава ІХ
АНАЛІЗ І СИНТЕЗ СЕНСОРІВ 

У НАБЛИЖЕННІ ДО КОНЦЕПЦІЇ ХАУФФЕ

РОЗДІЛ 1. ХЕМОСОРБЦІЯ ПРОСТИХ ІДЕАЛЬНИХ
ГАЗІВ НА АТОМАРНО ЧИСТІЙ ПОВЕРХНІ
НАПІВПРОВІДНИКА

Адсорбція акцепторного газу. У наближенні до концепції
Хауффе [1] відсутнє поняття сильного та слабкого зв’язку при
хемосорбції, а просто вважають, що фізична адсорбція є її (хе"
мосорбції) проміжним актом. Повна концентрація А хемосор"
бованого акцепторного газу визначається фізичною адсорбцією,
так що в області Генрі можна записати:

A = bp.

Оскільки кінетика перезарядки відповідних поверхневих
центрів у такому випадку дається співвідношенням:

то власне для хемосорбції, якщо знехтувати динамікою фізич"
ної адсорбції, отримаємо:

А тоді лінеаризована відносно робочої точки математична
модель сенсора матиме вигляд:

Приведемо отриману систему рівнянь до одного рівняння,
вважаючи поверхневу концентрацію акцепторного газу за ви"
хідний сигнал сенсора. Маємо:

або:

звідки:

Позначимо:
1 1[ ( ) (1,1)] { [1 ( ) (1,1)] } ;aT k g bp a kS k bp a S g− −= + + − = + − +

[ ( ) (1,1)] .a k g bp a kS a kb p∆ + + + − ∆ = ∆&

[ ( ) (1,1)] ,a k g bp a kS a kb p∆ = − − − − ∆ + ∆&

( ) ( ) (1,1)a k g a kb p bp a kS a∆ = − − ∆ + ∆ − − ∆&

( ) ( ) ( );

(1,1) .
S

S

a k g a kb p bp a k u

u S a

∆ = − − ∆ + ∆ + − −∆
∆ = ∆

&

= − −& ( ) .a bp a k ag

= − −& ( ) ,a A a k ag
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та запишемо результат у стандартній формі запису лінійних ди"
ференційних рівнянь:

так що у зображеннях за Лапласом матимемо:

або у вигляді передаточних функцій:

Можна також отримати топологічну модель ситуації на по"
верхні. Для цього перепишемо вихідну систему рівнянь у ви"
гляді:

де застосовано такі позначення:

А тоді у зображеннях за Лапласом:

або:

де

Відповідну топологічну модель показано на рис. 9.1.
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Адсорбція донорного газу. У наближенні до концепції Хауф"
фе [1] повна концентрація D хемосорбованого донорного газу
визначається фізичною адсорбцією, так що в області Генрі мож"
на записати:

D = bp.

Оскільки кінетика перезарядки відповідних поверхневих
центрів у такому випадку дається співвідношенням:

то власне для хемосорбції, якщо знехтувати динамікою фізич"
ної адсорбції, отримаємо:

А тоді лінеаризована відносно робочої точки математична
модель сенсора матиме вигляд:

Приведемо отриману систему рівнянь до одного рівняння,
вважаючи поверхневу концентрацію донорного газу за вихід"
ний сигнал сенсора. Маємо:

або:

звідки:

Позначаючи
1 1[ ( ) | (1,1) |] { [1 ( ) | (1,1) |] } ,

/[ [1 ( ) | (1,1) |] ]

/[1 ( ) | (1,1) | / ],

d

d d

T k g bp d k S k bp d S g
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[ ( ) | (1,1) |] .d k g bp d k S d kb p∆ + + + − ∆ = ∆

[ ( ) | (1,1) |] ,d k g bp d k S a kb p∆ = − − − − ∆ + ∆&

( ) ( ) | (1,1) |d k g d kb p bp d k S d∆ = − − ∆ + ∆ − − ∆&
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Рис. 9.1. Структурна схема лінії вимірювального перетворення
на поверхні ЧЕ за хемосорбції акцепторного газу
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запишемо результат у стандартній формі запису [2] лінійних
диференційних рівнянь:

так що у зображеннях за Лапласом матимемо:

або у вигляді передаточних функцій:

Можна також отримати топологічну модель ситуації на по"
верхні. Для цього перeпишемо вихідну систему рівнянь у ви"
гляді:

або:

та позначимо:

так що:

А тоді у зображеннях за Лапласом:

або:
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де

Відповідну топологічну модель показано на рис. 9.2.

РОЗДІЛ 2. АДСОРБЦІЯ АКЦЕПТОРНОГО ГАЗУ 
ЗА НАЯВНОСТІ ПОВЕРХНЕВОГО 
ЛЕГУВАННЯ

Адсорбція акцепторного газу за наявності на поверхні

донорної домішки. У цьому випадку лінеаризована відносно
робочої точки математична модель сенсора матиме вигляд:

Приведемо отриману систему звичайних диференційних
рівнянь із постійними коефіцієнтами до одного рівняння другого
порядку, вважаючи поверхневий потенціал за вихідний сигнал
сенсора. Для цього спочатку послідовно вилучимо змінні, що по"
значають концентрації поверхневих фракцій. Почнемо з донорної
поверхневої фракції. З останнього рівняння системи маємo:

так що після підстановки у друге рівняння системи отримаємo:

Диференціюючи останнє рівнняння системи та застосував"
ши знайдений вище результат, маємo:
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Рис. 9.2. Структурна схема лінії вимірювального перетворення
на поверхні ЧЕ за хемосорбції донорного газу
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тобто

Продиференціюємо знову отриманий вираз:

і, паралельно, виразимо з нього змінну, що відповідає концент"
рації поверхневої фракції хемосорбованого акцепторного газу:

Тобто

Підставляючи отримане співвідношення у перше рівняння
вихідної системи:

та виконавши алгебраїчні перетворення:

знайдемo:

Звідки:

або:
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де

Також продиференціюємo отриманий вираз:

Таким чином, підставляючи отримані результати в рівнян"
ня (*):

отримаємo:

або у стандартній формі запису лінійних диференційних рів"
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Позначимо:

Отже, в операторній формі результат має вигляд:

(T0s2 + T1s + 1) ∆uS = k1 (T2s + 1) ∆p.

Адсорбція акцепторного газу за наявності на поверхні ак�

цепторної домішки. У цьому випадку лінеаризована відносно
робочої точки математична модель сенсора матиме вигляд:

Приведемо отриману систему звичайних диференційних
рівнянь із постійними коефіцієнтами до одного рівняння другого
порядку, вважаючи поверхневий потенціал за вихідний сигнал
сенсора. Для цього спочатку послідовно виключимо змінні, що
позначають концентрації поверхневих фракцій. Почнемо з до"
мішкової акцепторної поверхневої фракції. З останнього рів"
няння системи маємo:

так що після підстановки результату в друге рівняння системи
отримаємo:

Диференціюючи останнє рівняння системи та застосував"
ши знайдений вище результат, маємo:
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тобто

Продиференціюємо знову отриманий вираз:

і, паралельно, виразимо з нього змінну, що відповідає концент"
рації поверхневої фракції хемосорбованого акцепторного газу

Тобто

Підставляючи отримане співвідношення у перше рівняння
вихідної системи

та виконавши алгебраїчні перетворення:

знайдемo:

Звідки:
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де

Також продиференціюємо отриманий вираз:

Отже, підставляючи отримані результати в рівняння (*):

отримаємo:

або у стандартній формі запису лінійних диференційних рів"
нянь:

Позначимо:
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Отже, в операторній формі результат має вигляд:

(T0s2 + T1s + 1) ∆uS = k1 (T2s + 1)∆p.

РОЗДІЛ 3. АДСОРБЦІЯ АКЦЕПТОРНОГО ГАЗУ 
ЗА НАЯВНОСТІ ЖОРСТКОГО 
ЗВОРОТНОГО ЗВ’ЯЗКУ 
ПО ПОВЕРХНЕВОМУ ПОТЕНЦІАЛУ

Адсорбція акцепторного газу за наявності позитивного

жорсткого зворотного зв’язку по поверхневому потенціалу.

Застосовуючи ефект поля, можна організувати позитивний зво"
ротний зв’язок по поверхневому потенціалу. У цьому випадку
лінеаризована відносно робочої точки математична модель сен"
сора матиме вигляд:

Позначимо:

А тоді:

Застосувавши перетворення Лапласа, отримаємo:
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де Ta = 1/ca, kp = cp/ca, ku = cu/ca. 
Відповідну топологічну модель, що відображає лінію вимірю"

вального перетворення парціального тиску акцепторного газу
в інформативний параметр вихідного сигналу напівпровідни"
кового сенсора з позитивним жорстким зв’язком по поверхне"
вому потенціалу, показано на рис. 9.3.

Виконавши відповідні перетворення, можна отримати екві"
валентну передаточну функцію. Оскільки

то:

або:

Переходячи до зображень за Лапласом, отримаємо:

(TA+s + 1) ∆a = kA+∆p,
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Рис. 9.3. Адсорбція акцепторного газу 
за наявності позитивного жорсткого заряду 

по поверхневому потенціалу 
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де

У нормальній формі Коші відповідні співвідношення мати"
муть вигляд:

або:

де

Адсорбція акцепторного газу за наявності від’ємного

жорсткого зворотного зв’язку по поверхневому потенціалу.

Застосовуючи ефект поля, можна організувати негативний зво"
ротний зв’язок по поверхневому потенціалу. У цьому випадку
лінеаризована відносно робочої точки математична модель сен"
сора матиме вигляд:

Позначимо:
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А тоді:

Застосувавши перетворення Лапласа, отримаємo:

де 
Ta = 1/ca, kp = cp/ca, ku = cu/ca. 

Відповідну топологічну модель, що відображає лінію вимі"
рювального перетворення парціального тиску акцепторного газу
в інформативний параметр вихідного сигналу напівпровідни"
кового сенсора з негативним жорстким зв’язком по поверхне"
вому потенціалу, показано на рис. 9.4.
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Рис. 9.4. Адсорбція акцепторного газу 
за наявності від’ємного жорсткого заряду 

по поверхневому потенціалу
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Виконавши відповідні перетворення, можна отримати екві"
валентну передаточну функцію. Оскільки

то:

або:

Переходячи до зображень за Лапласом, отримаємо:

(TA–s + 1) ∆a = kA– ∆p,

де

У нормальній формі Коші відповідні співвідношення мати"
муть вигляд:

або:
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Аналіз результатів. У випадку з позитивним жорстким
зв’язком еквівалентну постійну часу визначають співвідношен"
ням:

Якщо коефіцієнт зворотного зв’язку настільки малий, що
задовольняє умову

1 – cou kOC > 0,

то менші за одиницю значення цього виразу в знаменнику викли"
кають збільшення вкладу відповідної складової і, як результат,
зменшення постійної часу аж до нуля при значеннях коефіцієнта
зворотного зв’язку

kOC = 1/cou. 

За більших значень коефіцієнта зворотного зв’язку, коли

постійна часу змінює знак на від’ємний, що вказує на те, що
система набуває властивостей аперіодичної нестійкої ланки (сис"
тема втрачає стійкість). Подальше зростання значень коефіцієн"
та зворотного зв’язку, так що 

викликає зворотну зміну знаку постійної часу на додатній, при"
чому величина її вже монотонно зменшується від дуже великих
значень до менших (теоретично до нуля). Очевидно, аналогічні
трансформації відбуваються і з коефіцієнтом підсилення сис"
теми.
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У випадку з негативним жорстким зв’язком еквівалентна
постійна часу дається співвідношенням:

і, очевидно, монотонно збільшується з ростом коефіцієнта зво"
ротного зв’язку. Зрозуміло, що аналогічні трансформації відбу"
ваються у цьому випадку і з коефіцієнтом підсилення системи.
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Глава X
ОПТИМАЛЬНИЙ СИНТЕЗ

НАПІВПРОВІДНИКОВИХ СЕНСОРІВ

РОЗДІЛ 1. ЗАГАЛЬНІ ПИТАННЯ ОПТИМАЛЬНОГО
ПРОЕКТУВАННЯ НАПІВПРОВІДНИКОВИХ
СЕНСОРІВ

Основними напрямами поліпшення якості вимірювання
парціального тиску активних газів напівпровідниковими сен"
сорами сьогодні є: 1) створення нових принципів підвищення
селективності; 2) мініатюризація та стандартизація; 3) застосу"
вання засобів обчислювальної техніки та мікропроцесорів у комп"
лексі з аналітичним приладом; 4) створення методик оптимізації
аналітичних приладів за різними критеріями якості.

У широкому розумінні задача проектування аналітичних
приладів зводиться до розв’язання групи питань, що належать
або до аналізу, або до синтезу схем приладу з урахуванням режи"
му його роботи та умов експлуатації. Головна задача аналізу —
отримати основні характеристики (статичні та динамічні) ана"
літичного приладу, і вона здебільшого виконана. Стосовно задач
синтезу, то звичайно виділяють: 1) структурний синтез, тобто
синтез структури аналітичного приладу; 2) параметричний син"
тез, тобто вибір параметрів структури проекту.

Власне оптимізацією називають оптимальний параметричний
синтез. Він полягає у виборі в n"мірному просторі проектування χ
такої допустимої точки Х(х1, х2, …, хn) — вектора конструктив"
них параметрів аналітичного приладу, в якій досягається опти"
мальне значення критерію оптимальності — цільової функції.

Простір конструктивних параметрів χ — множина допусти"
мих значень конструктивних параметрів X ∈ χ. Він визна"
чається верхньою і нижньою границею діапазону xjD < xj < xjU,
якщо параметр xj — неперервна змінна; деяким набором мож"
ливих значень xj ∈ {xj1 … xjkj}, якщо параметр xj — дискретна
змінна. Як правило, множина допустимих значень конструк"
тивних параметрів включає також співвідношення виду:

ϕ (X) < 0, 

ψ (X) = 0,
які випливають:

а) з умов обмеженості ресурсів (енергетичних, фінансових
тощо); 



б) із законів збереження (балансові обмеження);
в) з вимог до конструкції чи проекту (функціональні, кри"

теріальні обмеження).
Розв’язати задачу оптимального параметричного синте"

зу — означає вибрати деяку точку X = (x1, x2, … xn) у просторі χ
конструктивних параметрів. Кожна точка X (X ∈ χ) являє со"
бою технічне рішення (альтернативний варіант). Відношення
переваги, яке задане на множині χ, дає змогу вибрати із множи"
ни альтернатив χ найкращий варіант технічного рішення.

Набір вихідних параметрів об’єкта проектування —
це показники правильності функціонування об’єкта і рівня
відповідності об’єкта своєму призначенню. На практиці це —
метрологічні характеристики, продуктивність, надійність, ціна,
маса, габарити тощо. 

Проектувальник впливає на вихідні параметри 
шляхом вибору конструктивних параметрів X:

V = V (X, Y), (1)

де V = (V1, V2, … , Vm) — вектор вихідних параметрів; 
Y = Y(Y1, Y2, … , Yr) — вектор некерованих у даній постановці

задачі оптимального проектування конст"
руктивних параметрів. 

Як правило, 

Y = Ya UYb UYc, (2)

де Ya — фіксовані та детерміновані; 
Yb — випадкові величини із заданими параметрами функції

розподілу; 
Yc — невідомі заздалегідь (задаються деякою областю мож"

ливих значень).

Обмеження на вихідні параметри Vi називають умовами

дієздатності. У множині І = {1, m} вихідних параметрів виділяють
дві підмножини: 

I+ — параметри, які бажано максимізувати (ККД, продук"
тивність, швидкодія, точність); 

I– — параметри, які бажано зменшувати (ціна, маса, спожи"
вана потужність). 

Обмеження на вихідні параметри формулюються так:

i ∈ I+

i ∈ I– (3)( , ) ,i iV X Y V≤ %

( , ) ,i iV X Y V≥ %

iV%

miVi ,1, =

miVi ,1, =
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Розрізняють обмеження на вихідні параметри та рекордні
Vi0 значення вихідних параметрів, які можна дізнатися за допо"
могою опитування експертів у даній предметній області. 

Рекордні Vi0 значення вихідних параметрів:

(4)

Тоді величина

(5)

являє собою «запас» у виконанні обмеження (3) по i"парамет"
ру, причому:

Zi = 0 на границі області (при ); 
Zi > 0 якщо виконується умова (3); 
Zi = 1 якщо досягнуто рекордних значень i"параметра Vi(X) =

= Vi0.

Таблиця 10.1
Постановка задач оптимального проектування

Як правило, мета задачі оптимального проектування — ви"
брати варіант вектора конструктивних параметрів, який най"
краще задовольняє умові дієздатності. Тоді задача оптимізації
має вигляд:

(6)

де αi — додатні коефіцієнти, що відображають неоднакову важ"
ливість i"параметра Vi. 

1
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Менші значення коефіцієнтів αi відповідають більшій важ"
ливості параметра Vi, причому:

(7)

Практично тут деякий вихідний параметр Vi* вибирають як
такий, що оптимізується (є цільовою функцією), а обмеження
на всі інші вихідні параметри вводять в опис простору конст"
руктивних параметрів χ, який тепер позначають як χ*.

Обґрунтування правильності знайденого рішення. Вважаєть"
ся, що достовірність рішення має бути підтверджена кількісним
і якісним аналізом, а також можливістю його інтерпретації в за"
стосуванні до реальних умов. Рішення оптимізаційної задачі
приймають за правильне та обґрунтоване, якщо йому відповідає
деякий реальний стан системи, та якщо це рішення є оптимумом
цього стану.

Усі моделі вірні лише у певних межах, усі залежності справед"
ливі в деяких границях, а вся інформація має обмежену точність.
А тому перевіряють, чи не виходить отриманий розв’язок за гра"
ниці достовірності моделі? Якщо таке виявлено, то необхідно
ввести у модель додаткові обмеження і повторити розрахунки.

Стратегії оптимізаційного дослідження. Існує [2] загальна ме"
тодологія розв’язання задач проектування, основана на застосу"
ванні спрощених, легко розв’язуваних моделей для пояснення
трендів в деталізованих оптимізаційних розрахунках. Методологія
рекомендує: 1) спростити модель так, щоб можна було застосову"
вати прості алгебраїчні методи; 2) отримати на допоміжній моделі
оптимальний розв’язок як функцію головних змінних моделі;
3) на основі допоміжної моделі побудувати ряд прогнозів і перевіри"
ти іх на повній моделі; 4) виявити основні причини, що впливають
на розв’язок і криються за математичною складністю; 5) якщо оп"
тимізаційні розрахунки підтверджують тренди, отримані на до"
поміжних моделях, то властивості моделі в певній мірі пояснено.

Досліджують кілька допоміжних моделей, кожна з яких
відображає деякі з основних факторів або властивостей повної
моделі. Основним результатом розв’язання проміжних задач
є краще розуміння фізичного змісту отриманого оптимального
рішення. Інтерпретація отриманого результату і розуміння того,
чому дане рішення є оптимальним — важливий крок в оцінці
правильності розв’язання. Для того, щоб довіряти рішенню,
потрібно на якісному чи інтуїтивному рівні розуміти причини —
чому змінні задачі отримали у розв’язку саме такі значення.

{1,..., }, 1, 1, .i M M i mα ∈ >> =
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РОЗДІЛ 2. АНАЛIЗ ВПЛИВУ ТИПУ 
МАКРОСТРУКТУРИ МАТЕРІАЛУ 
ЧУТЛИВОГО ЕЛЕМЕНТУ 
ТА ЇЇ ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ РОЗМІРІВ 
НА МЕТРОЛОГІЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ
СЕНСОРІВ

Досліджено вплив типу макроструктури матерiалу та її ха"
рактеристичних розмiрiв на метрологiчнi характеристики сен"
сорiв — чутливiсть та дiапазон вимiрювання. Порiвнювалися
властивостi матерiалу за вiдсутностi та наявностi потенцiаль"
них бар’єрiв у напрямку перенесення носiїв заряду. В обох ви"
падках характеристики iстотно залежать вiд значення парамет"
ра χ2. За своєю фiзичною суттю, як це випливає з отриманого
рiшення [5], вiн визначається вiдношенням товщини плiвки до
ширини збiднюючого шару ОПЗ в даному матерiалi при us = 1,
i дорiвнює за величиною найбiльшому значенню безрозмiрного
потенцiального бар’єра, за якого все ще uo = 0 (рис. 10.1) [5].
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Аналітичне співвідношення для цього параметра має вигляд:

Відносна зміна його з температурою дається залежністю:

ЧЕ без потенціальних бар’єрів у напрямку переносу носіїв

заряду. Бачимо, що за товщини шару ОПЗ меншiй, нiж товщина h
плiвки, чутливiсть по провiдностi слабо залежить вiд вiдпо"
вiдної змiни поверхневого потенціального бар’єра us. Зi змен"
шенням характеристичного розмiру чутливiсть iстотно зростає
i, при досягненнi спiввiдношення h = Lef, стає рiвною одиницi
та зростає далi зі зростанням вiдношення Lef/h. Таким чином,
залежно вiд конкретного матерiалу, рiвень легування, з одного
боку, та товщина шару h, з iншого, слiд вибирати так, щоб ве"
личина (критерiй χ2) задовольняла умову χ2 < 1.

Окрім цього, для кожного значення параметра χ2 падіння
чутливості по провідності до зміни поверхневого потенціально"
го бар’єра в області виснаження розпочинається за таких його
значень, які відповідають проникненню поля на глибину, що
дорівнює характеристичному розміру елемента структури ЧЕ
(тобто при h = Lef). Цим якраз і визначається верхня межа діапа"
зону при вимірюванні парціального тиску акцепторного газу за
допомогою напівпровідникового ЧЕ nтипу провідності і ниж"
ній — при вимірюванні парціального тику донорного (чи від"
новлювального) газу за допомогою напівпровідникового ЧЕ 
p"типу провідності. Для випадку виснаженого шару цю умову
в аналітичній формі записують так: 

χ2 – uS > 0. (1)

Особливістю цього типу структури є те, що в точці переходу
від області збагачення до області збіднення і навпаки, чутливість
практично не змінюється і для nнапівпровідника за повної іоні"
зації примісних центрів в об’ємі дорівнює:
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Відповідна нижня межа діапазону вимірювання парціаль"
ного тиску акцепторного газу (верхня — донорного чи віднов"
лювального) металоокисним ЧЕ nтипу провідності або верхня
межа діапазону вимірювання парціального тиску донорного чи
відновлювального газу (нижня — акцепторного чи окислюваль"
ного) металоокисним ЧЕ pтипу провідності визначається у цьому
випадку досягненням рівня Фермі на поверхні положення, яке
викликає виродження електронно"діркового газу (див. рис. 10.1).
Аналітично цю умову записують так:

(2)

для nтипу, і

(3)

для р"типу напiвпровідника. Ці співвідношення можуть бути
переписані у вигляді:

uS – uB + 0,5EG/kT – 2,3 > 0 (4)
та

uB – uS – 0,5EG/kT – 2,3 > 0 (5)

відповідно.
Резюмуючи сказане, можна зробити висновок, що діапазон

вимірювання парціального тиску компонент газових сумішей
можна розширити за рахунок створення таких умов на поверхні
елемента структури ЧЕ, щоб на одній з меж діапазону вимірюван"
ня реалізовувались умови збагачення, тоді як на іншій — збідне"
ний шар — досягав граничного значення, за якого ще можливо
забезпечити достатню чутливість. Як уже зазначалося, таку гра"
ничну величину визначають співвідношенням (h/Lef)2.

Таким чином, зменшення характеристичного розміру струк"
тури при заданому рівні легування і заданій робочій температурі,
викликаючи підвищення чутливості, приводить, однак, до зву"
ження діапазону вимірювання. Тобто між діапазоном вимірю"
вання і чутливістю наявна антибатна залежність. Формально
(як це випливає зі співвідношення (4.3.23) чутливість до зміни
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поверхневого потенціального бар’єра us за рахунок зменшення
параметра χ2 може досягти будь"якої величини. Насправдi ж це
не так, оскiльки тут вступає у силу ряд факторiв: 1) при роз"
робленні моделi припускалася можливiсть застосування уявлень,
розвинутих для масивних зразкiв — а це накладає обмеження
«знизу» на розмiр матерiалу порядку 200 Å; 2) технологiчнi
можливостi отримання плiвок з неостровковою структурою об"
меженi товщинами 300–400 Å; 3) зменшення товщини плівки
викликає прояв різних розмірних ефектів (в окремому випад"
ку — осциляцію провідності та інших кінетичних характерис"
тик, якщо товщина досягає значень де"Бройлевської довжини
хвилі носія заряду). 

Залежно від конкретної задачі, перераховані обставини об"
межують мінімально можливу товщину елементів структури.

ЧЕ з полікристалічною структурою. Відповідно до ви"
кладеного у розділі 5.1, зрозуміло, що: 

1) для забезпечення функціонування полікристалічного
ЧЕ на міжзеренних межах повинен бути сформований збідне"
ний шар, а процес переносу носія заряду повинен відбуватися
за механізмом термоелектронної емісії; 

2) нижню межу діапазону вимірювання визначають вико"
нанням нерівності:

σS1 + σS2 + 2 σS3 + σV >> σS4. (6)

Зупинимося на обґрунтуванні останнього положення більш
детально. Результати моделювання впливу геометричного фак"
тора для матерiалу з потенцiальними бар’єрами представленi
на рис. 10.3, де показано профiль розподiлу потенцiалу по геоме"
тричному перерiзу зерна прямокутної форми n"типу провiд"
ностi за вiдсутностi поверхневого легування за рiзного спiввiд"
ношення його товщини h та довжини a вiдповiдно.

Результати моделювання ефектів, пов’язаних з поверхневим
легуванням, показано на рис. 10.2. г. Вважалося, що на між"
фазні границі нанесено мікродомішки речовини, яка формує на
поверхні елемента структури ЧЕ шари збагачення основними
носiями заряду. Причому збагачуючий вигин зон на бокових по"
верхнях може як не перевищувати за величиною різницю EC – EF,
так і досягати значень, що забезпечують локально виродження
електронно"діркового газу (рис. 10.2. г). Як бачимо, товщина
у цих випадках практично вилучається з переліку факторів, що
обмежують діапазон вимірювання. Нерівність (2) виконується тут
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завідомо. Крім того, у першому наближенні, а в ряді випадків
і з достатньою для практики точністю, розрахунки можна ви"
конувати у межах одновимірної постановки задачі.

Залежнiсть опору вiд величини uS зображено на рис. 10.3.
Як бачимо, високе зерно бiльш вигiдне з точки зору розширен"
ня дiапазону вимiрювання, тоді як чутливiсть вiд товщини зер"
на не залежить. Це є принциповою особливiстю полiкристалiч"
ної структури.

Рис. 10.2. Розподіл потенціалу в поперечному перерізі
мікрокристаліту за різного співвідношення висоти 

та ширини (а, б, в), а також за наявності на внутрішній 
та зовнішній поверхнях речовини, 

що викликає збагачуваний вигин зон (г) 
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Аналіз впливу розмірних ефектів у випадку збіднення по"
верхні основними носiями заряду на явища переносу заряду
в полікристалічних зразках може бути виконаний одночасно
з аналізом їх впливу на динаміку перехідних процесів. Будемо
допускати, як це робиться і в [4], що положення енергетичних
зон в об’ємі кристаліта при uS = 0 характеризує запас носіїв
струму, що переносяться з об’єму на поверхню (як для участі
у поверхневій реакції, так і для переносу заряду вздовж струк"
тури), тоді як положення зон на поверхні визначає величину
бар’єра, який їм необхідно здолати для участі у цих процесах.
Допускаємо також, що електрони долають потенціальний
бар’єр по механізму термоелектронної емісії. Тобто як константа
швидкості захоплення, так і опір перенесенню носіїв заряду
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Рис. 10.3. Вплив анізотропного поверхневого легування 
на діапазон вимірювання: а — нелегований, б — легований зразки
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будуть пропорційні експоненційному множнику, де різниця
і визначає висоту потенціального бар’єра. Отже, відповідно
до отриманого співвідношення (1) при досягненні потенціаль"
ним бар’єром величини χ2 відбувається, по суті, відключення
впливу поверхні на величину опору зразка. Цією обставиною
і визначається наявність верхньої межі вимірювання акцеп"
торного газу металоокисним полікристалічним ЧЕ nтипу про"
відності, і нижнього — при вимірюванні парціального тиску
донорного (відновлювального) газу. Відповідні нижня і верхня
межі діапазону вимірювання у цьому випадку визначаються
виконанням умов (6) та (1).

Аналогічні ситуації мають місце і для шарів збіднення на
полікристалі р"типу провідності. Однак, якщо для ідеальних
структур величина χ2 повинна бути близькою до одиниці, то у ви"
падку полікристалічних зразків дане обмеження відсутнє.
А тому можлива ситуація, коли uS досягає значення, за якого
швидкість захоплення стає дуже малою і тільки цією обстави"
ною обмежується відповідна границя діапазону вимірювання.

РОЗДІЛ 3. ОПТИМІЗАЦІЯ ПАРАМЕТРІВ
МЕТАЛООКИСНОГО ЧУТЛИВОГО
ЕЛЕМЕНТУ ЗА КРИТЕРІЄМ
МАКСИМУМУ ЧУТЛИВОСТІ

Формалізований запис задачі оптимального проектування
напівпровідникових сенсорів газу з метою максимізації чутли"
вості вихідного сигналу до варіацій парціального тиску вимі"
рюваного газу в термінах формалізму зонної моделі твердого
тіла можна представити у такому вигляді:

за таких умов:
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для P"н/п;
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Тут символом норми ||.|| позначені гранично допустимі зна"
чення параметрів моделі.

РОЗДІЛ 4. ОПТИМІЗАЦІЯ МЕТРОЛОГІЧНИХ
ХАРАКТЕРИСТИК МЕТАЛООКИСНОГО
ЧУТЛИВОГО ЕЛЕМЕНТУ 
ЗА КРИТЕРІЄМ МАКСИМУМУ
СЕЛЕКТИВНОСТІ

Формалізований запис задачі оптимального проектування
напівпровідникових сенсорів газу з метою максимізації селек"
тивності вихідного сигналу до варіацій парціального тиску ви"
мірюваного газу в термінах формалізму зонної моделі твердого
тіла, використовуючи результати попередніх глав, можна пред"
ставити у такому вигляді:

за таких умов:
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xi > 0, i = 1,n,

де всі параметри визначаються тими ж співвідношеннями, що
і в попередньому розділі.

Обговорення питань практичної реалізації обчислень пред"
ставлених формулювань оптимізаційних задач виходить за межі
даного дослідження. Відзначимо тут лише основні етапи [2] під"
готовки моделі до розв’язання: 

1) вирішення обчислювальних проблем шляхом модифіка"
ції моделі; 

2) підвищення ефективності рішення шляхом перетворен"
ня моделі; 

3) знаходження ознак можливих рішень задачі на основі ана"
лізу специфічних особливостей моделі. 

Передчасне закінчення обчислень як обчислювальну проб"
лему спричинюють: 

1) погане масштабування змінних; 
2) невідповідність програм для обчислення значень функції

та програм для обчислення похідних; 
3) неможливість визначення похідних від функцій моделі; 
4) невірне задання області визначення значень аргументів

функцій.
Складність розв’язання оптимізаційних задач експоненцій"

но зростає зі збільшенням кількості змінних або кількості обме"
жень у вигляді рівнянь та нерівностей. Ефективність розв’язан"
ня можна поліпшити за допомогою:

1) перетворень функцій та змінних; 
2) виключенням зайвих обмежень; 
3) застосуванням методу послідовної підстановки.
Визначення специфічних особливостей задачі, що вплива"

ють на процес пошуку оптимуму, на основі аналізу отриманої
в результаті такої адаптації моделі, є заключним етапом підго"
товки задачі до розв’язання. А саме визначення: 

1) випуклості; 
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2) необмеженості області допустимих рішень; 
3) наявності єдиного розв’язку; 
4) існування допустимого рішення.
Обидві постановки задачі оптимізації напівпровідникового

сенсора газу (як за критерієм максимуму чутливості, так і за
критерієм максимуму селективності) істотно невипуклі. Обчис"
лювач повинен враховувати можливість існування кількох ло"
кальних рішень, менш широкий вибір класів алгоритмів для
пошуку оптимуму, можливість проблем зі збіжністю обчислю"
вального процесу. 

Звичайно, сама по собі невипуклість не обов’язково вказує
на існування кількох локальних мінімумів. Неєдиність рішення
витікає, як правило, із самої моделі, а не є природною власти"
вістю реальної системи. Підтвердити неєдиність рішення, знай"
ти всі локальні мінімуми можна лише у процесі розв’язування. 

ВИСНОВКИ

Таким чином, представлена частина основних результатів
роботи, виконаної авторами у 80"ті роки у підрозділах прила"
добудівного факультету НТТУ «КПІ» в межах вирішення пи"
тань аналізу та синтезу напівпровідникових сенсорів газу, тем"
ператури та сонячних елементів.
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