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ПЕРЕДМОВА 
 

Моделювання є найбільш ефективним способом дослідження склад-
них систем різного призначення, – технічних, економічних, екологічних, 
соціальних, інформаційних – як на етапі їх проектування, так і в процесі 
експлуатації. Можливості моделювання систем далеко не вичерпані, тому 
постійно з’являються найновіші методи та технології моделювання. 

Створення моделі – кропіткий і творчий процес, що вимагає від дослід-
ника не тільки глибоких теоретичних знань з різних математичних та техніч-
них дисциплін, але й творчого підходу до розв’язання задач, уміння генерува-
ти певні евристики, що відповідають глибинній суті досліджуваного об’єкта. 
Відомий науковець з імітаційного моделювання систем Роберт Шеннон на-
віть назвав свою книгу «Имитационное моделирование – искусство и наука». 

Моделювання як спосіб пізнання використовувалось людиною з дав-
ніх часів. Але з появою комп’ютера моделювання систем збагатилось по-
явою принципово нових методів моделювання таких, як імітаційне моде-
лювання, еволюційне моделювання, методи групового урахування аргуме-
нтів. Моделі і методи моделювання використовуються при створенні сис-
тем автоматизованого проектування, систем прийняття рішень, систем ав-
томатизованого керування, систем штучного інтелекту. Потрібність у 
розв’язанні задач моделювання систем виникає не тільки у науковця, але й 
у проектувальника, виробника, ділової людини під час повсякденної праці. 

Сучасні технології моделювання не тільки полегшили і прискорили 
процес побудови та дослідження моделі, але й значно наблизили сприйнят-
тя інформації спеціаліста з моделювання систем і спеціаліста, що працює у 
галузі, яка моделюється. Результати моделювання, які представлені засоба-
ми 3D анімації, допомагають знайти спільну мову і розуміння між спеціалі-
стами з моделювання систем та спеціалістами, що працюють у галузі, яка 
моделюється. 

Обмін досвідом серед науковців здійснюється засобами наукових 
конференцій, публікацій у наукових журналах, а також Internet-засобами. 
Існує товариство міжнародного комп’ютерного моделювання SCS 
(www.scs.org), що опікується вивченням, розповсюдженням, використан-
ням й удосконаленням методів моделювання для цілей вирішення практи-
чних проблем. Європейське товариство моделювання EUROSIM розміщує 
свою інформацію на порталі www.eurosim.info. 

В Україні інформація з моделювання систем розповсюджується з 
порталу www.simulation.org.ua. Розробник порталу – доктор технічних на-

http://www.scs.org)
http://www.eurosim.info
http://www.simulation.org.ua
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ук, професор Томашевський В.М. Щорічно за ініціативою Інституту про-
блем математичних машин і систем НАН України проводиться науково-
практична конференція з міжнародною участю «Математичне та імітацій-
не моделювання систем МОДС». 

Обсяг матеріалу, який охоплює вивчення дисципліни «Моделювання 
систем», великий. Для освоєння мистецтва моделювання систем потрібно 
володіти знаннями з вищої математики, теорії ймовірностей, математичної 
статистики, теорії інженерного експерименту, системного аналізу і уміти 
програмувати. Досконале володіння універсальною мовою програмуван-
ня, знання методів об’єктно-орієнтованого програмування необхідне для 
дослідника, що не тільки створює моделі систем, але й створює системи 
моделювання. 

Даний підручник містить матеріал з аналітичного та імітаційного 
моделювання систем. Аналітичне моделювання охоплює моделювання си-
стем засобами мереж масового обслуговування, моделювання методами 
самоорганізації моделей, а також дослідження властивостей систем, фун-
кціонування яких описано засобами мереж Петрі. Імітаційному моделю-
ванню систем, як методу, що є найбільш практично застосовуваним для 
дослідження складних систем, присвячена найбільша частина матеріалу. 
Розглядаються алгоритми імітаційного моделювання систем, що базують-
ся на представленні процесу функціонування системи засобами мереж ма-
сового обслуговування  та засобами мереж Петрі. 

Послідовність викладення матеріалу підпорядкована етапам процесу 
моделювання, основні з яких указуються усіма науковцями, що займають-
ся проблемами моделювання. Насамперед, це системний аналіз об’єкта 
дослідження та формулювання цілі та задачі дослідження, визначення 
змінних та параметрів моделі. Наступний етап – формалізація моделі ві-
домим засобами формального представлення. Деякі з систем можуть бути 
представлені засобами мереж масового обслуговування, інші – можуть бу-
ти представлені засобами сіток Петрі. Реалізація моделі – найбільш відпо-
відальний етап моделювання системи. Дослідження моделі – найбільш ці-
кавий і творчий етап моделювання. Побудувати модель – тільки частина 
справи дослідника, уміти отримати результати моделювання – найважли-
віша частина справи дослідника. Мистецтво дослідника полягає саме у 
тому, щоб здобути в процесі моделювання корисні, з огляду цілі моделю-
вання, результати. 

Перший розділ представляє огляд способів побудови моделей, задач 
та методів моделювання, і процесу моделювання. Особлива увага приділя-
ється системному підходу до побудови моделей. 

Другий розділ містить знання з методів, що призначені для збору да-
них та інформації про систему. 
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У розділі 3 розглядаються способи формалізації моделей засобами 
мереж масового обслуговування та засобами мереж Петрі. Для моделей, 
що отримані, можуть застосовуватись аналітичні або імітаційні методи 
моделювання в залежності від складності моделі. Аналітичне моделюван-
ня систем розглядається у розділі 4.  

Наступні чотири розділи навчального підручника присвячені про-
блемам імітаційного моделювання. У розділі 5 розглядається імітаційне 
моделювання систем. Алгоритми імітації мереж масового обслуговування 
та мереж Петрі, що побудовані на основі універсальних мов програмуван-
ня мають високу гнучкість. Наведені лістинги програм мовою Object 
Pascal, що демонструють процедурний та об’єктно-орієнтований підхід до 
побудови алгоритмів імітації. У розділах 6 та 7 розглядаються методи до-
слідження імітаційних моделей, у тому числі методи оптимізації. Восьмий 
розділ навчального підручника містить огляд програмного забезпечення 
імітаційного моделювання систем. Імітаційне моделювання засобами мови 
моделювання GPSS, пакету імітаційного моделювання Arena та системи 
імітаційного моделювання PRTSIM розглядається детально. 

У дев’ятому розділі описуються методи самоорганізації моделей 
(МГУА), що використовуються для розв’язання задач прогнозування. 

Кожний розділ містить теоретичну частину, приклади розв’язання 
задач, завдання для самостійної роботи, контрольні запитання. 

Теоретична частина викладається з використанням великої кількості 
рисунків та лістингів програм. Розв’язання задач у прикладах наведено 
якнайбільш детально. Задачі розміщені в порядку зростання трудності їх 
розв’язання, тому рекомендується не змінювати порядок їх розглядання. 
Самостійне розв’язання задач необхідне для надбання практичних нави-
чок моделювання систем. Контрольні запитання даються для самоперевір-
ки засвоєних теоретичних знань. Також вони допомагають структурувати 
вивчений матеріал. Алфавітний покажчик, що міститься у кінці підручни-
ка, складений для зручності читача. 

Автор сподівається, що дана книга допоможе студенту, який є нова-
чком у проблемах моделювання систем, опанувати цю складну, але цікаву 
науку Оскільки в навчальному підручнику міститься не тільки огляд авто-
ром проблем моделювання, але й особистий погляд на науку моделюван-
ня, а також наукові результати автора зі створення систем імітаційного 
моделювання різного призначення, навчальний підручник представляє ін-
терес для викладачів дисципліни «Моделювання систем», для аспірантів 
технічних та економічних спеціальностей, а також спеціалістів у галузі 
інформаційних технологій. а також корисний для аспірантів та фахівців у 
галузі інформаційних технологій. 
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Розділ 1 
ЗАДАЧІ ТА МЕТОДИ МОДЕЛЮВАННЯ 

 
1.1. Поняття моделі 

 
Моделлю називається представлення об’єкта, системи чи поняття в 

деякій абстрактній формі, що є зручною для наукового дослідження. 
В загальному випадку модель має структуру, зображену на рисунку 

1.1. Тут X – множина вхідних змінних системи, Y – множина вихідних 
змінних системи, P – множина параметрів, F – функція, функціонал, алго-
ритм або формальне представлення залежності змінних Y від змінних X. 

 
Наприклад, моделі масового обслуговування описуються набором 

вхідних змінних, що складається з інтенсивності вхідного потоку вимог на 
обслуговування, тривалості обслуговування вимоги кожним пристроєм, 
ймовірностей вибору маршруту. Набір вихідних змінних моделі масового 
обслуговування складається з таких змінних як інтенсивність вихідного 
потоку вимог, середня довжина черги в місцях накопичення вимог та ін-
ших. У якості параметрів моделі масового обслуговування можуть розгля-
датись кількість пристроїв обслуговування, наявність черг у місцях нако-
пичення вимог, наявність обмежень на кількість місць в чергах та інші. У 
якості алгоритму – алгоритм розрахунку вихідних змінних моделі за зна-
ченням вхідних змінних, який в залежності від складності моделі може 
мати вид простого розрахунку за математичними формулами або вид ал-
горитму імітації системи. 

 
1.2. Способи побудови моделей 

 
Існують два способи побудови моделей. При першому способі в ре-

зультаті ретельного вивчення системи встановлюються закони функціону-
вання системи, які потім відтворюються за допомогою моделі. Поведінку 
системи, таким чином, досліджують на моделі. Параметри моделі P в цьо-
му випадку пов’язані з реальними процесами, що протікають в системі, і 
мають фізичну інтерпретацію. Тому моделі такого типу називають фізич-
ними моделями. 

X Y 

Модель 

P, F 

Рисунок 1.1. Загальна структура моделі 
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При другому без усякого фізичного обґрунтування припускається 
вид залежності F, невідомі параметри якої P потім відшукуються за дани-
ми спостережень за змінними системи X, Y. Параметри P в цьому випадку 
не зв’язані з фізикою реальних процесів, що протікають в системі, або, то-
чніше, цей зв’язок досліднику залишається невідомим. Тому моделі такого 
типу називають нефізичними моделями. 

В літературі зустрічаються також терміни моделей типу сірого та 
чорного ящику, які еквівалентні термінам фізичної та нефізичної моделі. 
Для фізичної моделі закони функціонування системи досліднику відомі, 
тому ящик є прозорим, сірим. Для нефізичної моделі сутність системи за-
лишається для дослідника скритою, потаємною, тобто ящик є чорним. 

 
1.3. Класифікація моделей 

 
З точки зору вихідної змінної моделі поділяють на статичні – якщо 

вихідна змінна Y не змінюється з часом, та динамічні – якщо змінна Y змі-
нюється з часом. Динамічні моделі поділяють на неперервні – якщо змі-
нювання змінної Y є неперервним, та дискретні – якщо змінювання змін-
ної Y трапляється в деякі особливі моменти часу, а в інші моменти часу 
залишається незмінним. Дискретні системи поділяють на детерміновані – 
якщо змінювання змінної Y в особливі моменти часу є цілком передбачу-
ваними, та стохастичні – якщо змінювання змінної Y відомо з деякою 
ймовірністю.  

З точки зору способу представлення залежності вихідних змінних 
моделі від вхідних її змінних розрізняють також алгебраїчні моделі, дифе-
ренційні моделі, аналітичні моделі, імітаційні моделі і багато інших. На-
приклад, диференційна модель описується системою диференційних рів-
нянь. Імітаційна модель описується алгоритмом імітації. 

 
1.4. Задачі моделювання 

 
Однакові об’єкти моделювання в залежності від цілі та задачі дослі-

дження можуть мати різні моделі. 
Серед задач моделювання виділимо такі задачі: задача моделювання, 

задача управління, задача ідентифікації, задача оптимізації, задача прогно-
зування. 

Задача моделювання (або пряма задача) полягає у відшуканні зна-
чень вихідних змінних Y при відомих значеннях вхідних змінних X, відо-
мій моделі F та визначених параметрах P (див. рис. 1.1). 

Задача управління (або зворотна задача) полягає у відшуканні таких 
значень вхідних змінних Х, що забезпечують задані значення вихідних 
змінних Y при відомій моделі F та фіксованих значеннях параметрів P. 
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У формулюванні задачі ідентифікації відомими являються множина 
вхідних змінних X, множина вихідних змінних Y та множина моделей F. 
Потрібно визначити єдину модель f з множини запропонованих моделей 
F, і визначити її параметри P, що забезпечують при вхідних значення Х 
вихідні значення Y 

У постановці задачі оптимізації відомими являються модель F, 
множина можливих вхідних значень X та критерій оптимізації К, а від до-
слідника вимагається знайти значення вхідних змінних X, значення пара-
метрів P, та значення вихідних змінних Y, що задовольняють заданому 
критерію оптимізації К. 

Задача прогнозування формулюється так, що при відомих для дослі-
дника значеннях вхідних та вихідних значень моделі Xt, Yt до моменту ча-
су t та заданому часі прогнозування Т потрібно визначити модель F та її 
параметри P, які забезпечують найліпший прогноз Yt+Т . 

Стисло визначення методів моделювання представлені на рисунку 1.2. 

 
У наступних розділах підручника містяться приклади розв’язання 

задач, що охоплюють усі види розглянутих задач.  
 

1.5. Методи моделювання 
 

Серед великої кількості методів моделювання, що існують, виділимо 
такі методи: аналітичне моделювання, математичне моделювання, іміта-
ційне моделювання.  

Моделювання аналітичне, якщо представлення залежності F вихід-
них змінних Y від вхідних її змінних X має аналітичний вигляд, тобто 

З А Д А Ч І  М О Д Е Л Ю В А Н Н Я  

Рисунок 1.2. Задачі моделювання 

 

Моделювання: відомі X, P, F ⇒ знайти Y 

Управління: відомі Y, P, F ⇒ знайти X 

Ідентифікації: відомі X, Y, множина F ⇒ знайти f∈F, P 

Оптимізації: відомі F, критерій K ⇒ знайти P, X, Y 

Прогнозування: відомі Xt, Yt, Т ⇒ знайти F, P, Yt+Т 
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представлений у вигляді відомих аналітичних функцій. Нагадаємо, що 
функція називається аналітичною, якщо вона розкладається у ряд Тейлора. 
Аналітичні функції диференційовані безліч разів і тому до них можуть за-
стосовуватись методи математичного аналізу. Перевагою цього методу 
моделювання є можливість отримання залежності Y=f(X) в явному вигляді 
і застосування до неї методів класичного математичного аналізу. Якщо є 
можливість побудувати аналітичну модель системи, то завжди віддають 
перевагу цьому методу моделювання. 

Зауважимо, що відшукання залежності Y=f(X) може виявитись насті-
льки складним, що досліднику доведеться застосовувати спеціальне про-
грамне забезпечення, а для деяких систем доводиться відмовлятись від 
пошуку абстрактної залежності Y=f(X) і задовольнятись наближеним 
розв’язком, що знаходиться чисельними методами. 

Деякі системи настільки складні, що не дивлячись на те, що опис їх 
функціонування піддається опису аналітичними функціями, знаходження 
залежності Y=f(X) у явному вигляді виявляється неможливим. Наприклад, 
усі задачі математичного програмування мають досить простий аналітич-
ний опис, але розв’язок задачі може бути знайдений тільки в результаті 
виконання певної кількості кроків. Іншими словами відомий алгоритм 
відшукання точного розв’язку задачі, але сам розв’язок не може бути за-
писаний в аналітичній формі. Такий метод моделювання називають ма-
тематичним моделюванням. Зауважимо, що алгоритм F відшукання точ-
ного розв’язку задачі може бути реалізований дослідником самостійно, за 
допомогою спеціального програмного забезпечення або за допомогою чи-
сельних методів. 

Існують системи, опис яких не піддається опису аналітичними фун-
кціями, але процес функціонування їх може бути описаний алгоритмом 
імітації. Під імітацією розуміють відтворення за допомогою комп’ютерної 
програми процесу функціонування складної системи в часі. У результаті 
багатократних прогонів імітаційної моделі дослідник отримує інформацію 
про властивості реальної системи. Такий метод моделювання називають 
імітаційним моделюванням. 

Стисло визначення методів моделювання представлені на рисунку 1.3. 
У навчальному підручнику розглядаються аналітичне та імітаційне 

моделювання систем. 
 

 



 14 

 
 
 

1.6. Процес моделювання 
 
Процес моделювання складається з кількох етапів. На першому етапі 

дослідник визначає мету та задачу моделювання. На другому етапі, вихо-
дячи з мети та задачі моделювання,   дослідник приступає до вербального 
опису системи. Опис набору змінних моделі, разом із описом структури 
системи та формулюванням цілі та задачі дослідження складає концептуа-
льну модель системи. Виходячи з концептуальної моделі системи  та з 
огляду на вибір інструментальних засобів, дослідник робить вибір теоре-
тичної бази, на основі якої буде побудована модель системи. У навчаль-
ному підручнику розглядаються формалізація систем засобами мереж ма-
сового обслуговування та засобами мереж Петрі. Отже, обравши теорети-
чну базу моделювання, дослідник має описати систему, що розглядається, 
обраними елементами формального опису і визначити для них усі необ-
хідні параметри. Формальне представлення системи має вигляд схеми, в 
якій указані зв’язки між елементами системи та зв’язки із зовнішнім сере-
довищем і указані параметри елементів системи. У формальній моделі мі-
ститься також інформація, яким чином будуть знайдені вихідні змінні мо-
делі в результаті моделювання. Наприклад, якщо в якості теоретичної бази 
моделювання обрані засоби мереж масового обслуговування, то формаль-

Аналітичне моделювання  Математичне моделювання 

Імітаційне моделювання 

М Е Т О Д И  М О Д Е Л Ю В А Н Н Я  

F є система аналітичних 
функцій і може бути знай-
дений явний розв’язок  
Y=f(Х) 

F є алгоритм розрахунку  зна-
чень Y при заданих значеннях 
Х 

F є алгоритм імітації, який 
відтворює функціонування  
системи 

Рисунок 1.3. Методи моделювання 
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на модель представляється зображенням мережі масового обслуговування, 
що складена за умовою задачі, з указуванням числових значень вхідних 
змінних і параметрів, а також формули розрахунку вихідних змінних мо-
делі, що являються ціллю моделювання.   

На третьому етапі дослідник приступає до створення моделі. Споча-
тку виконується реалізація моделі за допомогою обраного програмного 
забезпечення. Потім виконується верифікація моделі, тобто перевірка ал-
горитму моделювання на відповідність задуму моделювання. Наприклад, 
змінюють значення вхідних змінних  і спостерігають як модель реагує на 
таке змінювання. Якщо реакція моделі відповідає логіці її функціонуван-
ня, то модель вважається правильною. Завершується  створення моделі 
перевіркою адекватності моделі, що полягає у порівнянні значень вихід-
них змінних об’єкта, що моделюється, і моделі при однакових значеннях 
вхідних змінних. Очевидно, що таку перевірку можна здійснити тільки, 
якщо відомі деякі значення вхідних і вихідних змінних досліджуваного 
об’єкта. 

Четвертий етап – це дослідження моделі.  Результати моделювання 
стають корисними, якщо проведене змістовне дослідження моделі відпо-
відно до цілі моделювання. Експерименти, що проводяться з моделлю, 
мають бути спочатку сплановані, потім – проведені, і наприкінці – статис-
тично оброблені. Наприклад, якщо при дослідженні технологічного про-
цесу обробки деталей була поставлена мета – виявлення місць накопичен-
ня деталей, то в результаті моделювання слід не тільки указати ці місця 
накопичення та обсяги накопичення, але й дослідити, які фактори вплива-
ють на зменшення накопичення деталей, і запропонувати заходи щодо 
зменшення обсягів накопичення деталей. 

Аналіз результатів моделювання складається з оцінки точності ре-
зультатів моделювання, оцінки стійкості результатів моделювання та оці-
нки чутливості результатів моделювання. 

Формування висновків та пропозицій є завершальний етап моделю-
вання, на якому підводяться підсумки та висловлюються думки щодо на-
прямків подальшого дослідження об’єкта моделювання. 

Звісно, що процес моделювання може бути представлений етапами 
тільки у звіті про результати моделювання. У ході моделювання дослідни-
ку доводиться неодноразово повертатись до попередніх етапів і уточнюва-
ти постановку задачі, формальний опис моделі, алгоритм реалізації або 
план проведення експериментів поступового наближаючись до мети. 

На рисунку 1.4 представлений процес моделювання з урахуванням 
можливих повернень до попередніх етапів моделювання. 
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1.6. Системний підхід до побудови моделей 
 

Задачею системного аналізу являється формування опису системи, 
що відповідає меті дослідження системи [Тимченко, 2000]. Опис системи 
складається з опису: 

1) набору вхідних змінних системи з указуванням їх основних харак-
теристик; 

2) набору вихідних змінних системи, визначення яких забезпечує до-
сягнення цілі дослідження; 

3) границь системи з указуванням того, що являється для системи її 
зовнішнім середовищем; 
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Рисунок 1.4. Процес моделювання 
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4) елементів системи з указування їх основних властивостей; 
5) зв’язків між елементами системи. 
Системний підхід до дослідження систем означає, що дослідник ви-

вчає функціонування системи в цілому, не концентруючи свою увагу на 
окремих її частинах. Оснований системний підхід на визнанні факту, що 
навіть найліпше функціонування окремих підсистем та елементів системи 
не гарантує найліпшого функціонування всієї системи в цілому, оскільки 
завжди існує взаємодія між частинами системи. Всім системам притаман-
ні характеристики, що являються перепоною на шляху до поліпшення фу-
нкціонування системи [Шеннон]: 

• змінюваність – жодна реальна система не являється статичною 
продовж тривалого проміжку часу, тому модель, що будується, 
має обмежений термін користування; 

• наявність оточуючого середовища – в моделі має бути передбаче-
ний вплив зовнішнього середовища, який часто має випадковий 
характер; 

• противоінтуітивна поведінка – виникає як результат того, що ін-
коли наслідок проявляється пізніше причини; 

• тенденція до погіршення характеристик функціонування – окремі 
частини системи зношуються, в результаті чого погіршується їх ро-
бота, що в свою чергу призводить до не передбачуваних наслідків; 

• взаємозалежність – усі частини системи залежать одна від одної, в 
наслідок чого погіршення характеристик функціонування однієї 
частини системи неминуче впливає на характеристики функціону-
вання інших частин системи; 

• організація – існує ієрархія підсистем, що підкоряється цільовому 
призначенню системи. 

Будь-яка система об’єктивна і в той же час суб’єктивна з точки зору 
вибору границь системи та її елементів. Дійсно, одному й тому ж самому 
об’єктивному процесу дослідник може поставити у відповідність різні си-
стеми і тільки досвід дослідника, його інтуїція і здатність творчо мислити 
допомагає здійснити вибір між багатьма варіантами і виконати дослі-
дження системи найліпшим способом. 

Моделі, побудовані із застосуванням системного підходу, отримали 
назву системних моделей. 

Опис системи разом із указуванням цілі та задачі дослідження скла-
дає сутність концептуальної моделі системи. Назва „концептуальна” по-
ходить від латинського слова conceptio, що означає „сприйняття”. 

Умовно можна виділити такі етапи створення концептуальної моделі 
системи: 

- Визначення цілі дослідження системи (орієнтація). 
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- Вибір рівня деталізації системи (стратифікація). 
- Визначення елементів системи (деталізація) 
- Визначення впливу зовнішнього середовища (локалізація). 
- Визначення зв’язків між елементами системи та із зовнішнім се-
редовищем (структуризація). 

 
1.8. Приклади розв’язання задач 

 
Задача 1. Запропонуйте множину вхідних змінних та множину вихі-

дних змінних моделі, а також множину параметрів моделі, якщо дослі-
джуваний об’єкт – технологічний процес обробки деталей. 

Розв’язання. Функціонування технологічного процесу обробки де-
талей залежить, насамперед, від інтенсивності потоку деталей, що надхо-
дять на обробку. Структура технологічного процесу описується кількістю 
та послідовністю технологічних операцій, характеристиками обладнання, 
призначеного для виконання кожної операції технологічного процесу, кі-
лькість працівників, зайнятих у кожній операції. До характеристик облад-
нання відносяться такі величини, як тривалість виконання технологічної 
операції, кількість одночасно оброблюваних деталей,  кількість пристроїв, 
що призначені для виконання технологічної операції. Складне обладнан-
ня, як правило, часто псується в процесі експлуатації, тому слід передба-
чити в моделі можливість виходу з ладу обладнання й описати процес ви-
никнення та усунення несправностей обладнання.  

Основним показником ефективності технологічного процесу є інте-
нсивність вихідного потоку деталей. Важливими показниками є також ко-
ефіцієнт завантаження обладнання, завантаження працівників, зайнятих у 
технологічному процесі. У деяких задачах розглядається проблема нако-
пичення деталей, що на даний момент не можуть опрацьовуватись техно-
логічним процесом. 

Відповідь: Множина вхідних змінних технологічного процесу обробки 
деталей може складатись в залежності від цілі моделювання з таких змінних: 
ü інтенсивність надходження деталей на початок технологічного процесу, 
ü кількість операцій технологічного процесу, 
ü кількість та характеристики обладнання, призначеного для виконання 
кожної операції технологічного процесу, 

ü кількість працівників, зайнятих у кожній операції технологічного процесу; 
ü ймовірності виходу з ладу обладнання, 
ü тривалість виконання кожної операції технологічного процесу, 
ü кількість місць для зберігання деталей, що на даний момент не можуть 
опрацьовуватись технологічним процесом – для кожної операції техно-
логічного процесу окремо. 
Множина вихідних змінних технологічного процесу обробки дета-

лей може складатись в залежності від цілі моделювання з таких змінних: 
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ü інтенсивність вихідного потоку деталей на кінець технологічного процесу, 
ü завантаження обладнання, 
ü завантаження працівників, 
ü обсяги накопичення деталей у місцях зберігання. 

У якості параметрів технологічного процесу обробки деталей в за-
лежності від цілі моделювання можуть розглядатись: 
ü кількість операцій технологічного процесу, 
ü кількість обладнання, що забезпечує виконання технологічного процесу, 
ü кількість працівників, зайнятих у технологічному процесі; 
ü наявність місць для зберігання деталей, що на даний момент не можуть 
опрацьовуватись технологічним процесом . 

  Задача 2. Запропонуйте множину вхідних змінних та множину вихі-
дних змінних моделі, а також множину параметрів моделі, якщо дослі-
джуваний об’єкт – система управління транспортним рухом на перехресті. 

Відповідь:  Множина вхідних змінних системи управління транспор-
тним рухом на перехресті може складатись в залежності від цілі моделю-
вання з таких змінних: 

ü інтенсивність надходження автомобілів на ділянку транспортного 
руху, 

ü ймовірності вибору маршруту слідування автомобіля. 
Множина вихідних змінних системи управління транспортним ру-

хом на перехресті може складатись в залежності від цілі моделювання з 
таких змінних: 

ü обсяги накопичення автомобілів на кожному напрямку руху, 
ü середній час очікування автомобіля на кожному напрямку руху, 
ü максимальний час очікування автомобіля на перехресті. 
У якості параметрів системи управління транспортним рухом в за-

лежності від цілі моделювання можуть розглядатись: 
ü структура перехрестя (Т-образне перехрестя, Х-образне, кільце), 
ü кількість напрямків руху, 
ü кількість рядів руху для кожного напрямку руху, 
ü параметри управління транспортним рухом – наявність керування 
світлофорними об’єктами, наявність дорожних знаків,  

ü кількість світлофорних об’єктів та їх характеристики – кількість фаз 
управління та їх структура, тривалість горіння червоного, жовтого 
та зеленого світла у кожному напрямку на протязі кожної фази, 

ü параметри автомобілів, що надходять, – їх габарити, маршрути 
слідування, швидкість руху. 

Задача 3. Поставте задачу моделювання для системи обслуговуван-
ня клієнтів у банку з метою визначення кількості клієнтів, що перебува-
ють у приміщенні банку. 
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Відповідь: Для відомих значень інтенсивності надходження клієнтів у 
банк, інтенсивності обслуговування клієнтів у касирів банку та у клерків в за-
лежності від виду банківської операції, ймовірності звернення клієнта до ка-
сира або до клерка знайти середню та найбільшу кількість клієнтів у банку, 
що обслуговуються або очікують обслуговування, якщо відомі кількість ка-
сирів, кількість клерків, кількість різних банківських операцій та ймовірності 
їх затребування клієнтом банку, а також обслуговування клієнтів у банку. 

Задача 4. Поставте задачу оптимізації для системи обслуговування 
клієнтів у банку з метою визначення найменшої кількості касирів та кіль-
кості клерків, що забезпечують обслуговування клієнтів за умови, що кі-
лькість клієнтів, які очікують обслуговування, не перевищує десяти. 

Відповідь: Для відомих значень інтенсивності надходження клієнтів 
у банк, інтенсивності обслуговування клієнтів у касирів банку та у клерків 
в залежності від виду банківської операції, ймовірності звернення клієнта 
до касира або до клерка визначити найменшу кількість касирів, що за-
безпечує найбільшу кількість клієнтів у чергах меншу або рівну десяти, 
якщо відома процедура обслуговування клієнтів у банку. 

Задача 5. Поставте задачу управління для системи транспортного 
руху на перехресті, керованому світлофорами, з метою забезпечення най-
меншого накопичення автомобілів на перехресті. 

Відповідь: Для відомих значень інтенсивності надходження автомо-
білів у кожному напрямку руху, кількості рядів руху у кожному напрямку, 
інтенсивності від’їзду автомобілів з перехрестя при зеленому сигналі світ-
лофора визначити тривалості горіння зеленого та червоного сигналу сві-
тлофору у кожному напрямку руху, що забезпечують найменше значення 
спостережуваної найбільшої кількості автомобілів, які очікують переїзду 
перехрестя, якщо відомі правила дорожнього руху на перехресті. 

Задача 6. Поставте задачу прогнозування для системи маркетингу 
товару визначеного виду з метою оцінювання обсягів закупок товарів. 

Відповідь: Для відомих спостережуваних значень змінювання попи-
ту на товар визначеного виду протягом року, змінювання кількості рекла-
ми, збільшення кількості видів використовуваної реклами прогнозувати 
подальше змінювання попиту на товар. 

 
1.9. Завдання для самостійної роботи 

 
1. Запропонуйте множину вхідних змінних та множину вихідних 

змінних моделі, а також множину параметрів моделі, якщо досліджуваний 
об’єкт – система постачання товарів маркету. 

2. Запропонуйте множину вхідних змінних та множину вихідних 
змінних моделі, а також множину параметрів моделі, якщо досліджуваний 
об’єкт – система передачі даних комп’ютерної мережі. 
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3. Запропонуйте множину вхідних змінних та множину вихідних 
змінних моделі, а також множину параметрів моделі, якщо досліджуваний 
об’єкт – система перевезення вантажів торгової фірми. 

4. Запропонуйте множину вхідних змінних та множину вихідних 
змінних моделі, а також множину параметрів моделі, якщо досліджуваний 
об’єкт – система обслуговування клієнтів у банку. 

5. Поставте задачу моделювання для виробничої системи. 
6. Поставте задачу управління для технологічного процесу обробки 

деталей. 
7. Поставте задачу прогнозування для системи обслуговування кліє-

нтів у банку. 
8. Поставте задачу оптимізації для системи перевезення вантажів то-

ргової фірми. 
 

1.10. Контрольні запитання 
 

1) Що називається моделлю системи? 
2) Які моделі Ви знаєте? 
3) Які існують класифікації моделей? 
4) Які існують способи побудови моделей? 
5) Які моделі називають фізичними? 
6) Які існують методи моделювання? 
7) Що розуміють під терміном аналітичне моделювання? імітаційне 
моделювання? математичне моделювання? 

8) Які переваги імітаційного моделювання систем? 
9) Сформулюйте постановку задачі моделювання; задачі оптимізації; 
задачі ідентифікації; задачі управління; задачі прогнозування. 

10) У чому полягає системний підхід до побудови моделі? 
11) Які основні положення системного підходу? 
12) Що розуміють під терміном «системна модель»? 
13) З чого складається концептуальна модель системи? 
14) Як створюється концептуальна модель системи? 



 22 

Розділ 2 
МЕТОДИ ЗБОРУ ІНФОРМАЦІЇ ТА ДАНИХ  

ПРО СИСТЕМУ 
 

2.1. Ідентифікація закону розподілу 
 

Найважливішою характеристикою випадкової величини являється її 
закон розподілу. Знання закону розподілу дозволяє із певною ймовірністю 
прогнозувати наступне значення випадкової величини, знаходити ймовір-
ність влучення випадкової величини в заданий інтервал, а також моделю-
вати випадкову величину за допомогою генераторів випадкових чисел. 
Випадкову величину можна замінити в моделі її середнім значенням тіль-
ки тоді, коли дослідник упевнений, що це не вплине на результати моде-
лювання. Наприклад, у випадку, коли відхилення випадкової величини від 
середнього її значення в десятки разів менше за середнє значення, напев-
но, можна припустити, що випадкова величина є детермінованою із зна-
ченням, що дорівнює середньому значенню випадкової величини.  

Послідовність дій, що виконують для ідентифікації закону розподілу 
наведена на рисунку 2.1. 

 
Розглянемо детально кожну дію. 
Формування масиву спостережуваних значень випадкової величини 
Із попередніх спостережень за випадковою величиною або у ході екс-

периментів отримують певну, бажано велику (більше сотні) кількість зна-
чень і запам’ятовують у файлі для проведення подальшого дослідження.  

Побудова гістограми частот  
Розглянемо, як будується гістограма частот. Спочатку, переглядаю-

чи масив значень випадкової величини ζ знаходять найменше min та най-
більше max  спостережуване значення випадкової величини: 

{ }ii
min ζmin= , { }ii

max ζmax= .    (2.1) 

Формування масиву значень випадкової величини 

Побудова гістограми частот 

Формування гіпотези про вид закону розподілу 

Оцінка значень параметрів закону розподілу 

 
Ідентифікація 
закону розподі-
лу випадкової 

величини 

Перевірка відповідності за критерієм згоди 
  

Рисунок 2.1. Послідовність дій, що виконують для ідентифікації закону  
розподілу випадкової величини 
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Далі, весь інтервал спостережуваних значень випадкової величини 
від мінімального до максимального значення поділяють на рівні інтервали 
так, що кожний інтервал має довжину 

k
minmaxh −

= ,      (2.2) 

де, k – кількість інтервалів. 
Рекомендована кількість інтервалів k при великій кількості (більше 

100) спостережуваних значень складає 20. Потім, переглядаючи масив ви-
падкових значень, для кожного i-ого інтервалу підраховують кількість 
влучень випадкової величини в цей інтервал ni. Гістограма частот пред-
ставляється прямокутниками, що мають висоту рівну кількості влучень ni 
та ширину рівну довжині інтервалу (рисунок 2.2). 

 
 
За видом гістограми частот роблять припущення про вид закону 

розподілу . Вид гістограми частот порівнюють з відомими законами роз-
поділу випадкових величин. Для зручності наведемо найбільш вживані у 
цілях моделювання закони розподілу в таблиці (таблиця 2.1 та таблиця 
2.2). Прийняті такі позначення: f(x) – щільність закону розподілу випадко-
вої величини ζ, μ – математичне сподівання випадкової величини ζ, σ – се-
реднє квадратичне відхилення випадкової величини ζ. У таблицях крім 
графічного зображення закону розподілу наведений зв’язок середнього 
значення та середнього квадратичного відхилення випадкової величини із 
параметрами закону. 

Оцінка значень параметрів закону розподілу 
З формули закону розподілу, що наведена у таблицях 2.1 та 2.2, до-

слідник робить висновок про параметри закону розподілу, які потрібно 
визначити. Переважна більшість параметрів закону розподілу може бути 
оцінена на основі фундаментальних статистичних характеристик випадко-
вої величини таких, як максимальне та мінімальне значення, середнє зна-
чення, середнє квадратичне відхилення. 

хі+1 х хі 

ni
 

Рисунок 2.2. Гістограма частот 

ni
 



 24 

Таблиця 2.1 
Закони розподілу неперервних випадкових величин 

Графічне представлення щільності 
закону розподілу 

Формульне представлення щіль-
ності закону розподілу 
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Продовження таблиці 2.1 
Графічне представлення щільності за-

кону розподілу 
Формульне представлення щіль-

ності закону розподілу 
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Таблиця 2.2 
Закони розподілу дискретних випадкових величин 

Графічне представлення закону роз-
поділу 

Формульне представлення зако-
ну розподілу 
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Нагадаємо формули оцінки середнього μ та дисперсії σ2 випадкової 
величини ζ: 

∑
=

=
n

i
in 1

1~ ζµ  ,      (2.3) 

( )∑
=

−
−

=
n

i
in 1

22 )
1

1~ µςσ      (2.4) 

де n – кількість генерованих випадкових чисел, а хвиляста лінія підкрес-
лює, що розраховується статистична оцінка величини. 

У випадку дискретного закону розподілу теоретичне значення часто-
ти влучення випадкової величини ζ  у значення і визначається значенням 
ймовірності P(i). У випадку неперервного закону розподілу теоретичне 
значення частоти влучення випадкової величини ζ  в і-й інтервал визнача-
ється за формулами:  

)()()( 1

1

−−== ∫
−

ii

x

x

T
i xFxFdxxfp

i

i

,    (2.5) 

де f(x) – щільність закону розподілу випадкової величини ζ, F(x) – закон 
розподілу випадкової величини ζ, (xi-1, xi) – інтервал. 

Наприклад, у випадку експоненціального закону розподілу 
теоретичне значення частоти влучення в інтервал може бути визначене за 
формулою: 

( )1

1

+

+
−−− −== ∫ ii

i

i

xx
x

x

xT
i eedxep λλλλ ,    (2.6) 

де параметр λ має бути оцінений за формулою (див. табл.2.1): 

σµ
λ ~

1
~
1

== .       (2.7) 

А у випадку закону розподілу Пуасона – за формулою: 
λλ −= e

i
p

i
T
i !

.       (2.8) 

де параметр λ оцінюється за формулою (див. табл.2.2): 
2~~ σµλ ==        (2.9) 

Перевірка відповідності досліджуваних випадкових чисел обраному 
закону розподілу. 

Відповідність обраного закону розподілу заданим випадковим чис-
лам (при кількості спостережуваних чисел більше ста) перевіряється за 
критерієм згоди χ2 [Гмурман]: 

∑
=

−
=

k

i
T
i

T
ii

np
npn

1

2
2 )(

χ ,      (2.10) 

де ni – спостережувана кількість влучень в і-ий інтервал, npi
T - очікувана за 

теоретичним законом розподілу кількість влучень в і-ий інтервал. 
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З формули (2.10) видно, що основною ідеєю критерію χ2 є вимірю-
вання розбіжності між спостережуваною та очікуваною за теоретичним 
законом розподілу кількістю влучень в і-ий інтервал (рис. 2.3). 

 
Розраховане значення χ2 порівнюється з табличним значенням крите-

рію χ2
кр, яке взяте при рівні значимості α=0,05 та кількості степенів свободи, 

рівній кількості інтервалів у гістограмі частот k мінус 1 мінус кількість па-
раметрів закону розподілу [Гмурман]. Якщо χ2<χ2

кр, то з довірчою ймовірні-
стю 0,95 можна стверджувати, що знайдений закон розподілу відповідає 
спостережуваним значенням випадкової величини ζ. Інакше потрібно зміни-
ти параметри розподілу або припустити інший закон розподілу. 

Довірча ймовірність результату означає, що якщо, наприклад, за допо-
могою критерію χ2 з’ясували відповідність закону випадкових чисел закону 
розподілу, то гарантувати цю відповідність можемо не більше як з ймовірні-
стю 0,95. З ймовірністю 0,05 могло статися, що спостережувані значення ви-
падково виявилися відповідними закону розподілу. Довірча ймовірність 
означає також, що, якщо провести повторний експеримент із тою ж самою 
випадковою величиною, то з ймовірністю 0,95 результат ідентифікації зако-
ну розподілу співпаде із отриманим попереднім результатом. 

Критерій χ2 має такі обмеження для застосування: по-перше, кіль-
кість випадкових чисел повинна бути не менша за 100; по-друге, кількість 
влучень у кожний інтервал має бути більшою за 5: 

 

kinn i ,...1    ,5     ,100 =≥≥ .     (2.11) 
 

Якщо кількість влучень в якийсь інтервал менша за 5, то потрібно 
об’єднати сусідні інтервали і добитися, щоб кількість влучень стала 
більшою або рівною за 5. Допускається об’єднання як двох інтервалів, так 
і більше. 

2
1++ ii xx  

nі 
npi

T 

ni
 

х 

Рисунок 2.3. До пояснення змісту критерію χ2 

(ni-npi
T) 

f(x) 
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Якщо кількість досліджуваних чисел надто мала (менше ста), то 
потрібно застосовувати критерій Колмогорова-Смірнова (або як його ще 
називають λ-критерій). За критерієм Колмогорова-Смірнова відповідність 
спостережуваних випадкових чисел обраному закону розподілу 
оцінюється за значенням найбільшої абсолютної різниці [Шеннон, 
Бронштейн]: 

 

T
iii

wwn −⋅= maxλ ,      

∑
=

=
i

j

j
i n

n
w

1
,   )( i

T
i xFw =     (2.12) 

 

де wі – спостережувані значення сумарної частоти влучень в і-ий інтервал, 
nj – кількість влучень випадкової величини в j-ий інтервал, n – кількість 
спостережуваних випадкових чисел, wі

 Т – теоретичні значення сумарної 
частоти влучень в і-ий інтервал, розраховані за законом розподілу F(x) ви-
падкової величини ζ, хі – середина і-ого інтервалу. 

З формули (2.12) слідує, що на відміну від χ2-критерія λ-критерій 
порівнює сумарні частоти влучення в і-ий інтервал (рис. 2.4). 

Розраховане значення λ-критерію порівнюють з табличним значення 
критерію λкр=1,36, яке взяте при рівні значимості α=0,05 [Бронштейн]. 
Якщо λ<λкр , то з довірчою ймовірністю 0,95 можна стверджувати, що 
спостережувана випадкова величина ζ має закон розподілу F(x). 

 
В [Бронштейн] зауважується, що критерій Колмогорова-Смірнова 

вимагає, щоб оцінка параметрів розподілу виконувалась за даними, які не 
використовувались для розрахунку λ-критерію. 

 

1 

wі 

Рисунок 2.4. До пояснення змісту λ-критерію (Колмогорова-Смірнова) 
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Програмне забезпечення Mathcad має певні зручності для виконання 
експериментальних досліджень. Так, для побудови гістограми частот зру-
чно використовувати  вбудовану в Mathcad функцію hist(interv,vect), пара-
метрами якої є вектор числових значень interv, що задає кінці інтервалів 
гістограми частот, та вектор спостережуваних значень випадкової величи-
ни vect. Результатом функції hist(interv,vect) є вектор, числові значення 
якого дорівнюють кількості влучень в інтервали гістограми частот. 

Для побудови функції закону розподілу в програмному забезпеченні 
Mathcad передбачені функції: 

punif(х,a,b), dunif(х,a,b) – для рівномірного закону розподілу та його 
щільності; 

pnorm(х,μ,σ), dnorm(х,μ,σ) – для нормального закону розподілу та йо-
го щільності; 

pexp(х,λ), dexp(х,λ) – для експоненціального закону розподілу та його 
щільності; 

plnorm(х,μ,σ), dlnorm(х,μ,σ) – для логнормального закону розподілу 
та його щільності; 

pweibull(х,s), dweibull(х,s) – для закону розподілу Вейбула та його 
щільності; 

ppois(х,λ), dpois(х,λ) – для закону розподілу Пуассона та його щільності; 
pbinom(х,p,c), dbinom(p,c) – для біноміального закону розподілу та 

його щільності. 
Значення критерію χ2

кр забезпечується Mathcad-функцією 
qchisq(0.95,m), де перший параметр – це довірча ймовірність результату, а 
другий параметр – кількість степенів свободи.  

Реалізація ідентифікації закону розподілу засобами програмного за-
безпечення Mathcad 2000 Professional представлена на рисунках 2.5-2.10. 
На рисунках 2.5, 2.6, 2.7 представлений лістинг Mathcad-програми, що ви-
конує ідентифікацію закону розподілу неперервної випадкової величини з 
використанням критерію χ2. Дані про спостережувані значення випадкової 
величини зчитуються з файлу даних формату prn. Зверніть увагу на функ-
цію grup(v,w), що виконує об’єднання сусідніх груп у разі, якщо спосте-
режувана кількість влучень менша п’яти. Об’єднання груп здійснюється 
одночасно для спостережуваних та теоретичних значень кількості влу-
чень, які передаються у функцію у якості аргументів. Результат перевірки 
відповідності за критерієм  χ2 виводиться за допомогою функції if . 

На рисунках 2.8, 2.9, 2.10 представлений лістинг Mathcad-програми, 
що виконує ідентифікацію закону розподілу дискретної випадкової вели-
чини з використанням λ-критерію. Кількість інтервалів у випадку дискре-
тної випадкової величини визначається кількістю значень, які вона при-
ймає. Довжина інтервалу складає 1. Оскільки кількість спостережуваних 
значень  випадкової  величини мала, в даному випадку використовується 
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λ-критерій, в якому порівнюються сумарні частоти влучення в інтервали. 
Зауважимо, що використання λ-критерію не вимагає об’єднання груп. 
Табличне значення λкр при рівні значимості 0,05 однакове для різних за-
конів розподілу і складає 1,36. Тому функція  if формує результат, порів-
нюючи знайдене значення  λ-критерію з 1,36. 

 

 
Рисунок 2.5. Лістинг Mathcad-програми:  

формування масиву значень та оцінювання параметрів закону розподілу) 
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Рисунок 2.6. Продовження лістингу Mathcad-програми:  
гістограма частот та об’єднання сусідніх груп 
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Рисунок 2.7. Продовження лістингу Mathcad-програми:  
перевірка за критерієм χ2. 
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Рисунок 2.8. Лістинг Mathcad-програми: формування масиву значень  
та побудова гістограми частот 
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Рисунок 2.9. Продовження лістингу Mathcad-програми: формування гіпотези 
про закон розподілу та оцінювання параметрів закону розподілу 
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Рисунок 2.10. Продовження лістингу Mathcad-програми:  

перевірка за λ-критерієм 

 
2.2. Апроксимація функціональної залежності 

 
Будь-який елемент системи описується залежністю множини 

вихідних його змінних від множини вхідних. У загальному випадку така 
залежність може бути представлена функціональною залежністю. 
Відновлення функціональної залежності змінних моделі за результатами 
спостережень називають апроксимацією. Заміна об’єкта, який є елементом 
системи, його функціональною залежністю є, певною мірою, спрощення. 
Причини, з яких дослідник змушений використовувати апроксимацію 
різні. Можливо, об’єкт надто складний, щоб представити його 
функціонування більш детально. Можливо, спрощене представлення 
об’єкта дозволить спростити загальну модель системи. 
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Сформулюємо задачу апроксимації. Розглядається об’єкт, що має 
одну вихідну змінну у та декілька вхідних змінних, представлених 
вектором х=(х1 ,х2 ,...хm). Відомі дані спостережень про значення вхідної та 
вихідної змінної представлені таблицею, яка має вигляд таблиці 2.3: 

 
Таблиця 2.3 

 

Дані спостережень 
 

Спостереження  
Змінні 1  2  n 

Вхідна змінна х1 х11 х21 ... хn1 

Вхідна змінна х2 х12 х22 ... хn2 

…     
Вхідна змінна хm х1m х2m ... хnm 

Вихідна змінна у у1 у2 ... уn 

 
Задача апроксимації полягає у знаходженні функціональної 

залежності заданого виду, що найліпше відповідає даним спостережень з 
точки зору критерію найменших квадратів. Нехай уі – спостережувані 
значення вихідної змінної, )( i

f
i xfy =  – розраховані за функціональною 

залежністю f(xі) значення вихідної змінної. Ідея критерію найменших 
квадратів полягає у тому, що розбіжність між спостережуваними і 
розрахованими значеннями вихідної змінної повинна бути мінімальною. 
Якщо розбіжність вимірювати сумою різниць ( )f

ii yy − , то може статися 
так, що навіть при великих, але різних за знаком, різницях загальна 
розбіжність має мале значення. Тому розбіжність вимірюють сумою 
квадратів різниць ( )2f

ii yy − . Одже, критерій найменших квадратів має 
вид:  

 

( ) ( ) min)( 22
→−=−= ∑∑

i
ii

i
i

f yxfyyF
i

.   (2.13) 
 

де мінімум у загальному випадку розглядається по відношенню до різних 
пропонованих функцій f(xі). 

Графічне представлення змісту критерію найменших квадратів 
наведено на рисунку 2.11. У випадку багатьох змінних неможливо 
представити графічно функціональну залежність у=f(x), тому на графіку 
розлядається тільки залежність у=у(і), де і – номер спостереження. 
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Апроксимацію функціональної залежності виконують у такий 
спосіб: 

1) формують масив спостережуваних значень; 
2) формують припущення про вид математичної функції f(x,b), де b – 

параметри функціональної залежності; 
3) відшукують значення параметрів функціональної залежності b за 

критерієм найменших квадратів; 
4) оцінюють якість знайденої функціональної залежності методами 

багатофакторного кореляційно-регресійного аналізу. 
Послідовність дій, що виконують для апроксимації функціональної 

залежності, представлена на рисунку 2.12. 

 
Формування масиву спостережуваних значень 
На відміну від функції однієї змінної, задача апроксимації функції 

багатьох змінних має розв’язок тільки за умови, що змінні х1 ,х2 ,...хm не 
залежать одна від одної. Дійсно, якщо, наприклад, х1=g(х2), то змінна х1 
має бути викреслена зі списку змінних. Якщо дослідник помилково 
включить залежну змінну у список змінних, параметри функціональної 
залежності не можуть бути знайдені. 

f(x) 

і 

yі 

і n 

yi
f 

Рисунок 2.11. До пояснення змісту критерію наменших квадратів 

y 
(yi-yi

f)  - спостережува-
не значення  
 - розраховане 
значення 

Формування масиву спостережуваних значень  

Формування гіпотези про вид функціональної залежності 

Оцінка значень параметрів функціональної залежності 

 
Апроксимація 
функціональної 

залежності 

Кореляційно-регресійний аналіз функціональної залеж-
ності 

Рисунок 2.12. Послідовність дій, 
що виконують для апроксимації функціональної залежності 
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Формування гіпотези про вид функціональної залежності  
Застосування методу найменших квадратів вимагає, щоб 

функціональна залежність, яка знаходиться, мала лінійний відносно 
параметрів b вид: 

f(x,b)=b0+b1·f1(x) +b2·f2(x)+….+ +bk·fk(x)    (2.14) 
де х=(х1 ,х2 ,...хm) – вектор змінних. 

Наприклад, 343322110 sincos),( xbxbxbxbbbхf ++++=  - лінійна 
залежність відносно параметрів b, ( ) 5

3243110 cos),( bxxbbxbbbхf +⋅++=  - 
нелінійна залежність. 

Припущення про вид функцій fі(x) дослідник має зробити, 
грунтуючись на своїх знання та досвіді. Параметри b функціональної 
залежності f(x,b) вибираються так, що забезепечити мінімум критерію 
найменших квадратів: 

Оцінка значень параметрів функціональної залежності  
Значення критерію найменших квадратів визначається за 

формулою: 

min))(...)(()),(()(
0

2
110

0

2 →−+++=−= ∑∑
==

n

i
iikki

n

i
ii yxfbxfbbybxfbF ,   (2.15) 

де xі=(хi1 ,хi2 ,...хim),  yі – дані досліджень про об’єкт. 
Необхідною умовою екстремуму функції багатьох змінних є рівність 

нулю частинних похідних: 
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Візьмемо похідні в (2.16) і отримаємо: 
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Зробивши елементарні перетворення, отримаємо систему лінійних 
рівнянь для відшукання b: 
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  (2.18) 

 

Система (2.18) називається системою нормальних рівнянь. З (2.18) 
невідомі b знаходяться, наприклад, методом Гауса. 

При розрахунках на комп’ютері для розв’язання системи (2.18) 
зручно використовувати матричну форму запису рівнянь. Якщо 
підставити дані xі=(хі1 ,хі2 ,...хіn) та yі і=1,. n у (2.5), то утвориться n 
рівнянь, які називаються системою умовних рівнянь:  
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Утворимо матрицю X  зі стовпчиків 1, f1(xi), f2(xi)... fk(xi) у 
відповідності до доданків функціональної залежності (2.14). Тоді система 
умовних рівнянь приймає вид: 

X·b=y.     (2.20) 
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Неважко упевнитись, що умножив зліва обидві частини рівняння 
(2.11) на ХТ, отримаємо систему нормальних рівнянь (2.18), записану в 
матричному виді: 

 yXbXX TT =⋅⋅ .     (2.21) 
Матриця ХТ·Х є симетрична квадратна матриця. Тому завжди існує 

розв’язок системи (2.21): 
yXXXb TT ⋅⋅= −1)( .    (2.22) 
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Кореляційно-регресійний аналіз функціональної залежності  
При малому обсязі даних виникає необхідність перевірки отриманої 

функціональної залежності. Для цього використовують методи 
багатофакторного кореляційно-регресійного аналізу. 

Оцінку практичної значущості отриманої функціональної залежності 
проводять за допомогою індексу кореляції, який характеризує щільність 
зв’язку: 

 

2

2

заг

фактR
σ

σ
= ,      (2.23) 

 

де 
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−
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фактσ  - факторна дисперсія результативної ознаки у, 

1
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−

−
= ∑

n
yyi

загσ  - його загальна дисперсія. 

Для розрахунку індекса кореляції можна скористатись також 
формулою у матричному вигляді [Общая теория статистики]: 
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=      (2.24) 

 

Індекс детермінації R2 характеризує, яка частина загальної варіації 
результативної ознаки у пояснюється фактором х. Якщо більше половини 
загальної варіації результативної ознаки у пояснюється впливом фактора 
х, то застосування методів функціонального аналізу для вивчення 
кореляційного зв’язку являються виправданими, а синтезовані при цьому 
аналітичні моделі визнаються придатними для їх практичного 
застосування. Звідси, функціональна залежність практично значима, якщо 
R2>0,5 або R>0,7. Якісну оцінку щільності зв’язку проводять традиційно 
за шкалою Чеддока (табл 2.4):  

Таблиця 2.4 
 

Якісна оцінка щільності зв’язку за шкалою Чеддока 
 

Інтервал, якому належить 
значення індексу кореляції 

Якісна оцінка щільності 
зв’язку 

0,1÷0,3 слабкий зв’язок 
0,3÷0,5 помірний зв’язок 
0,5÷0,7 помітний зв’язок 
0,7÷0,9 сильний зв’язок 

0,9÷0,99 дуже сильний зв’язок 
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Оцінку істотності індекса кореляції проводять за критерієм Фішера: 

k
kn

R
RF 1

1 2

2 −−
⋅

−
= ,     (2.25) 

Знайдене значення критерію порівняюють із критичним значенням 
критерію Фішера, який знаходиться із статистичних таблиць при рівні 
значимості 0,05, кількості ступенів вільності чисельника k та кількості 
ступенів вільності знаменика n-k-1. Якщо F>Fкр, то значення індексу 
кореляції визнається істотним. 

Критичне значення критерію Фішера можна знайти, скориставшись 
вбудованою в програмне забезпечення Mathcad-функцією qF: 

 

Fкр=qF(0.95, k, n-k-1).     (2.26) 
 

Оцінку статистичної значимості коефіцієнтів регресії проводять за 
критерієм Ст’юдента у такий спосіб. Спочатку розраховують діагональні 
елементи матриці (ХТ·Х)-1: 
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Потім знаходять дисперсію 
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значення критерію Ст’юдента знаходиться окремо для кожного параматру 
bj за формулою: 
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= .      (2.28) 

Критичне значення критерію Ст’юдента знаходять із 
статистистичних таблиць при рівні значимості 0,05 та кількості ступенів 
вільності n-k-1. Якщо tj>tкр, знайденого з таблиць критерію Ст’юдента при 
рівні значимості α=0,05 та кількості ступенів вільності n-2, то коефіцієнт 
bj визнається значимим. Критичне значення критерію Ст’юдента можна 
знайти, скориставшись функцією qt програмного забезпечення Mathcad: 

 

tкр=qt(0.95,n-k-1).      (2.29) 
 

Довірчий інтервал для коефіцієнту bj визначається за формулою: 
 

2sdtb jкрj ±      (2.30) 
 

Знання довірчого інтервалу надає досліднику можливість оцінити 
величину похибки отриманого значення параметру. 

Реалізація методу найменших квадратів засобами програмного 
забезпечення представлена на рисунках 2.13-2.16. 
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Рисунок 2.13. Лістинг Mathcad-програми:  
формування масиву значень 
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Рисунок 2.14. Продовження лістингу Mathcad-програми: 

 розрахунок параметрів функціональної залежності 



 45 

 
Рисунок 2.15. Продовження лістингу Mathcad-програми:  

розрахунок критерію найменших квадратів  
та розрахунок індексу детермінації 
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Рисунок 2.16. Продовження лістингу Mathcad-програми:  
значимість параметрів та розрахунок довірчих інтервалів  

параметрів функціональної залежності. 
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Апроксимація функціональної залежності за методом χ2 
У методі апроксимації за методом найменших квадратів вважається, 

що точність спостережуваних значень приблизно однаково. У випадках, 
коли відомо, що точність спостережуваних значень суттєво відрізняється, 
доцільно використовувати апроксимацію за методом χ2. 

Оцінка значень параметрів функціональної залежності здійснюється 
за методом χ2: 

min),()(
0

2
2 →







 −
= ∑

=

n

i i

ii ybxfb
σ

χ    (2.31) 

де σі - середнє квадратичне відхилення спостережуваного значення уі. 
У випадку, коли точність визначення всіх уі однакова з формули 

(2.31) отримуємо наступну формулу визначення критерію χ2: 

min)),((1),()(
0

2
2

0

2
2 →−=







 −
= ∑∑

==

n

i
ii

n

i i

ii ybxfybxfb
σσ

χ   (2.32) 

де σ -  однакове для всіх спостережуваних значень уі середнє квадратичне 
відхилення. 

Значення параметрів bj, які отримані за критерієм (2.32) та за 
критерієм (2.15), співпадають. Але значення критерію χ2 не залежить від 
розмірності у, а значення критерію (2.15) –сильно залежить від розмірності 
величини у. Дійсно, значення критерію найменших квадратів суттєво 
відрізняється при значеннях у, вимірюваних у сотнях або у сотнях тисяч, а 
значення критерію χ2 у цих самих випадках приймає однакові значення. 

Уявіть, що два дослідники обмінюються досвідом з апроксимації 
функціональної залежності методом найменших квадратів: у одного з них 
значення критерію найменших квадратів складає 0,01, а в іншого – 100,5. 
У кого з них ліпший результат апроксимації? Виявляється, що на це 
питання відповісти неможливо, доки обидва не порівняють 
спостережувані значення у своїх дослідах. Значення критерію найменших 
квадратів 0,01 при спостережуваних значення у порядку 1 може вважатись 
задовільним. Але те ж значення критерію найменших квадратів при 
спостережуваних значеннях у порядку 0,01 не може важатись 
задовільним, оскільки похибка величини ( 1,001,0 = ) перевищує в десятки 
разів саму величину. Ті ж самі дослідники, коли користуються критерієм 
χ2, можуть легко  порівняти свої результати: менше значення критерію χ2  
відповідає більш точному результату апроксимації. 

З формули (2.31) випливає, що параметри функціональної 
залежності обираються таким чином, щоб найліпше задовольняти даним 
спостережень, які визначені з більшою точністю, і, можливо гірше 
задовольняти даним спостережень,  які визначені з меншою точністю. На 
рисунку 2.17 графік функціональної залежності, що знайдена за методом 
χ2, більш щільно притискається до точок з більшою точністю. 
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Розраховане за формулою (2.31) значення критерію χ2 порівнюють із 
табличним значенням χ2

кр, яке знаходять при кількості ступенів вільності, 
що дорівнює кількості спотережуваних даних мінус один і мінус кількість 
шуканих параметрів функціональної залежності, та рівні довірчої 
ймовірності 0,95: 

χ2
кр =qchisq(0.95, n-1-k),    (2.33) 

де  qchisq – Mathcad-функція, що знаходить значення критерію χ2
кр , n - 

кількість спостережуваних значень, k - кількість параметрів 
функціональної залежності. 

 
Якщо χ2<χ2

кр, то функціональна залежність, що знайдена за методом 
χ2, з довірчою ймовірністю 0,95 відповідає даним спостережень. В іншому 
випадку потрібно змінити вид функціональної залежності. 

Використання критерію χ2 має суттєві переваги перед використанням 
критерію найменших квадратів. Проте використання його обмежене, оскільки 
дослідник не завжди має інформацію про точність вимірювання даних. 

 
2.3. Приклади розв’язання задач 

 
Задача 1. За даними спостережень, які наведені у таблиці 2.5, визначити 

закон розподілу випадкової величини «кількість телефонних викликів таксі». 
Таблиця 2.5 

 

Дані спостережень про кількість телефонних викликів таксі 
 

 
Кількість ви-
кликів, і 

Кількість 10-хвилинних ін-
тервалів з кількістю 
викликів і, ni 

Відносна  
частота влучень, 

pi=ni/n 
0 70 0,311 
1 85 0,378 
2 52 0,231 
3 14 0,062 

f(x) 

x 

yі 

хі хn 

yi
f 

Рисунок 2.17. До пояснення методу χ2  

y 
(yi-yi

f)  - спостережува-
не значення  
 - розраховане 
значення 

σі 

- точність спосте-
режуваного зна-
чення 
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Продовження таблиці 2.5 
4 3 0,013 
5 1 0,004 
 n = Σn i= 225 Σpi = 1 

Розв’язання. Гістограма частот має вигляд, представлений на рису-
нку 2.18: 

 
З вигляду гістограми частот доцільно припустити, що дана випадко-

ва величина має розподіл Пуассона (див. табл. 2.2): 

nke
k

kP
k

...1,0     ,
!

)( == −λλ , 

де λ - параметр закону розподілу. 
Для оцінки параметру закону розподілу обчислимо середнє та сере-

днє квадратичне відхилення випадкової величини «кількість телефонних 
викликів таксі»: 

( ) 102,1225/1534143522851700 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=ς ~μ, 
( ) ( ) ( )( ) ( ) 976,01225/102,151...102,1185102,1070 222 =−−⋅++−⋅+−⋅=D ~σ2. 

Оскільки параметр закону розподілу Пуассона λ = μ = σ 2, то при-
ймемо гіпотезу про значення λ = 1,039=(0,976+1,102)/2. Обчислимо зна-
чення ймовірності влучення випадкової величини у значення і за форму-
лою (див. табл. 2.2): 

!
039,1039.1

i
ep

i
T
i

⋅
=

−

, і=0, 1,…5. 

Результати розрахунків представлені у таблиці 2.6 
 

Оскільки кількість спостережуваних значень випадкової величини 
достатньо велика (225>100), для оцінки відповідності закону розподілу 
застосуємо критерій χ2. Критерій χ2 вимагає, щоб кількість влучень у кож-
ний інтервал була не менша 5, тому об’єднаємо сусідні групи. Розрахунок 
критерію χ2 представлений у таблиці 2.7. 

0 

52 

85 
70 

ni
 

ζ 

Рисунок 2.18. Гістограма частот 

1 2 3 4 5 

14 

3 1 
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Таблиця 2.6 
 

Розрахунок очікуваної кількості влучень  
за теоретичним законом розподілу 

 

Значення 
випадкової 
величини, 

i 

Ймовірність влучення 
випадкової величини, 

!
039.1039.1

i
ep

i
T
i

⋅
=

−

 

Очікувана кількість 
влучень у значення, 

n·pi
T 

0 0,354 79 
1 0,368 83 
2 0,191 43 
3 0,066 15 
4 0,017 4 
5 0,004 1 
 Σpi = 1 Σn i= 225 

 
Таблиця 2.7. 

Розрахунок критерію χ2 

 

Значення 
випадкової 
величини, i 

Очікувана кількість 
влучень у значення, 

n·pi
T 

Спостережувана 
кількість влучень 
у значення, ni 

Розрахунок крите-

рію , ( )
T
i

T
ii

pn
pnn

⋅
⋅−

2

 

0 79 70 1,025 
1 83 85 0,048 
2 43 52 1,884 
3 15+4+1 14+3+1 0,2 
 ∑=225 ∑=225 ∑=3,157 

 

Отже, маємо 
( )

157,3
2

2 =
⋅

⋅−
= ∑ T

i

T
ii

pn
pnn

χ . 

Табличне значення χ2
кр знаходиться з таблиць при кількості груп k=4 

та кількості ступенів вільності m=4-1-1=2: χ2
кр =5,99. Порівнюючи розра-

ховане та табличне значення χ2< χ2
кр приходимо до висновку, що дослі-

джувана випадкова величина із довірчою ймовірністю 0,95 відповідає за-
кону розподілу Пуассона із параметром 1,039. 

Відповідь. Випадкова величина «кількість телефонних викликів так-
сі» із довірчою ймовірністю 0,95 відповідає закону розподілу Пуассона із 
параметром 1,039. 

Задача 2. Визначити закон розподілу випадкової величини «тривалість 
обслуговування клієнта» за наступними даними спостережень (табл. 2.8): 
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Таблиця 2.8 
 

Дані спостережень про тривалість обслуговування клієнта 
 

 
Інтервал, 
(хі-1, хі) 

Кількість влучень випа-
дкової величини в інтер-

вал, ni 

Відносна  
частота влу-
чень, pi=ni/n 

Сумарна  
частота влу-
чень, hi 

(28;30) 11 0,133 0,133 
(30;32) 10 0,120 0,253 
(32;34) 7 0,084 0,337 
(34;36) 7 0,084 0,421 
(36;38) 13 0,157 0,578 
(38;40) 16 0,193 0,771 
(40;42) 8 0,096 0,867 
(42;44) 11 0,133 1,000 

 n = Σn i= 83 Σpi = 1  
Розв’язання. Гістограма частот має вигляд, представлений на рису-

нку 2.19: 

 
З виду гістограми частот доцільно припустити, що дана випадкова 

величина має рівномірний розподіл (див. табл. 2.2). Оцінимо параметри 
рівномірного закону розподілу: 

28))(max( == ζfloora , 44))(min( == ζceilb , 
де floor – функція наближення до найближчого більшого цілого числа, ceil 
– функція наближення до найближчого меншого цілого числа. 

Приймемо гіпотезу про рівномірний закон розподілу із параметрами 
28 і 44. Розрахуємо значення ймовірностей влучення випадкової величини 
у значення і за формулою (2.5): 

125,02
16
1)(

16
1

2844
1

1

1
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−

= −∫
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ii
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i xxdxp

i
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, 

оскільки довжина інтервалу складає 2. 
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ζ 
Рисунок 2.19. Гістограма частот 
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Результати розрахунків теоретично очікуваної сумарної частоти 
влучень представлені у таблиці 2.9. 

Таблиця 2.9 
 

Розрахунок сумарної частоти влучень  
за теоретичним законом розподілу 

 

Інтервал Ймовірність влучення 
випадкової величини 

Очікувана сумарна час-
тота влучень 

(28;30) 0,125 0,125 
(30;32) 0,125 0,250 
(32;34) 0,125 0,375 
(34;36) 0,125 0,500 
(36;38) 0,125 0,625 
(38;40) 0,125 0,750 
(40;42) 0,125 0,875 
(42;44) 0,125 1,000 

 Σpi = 1  
 

Оскільки кількість спостережуваних значень випадкової величини 
недостатня (83<100), для оцінки відповідності закону розподілу застосує-
мо λ-критерій. Розрахунок λ-критерію представлений у таблиці 2.10. За 
формулою (2.12) розраховуємо спостережуване значення критерію: 

72,0079,083max =⋅=−⋅= T
iii

wwnλ . 
Розраховане значення λ-критерію менше за табличне значення критерію 

λкр=1,36 (рівень значимості α=0,05), тому можна стверджувати, що 
спостережувана випадкова величина ζ із довірчою ймовірністю 0,95 має 
рівномірний закон розподілу з параметрами 28 і 44. 

Таблиця 2.10. 
 

Розрахунок λ-критерію 
 

Інтервал Очікувана сумарна 
частота влучень, 

wT 

Спостережувана 
сумарна частота 
влучень, w 

Розрахунок λ-
критерію, 

|wT-w| 
(28;30) 0,125 0,133 0,008 
(30;32) 0,250 0,253 0,003 
(32;34) 0,375 0,337 0,038 
(34;36) 0,500 0,421 0,079 
(36;38) 0,625 0,578 0,047 
(38;40) 0,750 0,771 0,021 
(40;42) 0,875 0,867 0,008 
(42;44) 1,000 1,000 0,000 

   max=0,079 
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Відповідь. Випадкова величина „тривалість обслуговування клієнта” 
з довірчою ймовірністю 0,95 має рівномірний закон розподілу в інтервалі 
від 28 до 44. 

Задача 3. За даними спостережень, представленими у таблиці 2.11, 
знайти апроксимуючу функцію, що має вид y=b0+b1x1

2+b2x2, та оцінити її 
якість. 

Таблиця 2.11 
Дані спостережень 

X1 4 3 4 4 2 5 4 3 5 4 3 5 3 5 4 3 2 
X2 1 15 13 11 13 13 15 14 15 11 12 12 11 12 14 11 11 
Y 40 15 38 40 2 65 36 16 63 40 18 66 19 63 37 19 4 

Розв’язання. За даними спостережень та виходячи з виду функціо-
нальної залежності складемо матрицю Х  та вектор Y системи умовних рі-
внянь (2.20): 
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За формулою (2.22) розрахуємо параметри функціональної залежності: 

( )
















−

−
==

−

323,0
934,2
915,4

1 YXXXb TT . 

Отже, знайдена наступна функціональна залежність: 
Yreg=f(x)=-4,915+2,934x1

2-0,323x2. 
Оцінимо якість знайденої функціональної залежності. По-перше, 

розрахуємо критерій найменших квадратів за формулою (2.15). Розрахун-
ки представимо у таблиці 2.12. 
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Таблиця 2.12 
Розрахунок критерію найменших квадратів 

X1 4 3 4 4 2 5 4 3 5 4 3 5 3 5 4 3 2 
X2 1 15 13 11 13 13 15 14 15 11 12 12 11 12 14 11 11 
Y 40 15 38 40 2 65 36 16 63 40 18 66 19 63 37 19 4 

Yreg 41,7 16,6 37,8 38,5 2,6 64,2 37,2 17,0 63,6 38,5 17,6 64,5 17,9 64,5 37,5 17,9 3,3 
|Yreg-Y| 1,7 1,6 0,2 1,5 0,6 0,8 1,2 1,0 0,6 1,5 0,4 1,5 1,1 1,5 0,5 1,1 0,7 
(Yreg-Y)2 2,89 2,69 0,03 2,34 0,38 0,60 1,38 0,93 0,34 2,34 0,15 2,11 1,14 2,40 0,25 1,14 0,54 

Σ(Yreg-Y)2 = 21,65
 
Таким чином, значення критерію найменших квадратів досягає зна-

чення 21,65, що у порівнянні із значеннями вихідної величини є досить 
прийнятним значенням. Із наведених розрахунків видно також, що відхи-
лення розрахованого за функціональною залежністю значення від спосте-
режуваного значення не перевищує 1,7, що не перевищує 5% значення ви-
хідної величини. 

Проведемо кореляційно-регресійний аналіз функціональної залеж-
ності, що знайдена. Обчислимо індекс кореляції за формулою (2.23): 

2,34
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==
∑

i
iY
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i
i
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Yreg
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)2,34( 2

=
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i
i

заг

Yreg
σ , 

998,0==
заг

фактR
σ

σ , 997,02 =R . 

Отже, за шкалою Чеддока зв’язок оцінюється як дуже сильний. Зна-
чення індексу детермінації свідчить про те, що 99,7% варіації вихідної 
змінної у пояснюється змінюванням значень вхідних змінних х1 та х2.  

Обчислимо довірчі інтервали за формулами (2.27)-(2.30): 
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Отже, довірчі інтервали параметрів функціональної залежності за-
даються наступними значеннями: 
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Відповідь. Дані спостережень відповідають функціональній 
залежності f(x)=-4,915+2,934x1

2-0,323x2 із значенням критерію найменших 
квадратів 21,65. Результати кореляційно-регресійного аналізу свідчать, що 
зв’язок між змінними у та х дуже сильний, усі параметри функціональної 
залежності являються значимими. Довірчі інтервали свідчать про те, що 
найбільш неточно знайдений перший параметр функціональної залежності 
(±2,46), а найбільш точно знайдений другий параметр функціональної за-
лежності (±0,08). 

Задача 4. Інтенсивність надходження покупців до маркету протягом 
дня змінюється (табл. 2.13). Знайти апроксимуючу функцію, що наближе-
но моделює інтенсивність надходження покупців в залежності від часу, та 
визначити якість знайденої функції. 

Таблиця 2.13 
Дані інтенсивності надходження покупців до маркету протягом дня 

t 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 
Y 15 23 16 9 11 16 17 23 32 41 53 28 12 8 5 

 
Розв’язання. Оскільки спостерігається два піки збільшення інтенси-

вності надходження покупців (на 9-ту та 18-ту годину), апроксимуюча 
функція має бути принаймні 4-ого порядку: 

y=b0+b1t+b2t2 b3t3+b4t4. 
Побудуємо матрицю для відшукання параметрів функціональної за-

лежності: 
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Розрахуємо за формулою (2.22) параметри функціональної залежності: 

( )
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1 YXXXb TT . 

Таким чином, апроксимуюча функціональна залежність має вид: 
Yreg=f(x)=-362,3-86,5t+7,02t2-0,2t3-0,0001t4. 

Оцінимо якість знайденої функціональної залежності. По-перше, 
розрахуємо критерій найменших квадратів за формулою (2.15): 

6,873)),(()(
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2 =−= ∑
=

n

i
ii ybxfbF . 

Значення критерію найменших квадратів близько 302. 
По-друге, оцінимо якість знайденої функціональної залежності ме-

тодами кореляційно-регресійного аналізу. Розрахуємо індекс кореляції за 
формулою (2.23): 
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Отже, за шкалою Чеддока зв’язок оцінюється як сильний, але не ду-
же сильний. Значення індексу детермінації свідчить про те, що 64% змі-
нювання інтенсивності надходження покупців пояснюється змінюванням 
часу. 

Оцінимо значимість параметрів функціональної залежності (2.27)-
(2.29): 
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Порівнюючи розраховані значення tj з критичним значенням tкр, зна-
ходимо, що значення параметра b4 є незначимим. 

Розрахуємо точність визначення параметрів функціональної залеж-
ності, які є значимими, за формулою (2.30): 
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Відповідь. Дані спостережень відповідають функціональній 
залежності f(x)=-362,3-86,5t+7,02t2-0,2t3-0,0001t4 із значенням критерію 
найменших квадратів 873,6. Результати кореляційно-регресійного аналізу 
свідчать, що зв’язок між змінними у та х сильний. Усі параметри функціо-
нальної залежності, окрім останнього, являються значимими. Точність ви-
значення довірчих інтервалів першого та другого параметрів функціона-
льної залежності недостатня, тому рекомендується збільшити кількість 
даних спостережень. 

Задача 5. За результатами вимірювання значення середнього часу, що 
витрачає швачка на обробку шва в залежності від його довжини (табл. 2.14), 
знайти апроксимуючу функцію для моделювання цієї змінної величини. 
Оскільки вимірювання середнього часу проводилось для різної кількості 
швів, різні значення середнього часу мають різну точність вимірювання: 

 

Таблиця 2.14 
 

Результати вимірювання значення середнього часу, 
що витрачає швачка на обробку шва в залежності від його довжини 

 

X 20 23 33 47 55 56 79 98 114 126 142 150 161 196 198 226 230 

Y 7 10 25 25 30 14 27 38 29 32 35 37 37 56 47 63 60 

σ 3 5 18 5 19 8 1 20 9 2 5 2 1 21 16 32 28 
 

Розв’язання. Оскільки точність вимірювання спостережуваної ве-
личини сильно відрізняється, доцільно скористатись апроксимацією за 
критерієм χ2. Із даних спостережень випливає, що спостерігається зрос-
тання досліджуваної величини Y в залежності від змінної X. Тому доціль-
но припустити найпростішу лінійну залежність між цими змінними: 

xbbbõf 10),( += . 
Критерій χ2 за формулою (2.31) приймає для цієї функції вигляд: 
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Візьмемо частинні похідні по параметрам b0 , b1 і прирівняємо їх нулю: 
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Зробимо необхідні розрахунки і отримаємо наступну систему ліній-
них рівнянь: 





=⋅+⋅
=⋅+⋅

109184331922,324
11,8622,32478,2

10

10

bb
bb

 

Звідси знаходимо значення невідомих b0 , b1: 

16,0
57,12

1

0

=
=

b
b

 

Отже, знайдена апроксимуюча функція, що має вид: 
xbõf 16,057,12),( += , 

Досягається значення критерію χ2=18,28. Критичне значення складає 
χ2
кр

 = qchisq(0.95, 17-1-1)=25. 
Оскільки спостережуване значення критерію менше за критичне, 

приймається рішення про цілком задовільні результати апроксимації ме-
тодом χ2. 

Відповідь. Дані спостережень значення середнього часу, що витрачає 
швачка на обробку шва, в залежності від довжини шва відповідають 
функціональній залежності у=12,57+0,16х (у – середній час, х – довжина шва). 

 
2.4.Завдання для самостійної роботи 

 
Задача 1. З’ясуйте, чи є випадкові числа рівномірно розподіленими 

на інтервалі (0,1), якщо гістограма частот представляється наступними 
значеннями кількості влучень в інтервали (табл. 2.15): 

Таблиця 2.15 
 

Частота влучень в інтервали випадкової величини 
 

Інтервал Кількість влучень 
(0;0,1) 54 

(0,1;0,2) 46 
(0,2;0,3) 52 
(0,3;0,4) 71 
(0,4;0,5) 43 
(0,5;0,6) 28 
(0,6;0,7) 60 
(0,7;0,8) 51 
(0,8;0,9) 55 
(0,9;1) 47 

 

Задача 2. Визначте закон розподілу випадкової величини, якщо ряд 
спостережуваних значень випадкової величини наступний: 

10, 7, 8, 8, 8 ,8, 10,10, 9, 10, 7, 10, 7, 10, 9, 9, 8, 8, 8, 9, 6, 6, 5, 8, 7, 8, 8, 
7, 8, 9, 9, 9, 8, 7, 8, 7, 6, 9, 9, 9. 
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Задача 3. Визначте закон розподілу випадкової величини, якщо гі-
стограма частот представлена наступними значеннями: 

 

Значення Кількість влучень 
0 61 
1 33 
2 11 
3 3 
4 1 

 
Задача 4. Визначте закон розподілу випадкової величини, якщо ряд 

спостережуваних значень випадкової величини наступний: 
121, 76, 65, 252, 85, 36 ,137, 80, 40, 48, 99, 101, 113, 124, 111, 66, 19, 

170, 148, 42, 107, 184, 83, 0, 29, 34 ,74, 103, 70 ,83, 127, 111, 120, 42, 45, 45, 
80, 34, 0, 163, 139, 107, 49, 53, 56, 113, 80, 165, 31 ,119. 

Задача 5. Побудуйте апроксимуючу функцію виду 2210
11
x

b
x

bby ++= за 

такими результатами спостережень: 
 

X 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 
Y 12 13 11 8 5 9 2 7 4 5 5 6 7 9 5 5 4 

 
Задача 6. Побудуйте апроксимуючу функцію виду 

y=b0+b1x1+b2x2+b3x3
2 за такими результатами спостережень: 

 

X1 48 2 4 22 31 22 32 2 21 17 43 11 24 23 22 30 18 
X2 18 14 13 17 16 4 17 17 18 8 17 9 7 11 15 10 11 
X3 25 8 20 11 16 16 22 8 24 15 24 13 19 16 11 21 23 
Y 381 8 31 167 242 182 252 5 164 138 341 88 197 183 169 243 147 

 
Задача 7. Побудуйте апроксимуючу функцію за такими результатами 

спостережень: 
 

X1 2 2 3 2 2 5 5 2 3 4 3 4 5 4 5 
X2 11 13 12 14 13 13 14 14 15 13 15 14 14 12 11 
Y 4 2 18 1 2 65 64 1 15 38 15 37 64 39 67 

 
Задача 8. Побудуйте апроксимуючу функцію, що відповідає наступ-

ним результатам спостережень, за критерієм χ2 : 
 

X 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 
σ 0,2 05 0,2 1,8 0,6 0,8 1,5 1,9 1,2 0,8 0,5 2,8 0,6 1,1 0,7 5,9 0,3 
Y 23 16 15 16 17 13 11 13 21 21 19 12 20 23 20 13 23 
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2.5. Контрольні запитання 
 

1) У який спосіб дослідник може визначити закон розподілу випадкової 
величини? 

2) Дайте формулювання задачі ідентифікації закону розподілу? 
3) Які критерії застосовуються для визначення відповідності обраного 

закону розподілу досліджуваним випадковим числам? 
4) Як розраховується критерій χ2? λ-критерій? 
5) Яку інформацію надає досліднику оцінка відповідності обраного за-

кону розподілу досліджуваним випадковим числам? 
6) За яких умов для визначення відповідності обраного закону розподі-

лу досліджуваним випадковим числам застосовується критерій χ2? 
7) Опишіть дії, що виконуються дослідником при визначенні закону 

розподілу випадкової величини. 
8) Дайте формулювання задачі ідентифікації функціональної залежності. 
9) У який спосіб дослідник може визначити функціональну залежність 

між змінними моделі? 
10) За якої умови задача апроксимації не має розв’язку? 
11) За якими міркуваннями дослідник обирає вид апроксимуючої функції? 
12) Чи існують обмеження на вид функціональної залежності, що дослі-

дник висуває в задачі апроксимації? Які? 
13) За яким критерієм визначаються параметри функціональної залежності? 
14) Який зміст критерію найменших квадратів? 
15) Як складається система умовних рівнянь? 
16) Як складається система нормальних рівнянь? 
17) За якими формулами розраховуються параметри апроксимуючої фу-

нкціональної залежності? 
18) Яка мета досягається при виконанні кореляційно-регресійного аналізу? 
19) За якими формулами виконується кореляційно-регресійний аналіз? 
20) Який показник характеризує щільність зв’язку? 
21) Що оцінюють за допомогою шкали Чеддока? 
22) За яким критерієм оцінюється значимість параметрів функціональної 

залежності? 
23) За яким критерієм визначається істотність індексу кореляції? 
24) За якими формулами визначається довірчий інтервал параметра фу-

нкціональної залежності? 
25) Яку інформацію надає знання довірчого інтервалу? 
26) В яких випадках використовується апроксимація за критерієм χ2? 
27) Як виконується апроксимація функціональної залежності за критерієм χ2? 
28) Які відмінності апроксимації за критерієм χ2 від апроксимації за кри-

терієм найменших квадратів? 



 61 

Розділ 3 
ФОРМАЛІЗАЦІЯ ПРОЦЕСІВ  

ФУНКЦІОНУВАННЯ ДИСКРЕТНИХ СИСТЕМ 
 

Представлення процесу функціонування системи відомими форма-
льними засобами надає досліднику можливість використати теоретичні та 
практичні здобутки науковців з дослідження систем. Нерідко саме на етапі 
формалізації системи з’ясовуються особливості функціонування системи, 
що досліджується, уточнюються значення параметрів, які характеризують 
алгоритм функціонування системи, набувають конкретного змісту складо-
ві елементи системи. 

Найбільш формалізованим представленням є представлення у вигля-
ді математичних формул. Менш формалізованим, але більш універсаль-
ним – представлення у вигляді схем, що відображають елементи системи 
та структурні взаємозв’язки між ними. Найбільш відомими і найбільш 
поширеними серед спеціалістів засобами формалізації процесів функціо-
нування дискретних систем являються мережі масового обслуговування та 
мережі Петрі. Мережі масового обслуговування призначені для описуван-
ня процесів обробки, таких як виробничі процеси, бізнес-процеси, і пред-
ставляють великий, але чітко обмежений клас систем. Мережі Петрі яв-
ляються більш могутнім засобом формалізації дискретних процесів і опи-
сують системи із найскладнішими зв’язками, в тому числі управляючими. 

Класифікація засобів формалізації процесів функціонування дискре-
тних систем представлена на рисунку 3.1. 
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Рисунок 3.1. Засоби формалізації  

процесів функціонування дискретних систем 
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3.1. Мережі масового обслуговування 
 

Стохастична мережа масового обслуговування (МО) – це сукупність 
взаємозалежних систем масового обслуговування (СМО), у якій об’єкти, 
що обслуговуються, з визначеною ймовірністю переходять з однієї СМО в 
іншу. За традицією, що склалась у теорії систем масового обслуговування 
об’єкти, що обслуговуються, називаються вимогами.  

Кожна система масового обслуговування – це одне або декілька об-
слуговуючих пристроїв з чергою. У розімкнутій мережі МО вимоги над-
ходять ззовні мережі і після обробки залишають її. У замкнутій мережі 
МО деяка кількість вимог весь час знаходиться в ній, переходячи з однієї 
СМО до іншої, але ніколи не залишаючи мережу МО. 

Мережі масового обслуговування функціонують за наступними прос-
тими правилами. Вимоги, що надходять на обслуговування, проходять одну 
за одною СМО згідно указаного маршруту. На вході кожної СМО вимога 
намагається знайти один вільний пристрій з декількох паралельно функціо-
нуючих. Правило, за яким вимога обирає той чи інший пристрій за умови, 
що вони вільні, може бути указано окремо у відповідності до процесу фун-
кціонування реальної системи. Якщо всі пристрої однакові, то вимога пере-
глядає пристрої по порядку і займає перший, що виявився вільним. Якщо в 
момент надходження вимоги до СМО всі пристрої виявились зайнятими, то 
вимога при наявності черги у СМО намагається в неї потрапити, або зали-
шає мережу масового обслуговування і вважається не обслугованою. 

При графічному представленні мережі МО користуються позначен-
нями, представленими на рисунку 3.2. 

Черга у СМО обов’язково одна. Кількість місць у черзі може бути 
обмежена або необмежена. Якщо в реальному процесі не виникає пробле-
ми з наявністю вільного місця у черзі, то при моделюванні така черга мо-
же вважатись необмеженою, навіть якщо місць у ній декілька. Отже, об-
меження на кількість місць у черзі вводять, коли потрібно моделювати си-
туацію „в даний момент вимога не може бути прийнята у СМО”. 

Мережа масового обслуговування може мати такі ускладнюючі елемен-
ти, як декілька типів вимог, що обслуговуються, розгалуження та блокування 
маршрутів, черги із складними правилами упорядкування вимог у них і т.і. 

Декілька типів вимог вводять у разі, якщо потрібно розрізняти час 
обслуговування у пристроях для різних типів вимог, або маршрути сліду-
вання (у тому числі ймовірності слідування від однієї СМО до іншої). 

Розгалуження маршруту означає, що маршрут вимоги може бути ви-
значений тільки з визначеною ймовірністю. Сума ймовірностей у місці 
розгалуження маршруту складає одиницю, тому на одній із гілок розгалу-
ження допускається, що ймовірність не указується. 

Блокування маршрутів допомагають ввести в мережу МО елементи, 
що управляють процесом обслуговування. Наприклад, вилучити полама-
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ний пристрій з процесу обслуговування, заборонити подальше просування 
вимоги до виконання деякої умови і т.і. 

Черги із складними правилами упорядкування розглядаються у випад-
ках, коли потрібно установити пріоритети обслуговування вимог в залежності 
від, наприклад, типу вимоги, накопленого часу обслуговування вимоги і т.і. 

 
Розглянемо, наприклад, функціонування мережі МО, яка представ-

лена на рисунку 3.3. Усі об’єкти проходять три етапи обробки – СМО1, 
СМО2, СМО3. До першої СМО об’єкти надходять на обслуговування з ін-
тенсивністю λ (вимог/од.часу), де обслуговуються пристроєм К1 з інтенси-
вністю μ1 (вимог/од. часу). Оскільки в першій СМО відсутня черга, то 
об’єкти, що надійшли в момент часу, коли пристрій зайнятий, отримують 
відмову в обслуговуванні і вважаються не обслугованими мережею МО. 
Ті об’єкти, що пройшли обслуговування у першому пристрої мережі МО, 
надходять до другої СМО. У другій СМО об’єкти обслуговуються в одно-
му з каналів обслуговування К2. Якщо в момент надходження об’єкта до 
другої СМО обидва канали зайняті, об’єкт надходить до черги другої 
СМО. Обмеження на довжину черги другої СМО не указане, тому кіль-

ЕЛЕМЕНТИ МЕРЕЖІ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ 
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кість об’єктів, що одночасно знаходяться в цій черзі, може бути будь-якою 
великою. Коли закінчилось обслуговування вимоги в одному з каналів 
другої СМО об’єкт намагається потрапити до третьої СМО. Об’єкт потра-
пляє на обслуговування в канал третьої СМО, якщо він вільний, в против-
ному випадку він намагається зайняти місце в черзі третьої СМО. Але 
черга третьої СМО має обмежену кількість місць Lmax. Це означає, що 
об’єкт, який намагається потрапити до черги третьої СМО у момент, коли 
всі місця в ній зайняти, отримує відмову в обслуговуванні. 

 
 
Об’єкт, який закінчив обслуговування у каналі третьої СМО, з імові-

рністю 1/10 повертається до другої СМО для додаткової обробки і з імові-
рністю 9/10 виходить з мережі МО як успішно обслугований. Такі повер-
нення на додаткову обробку зустрічаються, наприклад, у системах з пунк-
тами контролю якості: з імовірністю 9/10 об’єкт проходить перевірку яко-
сті успішно і з імовірністю 1/10 в результаті перевірки виявляється, що 
об’єкт неякісний і потребує додаткової обробки. 

Підсумовуючи, зауважимо, що всім процесам масового обслугову-
вання як простим, так і складним, притаманна одна характерна риса, за 
якою дослідник приймає рішення про можливість використання мережі 
масового обслуговування для моделювання досліджуваного процесу: в 
процесі масового обслуговування вимога не знищується, не 
з’єднується з іншими вимогами і не розпадається на декілька вимог. 

Для того, щоб скласти мережу масового обслуговування, яка моде-
лює заданий процес, потрібно, по-перше, з’ясувати, що являється об’єктом 
обслуговування. По-друге, потрібно виділити елементи процесу обслуго-
вування і кожному елементу поставити у відповідність СМО. По-третє, 
для кожної СМО визначити кількість з’єднаних паралельно пристроїв та 
наявність черги. По-четверте, представити маршрут проходження вимоги 
в мережі МО, з’єднавши відповідні СМО і визначивши умови надходжен-
ня в ту чи іншу СМО. Потім потрібно визначити числові значення параме-
трів кожної СМО і числові значення параметрів зовнішнього потоку на 
обслуговування. Наприкінці, з’ясовують специфічні характеристики ме-

відмова відмова 

Рисунок 3.3. Приклад мережі масового обслуговування 
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режі МО такі, як кількість типів вимог, що надходять на обслуговування, 
правила упорядкування вимог у чергах, правила переходу з однієї СМО до 
іншої (рисунок 3.4). 

 
 

3.2. Мережі масового обслуговування з блокуванням маршруту 
 

Блокування маршруту може здійснюватись з різних причин і може 
відноситись до різних елементів мережі МО. Управління блокуванням 
схематично позначається пунктирною стрілкою (управляючі зв’язки між 
елементами). Наприклад, канал обслуговування блокується, якщо наступ-
ний канал обслуговування зайнятий і зайняті всі місця в його черзі. Або, 
за умови перебільшення кількості вимог в черзі основного каналу, блоку-
вання резервного каналу знімається. Умова блокування може бути задана 
також за станом не одного, а декількох елементів мережі МО, і взагалі 
може бути будь-якою складною. 

Мережа масового обслуговування, розглянута у пункті 3.1 (див. рис 
3.3), має дві точки, де вимога, що обслуговується, може отримати відмову. 
Якщо на початку процесу обслуговування відмова обслуговування вигля-
дає досить логічно, то відмова в процесі обслуговування не завжди має 
місце у реальному процесі. Той факт, що вимога, яка завершила обслуго-
вування у другій СМО і намагається потрапити до третьої СМО у момент, 
коли всі місця у її черзі зайнятими, не отримує відмову в обслуговуванні, 

Для того, щоб представити систему засобами мережі масового 
обслуговування потрібно: 

 

§ з’ясувати, що являється в системі об’єктом обслуговування; 
§ виділити елементи процесу обслуговування об’єктів і кожному еле-
менту поставити у відповідність СМО; 
§ для кожної СМО визначити кількість пристроїв та наявність черги; 
§ з’єднати СМО у відповідності до процесу обслуговування; 
§ визначити маршрут проходження об’єкту обслуговування від однієї  
СМО до іншої; 
§ визначити умови надходження в кожну СМО (ймовірність вибору 
маршруту та інші); 
§ визначити наявність блокування маршруту та умови блокування; 
§ визначити числові значення параметрів кожної СМО; 
§ визначити числові значення параметрів зовнішнього потоку на об-
слуговування; 
§ визначити стан мережі масового обслуговування на початку моде-
лювання. 

 
Рисунок 3.4. Послідовність дій, виконуваних для формалізації системи 

засобами мережі масового обслуговування 
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а очікує звільнення місця у третій СМО, позначається блокуванням марш-
руту слідування вимоги (рис.3.5). Де ж вимога очікує звільнення місця у 
третій СМО? Вимога змушена очікувати у тому пристрої, в якому завер-
шила обробку. 

 
Наприклад, у робототехнічних системах робот, що закінчив обробку 

деталі і не знаходить місце, куди покласти оброблену деталь, змушений 
тримати її до тих пір, поки місце для деталі звільниться. Робот, який бло-
кований, має дивакуватий стан – хоч він виконав обробку деталі, проте не 
може зайнятись обробкою іншої деталі, оскільки місце обробки зайняте. 
Отже, специфічний стан пристрою, коли з одного боку він зайнятий вимо-
гою, оскільки вимога займає місце обробки, з іншого боку – пристрій ві-
льний, оскільки він не виконує роботу по обробці вимоги, називається 
блокуванням. Блокування маршруту означає, що маршрут слідування ви-
мог у вказаному місці закритий і вимога не може слідувати по цьому ма-
ршруту до моменту, коли блокування маршруту буде знято. 

 
3.3. Мережі Петрі з часовими затримками 

 
Мережі Петрі є засобом формального опису процесів функціону-

вання дискретних систем. У дискретній системі зміни її стану трапляють-
ся в особливі моменти часу, коли виникають умови для здійснення події. 
Здійснення події означає зміну стану системи, а значить, виникнення або 
не виникнення умов для інших подій. Процес функціонування дискретної 
системи – це упорядкована в часі послідовність подій. 

Розглянемо, наприклад, процес обслуговування клієнтів звичайним 
банкоматом. Подія перша полягає у тому, що клієнт підходить до банко-
мату. Подія друга - клієнт розпочав виконувати потрібні йому операції. 
Подія третя - клієнт закінчив виконувати потрібні йому операції. Подія  
четверта – клієнт залишив банкомат. Якщо у момент, коли клієнт з’явився 
перед банкоматом, банкомат зайнятий іншим клієнтом, то клієнт очікує 
звільнення банкомату. Умови, що передують виконанню певної події на-
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Рисунок 3.5. Приклад мережі масового обслуговування з блокуванням маршруту 
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зивають передумовами. Умови, які є результатом здійснення події, нази-
вають післяумовами. Так, передумовами події «клієнт розпочав виконува-
ти операції» являються умови а) «банкомат вільний» та б) «у черзі клієн-
тів є клієнт». Післяумовою події «клієнт розпочав виконувати операції» 
являється умова «клієнт обслуговується». Передумовами події «клієнт за-
кінчив виконувати операції» являється умова «клієнт обслуговується». Пі-
сляумовами цієї події являються умови а) «банкомат вільний» та б) «є об-
слугований клієнт». Складемо таблицю взаємозв’язків між подіями та 
умовами (табл. 3.1): 

 

Таблиця 3.1 
 

Таблиця взаємозв’язків між подіями та умовами 
 

Подія Передумови події Псляумови події 
«клієнт підійшов до 
банкомату» 

«можливо, що клієнт 
підійде до банкомату» 

«у черзі клієнтів є  
клієнт» 

«клієнт розпочав ви-
конувати операції» 

«у черзі клієнтів є  
клієнт»; 
«банкомат вільний»  

«клієнт  
обслуговується» 

«клієнт закінчив ви-
конувати операції» 

«клієнт  
обслуговується» 

«банкомат вільний»; 
«є обслугований  
клієнт» 

«клієнт залишив бан-
комат» 

«є обслугований  
клієнт» 

«кількість обслугова-
них клієнтів збільши-
лась на одиницю»; 

 
При графічному представленні мережі Петрі користуються такими 

позначеннями (рисунок 3.6). Події зображуються планками, які називають 
переходами. Умови для виникнення подій зображуються кругами, які на-
зивають позиціями. Зв’язки між позиціями та переходами зображуються 
дугами. Виконання (або не виконання) умови зображується наявністю (або 
відсутністю) маркери в позиції. Маркер позначається крапкою. В позиції 
може знаходитись не одна маркер, а декілька, що означає багатократне 
виконання умови запуску переходу. Число, яке записане в позиції, означає 
кількість маркерів, що міститься в ній. Якщо передумовою запуску явля-
ється наявність не однієї, а певної кількості маркерів у позиції, то між по-
зицією та переходом існує не один, а кілька зв’язків. Для великої кількості 
зв’язків введемо позначення пучка зв’язків – дуга із косою рискою та чис-
лом біля неї, яке означає кількість зв’язків у пучку зв’язків. 
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Скористаємось графічними позначеннями і представимо процес об-

слуговування клієнтів банкоматом мережею Петрі (рисунок 3.7). 
 

 
 

Коли спрацює перехід «клієнт підійшов до банкомату», у позиції «у 
черзі клієнтів є клієнт» з’явиться маркер. Наявність маркерів у позиціях «у 
черзі клієнтів є клієнт» та «банкомат вільний» означає, що виконані умови 
для події «клієнт розпочав виконувати операції». При запуску переходу 
«клієнт розпочав виконувати операції» маркери з позицій «у черзі клієнтів 
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Рисунок 3.6. Елементи мережі Петрі 
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Рисунок 3.7. Мережа Петрі, яка представляє процес  
обслуговування клієнтів банкоматом 
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є клієнт» та «банкомат вільний» видаляються, а в позиції «клієнт обслуго-
вується» маркер з’являється. Наявність маркеру в позиції «клієнт обслуго-
вується» означає, що виконані умови для події «клієнт закінчив виконува-
ти операції». При запуску цього переходу маркер з позиції «клієнт обслу-
говується» видаляється, а в позиції «банкомат вільний» та «є обслугова-
ний клієнт» маркери додаються. Наявність маркеру в позиції «є обслуго-
ваний клієнт» являється умовою запуску переходу «клієнт залишає бан-
комат». При запуску цього переходу маркер з позиції «є обслугований клі-
єнт» видаляється.  

На перший погляд здається, що умова «банкомат вільний» являється 
зайвою. Але наявність умови «банкомат вільний» забезпечує, що обслуго-
вування клієнтів здійснюється по-одному. 

Випадковий характер процесів, які моделюються, проявляється у ви-
падковому запуску переходів, для яких виконані передумови: якщо вико-
нані передумови одночасно для декількох переходів, то послідовність їх 
запуску визначається випадком. 

В процесі обслуговування клієнтів банкоматом можемо спостеріга-
ти, наприклад, таку послідовність переходів: 

клієнт підійшов до банкомату; 
клієнт розпочав виконувати операції; 
клієнт закінчив виконувати операції; 
клієнт залишив банкомат; 
клієнт підійшов до банкомату. 

Наступна послідовність переходів теж являється можливою: 
клієнт підійшов до банкомату; 
клієнт розпочав виконувати операції; 
клієнт підійшов до банкомату; 
клієнт закінчив виконувати операції; 
клієнт підійшов до банкомату; 
клієнт залишив банкомат; 
клієнт розпочав виконувати операції; 
клієнт закінчив виконувати операції; 
клієнт залишив банкомат; 
клієнт розпочав виконувати операції; 
клієнт закінчив виконувати операції; 
клієнт залишив банкомат. 

У першому випадку клієнтам не доводиться очікувати звільнення 
банкомату, а у другому спостерігається черга клієнтів до двох чоловік. 

На рисунку 3.8 представлена послідовність дій, яку потрібно викона-
ти досліднику для формалізації системи засобами мережі Петрі. 
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Кількість маркерів у позиціях складає вектор, який називається мар-
кіруванням. В графічному представленні мережі Петрі зображується тіль-
ки початкове маркірування. В процесі функціонування мережі Петрі мар-
кірування змінюється. 

Умовою запуску переходу є наявність маркерів у його вхідних пози-
ціях в кількості рівній кількості зв’язків. Якщо умова запуску переходу 
виконана, то здійснюється запуск переходу: з усіх вхідних позицій марке-
ри видаляються у кількості рівній кількості зв’язків, а в усі вихідні позиції 
маркери добавляються у кількості рівній кількості зв’язків. Наприклад, на 
рис. 3.9 умова запуску переходу T1 виконана, оскільки в позиції Р1 є один 
маркер і в позиції Р2 є один маркер, а умова запуску переходу Т2 – не ви-
конана, так як в позиції Р2 не має трьох маркерів. Після запуску переходу 
T1 в позиції Р1 маркер залишиться, в позиції Р2 стане один маркер, а в по-
зиції Р3 з’явиться два маркери. 

Взагалі, позиції та переходи можна зображувати в будь-якому по-
рядку і позначати будь-якими літерами. Головна мета при цьому – читабе-
льність мережі Петрі. Час, який витрачений на представлення мережі Пет-
рі в найбільш зрозумілому вигляді, окупиться меншою кількістю помилок 
при її реалізації. Наприклад, корисно позначати позиції та переходи не лі-
терами, а іменами «покупці», «самоскиди», «склад», «завантаження», 

Для того, щоб представити систему засобами мереж Петрі потрібно: 
 

§ виділити події, що виникають в системі, і поставити у відповідність 
кожній події перехід мережі Петрі;  
§ з’ясувати умови, при яких виникає кожна з подій, і поставити у від-
повідність кожній умові позицію мережі Петрі; 
§ визначити кількість фішок у позиції мережі Петрі, що символізує 
виконання умови; 
§ з’єднати позиції та переходи відповідно до логіки виникнення подій 
у системі : якщо умова передує виконанню події, то з’єднати в мережі 
Петрі відповідну позицію з відповідним переходом; якщо умова явля-
ється наслідком виконання події, то з’єднати в мережі Петрі відповід-
ний перехід з відповідною позицією;  
§ з’ясувати зміни, які відбуваються в системі при здійсненні кожної 
події, і поставити у відповідність змінам переміщення визначеної кіль-
кості фішок із позицій в переходи та з переходів у позиції; 
§ визначити числові значення часових затримок в переходах мережі 
Петрі; 
§ визначити стан мережі Петрі на початку моделювання. 

 
Рисунок 3.8. Послідовність дій, виконуваних для формалізації  

системи засобами мережі Петрі 



 71 

«розвантаження» і т.і., які підказують зв’язок того чи іншого фрагменту 
мережі Петрі з текстом задачі. 

 
При зображенні мережі Петрі маркери в позиціях розставляються 

так, як вони розташовані на початку роботи моделі. Потім їх розташуван-
ня змінюється, але то вже є результат функціонування моделі. Зрозуміло, 
що для того, щоб розпочався процес функціонування моделі, початкове 
розташування маркерів у позиціях повинно дозволяти запуск одного або 
декількох переходів. 

Для переходу може бути задана часова затримка. Тоді при виконанні 
умови запуску переходу з усіх вхідних позицій маркери видаляються, а 
добавляються маркери в вихідні позиції тільки після того, як сплине зада-
ний час затримки. Мережа Петрі, в якій задані часові затримки, називають 
мережею Петрі з часовими затримками. Імітаційні моделі складних сис-
тем складають на основі саме мереж Петрі з часовими затримками. 

Процес функціонування звичайної мережі Петрі полягає у повторю-
ваному послідовному перегляді усіх переходів мережі Петрі і виконанні 
наступних дій: 

Якщо умова запуску переходу виконана, здійснюється вхід мар-
керів до переходу і запам’ятовується момент виходу маркерів з пере-
ходу. Потім обирається перехід, для якого момент виходу маркерів з 
переходу найменший, і здійснюється вихід маркерів з обраного пере-
ходу. Вихід маркерів з переходу змінює маркірування мережі Петрі, 
тому знову перевіряється умова запуску переходу і т.д. Процес продо-
вжується, доки запускається хоч один перехід, або, доки вичерпаний 
час спостереження мережі Петрі. 

Розглянемо найбільш вживані фрагменти мереж Петрі, що виника-
ють при моделюванні дискретних систем. 

Надходження: До системи надходять об’єкти у кількості k штук че-
рез заданий інтервал часу t. 

Відповідна мережа Петрі представлена на рисунку 3.10. Подія «над-
ходження» відбувається завжди, тобто у вхідній позиції цієї події завжди є 
маркер. Виконання події «надходження» означає прибуття k маркерів у 
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Рисунок 3.9. Фрагмент мережі Петрі 
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позицію «черга». Для події «надходження» задається часова затримка t 
одиниць часу. 

 
Захват ресурсу: Ресурс у загальній кількості p використовується для 

обробки об’єктів 1 та 2. Об’єкти 1 вимагають для своєї обробки m одиниць 
ресурсу, об’єкти 2 – n одиниць ресурсу. 

Відповідна мережа Петрі представлена на рисунку 3.11. Подія «за-
хват ресурсу об’єктами типу 1» відбувається за умов, що є об’єкти типу 1 
у черзі та є m одиниць ресурсу. Здійснення цієї події означає звільнення 
ресурсу та збільшення кількості оброблених об’єктів типу 1. Для події за-
дається часова затримка t1. 

Подія «захват ресурсу об’єктами типу 2» відбувається за умов, що є 
об’єкти типу 2 у черзі та є n одиниць ресурсу. Здійснення цієї події озна-
чає звільнення ресурсу та збільшення кількості оброблених об’єктів типу 
2. Для події задається часова затримка t2. 

 
Зборка: Об’єкти двох типів у кількості m та n з’єднуються в один 

об’єкт. 
Відповідна мережа Петрі представлена на рисунку 3.12. Для зборки 

об’єкта необхідно m елементів 1-ого типу, n елементів 2-ого типу та віль-
ний «складальник». Здійснення події «зборка» означає збільшення кілько-
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Рисунок 3.10. Фрагмент мережі Петрі для події «надходження» 
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сті зібраних об’єктів на одиницю та звільнення «складальника». Часова 
затримка t, що задається для події «зборка», дорівнює часу, який витрача-
ється на збирання. 

 
Поломка: Пристрій, що використовується в технологічному процесі, 

ламається, налагоджується і знову включається в процес. Об’єкти, обслу-
говування яких не було завершене з причини поломки пристрою, очікують 
його налагодження і знову обслуговуються. 

Відповідна мережа Петрі представлена на рисунку 3.13. 

 
 

Черга об’єктів обслуговується за умови, що є діючий пристрій. Якщо 
обслуговування завершено успішно, то пристрій звільнюється, а кількість 
оброблених об’єктів збільшується. Якщо під час обслуговування об’єкта 
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Рисунок 3.13. Фрагмент мережі Петрі для події «поломка» 
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Рисунок 3.12. Фрагмент мережі Петрі для події «зборка» 
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сталася поломка, то після закінчення обслуговування виконані умови для 
здійснення переходу «не успішно». В результаті запуску переходу «не ус-
пішно» об’єкт, обслуговування якого не завершене, повертається до черги 
об’єктів, а пристрій об’являється поламаним. Поламаний пристрій вилуча-
ється з технологічного процесу і відправляється на ремонтування (перехід 
«ремонтування»). 

Може статися так, що поломка трапилася в момент, коли пристрій 
вільний. В такому випадку повернення об’єкта, що не обслугований, не-
потрібне, а поламаний пристрій вилучається з технологічного процесу і 
відправляється на ремонтування. 

Переходи «не успішно» і «не працездатний» не являються конфлікт-
ними, оскільки, якщо виконана умова запуску переходу «не успішно», то 
пристрій знаходиться у стані зайнятий, а значить маркер у позиції «при-
стрій» відсутній. Відсутність маркеру в позиції «пристрій» означає, що 
умова запуску переходу «не працездатний» не виконана. З іншого боку, 
якщо виконана умова запуску переходу «не працездатний», то в позиції 
«пристрій» має бути маркер, а значить пристрій вільний і об’єкта, що має 
бути «неуспішним», не може бути. 

 
3.4. Мережі Петрі з конфліктними переходами 

 
Якщо в мережі Петрі одночасно виконана умова запуску декількох пе-

реходів, то такі переходи називають конфліктними. Уявіть, що на рисунку 
3.5 в позиції Р2 не два маркери, а три. Тоді для переходів Т1 і Т2 одночасно 
виконана умова запуску переходу і вони в даний момент є конфліктними. 

Існують наступні способи розв’язування конфлікту: 
1)  пріоритетний (явний та неявний спосіб завдання пріоритету); 
2)  ймовірнісний (з рівною та указаною ймовірністю). 

При пріоритетному способі указується пріоритет запуску переходів 
і першим запускається перехід, що має вищий пріоритет. Наприклад, якщо 
один із пристроїв, що обслуговує об’єкти, основний, а інший – резервний, 
то для переходу «обслуговування основним пристроєм» повинен бути 
указаний пріоритет запуску вищий, ніж для переходу «обслуговування ре-
зервним пристроєм». На рисунку 3.14 наведений приклад подібної конф-
ліктної ситуації. 

Мережа Петрі, що моделює поломку пристрою (див. рис. 3.13), має 
конфліктні переходи «успішно» та «не успішно». Для того, щоб модель пра-
цювала вірно, потрібно установити пріоритет для переходу «не успішно». 

Зауважимо, що, якщо переходи мережі Петрі передивляються і запу-
скаються у певному порядку, це означає неявний спосіб завдання пріори-
тету. Дійсно, перехід, що передивляється першим, виконується з більшим 
пріоритетом ніж другий. У загальному випадку переходи мережі Петрі 
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мають передивлятись у випадковому порядку, що забезпечить рівний 
пріоритет запуску переходів. 

 

 
Мережа Петрі, що моделює захват ресурсу (див. рис. 3.11), має кон-

фліктні переходи «захват ресурсу об’єктом типу 1» та «захват ресурсу 
об’єктом типу 2» за умови, що в позиціях «черга 1» і «черга 2» одночасно 
з’явились об’єкти і до того ж у позиції «ресурс» є наявний вільний ресурс 
тільки для одного з об’єктів, що надійшли. Приклад такого конфлікту на-
ведений на рисунку 3.15. Очевидно, що від того, яким способом 
розв’язується конфлікт у даній мережі Петрі, сильно залежить кількість 
об’єктів типу 1 та типу 2, обслугованих протягом часу моделювання. 

 

 

кількість об’єктів, що обслуговані 
резервним пристроєм 

кількість об’єктів, що обслуговані 
основним пристроєм 

надходження черга 

Рисунок 3.14. Мережа Петрі, що моделює обслуговування об’єктів 
основним та резервним пристроями 
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При ймовірнісному способі розв’язування конфлікту указується ймо-
вірність запуску переходу і першим запускається перехід, на який указав 
«випадок». Генерується випадкове число рівномірно розподілене на інтер-
валі (0;1) і за його значенням приймається рішення про запуск того чи ін-
шого переходу. Наприклад, об’єкт із заданою ймовірністю після обробки 
виявляється бракованим (рис. 3.16). 

 
Якщо в описі системи, що моделюється, не міститься інформація про 

особливості виникнення подій, що можуть статися одночасно, то для 
розв’язання конфліктів використовується рівноймовірнісний спосіб. У 
цьому способі кожний із конфліктних переходів запускається з ймовірніс-
тю1/k, якщо конфліктують k переходів. Наприклад, для мережі Петрі, що 
моделює захват ресурсу (див. рис. 3.15), конфлікт переходів «захват ре-
сурсу об’єктом 1» та «захват ресурсу об’єктом 2» може бути розв’язаний 
завданням рівної ймовірності запуску цих переходів. 

Зауважимо, що наявність конфліктних переходів у мережі Петрі 
означає, що змінюється процес запуску переходів мережі Петрі: 

У мережі Петрі з конфліктними переходами спочатку перевіря-
ється умова запуску усіх її переходів, потім розв’язується конфлікт 
для конфліктних переходів і тільки потім здійснюється запуск пере-
ходу, що «виграв» конфлікт. 

 
3.5. Мережі Петрі з багатоканальними переходами 

 
Багатоканальними називають переходи з часовою затримкою, в яких 

одночасно може знаходитись декілька маркерів. На рисунку 3.17 предста-
влений фрагмент мережі Петрі, що моделює одночасне обслуговування k 
об’єктів. Об’єкти накопичуються у позиції «черга об’єктів» і обслугову-
ються протягом часу обслуговування. Оскільки умовою запуску переходу 
«обслуговування» є наявність маркеру в позиції «черга об’єктів» та наяв-
ність маркеру в позиції «кількість одночасно обслуговуваних об’єктів», то 
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Рисунок 3.16. Мережа Петрі, що моделює виникнення бракованих 
об’єктів у процесі обробки 

якісний 

бракований 

кількість 
бракованих 
об’єктів 



 77 

в перехід може потрапити до k штук маркерів з позиції «черга об’єктів». 
Кожний маркер, яка входить у перехід, знаходиться в ньому протягом ча-
су обслуговування, указаного в часовій затримці переходу. Перехід «об-
слуговування» має часову затримку tобс . 

 

 
 

Багатоканальний перехід з невеликою кількістю об’єктів, що одно-
часно можуть обслуговуватись, еквівалентний простій сітці Петрі, в якій 
кожний канал обслуговування моделюється окремим фрагментом мережі 
Петрі. На рисунку 3.18 зображений фрагмент мережі Петрі, що моделює 
одночасне паралельне обслуговування трьох об’єктів. Зрозуміло, що при 
великій кількості паралельно обслуговуваних об’єктів кількість викорис-
товуваних переходів та позицій при такому представленні значно зростає і 
зображувана мережа Петрі стає незрозумілою і переобтяженою кількістю 
зв’язків. 
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Рисунок 3.18. Реалізація багатоканального переходу  
простою мережею Петрі 
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Використання багатоканальних переходів значно спрощує вид ме-
режі Петрі і робить її наближеною до змісту реальної системи. Проте про-
цес функціонування такої мережі Петрі ускладнюється. По-перше, умова 
запуску переходу перевіряється та здійснюється запуск переходів до тих 
пір, доки є можливість запуску. По-друге, у багатоканальному переході 
часової мережі Петрі запам’ятовується не одне значення моменту часу, в 
який маркери мають вийти з переходу, а масив значень виходу маркерів. 
Тобто, кожний раз, при виконанні умови запуску здійснюється вхід мар-
керів у перехід і запам’ятовується момент виходу маркерів з переходу в 
кінець масиву значень. Запуск багатоканального переходу здійснюється 
стільки разів, скільки це дозволяє кількість маркерів у його вхідних пози-
ціях. Під час виходу маркерів з переходу відповідне значення у масиві 
значень видаляється. 

Отже, наявність багатоканальних переходів у мережі Петрі означає, 
що процес запуску її переходів змінюється: 

У мережі Петрі з багатоканальними переходами умова запуску 
переходу перевіряється та здійснюється запуск переходу стільки ра-
зів, скільки це дозволяє кількість маркерів у його вхідних позиціях. 
Під час запуску переходу запам’ятовується момент виходу маркерів з 
переходу у масиві значень. Під час виходу маркерів з переходу відпо-
відне значення моменту часу у масиві значень видаляється. 

 
3.6. Мережі Петрі з інформаційними зв’язками 

 
Процеси управління, сутність яких полягає у тісній взаємодії підсис-

теми управління та підсистеми об’єкту управління, в загальному випадку 
не можуть бути описані як процеси обслуговування об’єктів. Мережі Пет-
рі являються універсальним засобом формалізації, що дозволяє описувати 
процеси як в підсистемі управління, так і в підсистемі об’єкта управління.  

Розглянемо декілька прикладів. 
Приклад 1. Управління дорожнім 

рухом. 
Досліджувана система представляє со-

бою дорожній рух на перехресті, керований 
світлофорами (рисунок 3.19). Перехрестя є 
простим перетином двох доріг. 

Управління транспортним рухом здійс-
нюється світлофорами так, що протягом пев-
ного часу горить зелене світло в першому та 
другому напрямках руху, а в третьому та чет-
вертому напрямках горить червоне світло. 

1 

2 
3 

4 

Рисунок 3.19. Схема руху ав-
тотранспорту на перехресті 
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Потім горить жовте світло в усіх напрямках протягом часу, що дозволяє ав-
томобілям, які виїхали на перехрестях, залишити його до початку руху авто-
мобілів з іншого напрямку. Далі вмикається зелене світло в третьому та чет-
вертому напрямках руху, а в першому та другому напрямках горить червоне 
світло. Потім знову вмикається жовте світло в усіх напрямках і так далі. Три-
валості горіння зеленого та червоного світла задаються так, як у таблиці 3.1. 

Таблиця 3.1 
Параметри управління світлофорного об’єкта 

 

Фаза світлофора 
І ІІ ІІІ ІV 

Напрямок 
руху 

світло час світло час світло час світло час 
1 зелений 20 жовтий 10 червоний 30 жовтий 10 
2 зелений 20 жовтий 10 червоний 30 жовтий 10 
3 червоний 20 жовтий 10 зелений 30 жовтий 10 
4 червоний 20 жовтий 10 зелений 30 жовтий 10 

 

Інтенсивність руху автомобілів в усіх напрямках відома і наведена у 
таблиці 3.2. 

Таблиця 3.2 
Інтенсивність руху автомобілів у напрямках 

 

Напрямок руху Інтенсивність руху, 
λ=1/а, 

1/с 
1 1/15 
2 1/9 
3 1/20 
4 1/35 

Метою моделювання є визначення параметрів управління, при яких 
максимум середньої кількості автомобілів, що очікують переїзду в різних 
напрямках, досягає свого найменше значення: 

{ } min,,,min 4321 →= LLLLL . 
Виділимо події, які відбуваються при переїзді автомобілів перехрестя 

в і-ому напрямку: 
∗ надходження автомобіля в і-ому напрямку; 
∗ переїзд автомобілем перехрестя в і-ому напрямку. 
Подія «переїзд автомобілем перехрестя в і-ому напрямку» відбува-

ється за умови, що надійшов автомобіль в і-ому напрямку та є зелене світ-
ло в і-ому напрямку. Введемо позиції «є зелене світло в 1-ому та 2-ому 
напрямках» та «є зелене світло в 3-ому та 4-ому напрямках», за наявністю 
маркеру в яких буде прийматись рішення про переїзд автомобілем пере-
хрестя. В результаті функціонування підсистеми управління маркер в по-
зиції «є зелене світло в 1-ому та 2-ому напрямках» з’являється або зникає. 
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Маркером у позиції «є зелене світло» повинні користуватись одно-
часно декілька автомобілів (в декількох рядах і в декількох напрямках), 
але вона не являється ресурсом, який використовують одночасно, в ній 
тільки міститься інформація типу «дозвіл».  

Спробуємо представити фрагменту руху автомобілів через перехре-
стя у напрямках 1 та 2, використовуючи позицію «є зелене світло у на-
прямку 1 та 2» звичайною мережею Петрі (рис.3.20). Маркер з позиції «є 
зелене світло у напрямку 1 та 2» доводиться забирати і віддавати миттєво, 
аби інші автомобілі могли скористатись нею. З цієї причини довелося вве-
сти додатковий перехід «перевірка дозволу». Тепер подивимось уважно 
на те. що вийшло. Переходи «перевірка дозволу в 1 напрямку» та «переві-
рка дозволу у 2 напрямку» виявились конфліктними. 

 

 
 

За правилами мереж Петрі з конфліктними переходами спочатку по-
трібно розв’язати конфлікт одним із відомих способів, наприклад, запус-
тити той з них, на який укаже випадкове число, і тільки після цього запус-
тити інший перехід. Це декілька суперечить змісту реальної системи, що 
моделюється. Дійсно, при вмиканні зеленого світла автомобілі переїж-
джають перехрестя одночасно і в 1 і 2 напрямках не заважаючи один ін-

2 t1 

Рисунок 3.20. Підсистема руху автомобілів у і-ому напрямку,  
представлена мережею Петрі 
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шому. Можна позбавитись від конфліктної ситуації створивши замість 
однієї позиції «є зелене світло у 1 та 2 напрямках» дві позиції «є зелене 
світло у 1 напрямку» та «є зелене світло у 2 напрямку», що призведе до 
збільшення кількості позицій вдвічі. 

Автомобілі не конфліктують при захопленні зеленого світла, тому 
моделювання світлофорного об’єкта звичайною мережею Петрі призво-
дить до зайвих ускладнень, яких не має в реальній системі. 

Введемо інформаційний зв’язок між позицією і переходом як такий, 
що наявність маркеру в позиції перевіряється при здійсненні перевірки умо-
ви запуску переходу, але при здійсненні запуску переходу маркер з позиції 
не віднімається. Тобто звичайний матеріальний зв’язок між позицією та пе-
реходом означає пересування маркерів з позиції в перехід при виконанні 
умови запуску переходу. А інформаційний зв’язок між позицією та перехо-
дом означає, що пересування маркерів при запуску переходу не відбуваєть-
ся. Домовимось позначати інформаційний зв’язок пунктирною лінією. 

Представимо підсистему руху автомобілів через перехрестя мережею 
Петрі з інформаційними зв’язками (рисунок 3.21). В такому представленні 
моделі конфлікт при сумісному використанні маркеру в позиції «є зелене 
світло» не виникає. По-друге, не виникає необхідності вводити додаткові 
переходи чи додаткові позиції, що ускладнюють модель. Функціонування 
такої моделі якнайбільш наближено до функціонування реальної системи. 
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Рисунок 3.21. Підсистема руху автомобілів у і-ому напрямку, представлена ме-
режею Петрі з інформаційними зв’язками 
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Часові затримки, які передбачаються для переходів, указані на рису-
нку (t1=-а⋅lnζ, де а – середнє значення інтервалу надходження автомобілів, 
ζ - рівномірно розподілена в інтервалі (0;1) випадкова величина). 

 

Виділимо події, які відбуваються в підсистемі управління: 
∗ горить зелене світло в 1-ому та 2-ому напрямках; 
∗ горить жовте світло в усіх напрямках; 
∗ горить зелене світло в 3-ому та 4-ому напрямках; 
∗ горить жовте світло в усіх напрямках; 
Подія «горить зелене світло в 1-ому та 2-ому напрямках» відбуваєть-

ся за умови, що вичерпаний час горіння червоного світла в усіх напрямках 
і настав час горіння зеленого світла в 1-ому та 2-ому напрямках. Результа-
том цієї події є виконання умови «є зелене світло  Подія «горить жовте сві-
тло усіх напрямках» відбувається за умови, що 

Події «горить зелене світло в першому напрямку», «горить жовте сві-
тло в обох напрямках», «горить зелене світло в другому напрямку», «го-
рить жовте світло в обох напрямках» змінюють одна одну утворюючи коло 
подій, що відбуваються в підсистемі управління. 

Умова «є зелене світло в першому напрямку» виникає разом з умовою 
«вмикається зелене світло на першому напрямку» і зникає разом з початком 
горіння червоного світла в обох напрямках. Так само умова «є зелене світло в 
другому напрямку». Таким чином, підсистема управління дорожнім рухом на 
перехресті представляється мережею Петрі як на рисунку 3.22. 

 
З’єднуючи підсистеми руху в кожному напрямку та підсистему 

управління рухом, отримуємо модель, що представлена на рисунку 3.23. 
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В результаті функціонування моделі спостерігається кількість авто-
мобілів, що очікують переїзду, у позиціях «черга», розташованих між пе-
реходами «надходження» та «переїзд перехрестя» кожного напрямку ру-
ху. Середня кількість машин, що очікують переїзду в і-ому напрямку, роз-
раховується як середнє динамічної випадкової величини за формулою: 

cередня кількість автомобілів у черзі = 
mod

0
)(

T

tчергаМ
n

k
kk∑

=

∆⋅
. 

Середній час очікування автомобілів у черзі розраховується як сума-
рне очікування автомобілів у черзі, розділене на кількість автомобілів, що 
здійснили переїзд: 

cередній час очікування автомобілів у черзі = 
)___(

)(
0

переїздздавткількM
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=
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Запропонований підхід до побудови моделі перехрестя, керованого 
світлофорами, реалізований в системі Crossroads [Стеценко, Батора, 2007]. 

 
Приклад 2. Система керування запасами. 
Розглянемо систему керування запасами товарів одного типу деяко-

го торгового підприємства. Відомо, що попит на товари виникає через ви-
падкові інтервали часу із середнім значенням tнадх. При наявності товару в 
запасі покупець, що надійшов, здійснює покупку, інакше підраховується 
невдоволений попит покупців на товар. Максимальний рівень запасу то-
варів, що зберігається, складає N штук. Стратегія прийняття рішень про 
поповнення запасів складається у періодичному перегляді стану запасі з 
визначеним часом tконтролю. Якщо при перегляді стану запасів товару ви-
явилось, що кількість товарів у запасі менша за m штук, то приймається 
рішення про поповнення запасу товарів і здійснюється замовлення на до-
ставку товарів. Доставка товарів здійснюється протягом відомого часу 
tдоставки. Кількість товарів, що доставляються, доводить запас до максима-
льного рівню запасів. 

Метою моделювання являється визначення такої стратегії прийняття 
рішень, що забезпечує найбільш ефективне функціонування торгового 
підприємства. 

Виділимо події, які відбуваються в підсистемі обслуговування поку-
пців: 

∗ надійшов покупець; 
∗ покупка одиниці товару; 
∗ товар відсутній. 
Подія «надійшов покупець» відбувається з часовою затримкою tнадх. 

Подія «покупка одиниці товару» здійснюється за умов, що є покупець у 
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черзі покупців і є товар на складі. В результаті здійснення цієї події підра-
ховується кількість вдоволеного попиту на товар. Якщо подія «покупка 
одиниці товару» не здійснюється, то здійснюється подія «товар відсут-
ній». В результаті здійснення цієї події підраховується невдоволений по-
пит на товар. 

Виділимо події, які відбуваються в підсистемі прийняття рішення 
про поповнення запасу: 

∗ контроль стану запасу; 
∗ прийняття рішення про достатній стан запасу; 
∗ прийняття рішення про недостатній стан запасу; 
∗ поповнення запасу; 
∗ періодичність контролю запасів. 
На початку моделювання вважається, що запас достатній, тому маркер 

знаходиться у позиції «достатній запас». Оскільки умова запуску переходу 
«періодичність контролю запасів» виконана, здійснюється запуск цього пе-
реходу протягом часу, рівного часу . Після того, як сплине час tконтролю, відбу-
вається контроль стану запасів, тобто ставиться питання, чи запас недостат-
ній? У позиції «недостатній запас» з’являється маркер, яка або потрапляє в 
перехід «контроль стану запасів» або спричиняє перехід «поповнення запа-
су». Присвоїмо переходу «контроль стану запасів» більший пріоритет ніж 
перехід «поповнення запасу». Тепер, якщо в позиції «запас» є достатня кіль-
кість маркерів, то умова «недостатній запас» миттєво зникає, а замість неї 
з’являється умова «достатній запас». Якщо ж у позиції «запас» відсутня до-
статня кількість маркерів, то умова «недостатній запас» залишається і спри-
чиняє спрацьовування переходу «поповнення запасу». 

Рішення про достатній стан запасу приймається, якщо позиція «за-
пас» містить не менше m маркерів. Інакше приймається рішення про недо-
статній стан запасу і здійснюється подія «поновлення запасу», в результаті 
якої протягом часу tдоставки здійснюється доставка товарів і в позицію «за-
пас» надходить відповідна кількість маркерів. Поповнення запасу відбува-
ється до максимального рівня N штук товарів, таким чином кількість това-
рів, що доставляються розраховується як максимальна кількість товарів 
мінус кількість товарів у запасі, тобто N-М(запас) штук товарів. 

Після таких міркувань отримуємо мережу Петрі, яка представлена на 
рисунку 3.24. Середню кількість товарів у запасі знайдемо, якщо обчис-
лимо середнє значення маркерів в позиції «запас»: 

середній запас =
n

запас
n

k
k∑

=1 , 

де запасk – k-те спостереження запасу. 
Мінімальна кількість товарів у запасі m, при якій приймається рі-
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шення про поповнення стану запасів, кількість товарів, що доставляються, 
та періодичність перегляду стану запасів tконтролю визначає вибір стратегії 
прийняття рішень. 

 

 
 

Стратегія прийняття рішення про поповнення запасу може мати більш 
складний вид. Наприклад, на кількість товарів, що замовляється, можуть 
впливати величини «кількість невдоволеного попиту» та «кількість замовле-
них товарів». Припустимо, що покупець, який надійшов у момент часу, коли 
товари відсутні у запасі, з визначеною ймовірністю погоджується замовити 
товар і зачекати його доставки. Тоді кількість товарів, що замовляються, по-
винна бути збільшена на кількість товарів, які замовлені. 
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Припустимо, що стратегія прийняття рішення про поповнення запа-
сів враховує поточний запас товарів, кількість замовлених товарів та кіль-
кість невдоволеного попиту на товар, і здійснює замовлення на доставку 
товарів у кількості, що розраховується за формулою: 

кількість товарів, що доставляються =  
«запас» + «кількість замовлених товарів» + «кількість невдоволеного попиту», 

де «запас» – це кількість маркерів у позиції «запас» на момент здійснення 
замовлення. 

На рисунку 3.25 представлена підсистема прийняття рішень про по-
повнення запасу з ускладненою стратегію прийняття рішень. 

 
 
В багатьох випадках інформаційні зв’язки дозволяють представити 

модель системи у більш зрозумілому і компактному вигляді. Порівняйте, 
наприклад, представлення події «поломка» звичайною мережею Петрі 
(див. рисунок 3.13) та представлення цієї ж події мережею Петрі з інфор-
маційними зв’язками (рисунок 3.26). Обслуговування об’єктів відбуваєть-
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ся тут тільки при наявності працюючого пристрою і наявність цього при-
строю перевіряється за допомогою інформаційного зв’язку між позицією 
«пристрій працює» та переходом «обслуговування об’єктів». Успішність 
виконання обслуговування перевіряється також тільки наявністю працю-
ючого пристрою за допомогою інформаційного зв’язку. В результаті від-
падає необхідність використовувати позицію «поламаний пристрій» та пе-
рехід «ремонтування 1». 

 
 
Крім того модель з інформаційними зв’язками більш коректна. Дійс-

но в попередній моделі події «поломка» пристрій відправляється на ремо-
нтування дещо пізніше, ніж потрібно, оскільки маркер потрапляє в пози-
цію «поламаний пристрій» тільки після того, як сплине планований час 
обслуговування об’єкта. В моделі з інформаційними зв’язками такої про-
блеми не виникає, пристрій відправляється на ремонтування зразу, як 
тільки виникла поломка. Невеличка похибка може спостерігатися в цій 
моделі тільки при підрахунку середньої довжини черги об’єктів. Дійсно, 
повернення об’єкта, який оброблений не успішно, відбувається тільки піс-
ля того, як закінчився планований час обслуговування і з’ясувалось, що 
пристрій зламався. Якщо значення середньої довжини черги важливо до-
слідити більш точно, то похибки можна уникнути, якщо замінити подію 
«обслуговування об’єктів» з часовою затримкою tобс на подію «припинен-
ня обслуговування об’єктів» з часовою затримкою { }полобс ttt ,min= , що дорі-
внює мінімальному із значень планованого часу обслуговування та плано-
ваного часу виникнення поломки. 
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Рисунок 3.26. Моделювання поломок пристрою мережею Петрі з 
інформаційними зв’язками 
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Приклад 3. Управління чергами. 
У деяких задачах виникають процеси пов’язані з управлінням черга-

ми. Наприклад, у черзі клієнти, що очікують, переходять (переїжджають) з 
однієї черги в іншу. Реалізувати такий фрагмент звичайною мережею Пе-
трі неможливо. А за допомогою мережі Петрі з інформаційними зв’язками 
та зв’язками, що залежать від поточного маркірування мережі Петрі, та-
кий фрагмент представляється так, як це показано на рисунку 3.27. При-
пустимо, що у черзі Ч1 знаходиться у даний момент часу 3 маркери, а у 
черзі Ч2 – 2 маркери, тоді в результаті перевірки умов запуску переходів 
«порівняння з чергою 1» та «порівняння з чергою 2» отримаємо, що умова 
запуску переходу «порівняння з чергою 1» не виконана, а умова запуску 
переходу «порівняння з чергою 2» - виконана. В результаті запуску пере-
ходу «порівняння з чергою 1» у позиції «Ч1 довша за Ч2» з’явиться мар-
кер, що спричиняє запуск переходу «перехід з Ч1 до Ч2». В результаті за-
пуску переходу «перехід з Ч1 до Ч2» один маркер з Ч1 видаляється і дода-
ється до черги Ч2, а умова «Ч1 довша за Ч2» зникає. 

 
 

Процес функціонування мережі Петрі з інформаційними зв’язками 
відрізняється від процесу функціонування звичайної мережі Петрі тим, що 

Рисунок 3.27. Фрагмент мережі Петрі, що моделює перехід з однієї 
черги в іншу за умови, що вона коротша 
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для переходу, який має інформаційні зв’язки зі своєю вхідною позицією, 
наявність маркерів у цій позиції у кількості, що дорівнює кількості інфор-
маційних зв’язків являється необхідною умовою запуску переходу, але 
при запуску переходу маркери з такої позиції не віднімаються. 

 
3.7. Приклади розв’язання задач 

 
Задача 1. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж 

масового обслуговування для наступної задачі: 
Система передачі даних забезпечує передачу пакетів даних із пункту 

А в пункт С через транзитний пункт В. У пункті А пакети надходять через 
10±5 мс. Тут вони буферуються в накопичувачі ємністю 20 пакетів і пере-
даються по будь-якій із двох ліній АВ1-за час 20 мс або АВ2-за час 20±5 
мс. У пункті В вони знову буферуються в накопичувачі ємністю 25 пакетів 
і далі передаються по лініях ВС1 (за 25±3 мс) і ВС2 (за 25 мс). Причому 
пакети з АВ1 надходять у ВС1, а з АВ2 - в ВС2. Щоб не було переповнен-
ня накопичувача, у пункті В вводиться граничне значення його ємності - 
20 пакетів. При досягненні чергою граничного значення відбувається під-
ключення резервної апаратури і час передачі знижується для ліній ВС1 і 
ВС2 до 15 мс. 

Метою моделювання є визначення ймовірності підключення резерв-
ної апаратури, відсотку пакетів, які не передались через завантаження лі-
ній зв’язку, та статистичних характеристик черг пакетів у пункті А та у 
пункті В. 

Розв’язання. Об’єктом обслуговування в системі, яка описана в 
умові задачі, є пакети даних, що передаються. Обслуговування здійсню-
ють лінії зв’язку АВ1, АВ2, ВС1, ВС2. Оскільки пакети, які передавались 
лінією АВ1, передаються далі лінією ВС1, то об’єднувати лінії АВ1 і АВ2 
в одну СМО не можна. Тому, кожній з ліній зв’язку поставимо у відповід-
ність СМО: лінії АВ1 – СМО1, лінії АВ2 – СМО2, лінії ВС1 – СМО3, , лінії 
ВС2 – СМО4.  

Перша і друга СМО, що відповідають буферу пакетів даних у пункті 
А, мають спільну чергу, в якій за умовою задачі не може міститись більше 
20 пакетів.  Тому черга має обмеження 20 місць. Канал першої СМО, який 
відповідає лінії АВ1,  обслуговує пакети з  часом tобр=20. Канал другої 
СМО, який відповідає лінії АВ2,  обслуговує пакети з  часом tобр=20±5. Пі-
сля обробки у першій СМО пакет надходить до третьої СМО. А після об-
робки в другій СМО пакет надходить до четвертої СМО. На сумарну кіль-
кість пакетів у чергах третьої та четвертої СМО за умовою задачі складає 
25 пакетів. Канал третьої СМО відповідає лінії ВС1 і має параметр часу 
обслуговування, що дорівнює 25±3 мс за умови, що сума пакетів, яка міс-
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титься у чергах третьої та четвертої СМО менша за 20 пакетів, і дорівнює 
15мс в іншому випадку: 



 <+±

=
else  ,15

20  if   ,325 21 LL
tобр . 

Канал четвертої СМО відповідає лінії ВС2 і має параметр часу об-
слуговування, що дорівнює 25 мс за умови, що сума пакетів, яка міститься 
у чергах третьої та четвертої СМО менша за 20 пакетів, і дорівнює 15мс в 
іншому випадку: 



 <+

=
else  ,15

20  if   ,25 21 LL
tобр . 

Пакети, які при надходженні у будь-яку СМО не знайшли вільного 
місця ні в каналі, ні в черзі, залишають мережу не обслугованими. 

За умовою задачі, пакети надходять у пункт А з інтервалом часу 
10±5мс. Отже пакету надходять в мережу МО з часом tнадх=10±5 до ліній 
зв’язку АВ1 та АВ2. 

З’єднуємо побудовані СМО відповідно до маршруту пакетів і отри-
муємо мережу МО, що моделює процес передачі пакетів даних (рис. 3.28). 

Відповідь: відповіддю є складена мережа масового обслуговування 
(див. рис 3.28). 

 
Задача 2. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж 

масового обслуговування для наступної задачі: 
Розглядається модель банку, у якому два касири сидять у помешкан-

ні, а два обслуговують клієнтів, що під'їжджають на автомобілях. Частина 
клієнтів, що надходять у банк, намагається спочатку обслужитися у авто-
мобільних касирів. Час між надходженнями клієнтів цих клієнтів має екс-
поненціальний закон розподілу з математичним сподіванням 0,75 хвили-
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Рисунок 3.28. Мережа масового обслуговування,  
що представляє формалізовану модель системи передачі даних 
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ни. У черзі до першого касира можуть знаходитись три автомобілі, а в че-
рзі до другого – чотири. Час обслуговування першим автомобільним каси-
ром нормально розподілено з математичним сподіванням 0,5 хвилини і 
середньоквадратичним відхиленням 0,25 хвилини. Тривалість обслугову-
вання другим касиром розподілена рівномірно на інтервалі 0,2÷1,0 хвили-
ни. Якщо клієнт, що приїхав на автомобілі, не може стати в чергу до авто-
мобільних касирів через відсутність вільного місця, він залишає машину 
на стоянці і йде до касирів, що сидять у помешканні банку. Інша частина 
клієнтів йде зразу на обслуговування до касирів у помешканні банку і 
стають в одну чергу з клієнтами, що прибули на автомобілях. Інтервал між 
їхніми прибуттями розподілений за експоненціальним законом з матема-
тичним сподіванням 0,5 хвилини. До обох касирів стоїть одна черга. У че-
рзі не може стояти більш 7 клієнтів. Клієнти, що прийшли в банк, коли 
черга заповнена повністю, не обслуговуються і залишають банк. Час об-
слуговування в обох касирів у помешканні банку має трикутний розподіл 
на інтервалі 0,1÷1,2 хвилини з модою 0,4 хвилини. 

Метою моделювання є визначення завантаження автомобільних ка-
сирів і касирів у банку, середніх довжини черг, а також ймовірності того, 
що клієнт піде з банку не обслугованим. 

Розв’язання. Об’єктом обслуговування в системі, яка описана в 
умові задачі, є клієнти банку, що під’їжджають на автомобілях. Обслуго-
вування клієнтів здійснюють два автомобільних касири і два касири у по-
мешканні банку. Оскільки черги до автомобільних касирів різні, то моде-
лювати їх слід різними СМО. Тому поставимо у відповідність першому 
автомобільному касиру СМО1, другому автомобільному касиру – СМО2. 
Канал першої СМО має час обслуговування, що є випадковою розподіле-
ною за нормальним законом величиною із середнім значенням 0,5 хвили-
ни і середньоквадратичним відхиленням 0,25 хвилини. Черга першої СМО 
має обмеження три клієнти. Канал другої СМО має час обслуговування, 
що є випадковою розподіленою рівномірно величиною з мінімальним зна-
ченням 0,2 хвилини і максимальним значенням 1 хвилина. Черга другої 
СМО має обмеження чотири клієнти. 

Якщо клієнт, який під’їхав до банку на автомобілі, не знайшов віль-
них місць очікування до автомобільних касирів, то він іде до касирів у по-
мешканні банку. Оскільки ці касири мають спільну чергу поставимо у від-
повідність їм одну СМО з двома каналами обслуговування. Час обслугову-
вання клієнта цими каналами є випадкова розподілена за трикутним зако-
ном величиною з мінімальним значенням 0,1 хвилини, максимальним зна-
ченням 1 хвилина і модою 0,4 хвилини. Черга клієнтів у помешканні банку 
має обмеження 7 клієнтів. Клієнти, які не знайшли вільного місця в черзі, 
залишають банк. Тому маємо відмову в обслуговуванні за цієї умови. 
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За умовою задачі, клієнти під’їжджають у банк на автомобілях з ча-
сом надходження, що є випадковою розподіленою за експоненціальним 
законом величиною із середнім значенням 0,75 хвилини. 

Завантаження автомобільних касирів і касирів у банку знайдемо, 
спостерігаючи завантаження каналів обслуговування у СМО1, СМО2, 
СМО3, СМО4. Середні довжини черг клієнтів у банку знайдемо, спостері-
гаючи відповідні середні довжини черг у побудованій мережі МО. 

Ймовірність того, що клієнт піде з банку не обслугованим, знайдемо, 
підраховуючи кількість відмов обслуговування в мережі МО у відношенні 
до загальної кількості об’єктів, що надійшли на обслуговування. 

З’єднуємо побудовані СМО відповідно до маршруту пакетів і отри-
муємо мережу МО, що моделює процес передачі пакетів даних (рис. 3.29). 

 

 
Відповідь: відповіддю є складена мережа масового обслуговування 

(див. рис 3.29). 
Задача 3. Складіть формалізовану модель системи засобами мережі 

масового обслуговування для наступної задачі: 
Система являє собою потік транспорту в двох напрямках по дорозі з 

двостороннім рухом, одна сторона якої закрита в зв’язку з ремонтом про-
тягом 500м. Світлофори, які розміщені на обох кінцях односторонньої ді-
лянки, управляють рухом на ній. Світлофори відкривають рух на ділянці в 
одному з напрямків протягом заданого інтервалу часу. Коли рух відкри-
тий, автомобілі слідують по ділянці з інтервалом 2 секунд. Автомобіль, 
що під’їжджає до ділянки, їде по ньому без затримки, якщо горить зелене 
світло і попереду немає інших автомобілів. Автомобілі під’їжджають до 
світлофорів через інтервали часу, які розподілені за експоненціальним за-
коном з математичним сподіванням, що дорівнює 12 секунд для 1-ого на-
прямку і 9 секунд для 2-ого напрямку руху. Світлофор змінює сигнали за 
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Рисунок 3.29. Мережа масового обслуговування,  
що представляє формалізовану модель процесу обслуговування клієнтів 
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таким циклом: зелений у 1-ому напрямку протягом 100 секунд, червоний в 
обох напрямках протягом 55 секунд, зелений у 2-ому напрямку протягом 
120 секунд, червоний в обох напрямках протягом 55 секунд. Червоне світ-
ло горить в обох напрямках для того, щоб автомобілі, які в’їхали на ділян-
ку дороги, змогли залишити його до переключення зеленого світла на ін-
ший напрямок. 

Метою моделювання є визначення середнього часу очікування авто-
мобілів в обох напрямках. 

Розв’язання. Об’єктами обслуговування є автомобілі. Обслугову-
вання здійснюється переїздами на зелене світло світлофора у двох напря-
мках. Поставимо у відповідність кожному напрямку руху автомобілів 
СМО з одним каналом обслуговування і необмеженою чергою автомобі-
лів: СМО1 для першого напрямку і СМО2 для другого напрямку. Канали 
обох СМО затримують кожний автомобіль, що намагається переїхати ді-
лянку руху, протягом 2 секунд. Після обслуговування автомобілі залиша-
ють систему. 

Оскільки переїзд ділянки в кожному напрямку, що ремонтується, 
здійснюється тільки на зелене світло, то обслуговування  СМО здійсню-
ється тільки за умови горіння зеленого світла. Засобами мереж масового 
обслуговування таку поведінку СМО можна описати за допомогою блоку-
вань маршруту слідування об’єктів обслуговування. Поставимо у кожному 
напрямку руху блокування маршрутів слідування і опишемо правила бло-
кування і розблокування маршрутів наступним чином: 

протягом часу 100 секунд відкритий рух у першому напрямку, а у 
другому – блокований, протягом часу 55 секунд рух блокований в обох 
напрямках, протягом часу 120 секунд відкритий рух у другому напрямку, 
а у першому – блокований, протягом часу 55 секунд рух блокований в 
обох напрямках, потім все повторюється знову. 

Автомобілі під’їжджають у першому напрямку через інтервали часу, 
що є випадковою розподіленою за експоненціальним законом величиною 
з середнім значенням 12 секунд, у другому напрямку – через інтервали ча-
су, що є випадковою розподіленою за експоненціальним законом величи-
ною з середнім значенням 9 секунд. 

Таким чином, формалізована модель системи керованого руху авто-
мобілів у двох напрямках має вигляд, що представлений на рисунку 3.30. 
Для часу надходження використані формули генерування випадкових чи-
сел, що мають експоненціальний закон розподілу, за значенням випадко-
вої рівномірно розподіленої в інтервалі (0,1) величини ζ (див. розділ 5.1). 
Середній час очікування автомобілів знайдемо, підраховуючи суму часу 
очікування автомобілів у першому та другому напрямках (першій та дру-
гій СМО). 
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Відповідь: відповіддю є складена мережа масового обслуговування 
(див. рис 3.30). 

 

 
Задача 4. Складіть мережу Петрі для наступної задачі: 
На комплектуючий конвеєр збирального цеху в середньому через 10 

хвилин поступають 10 деталей 1-го типу і в середньому через 40 хвилин 
поступають 40 деталей 2-го типу. Конвеєр складається з секцій, які вмі-
щають по 20 деталей кожного типу. Комплектація починається тільки при 
наявності деталей обох типів у потрібній кількості і продовжується 20 
хвилин. При нестачі деталей секція конвеєру залишається пустою. Метою 
моделювання є визначення ймовірності пропуску секції, середньої довжи-
ни черг по кожному типу деталей. 

Розв’язання. Виділимо події, які відбуваються в даній конвеєрній 
системі: 

∗ надходження деталей 1-ого типу; 
∗ надходження деталей 2-ого типу; 
∗ надходження секції конвеєра; 
∗ комплектація; 
∗ пропуск секції. 
Події «надходження деталей 1-ого типу», «надходження деталей 2-

ого типу» та «надходження секції конвеєра» виконуються незалежно від 
стану системи, тому у вхідних позиціях цих подій повинна бути необхідна 
кількість маркерів. Для здійснення події «комплектація» потрібно вико-
нання таких умов: 

1) в черзі деталей 1-ого типу є 20 деталей; 
2) в черзі деталей 2-ого типу є 20 деталей; 
3) є секція конвеєра; 

tнадх=-9lnζ 

tобр=2 tнадх=-12lnζ 

tобр=2 

1-ий напрямок 

2-ий напрямок 

керування рухом 

Рисунок 3.30. Мережа масового обслуговування, що представляє формалізо-
вану модель системи керованого руху автомобілів у двох напрямках 

К1 

К1 
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Здійснення події «пропуск секції» відбувається за умови, що є секція 
конвеєра, але комплектація не відбувається через відсутність деталей у 
необхідній кількості. 

З’єднуючи події та умови зв’язками отримаємо мережу Петрі, яка 
представлена на рисунку 3.31. Переходу «комплектація» тут потрібно при-
своїти більший пріоритет в порівнянні з переходом «пропуск секції», ін-
акше модель буде працювати не вірно. Це значить, що при одночасному 
виконанні умови запуску переходів «комплектація» та «пропуск секції» 
завжди запускається перехід «комплектація». Для переходів задаються та-
кі часові затримки: 

«надходження деталей 1-ого типу» – в середньому 10 хвилин 
(t=-10⋅lnζ); 
«надходження деталей 2-ого типу» – в середньому 40 хвилин 
(t=-40⋅lnζ); 
«надходження секції конвеєра» – 20 хвилин (t=20); 
«комплектація» – 20 хвилин (t=20); 
«пропуск секції» – без затримки (t=0). 

 
Для визначення ймовірності пропуску секції конвеєра скористаємось 

значеннями позицій «кількість заповнених секцій» та «кількість порожніх 
секцій»: 
ймовірність пропуску секції=

секційпорожніхкількістьсекційзаповненихкількість
секційпорожніхкількість

    
  

+
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Рисунок 3.31. Мережа Петрі, що представляє формалізовану модель  
системи конвеєрної зборки деталей 
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Середню довжину черги і-ого типу деталей знайдемо, спостерігаючи 
значення позиції «черга деталей і-ого типу»: 

середня довжина черги=
mod

1

 

T

tдеталейчерга
n

k
kk∑

=

∆⋅
, 

де черга деталейk – k-те спостереження черги. 
Відповідь: відповіддю є мережа Петрі (див. рис. 3.31) та формули 

для визначення статистичних характеристик роботи моделі. 
Задача 5. Складіть мережу Петрі для наступної задачі: 
Вантажі прибувають для відправлення в аеропорт у контейнерах із 

інтенсивністю два контейнери за 1 хвилин Вантажний аеропорт не має фі-
ксованого розкладу, а літаки відправляються по мірі їх повного заванта-
ження. У розпорядженні є два типи літаків для перевезення вантажів. Є 
три літаки з вантажопідіймальністю 80 контейнерів і два літаки з ванта-
жопідіймальністю 140 контейнерів. Час польоту кожного літака туди й на-
зад розподілено нормально з математичним сподіванням 3 години, серед-
ньоквадратичним відхиленням 1 година, мінімумом 2 години, максиму-
мом 4 години. Керуючий аеропортом намагається якнайчастіше викорис-
товувати літаки меншої вантажопідіймальності. Літаки, що піднімають 
140 контейнерів, використовуються тільки тоді, коли інших немає в наяв-
ності. Припускається, що часом вантаження можна не враховувати. 

Метою моделювання є визначення 1) середнього часу очікування 
контейнерів із вантажами, 2) середнього завантаження літаків обох типів. 

Розв’язання. Виділимо події, які відбуваються в даному аеропорті: 
∗ прибуття контейнерів; 
∗ завантаження великого літака (вантажопідіймальністю 140 кон-
тейнерів); 

∗ завантаження маленького літака (вантажопідіймальністю 80 кон-
тейнерів); 

∗ політ великого літака; 
∗ політ маленького літака; 
Подія «прибуття контейнерів» відбувається незалежно від стану сис-

теми. Подія «завантаження маленького літака» відбувається за умови на-
явності в аеропорту 80 контейнерів та маленького літака. Подія «заванта-
ження великого літака» відбувається за умови наявності 140 контейнерів 
та великого літака. Крім того, за умовами задачі подія «завантаження ве-
ликого літака» має менший пріоритет ніж подія «завантаження маленько-
го літака». 

Подія «політ літака» відбувається за умови, що літак завантажений. 
З’єднуємо події та умови зв’язками і отримуємо мережу Петрі, яка 

представлена на рисунку 3.32. Для переходів задаються наступні часові 
затримки: 
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«надходження контейнерів» – 0,5 хвилин (t=0,5); 
«завантаження літака» (великого чи малого) – без затримки (t=0); 
«політ великого літака»(великого чи малого)  –  
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Середнє завантаження літаків знайдемо, спостерігаючи значення ма-
ркірування в позиціях «три маленьких літака» та «два великих літака»: 
середнє завантаження маленьких літаків = 3 - середнє значення маркірування «три 

маленьких літака» 
середнє завантаження великих літаків = 2 - середнє значення маркірування «два вели-

ких літака» 
 

 
Відповідь: відповіддю є мережа Петрі (див. рис. 3.32) та формули 

для розрахунку вихідних величин моделі. 
Задача 6. Складіть мережу Петрі для задачі 3 (система керованого 

світлофорами руху автомобілів у двох напрямках): 
Розв’язання. На відміну від попередніх задач в даній системі прису-

тнє управління об’єктом моделювання. 
Виділимо події, які відбуваються в системі управління: 
∗ горить зелене світло в першому напрямку; 
∗ горить червоне світло в обох напрямках; 
∗ горить зелене світло в другому напрямку; 

завантаження 

надходження 
контейнерів 

черга 
контейнерів 

80 

три маленьких літака 

завантаження політ 
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два великих літака 

Рисунок 3.32. Мережа Петрі, що представляє формалізовану модель 
системи перевезення вантажів літаками двох типів 

політ 
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∗ горить червоне світло в обох напрямках; 
Виділимо події, які відбуваються при переїзді машин в першому та дру-

гому напрямках: 
∗ надійшла машина в першому напрямку; 
∗ переїзд машини в першому напрямку; 
∗ надійшла машина в другому напрямку; 
∗ переїзд машини в другому напрямку. 
Подія «переїзд машини в першому напрямку» відбувається за умови, 

що надійшла машина в першому напрямку та є зелене світло в першому 
напрямку. Так само подія «переїзд машини в другому напрямку». 

Подія «горить зелене світло в першому напрямку» відбувається за 
умови, що вичерпаний час горіння червоного світла в обох напрямках і 
настав час горіння зеленого світла в першому напрямку. За аналогічних 
умов здійснюється подія «горить зелене світло в другому напрямку». По-
дії «горить зелене світло в першому напрямку», «горить червоне світло в 
обох напрямках», «горить зелене світло в другому напрямку», «горить че-
рвоне світло в обох напрямках» змінюють одна одну утворюючи коло по-
дій, що відбуваються в підсистемі управління. 

Умова «є зелене світло в першому напрямку» виникає разом з умо-
вою «вмикається зелене світло на першому напрямку» і зникає разом з по-
чатком горіння червоного світла в обох напрямках. Так само умова «є зе-
лене світло в другому напрямку». 

З’єднуємо події та умови зв’язками та отримуємо мережу Петрі, яка 
представлена на рисунку 3.33. 

Усі часові затримки, які передбачаються для переходів, указані ри-
сунку ( t1=-12⋅lnζ, t2=-9⋅lnζ, ζ - рівномірно розподілена в інтервалі (0;1) ви-
падкова величина). 

Середню кількість машин, що очікують переїзду, знайдемо, спосте-
рігаючи сумарне значення маркірувань у позиціях «черга машин в першо-
му напрямку» та «черга машин в другому напрямку»: 

середня_кількість_автомобілів =  

=
n

напрвмашинчерганапрвмашинчерга
n

k
k∑

=

+
0
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На рисунку ці позиції розташовані між подіями «надійшла машина» 
та «переїзд машини». 
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Зауважимо, що формалізація моделі системи руху автомобілів засо-

бами мереж Петрі (на відміну від представлення її мережами МО в задачі 
3) дозволяє описати керування рухом тими ж засобами, що і рух автомобі-
лів. Тобто рівень формалізації підсистеми керування рухом і підсистеми 
руху автомобілів однаковий. Нагадаємо, що в задачі 3 рух автомобілів 
описували системами масового обслуговування, а керування рухом – бло-
куваннями маршрутів слідування із складними правилами переключення.  

Відповідь: відповіддю є мережа Петрі (див. рис. 3.33) та формула для 
розрахунку середньої кількості машин, що очікують переїзду. 

Задача 7. Складіть мережу Петрі для наступної задачі: 
Система, що моделюється, складається з одного бульдозера, чоти-

рьох самоскидів і двох механізованих навантажувачів. Бульдозер згрібає 
землю до навантажувачів. Для початку навантаження перед навантажува-
чами повинні лежати хоча б дві купи землі. Час, що затрачається бульдо-
зером на підготовку фронту робіт до початку навантаження, має розподіл 
Ерланга і складається із суми двох експоненціальних величин, кожна з 
яких має математичне сподівання, рівне 4 (це відповідає закону розподілу 
Ерланга з математичним сподіванням 8 і дисперсією 32). Крім наявності 
землі для початку навантаження потрібно навантажувач і порожній само-
скид. Час навантаження має експоненціальний закон розподілу з матема-
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Рисунок 3.33. Мережа Петрі, що представляє формалізовану модель системи 
траспортного руху у двох напрямках, керованого світлофорами 
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тичним сподіванням 14 хвилин для 1-ого навантажувача і 12 хвилин для 
другого. Після того, як самоскид завантажений, . навантажувач відпочиває 
протягом 5хв, а самоскид їде до місця розвантаження, розвантажується і 
знову повертається на вантаження. Час перебування самоскида в дорозі 
розподілено нормально, причому у завантаженому стані він витрачає на 
дорогу в середньому 22 хвилини, а в порожньому – 18 хвилин. Середньо-
квадратичне відхилення в обох випадках дорівнює 3 хвилини. Час розван-
таження розподілено рівномірно на інтервалі від 2 до 8 хвилин. Після ван-
таження кожного самоскида навантажувач повинний «відпочивати» про-
тягом 5 хвилин, а потім знову може приступати до вантаження. 

Метою моделювання є визначення 1) характеристик черг партій ван-
тажу (середні та максимальні значення), 2) завантаження самоскидів 
3) завантаження навантажувачів. 

Розв’язання. Виділимо події, які відбуваються в даній обчислюва-
льній системі: 

∗ нагрібання куп землі бульдозером; 
∗ навантаження першим навантажувачем; 
∗ навантаження другим навантажувачем; 
∗ відпочинок першого навантажувача; 
∗ відпочинок другого навантажувача 
∗ поїздка самоскида 
У дужках указані відповідні часові затримки для переходів. Тут t1 – 

час поїздки до місця розвантаження; t2 – час розвантаження; t3 - час поїздки 
до місця навантаження, ζ – випадкова рівномірно розподілена в інтервалі 
(0,1) величина. Значення 45хв є середнім значенням часу поїздки самоски-
да (45=22+5+18). 

З’єднуючи події та умови зв’язками отримаємо мережу Петрі, яка 
представлена на рисунку 3.34.  

Для визначення середньої кількості куп землі скористаємось значен-
ням середнього маркірування в позиції «купи землі»: 

середня кількість куп землі = 
середнє значення маркірування «купи землі» 

Для визначення середньої кількості самоскидів в очікуванні скорис-
таємось значенням середнього маркірування в позиції „самоскиди”: 

середня черга самоскидів = 
середнє значення маркірування «самоскиди». 

Для визначення середньої черги навантажувачів скористаємось зна-
ченням середнього маркірування в позиції «навантажувач 1» та значенням 
середнього маркірування в позиції «навантажувач 2»: 

середня черга навантажувачів = 
середнє значення маркірування «навантажувач 1»+ середнє значення маркіру-

вання «навантажувач 2». 
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Відповідь: відповіддю є мережа Петрі (див. рис. 3.34) та формули 

для розрахунку середньої кількості куп землі, середньої кількості само-
скидів, середньої черги навантажувачів. 

Задача 5. Складіть мережу Петрі для такої задачі. 
Фірма має в місті 6 точок роздрібного продажу. Попит на товари (в 

од. товару) у цих точках має розподіл Пуассона із математичним споді-
ванням 10 од. товару в день. Торгові точки обслуговуються оптовим мага-
зином. На передачу запиту торгової точки в магазин потрібно 1 день. То-
вари за запитом поступають з оптового магазина в торгову точку в серед-
ньому через 5 днів після одержання запиту. Ця величина має логнормаль-
ний розподіл із дисперсією 1. Оптовий магазин кожні 14 днів розміщує 
замовлення на фабриці. Час, протягом якого магазин одержує вантаж із 
фабрики, розподілено нормально з очікуванням 90 днів, середньоквадра-
тичним відхиленням 10 днів; проте замовлення при цьому ніколи не вико-
нується раніше 60 днів і пізніше 120 днів. 

Метою моделювання є визначення таких величин: рівень запасу в 
оптовому магазині, ймовірність невдоволеного запиту торгової точки. 

Розв’язання. Виділимо події, які відбуваються в підсистемі «Торго-
ва точка»: 

∗ надійшов покупець товару; 
∗ покупка товару; 

купи землі 

нагрібання 
бульдозером 

відпочинок 

само-
скиди 

поїздка 

 
навантаження 1 

перший навантажувач 

 другий навантажувач 

відпочинок 

навантаження 2 

Рисунок 3.34. Мережа Петрі, що представляє формалізовану модель транспор-
тної системи, що складається з бульдозера, навантажувачів та самоскидів 
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∗ немає товару; 
∗ передача запиту торгової точки у магазин; 
∗ одержання товарів за запитом з оптового магазину. 
Подія «надійшов покупець товару» відбувається з часовою затримкою 

t=-0,1⋅lnς. Події «покупка товару» та «немає товару» виконуються без затри-
мки. Подія «немає товару» виконується тільки після того, як не виконалась 
подія «покупка товару». Цей факт можна реалізувати задавши для події «по-
купка товару» більший пріоритет ніж для події «немає товару». 

Подія «передача запиту торгової точки у магазин» відбувається кож-
ний день (t=1). Подія «одержання товарів за запитом з оптового магазину» 
відбувається з часовою затримкою t=5 при наявності товарів в оптовому 
магазині. 

Виділимо події, які відбуваються в підсистемі «Виробництво та до-
ставка товарів»: 

∗ настав час розміщення замовлення на фабриці; 
∗ магазин одержує вантаж із фабрики. 
Для першої з цих подій часова затримка складає t=14. Для події «ма-

газин одержує вантаж із фабрики» часова затримка є нормально розподіле-
ною випадковою величиною і розраховується за формулами (1.8) та (1.7): 
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Після таких міркувань отримуємо мережу Петрі, яка представлена на 
рисунку 3.35. Оскільки в задачі нічого не сказано про кількість товарів, які 
поступають з оптового магазину до торгової точки та з фабрики до опто-
вого магазину, то ці величини позначені на рисунку невідомими х та у. 
Виходячи з умов задачі, можна запропонувати, наприклад, значення х=70 
та у=1800. 

Середній рівень запасу в торгових точках та в оптовому магазині 
знайдемо, спостерігаючи кількість маркерів у позиції «Торгова точка» та у 
позиції «Оптовий магазин»: 

середній запас =
n

запас
n

k
k∑

=1 , 

де запасk – k-те спостереження запасу в оптовому магазині чи в торговій 
точці. 

Ймовірність невдоволеного попиту знайдемо, підраховуючи кіль-
кість невдоволеного попиту у відношенні до загальної кількості попитів 
на товар: 
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ймовірність невдоволеного попиту =
попитівкількість

попитуогоневдоволенкількість
  

    . 

 
Відповідь: відповіддю є мережа Петрі (див. рис. 3.35) та формули 

для розрахунку середнього запасу в торгових точках та в оптовому мага-
зині, а також ймовірності невдоволеного попиту. 

 
3.8. Завдання для самостійної роботи 

 
1. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж масового 

обслуговування для наступної задачі: 
У вузол комутації повідомлень, що складається з вхідного буфера, 

процесора, двох вихідних буферів і двох вихідних ліній, надходять пові-

Рисунок 3.35. Мережа Петрі, що представляє формалізовану модель торгівель-
ної системи, що складається з оптового магазину та шістьох торгових точок 
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торгової точки у 

магазин 

х 

Оптовий магазин 
Торгова точка 2 

Торгова точка 3 

Торгова точка 4 

Торгова точка 5 

Торгова точка 6 

х 
х 

х 

загальний попит 



 105 

домлення з двох напрямків. Повідомлення з одного напрямку надходять у 
вхідний буфер, обробляються в процесорі, буферуються у вихідному бу-
фері першої лінії і передаються по вихідній лінії. Повідомлення з другого 
напрямку обробляються аналогічно, але передаються по другій вихідній 
лінії. Застосовуваний метод контролю потоків потребує одночасної прису-
тності в системі не більш трьох повідомлень на кожному напрямку. По-
відомлення надходять через інтервали 15±7 мс. Час обробки в процесорі 
дорівнює 7 мс на повідомлення, час передачі по вихідній лінії дорівнює 
15±5 мс. Якщо повідомлення надходить при наявності трьох повідомлень 
у напрямку, то воно одержує відмову. 

Метою моделювання є визначення завантаження процесора та вихі-
дних ліній, визначення ймовірності відмови в обслуговуванні через пере-
повнення буфера напрямку. 

2. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж масового 
обслуговування для наступної задачі: 

На регулювальну ділянку цеху через випадкові інтервали часу над-
ходять по два агрегати в середньому через кожні 30 хвилин. Первинне ре-
гулювання здійснюється для двох агрегатів одночасно і займає біля 30 
хвилин. Якщо в момент приходу агрегатів попередня партія не була обро-
блена, агрегати на регулювання не приймаються. Агрегати, які одержали 
відмову, після первинного регулювання надходять у проміжний накопи-
чувач. З накопичувача агрегати, що пройшли первинне регулювання, над-
ходять попарно на вторинне регулювання, яке виконується в середньому 
за 30 хвилин, а ті, що не пройшли первинне регулювання, надходять на 
повне регулювання, що займає 100 хвилин для одного агрегату. Всі вели-
чини, задані середніми значеннями, мають експоненціальний розподіл.  

Метою моделювання є визначення ймовірності відмови в первинно-
му регулюванні, завантаження накопичувача агрегатами, що потребують 
повного регулювання. 

3. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж масово-
го обслуговування для наступної задачі: 

Філія банку з п’ятьма касами обслуговує клієнтів протягом робочого 
дня. Інтервали часу між надходженням клієнтів є випадкова величина, що 
має експоненціальний закон розподілу із середнім значенням 1 хвилина. 
Час обслуговування клієнтів є випадкова величина, що має експоненціа-
льний розподіл із середнім значенням 4,5 хвилини. 

До кожної каси формується окрема черга. Клієнт, що надійшов на 
обслуговування, обирає найкоротшу чергу, при цьому, якщо найкоротших 
черг декілька, то клієнт обирає ту, що зліва. 

В зв’язку з тим, що керівництво банку цікавлять поточні витрати та 
якість послуг, що надаються клієнтам, ставиться питання про можливість 
зменшення кількості кас. 
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4. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж масово-
го обслуговування для наступної задачі: 

На складальну ділянку цеху підприємства через інтервали часу, що 
мають експоненціальний закон розподілу з середнім значенням 10 хвилин, 
надходять партії, кожна з який складається з трьох деталей. Половина всіх 
деталей, що надходять, перед зборкою повинна пройти попередню оброб-
ку протягом 7 хвилин На зборку подаються оброблена і необроблена дета-
лі. Процес зборки займає усього 6 хвилин Потім виріб надходить на регу-
лювання, що продовжується в середньому 8 хвилин (час виконання має 
експоненціальний розподіл). У результаті зборки можлива поява 4% бра-
кованих виробів, що не надходять на регулювання, а направляються знову 
на попередню обробку. 

Метою моделювання є визначення можливих місць появи черг та їх-
ніх статистичних характеристик, середньої та максимальної кількість де-
талей, що находиться на складальній ділянці цеху. 

5. Складіть мережу Петрі для системи, що описана наступною мере-
жею масового обслуговування (рис. 3.36): 

 
6. Складіть мережу Петрі для системи, що описана наступною мере-

жею масового обслуговування (рис. 3.37): 

 
7. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж Петрі 

для наступної задачі. 
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Рисунок 3.36. Мережа МО до задачі 5. 
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Рисунок 3.37. Мережа МО до задачі 6. 
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Завдання поступають на верстат у середньому один верстат у час. 
Розподіл величини інтервалу між ними експоненціальний. При нормаль-
ному режимі роботи завдання виконуються в порядку їхнього надходжен-
ня. Час виконання завдання нормально розподілений з математичним спо-
діванням 0,5 години і середньоквадратичним відхиленням 0,1 година. Пе-
ред виконанням завдання відбувається наладка верстата, час здійснення 
якої розподілений рівномірно на інтервалі від 0,2 до 0,5 години. Завдання, 
які виконані на верстаті, направляються в інші відділи цеху. Верстат 
страждає від поломок, при яких він не може продовжувати виконання за-
вдання. Інтервали між поломками розподілені нормально з математичним 
сподіванням 20 годин і середньоквадратичним відхиленням 2 години. При 
поломці виконуване завдання виймається з верстата і поміщається в поча-
ток черги завдань до верстата. Виконання завдання відновляється з того 
місця, на якому воно було перервано. Коли верстат ламається, починаєть-
ся процес усунення поломки, що складається із трьох фаз. Тривалість ко-
жної фази має експоненціальний закон розподілу з математичним споді-
ванням, рівним 3/4 години. Оскільки загальна тривалість усунення полом-
ки є сумою незалежних випадкових величин, що мають експоненціальний 
закон розподілу з однаковими параметрами, можна вважати, що ця випад-
кова величина розподілена за законом Ерланга. 

Метою моделювання є визначення завантаження верстата і часу ви-
конання завдання. 

8. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж Петрі 
для наступної задачі. 

Конвеєрна система складається з п’ятьох обслуговуючих пристроїв, 
розташованих уздовж стрічки конвеєра. Деталі надходять на опрацювання 
на перший пристрій із постійною швидкістю, що складає 4 деталі за 1 
хвилину. Тривалість обслуговування на кожному пристрої має експонен-
ціальний закон розподілу з математичним сподіванням 1 хвилина. Вільно-
го місця перед кожним конвеєром немає, тому пристрій може зняти деталь 
із конвеєра, тільки якщо знаходиться в стані «вільний». Якщо перший 
пристрій вільний, то деталь обробляється на ньому. По закінченні оброб-
ляння деталь залишає систему. Якщо перший пристрій зайнятий у момент 
надходження деталі, деталь по конвеєру надходить до другого пристрою. 
Інтервал проходження деталі між пристроями дорівнює 1 хвилина. Якщо 
при прямуванні деталі по конвеєру всі пристрої були зайняті, вона повер-
тається до першого пристрою з затримкою 5 хвилина. 

Метою моделювання є визначення часу перебування деталі в систе-
мі, завантаження обслуговуючих пристроїв і числа зайнятих пристроїв. 

9. Складіть формалізовану модель системи засобами мереж Петрі 
для наступної задачі: 
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Експериментальна роботизована гнучка виробнича система має два 
верстати із числовим пультом керування, три роботи, пункт прибуття і 
склад оброблених деталей. Деталі прибувають на пункт прибуття кожні 40 
секунд згідно з експоненціальним законом розподілу, захоплюються од-
ним з вільних роботів і переміщуються ним до першого верстата, після чо-
го робот звільняється. Після завершення обробки на першому верстаті де-
таль захоплюється одним з роботів і переміщується на другий верстат, а 
після обробки на другому верстаті – одним з роботів переміщується на 
склад оброблених деталей. Кожний з верстатів може одночасно обробляти 
до трьох деталей. 

Час переміщення робота між пунктом прибуття і першим верстатом, 
першим і другим верстатом, другим верстатом і пунктом зберігання обро-
блених деталей складає відповідно 6, 7, і 5 секунд незалежно від того, хо-
лостий це хід, чи ні. Роботу потрібний час 8±1 секунд на захоплення або 
вивільнення деталей. Час обробки на першому верстаті розподілений за 
нормальним законом із середнім значення 60 секунд і має стандартне від-
хилення 10 секунд. Середній час обробки на другому верстаті дорівнює 
100секунд і має експоненціальний закон розподілу. 

Метою моделювання є визначення коефіцієнтів завантаження робо-
тів і верстатів, максимальної кількості деталей у місці зберігання на діля-
нці прибуття. 

10. Складіть мережу Петрі для такої задачі. 
Для забезпечення надійності АСУ ТП у ній використовується два 

комп’ютери. Перший комп’ютер виконує обробку даних про технологіч-
ний процес і виробітку керуючих сигналів, а друга знаходиться в «гарячо-
му резерві». Дані надходять через 10±2 секунд, обробляються протягом 3 
секунд, потім посилається керуючий сигнал, що підтримує заданий темп 
процесу. Якщо до моменту посилки наступного набору даних не отрима-
ний керуючий сигнал, то інтенсивність виконання технологічного процесу 
зменшується вдвічі і дані посилаються через 20±4 секунд. Основний 
комп’ютер кожні 30 секунд посилає резервному комп’ютеру сигнал про 
працездатність. Відсутність сигналу означає необхідність включення ре-
зервного комп’ютеру замість основного. Характеристики обох 
комп’ютерів однакові. Підключення резервного комп’ютеру займає 5 се-
кунд, після цього він заміняє основний комп’ютер до відновлення, а про-
цес повертається до нормального темпу. Відмови комп’ютерів відбува-
ються через 300±30 секунд. Відновлення комп’ютерів займає 100 секунд. 
Резервний комп’ютер абсолютно надійний. 

Метою моделювання є визначення таких величин: середній час пе-
ребування технологічного процесу в загальмованому стані і середнє кіль-
кість пропущених через відмови даних. 
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11. Складіть мережу Петрі для такої задачі. 
В африканському порту танкери завантажуються сирою нафтою, що 

морським шляхом доставляють потім по призначенню. Потужності порту 
дозволяють завантажувати не більш трьох танкерів одночасно. Танкери, 
що прибувають у порт через кожні 11±7 годин, відносяться до трьох різ-
них типів. Значення відносної частоти появи танкерів даного типу і часу, 
необхідного на вантаження, приведені нижче: 

Тип Відносна частота Час вантаження, годин 
1 0,25 18±2 
2 0,55 24±3 
3 0,20 36±4 

У порту є один буксир, послугами якого користуються всі танкери 
при причалювання та відчалюванні. Причалювання та відчалювання за-
ймають приблизно 1 годину, причому, якщо послуг буксира потребують 
відразу декілька танкерів, пріоритет віддається операції причалювання. Су-
дновласник пропонує дирекції порту укласти контракт на перевезення наф-
ти в Англію і забезпечити виконання умов контракту за допомогою п'ятьох 
танкерів особливого, четвертого типу, що на вантаження потребують 21±3 
годин. Після вантаження танкер відчалює і випливає в Англію, там розван-
тажується і потім знову повертається в африканський порт для вантаження. 
Час циклу обертання танкера, включаючи час розвантаження, складає 
240±24 годин. Фактором, що ускладнює процес перевезення нафти, є што-
рми, яким піддається порт. Інтервал часу між штормами має експоненціа-
льний закон розподілу з математичним сподіванням 48 годин, причому 
шторм продовжується 4±2 години. Під час шторму буксир не працює. 

Перед укладанням контракту керівництво порту вирішило визначити 
вплив, що вчинять п’ять додаткових танкерів на час перебування в порту 
інших судів. Отже, метою моделювання є визначення середнього та мак-
симального часу перебування в порту додаткових танкерів і вже працюю-
чих танкерів трьох типів. 

 
3.9. Контрольні запитання 

 
1) З яких елементів складається мережа масового обслуговування? 
2) Як скласти мережу масового обслуговування за умовою задачі? 
3) За якими правилами здійснюється функціонування мережі масового 

обслуговування? 
4) Які системи підлягають формалізації засобами мереж масового об-

слуговування? 
5) Що означає термін «блокування пристрою»? «блокування маршруту»? 
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6) В яких випадках використовуються мережі масового обслуговуван-
ня з блокуванням? 

7) З яких елементів складається мережа Петрі? 
8) Як побудувати мережу Петрі? 
9) Що є умовою запуску переходу мережі Петрі? 
10) У чому полягає запуск переходу мережі Петрі? 
11) Що описує маркірування мережі Петрі? 
12) У чому різниця звичайної мережі Петрі і мережі Петрі з часовими 

затримками? 
13) Як здійснюється запуск переходів мережі Петрі з часовою затримкою? 
14) За якими правилами здійснюється функціонування мережі Петрі з 

часовими затримками? 
15) Дайте визначення багатоканального переходу мережі Петрі. 
16) За якими правилами здійснюється функціонування мережі Петрі з 

багатоканальними переходами? 
17) За яких умов виникає конфлікт у мережі Петрі? 
18) Дайте визначення конфліктних переходів мережі Петрі? 
19) Які способи розв’язання конфлікту Ви знаєте? 
20) За якими правилами здійснюється функціонування мережі Петрі з 

конфліктними переходами? 
21) Дайте визначення інформаційного зв’язку мережі Петрі. 
22) Сформулюйте правило запуску переходу з інформаційним зв’язком. 
23) За якими правилами здійснюється функціонування мережі Петрі з 

інформаційними зв’язками? 
24) Як побудувати подію «надходження об’єктів»? 
25) Як побудувати подію «зборка»? 
26) Як побудувати подію «зайняти один з двох вільних пристроїв»? 
27) Як побудувати подію «зайняти половину використовуваного ре-

сурсу»? 
28) Як побудувати подію «поломка»? 
29) Які системи підлягають формалізації засобами мереж Петрі? 
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Розділ 4 
АНАЛІТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

 
Аналітичні моделі мереж МО виходять з таких припущень: 
1) Випадкова величина «час обробки вимоги каналом обслуговуван-

ня СМО» є випадковою величиною, яка розподілена за експоненціальним 
законом з відомим параметром. Параметр розподілу дорівнює інтенсивно-
сті обробки вимоги одним каналом СМО. 

2) Випадкова величина «час надходження вимоги в мережу МО» є 
випадковою величиною, яка розподілена за експоненціальним законом з 
відомим параметром. Параметр розподілу дорівнює інтенсивності надхо-
дження вимог до мережі МО. 

3) Усі черги необмеженої величини. При моделюванні це припу-
щення означає, що в системі не виникає ситуації «відсутнє місце в черзі 
СМО». 

4) Відомі ймовірності слідування вимоги з однієї СМО до іншої, або 
до неї ж самої. Допускаються складні маршрути вимог із розгалуженнями 
та поверненнями, проте не допускаються блокування маршрутів. 

 
4.1. Аналітичне моделювання розімкнутих мереж 

масового обслуговування 
 

Вхідними змінними аналітичної моделі розімкнутої мережі МО є: 
• кількість n систем масового обслуговування СМО1, СМО2, ..., СМОn, 
що складають мережу МО; 

• інтенсивність λ0 надходження вимог до мережі МО; 
• матрицею ймовірностей ||рij||, елемент якої рij  - це ймовірність слі-
дування вимоги зі СМОi у СМОj; 

• кількість каналів обслуговування ri у СМОi; 
• інтенсивність µі обслуговування вимог кожним каналом СМОi. 
Вихідними змінними аналітичної моделі розімкнутої мережі МО є: 

• середня довжина черги СМОі; 
• середній час очікування в черзі СМОі; 
• середня кількість зайнятих пристроїв в СМОі; 
• середня кількість вимог в СМОі; 
• середній час обслуговування в СМОі; 
• середній час обслуговування в мережі МО. 
Дослідження розімкнутої мережі МО проводять при наявності ста-

лого режиму. У сталому режимі інтенсивність надходження вимог до 
СМОі дорівнює інтенсивності, з якою вимоги залишають СМОі. Такий 
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режим у розімкнутій мережі МО можливий, якщо для кожної СМОі інтен-
сивність вхідного в СМОi потоку вимог менша інтенсивності їх обслуго-
вування:  

niriii ,...1   , =⋅< µλ ,     (4.1) 
Вхідний у СМОi потік вимог складається із вимог, що виходять із 

СМОj (j=1..n) і з ймовірністю pji попадають у СМОi, та з частки вхідного 
потоку p0i, що надходить до мережі МО ззовні. Отже, інтенсивності λі за-
довольняють системі рівностей: 
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Уведемо коефіцієнти передачі ei як долю вхідного потоку вимог, що 
надходить до СМОі: 

0λλ ⋅= ii e , i=1, ..., n.    (4.3) 
Число еі є середня кількість разів, що вимога проходить через СМОі 

з того моменту як вона надійшла до мережі МО до того моменту, коли во-
на залишила мережу МО. Підставимо (4.3) до системи рівнянь (4.2) і 
отримаємо систему рівнянь для відшукання коефіцієнтів передачі еі: 
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Звідси видно, що значення еі цілком залежать від значень pij, які за-
дають маршрути слідування вимог по мережі МО. 

Умова сталого режиму (4.1) при підстановці (4.3) перетворюється в 
систему нерівностей: 

i

ii

e
r⋅

<
µ

λ0 , i=1, ..., n,    (4.5) 

Ймовірність того, що в багатоканальній СМО з необмеженою чер-
гою знаходиться k вимог, є функція від аргумента k: 
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де λ - інтенсивність надходження вимог до СМО, µ - інтенсивність 
обслуговування в каналі СМО, r - кількість каналів, С - нормуючий множ-
ник. Нормуючий множник С знаходиться з умови, що сума усіх ймовірно-
стей можливих станів системи дорівнює одиниці: 
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Звідси, за допомогою формули суми геометричної прогресії, знахо-
димо формулу для розрахунку нормуючого множника: 

1

1

0 !
1

1!

1

−

−

=



















⋅







+









⋅

−⋅
⋅








= ∑

r

k

kr

k
r

r
C

µ
λ

µ
λµ

λ .   (4.7) 

З теорії відомо, що в розімкнутій мережі МО окремі СМО ведуть се-
бе незалежно одна від одної. Тому ймовірність р(k1,…,kn) того, що в СМО1 
знаходиться k1 вимог, в СМО2 знаходиться k2 вимог, … в СМОn знахо-
диться kn вимог, дорівнює добутку ймовірностей рі(kі) того, що в СМОі 
знаходиться kі вимог: 
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Функції рі(k), які визначають ймовірності знаходження k вимог в 
СМОі, розраховуються так, наче СМОі відокремлена від інших СМО, а 
саме за формулами (4.6), (4.7). З урахуванням (4.3) маємо наступні форму-
ли для розрахунку ймовірностей рі(k): 
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Оскільки значення функції pi(k) являється ймовірністю знаходження 
k вимог в СМОі, то значення, які вона може приймати, належать відрізку 
[0;1]. Цей факт використовується для перевірки правильності розрахунку 
значення функції pi(k) .  

 Правильність розрахунку нормуючих множників Сі перевіряється 
підрахунком суми всіх ймовірностей: 
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Знання ймовірностей рі(k) дозволяє обчислити основні показники 
ефективності функціонування розімкнутої мережі МО: 

1) середня кількість вимог у СМОі знаходиться як математичне спо-
дівання випадкової величини "кількість вимог у черзі" 

( )∑
∞

+=

−=
1

)(
irj

iii jprjL ;    (4.11) 
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2) середня кількість зайнятих пристроїв у СМОi знаходиться як від-
ношення інтенсивності надходження вимог до інтенсивності об-
слуговування вимог одним пристроєм 

i

i
i

e
R

µ
λ0⋅

= ;     (4.12) 

3) середня кількість вимог, що перебувають у СМОі, знаходиться як 
сума кількості вимог у черзі та у пристроях 

iii RLM += ;     (4.13) 
4) середній час очікування в СМОi знаходиться за другою формулою 
Літтла [Лабскер] 

0λ⋅
=

i

i
i e

L
Q ;      (4.14) 

5) середній час перебування вимог у СМОi знаходиться за першою 
формулою Літтла [Лабскер] 

0λ⋅
=

i

i
i e

M
T ;      (4.15) 

6) середній час перебування вимог у мережі МО знаходиться як су-
ма часу перебування у кожній СМО з урахуванням кількості разів 
ei, що вимога проходить через СМОі 

∑
=

⋅=
n

i
ii TeT

1
.      (4.16) 

Послідовність розрахунку розімкнутої мережі масового обслугову-
вання представлена на рисунку 4.1. 

 
 

Формування множини вхідних даних 

Розрахунок коефіцієнтів передачі 

Перевірка умови сталого режиму 
Розрахунок нормуючих множників для кожної СМО 
окремо 
Визначення функцій, що задають ймовірності знахо-
дження k вимог в СМОі 
Розрахунок показників ефективності функціонування 
мережі масового обслуговування 

 
Аналітичне 

моделювання 
розімкнутої 

мережі масово-
го обслугову-

вання 

Аналіз отриманих результатів моделювання 
 

Рисунок 4.1. Послідовність дій, що виконують у випадку аналітичного моде-
лювання розімкнутої мережі масового обслуговування 
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4.2. Аналітичне моделювання замкнутих мереж  
масового обслуговування 

 
 Вхідними змінними аналітичної моделі замкнутої мережі МО є: 

• кількість n систем масового обслуговування СМО1, СМО2, ..., СМОn, 
що складають мережу МО; 

• кількість N вимог в мережі МО; 
• матрицею ймовірностей ||рij||, елемент якої рij  – це ймовірність слі-
дування вимоги із СМОi у СМОj; 

• кількість каналів обслуговування ri в СМОi; 
• інтенсивність µі обслуговування вимог кожним каналом СМОi. 
Вихідними змінними аналітичної моделі зімкнутої мережі МО є: 

• середня довжина черги СМОі; 
• середня кількість зайнятих пристроїв в СМОі; 
• інтенсивність надходження вимог до СМОі; 
• середня кількість вимог в СМОі; 
• середній час очікування в черзі СМОі; 
• середній час обслуговування в СМОі. 
В замкнутій мережі МО, оскільки кількість вимог в ній незмінна, 

сталий режим існує за будь яких значень вхідних змінних. Тому перевірка 
на існування сталого режиму не потрібна. 

Маршрут вимоги в замкнутій мережі не має ні початку ні кінця, про-
те для подальших розрахунків зручно вважати, що початком маршруту є, 
наприклад, СМО1. Тоді визначимо коефіцієнти передачі ei як долю потоку 
вимог λ1, що надходить до СМОі: 

1λλ ⋅= ii e , i=2, ..., n.    (4.17) 

Очевидно, e1=1. Інші ei показують середню кількість разів, що вимо-
га проходить через СМОі і=2,…n, з тих пір як вона вийшла з СМО1 до тих 
пір, поки вона знову з’явилась в цій СМО. 

У сталому режимі середня кількість вимог, що надходить до СМОі, 
дорівнює середній кількості вимог, що залишають її, тому значення λі за-
довольняють системі рівностей: 

∑
=

⋅=
n

i
jjii p

1
λλ  i=1, ..., n   (4.18) 

Після підстановки (4.17) у (4.18) дістаємо систему рівнянь для від-
шукання коефіцієнтів передачі еі: 

∑
=

⋅=
n

i
jjii еpе

1
 i=1, ..., n   (4.19) 
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Ця система має безліч розв’язків, але якщо пригадати, що e1=1, то 
отримаємо єдиний розв’язок. 

Стан замкнутої мережі МО описується кількістю вимог kІ в кожній 
СМОі, але у випадку замкнутій мережі МО сумарна кількість вимог пови-
нна дорівнювати одному й тому самому числу N: 

Nk
n

i
i =∑

=1
. 

Наприклад, для мережі, що складається з двох СМО (n=2) і обслуго-
вує три вимоги (N=3), можливі стани описуються парами чисел (0;3), 
(1;2), (2;1), (3;0). Тобто в першій СМО – 0 вимог, а в другій – 3 вимоги; в 
першій СМО – 1 вимога, а в другій – 2 вимоги і т.д. 

Отже, в замкнутій мережі МО окремі СМО залежать одна від одної і 
формула (4.8) у цьому випадку не вірна. 

Ймовірність р(k1,…, kn) стану замкнутої мережі (k1,…, kn) дорівнює 
добутку функцій pi(ki), значення яких залежать від змінних ki, ei, µi, ri, і но-
рмуючого множника C(N), значення якого залежить від кількості вимог в 
мережі N: 

,)k(p)N(С)k,...,k(p
n

i
iin ∏

=
⋅=

1
1     (4.20) 

де 
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
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µ ,   (4.21) 

Функції pi(k) у випадку замкнутої мережі масового обслуговування 
не мають фізичного змісту такого, як у випадку розімкнутої мережі масо-
вого обслуговування, і можуть приймати будь-яке значення. 

Позначенням C(N) підкреслюють, що значення нормуючого множ-
ника C(N) залежить від кількості вимог N в мережі масового обслугову-
вання. 

Нормуючий множник знайдемо з умови, що сума всіх ймовірностей 
повинна дорівнювати одиниці: 

1
11 1

1 == ∑ ∏∑
=)k,...,k(

n
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ii

)k,...,k(
n

nn

)k(p)N(С)k,...,k(p ,   (4.22) 

Звідси, 
1

),...,( 11
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n

i
ii kpNC ,    (4.23) 

де підсумовування проводиться по всіх можливих станах мережі МО. 
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Наприклад, для замкнутої мережі, що складається з двох СМО, фор-
мула (4.23) набуває вигляду: 

1

0
21

−

=










−⋅= ∑

N
)N(p)(p)N(C

α
αα ,    (4.24) 

оскільки всі можливі стани – це такі, що в першій СМО α вимог (α=0, 
1…N), а в другій - N-α вимог. Для замкнутої мережі, що складається з 
трьох СМО, всі можливі стани – це такі, що в першій СМО α вимог, в дру-
гій - β вимог, а в третій – решта, тобто N-α-β. Тому формула (4.23) набу-
ває вигляду: 
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











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)N(p)(p)(p)N(C

α

α

β
βαβα .   (4.25) 

Після того як розрахований нормуючий множник, значення ймовір-
ностей р(k1,…,kn) є відомими (див. формулу 4.20). Ймовірність того, що в 
СМОі знаходиться рівно j вимог складається з можливостей “в СМОі j ви-
мог, а в інших СМО розподіляється решта вимог”, тобто: 

∑=
),..,,..,(

1
1

),..,,..,()(
nkjk

nCMOi kjkpjP     (4.26) 

Наприклад, для замкнутої мережі, що складається з двох СМО, ймо-
вірність того, що в першій СМО – j вимог, дорівнює 

)jN(p)j(p)N(C)jN,j(p )j(PCMO −=−= 211 .   (4.27) 
А ймовірність того, що в другій СМО – j вимог, дорівнює 

)j(p)jN(p)N(C)jN,j(p )j(PCMO 212 −=−= .   (4.28) 
Для замкнутої мережі, що складається з трьох СМО, ймовірність то-

го, що в першій СМО – j вимог, дорівнює 
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321
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αα

αααα .  (4.29) 

Ймовірність того, що в другій СМО – j вимог, дорівнює 
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jNj-N

0
CMO )jN(p)j(p)(p)N(C)jN,j,(p )j(P

0
3212

αα
αααα .  (4.30) 

Ймовірність того, що в третій СМО – j вимог, дорівнює 
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jNj-N

0
CMO )j(p)jN(p)(p)N(C)j,jN,(p )j(P

0
3213

αα
αααα .  (4.31) 

Оскільки функції PСМОі(j) являються ймовірностями знаходження j 
вимог в СМОі , то її значення належать відрізку [0;1]. 

Правильність розрахунку нормуючого множника перевіряється під-
рахунком суми усіх ймовірностей: 

n,...i     ,)j(P 
N

0j
CMOi 11 ==∑

=
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Знання ймовірностей PСМОі(j) дозволяє обчислити основні показники 
ефективності функціонування розімкнутої мережі МО: 

1) середня кількість вимог у черзі СМОi розраховується як матема-
тичне сподівання випадкової величини „кількість вимог у черзі”: 

∑
+=

⋅−=
N

rj
CMOiii

i

jPrjL
1

)()( ,     (4.32) 

2) середня кількість зайнятих пристроїв у СМОi розраховується як 
загальна кількість пристроїв мінус середня кількість вільних при-
строїв: 

∑
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−−=
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ir

j
CMOiiii jPjrrR ;     (4.33) 

3) середня кількість вимог у СМОi розраховується як сума кількості 
вимог у черзі і у пристроях: 

iii RLM += ;      (4.34) 
4) інтенсивність вихідного потоку вимог у СМОi: 

iii R µλ ⋅= ;      (4.35) 

5) середній час перебування вимоги в СМОi: 

i

i
i

M
T

λ
= (друга формула Літтла);   (4.36) 

6) середній час очікування в черзі СМОi: 

i

i
i

L
Q

λ
=  (перша формула Літтла).   (4.37) 

Отримані результати ретельно аналізують. Спочатку намагаються 
перевірити результати розрахунків, щоб мати певну степінь довіри до них. 
Наприклад, якщо середня довжина черги деякої СМОі значна, а канали 
обслуговування її майже вільні, то це свідчить про неправильність вико-
наних розрахунків. Якщо сума вимог, що перебувають у різних СМО за-
мкнутої мережі МО, не дорівнює заданому числу N, то це також свідчить 
про неправильність розрахунків і т.д. Після такої перевірки дослідник має 
певну довіру до результатів розрахунків і може використати їх для якісної 
оцінки ефективності функціонування заданої мережі МО і запропонувати 
заходи щодо поліпшення її роботи. Наприклад, якщо канали обслугову-
вання майже вільні, можна запропонувати зменшити кількість каналів об-
слуговування, або збільшити інтенсивність надходження вимог до даної 
СМО і т.і. 

Наприкінці зауважимо, що основне призначення розрахунків мереж 
МО – якісний аналіз їх функціонування. Не варто вважати, що, якщо в 
розрахунках знайдене значення середньої дожини черги 18,3, то в реаль-
ній системі не може спостерігатись значення 16. Але якщо в одній СМО 
середня довжина черги вдвічі більше за середню довжину чергу в іншій, 
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то і в реальній системі черга першої СМО буде майже вдвічі більша за 
чергу в другій СМО. 

Послідовність розрахунку замкнутої мережі масового обслуговуван-
ня представлена на рисунку 4.2. 

 
 

4.3. Аналітичне дослідження властивостей мереж Петрі 
 

Теорія та дослідження властивостей мереж Петрі викладені у [Пите-
рсон]. 

Для математичного описування процесів, що відбуваються в мережі 
Петрі необхідно перейти від текстових назв переходів та позицій до нуме-
рованих їх назв (рис. 4.3). 

 

 
Зв’язки між позиціями та перех одами зручно представити за допо-

могою матриці входів та матриці виходів. У відповідність кожному j-тому 
рядочку матриці поставимо перехід Tj , а кожному і-тому стовпчику – по-
зицію Рі. Матрицю входів D складемо з елементів D

ji, які дорівнюють 
кількості зв’язків між позицією Рі та переходом Tj. А матрицю виходів 
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Рисунок 4.3. Формалізована мережа Петрі, яка представляє процес  
обслуговування клієнтів банкоматом 
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Визначення функцій, що задають ймовірності знахо-
дження k вимог в СМОі  
Розрахунок показників ефективності функціонування ме-
режі масового обслуговування 
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Аналіз отриманих результатів моделювання 
  

Рисунок 4.2. Послідовність дій, що виконують у випадку  
аналітичного моделювання замкнутої мережі масового обслуговування 
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D+  – з елементів D+
ji, які дорівнюють кількості зв’язків між переходом Tj 

та позицією Рі. Складемо, наприклад, матриці входів та виходів для мере-
жі Петрі, представленої на рисунку 4.2: 
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Кількість маркерів в позиціях складає вектор, який називається мар-
кіруванням. В графічному представленні мережі Петрі зображується тіль-
ки початкове маркірування. В процесі функціонування мережі Петрі мар-
кірування змінюється за простими правилами: 
§ якщо у вхідних позиціях переходу Tj є маркери у кількості рівній кі-
лькості зв’язків, то виконана умова запуску переходу Tj; 

§ якщо умова запуску переходу Tj виконана, то виконується запуск пе-
реходу: з усіх вхідних позицій переходу Tj маркери видаляються у 
кількості рівній кількості зв’язків, а в усі вихідні позиції переходу Tj 
маркери додаються у кількості рівній кількості зв’язків. 
Так, для нашого прикладу початкове маркірування представляється 

вектором М=(0,1,0,0). В результаті послідовного запуску переходів Т1 – Т2 
– Т1 – Т3 – Т1 – Т4 – Т2 – Т3 – Т4 – Т2 – Т3 – Т4 маркірування мережі Петрі 
змінюється наступним чином: 
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Введення матриці входів та матриці виходів дозволяє сформулювати 
правила функціонування мережі Петрі у матричному вигляді: 

§ якщо кожна компонента вектора маркірування Мі не менша за 
елемент матриці входів D

ji , то умова запуску переходу Tj ви-
конана; 

§ якщо умова запуску переходу Tj виконана, то виконується за-
пуск переходу: з кожної компоненти вектора маркірування Мі 
віднімається значення матриці входів D

ji і додається значення 
матриці виходів D+

ji. 
Іншими словами, якщо вектор маркірування не менший за j-рядочок 

матриці входів, то умова запуску переходу Tj виконана. якщо умова запус-
ку переходу Tj виконана, то з вектора маркірування віднімається j-рядочок 
матриці входів і додається j-рядочок матриці виходів. 
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Визначення j-рядочка матриці математично виражається добутком 
вектора еj , всі компоненти якого рівні нулю, а j-компонента рівна 1, і мат-
риці. Наприклад, для переходу T3 (див. рис. 4.3) маємо: 
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Отже, у векторному вигляді запуск переходу здійснюється за умови: 
−⋅≥ DеМ j .      (4.38) 

А результат запуску переходу знаходиться за формулою: 
( ) DeMDDeMDeDeMM jjjj +=−+=+−=′ −++− .    (4.39) 

Матрицю −+ −= DDD  називають матрицею змінювань. 
Припустимо, що потрібно знайти результат запуску послідовності 

переходів Т1 – Т2 – Т1: 
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Зауважимо, що вектор запусків переходів v=2е1+е2 складається з 
компонент (2,1,0,0). Якщо згадати послідовність переходів, яка запуска-
лась (Т1 – Т2 – Т1), то стане ясно, що вектор запусків переходів складається 
з компонентів, що дорівнюють кількості запусків відповідних переходів: 

∑=
j

jji ekv ,       (4.40) 

де kj – кількість переходів Тj у заданій послідовності переходів. 
Наприклад, результат запуску послідовності переходів Т1 – Т2 – Т1 – 

Т3 – Т1 – Т4 – Т2 – Т3 – Т4 – Т2 – Т3 – Т4, що розглядалася вище, може знай-
дений матричним способом так: 

( )3333=v , 
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Аналітичне дослідження мереж Петрі дозволяє з’ясувати тільки за-
гальні властивості систем, які вони описують. Такими загальними власти-
востями являються k-обмеженість, досяжність, зберігання та активність.  
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Якщо кількість маркерів в будь-якій позиції мережі Петрі не пере-
вищує k маркерів, то мережа являється k – обмеженою. Наприклад, мере-
жа Петрі, наведена на рисунку 4.3. не являється k-обмеженою, оскільки в 
позиції Р2  може виникнути будь-яка велика кількість маркерів. 

В мережах Петрі є маркірування, що не можуть з’явитись ні при якій 
послідовності подій. Такі маркірування являються недосяжними (принай-
мні з даного початкового маркірування), всі інші маркірування - досяжні. 
Наприклад, в мережі Петрі, яка представляє процес обслуговування клієн-
тів в банкоматі (див. рис. 4.3), в позиції Р2 («банкомат вільний») неможли-
ва поява більше одного маркера. Тобто, якщо на початку моделювання іс-
нував один банкомат, то в процесі моделювання банкоматів не може стати 
два, три чи більше. 

Досяжністю мережі Петрі називається множина досяжних маркіру-
вань. Нехай потрібно з’ясувати, чи являється маркірування М′ досяжним. 
Складемо матричне рівняння 

DvММ ⋅+=′ ,     (4.38) 
де М – відоме початкове маркірування, D – матриця змінювань, v – неві-
домий вектор запусків переходів. Якщо знайдений з матричного рівняння 
вектор v має від’ємні або нецілі компоненти, то ясно, що маркірування М′ 
не може бути досяжним. Якщо усі компоненти знайденого вектора v не-
від’ємні цілі, то потрібне додаткове дослідження досяжності маркірування 
М′ , оскільки воно може бути в цьому випадку як досяжним, так і недося-
жним. Існує класичний приклад для доведення того, що існування не-
від’ємного цілого вектора запуску переходів, що задовольняє рівнянню 
(4.38), являється тільки необхідною, але не достатньою умовою. 

Приклад. Спробуємо з’ясувати матричним способом, чи являється 
маркірування М′=(0,0,0,1) досяжним для мережі Петрі, яка представлена 
на рисунку 4.4. 

 
Складемо матрицю змінювань 
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Розв’яжемо матричне рівняння (4.38): 
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Отже, знайдений вектор запуску переходів v=(1,1), компоненти яко-
го невід’ємні цілі числа. Це означає, що маркірування М′=(0,0,0,1) може 
бути досягнуте послідовністю, в якій перехід Т1 присутній один раз і пе-
рехід Т2 - один раз. Проте ні одна з послідовностей Т1 – Т2 або Т2 – Т1 не 
може бути реалізована в даній мережі Петрі, оскільки в початковому мар-
кіруванні не виконана умова запуску ні переходу Т1, ні переходу Т2. 

Таким чином, дослідження досяжності матричним способом дає ціл-
ком доведену відповідь „недосяжне” тільки у випадку, коли розв’язок рів-
няння (4.38) або не існує, або серед компонент розв’язку є від’ємні або не-
цілі числа: 

Маркірування М′ являється недосяжним, якщо в результаті 
розв’язання матричного рівняння 

DvММ ⋅+=′  
з’ясовано, що розв’язку не існує, або вектор v знайдений та серед його 
компонент є або нецілі, або від’ємні числа. 

 
В деяких мережах Петрі спостерігається зберігання сумарної кілько-

сті маркерів в процесі функціонування.  
Якщо в мережі Петрі неможливе виникнення і знищення ресурсів, то 

мережа володіє властивістю зберігання. Математичне визначення власти-
вості зберігання формулюється так: мережа Петрі являється збережува-
ною, якщо існує вектор w, wi>0 для всіх і, такий, що для будь-якого дося-
жного маркірування M′ 

wMwM ⋅′=⋅ .     (4.41) 
Нехай M′ - довільне досяжне маркірування, тоді існує такий вектор 

запусків переходів v, що: 
DvММ ⋅+=′ .     (4.42) 

Підставимо (4.42) в (4.41): 
( ) wDvМwM ⋅⋅+=⋅ . 

Звідси,  
wDvwMwM ⋅⋅+⋅=⋅ . 

Отже, для довільного вектора v повинно виконуватись 
wDv ⋅⋅=0 . 

Це можливо тільки за умови, що 
wD ⋅=0 . 

Маємо необхідну і достатню умову збережуваної мережі Петрі: 



 124 

Мережа Петрі володіє властивістю зберігання тоді і тільки тоді, коли 
існує вектор w, wi>0 для всіх і, такий, що  

0=⋅ wD ,     (4.43) 
де D – матриця змінювань. 

Приклад  
Перевіримо, чи володіє мережа Петрі, яка представлена на рисунку 

4.3, властивістю зберігання. 
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Оскільки серед компонентів вектора w є нульові, мережа Петрі не є 
збережуваною. Дійсно, оскільки у позиції Р6 накопичується будь-яка кіль-
кість маркерів, то мережа Петрі не є k-обмеженою, а значить не є збере-
жуваною. 

Зауважимо, що будь-яка збережувана мережа Петрі є також k-
обмеженою. І навпаки, якщо не існує такого k, що мережа Петрі являється 
k-обмеженою, то мережа Петрі не являється збережуваною. Так, мережа 
Петрі, що представлена на рисунку 4.3, не є k-обмеженою і тому без про-
ведення дослідження можна стверджувати, що мережа Петрі не володіє 
властивістю зберігання.Якщо з будь-якого досяжного початкового стану 
можливий перехід в будь-який інший досяжний стан, то мережа Петрі во-
лодіє властивістю активності. При дослідженні активності мережі Петрі 
вивчають рівні активності переходів. 

Перехід Tj має активність рівня 0, якщо він ніколи не може бути за-
пущений. 

Перехід Tj має активність рівня 1, якщо існує маркірування (досяж-
не з початкового) , яке дозволяє запуск переходу Tj. 

Перехід Tj має активність рівня 2, якщо для довільного цілого числа 
n існує послідовність запусків переходів, в якій перехід Tj присутній при-
наймні n раз. 

Перехід Tj має активність рівня 3, якщо існує нескінченна послідов-
ність запусків переходів, в якій перехід Tj присутній необмежено багато 
разів. 

Перехід Tj має активність рівня 4, якщо для довільного маркіруван-
ня М, що є досяжним з початкового маркірування, існує послідовність за-
пусків переходів, яка призводить до маркірування, що дозволяє запуск пе-
реходу Tj. 

Приклад 
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Дослідження активності переходів пояснимо на прикладі мережі Пе-
трі, що представлена на рисунку 4.5. 

 
Перехід T1 може бути запущений тільки один раз, після цього маркер 

з позиції Р1 зникає назавжди. Отже, перехід T1 має рівень активності 1. 
Оскільки маркер в позиції Р4 може з’явитись тільки в результаті за-

пуску переходу T1, а запуск цього переходу вимагає вилучення маркера з 
позиції Р1, то маркірування, при якому маркер знаходиться і в позиції Р1, і 
в позиції Р4 не виникне ніколи. Значить умова запуску переходу T4 не мо-
же бути виконана ніколи. Отже, перехід T1 має активність 0. 

Перехід T3 може бути запущений нескінченну кількість разів, але як 
тільки буде запущений перехід T1 перехід T3 вже ніколи не запуститься. 
Тому перехід T1 активність рівня 3, але не має активність рівня 4. 

Перехід T2 може бути запущений будь-яку кількість разів, але не 
може бути запущений нескінченну кількість разів. Дійсно, для того, щоб 
запустити перехід T2 n разів, потрібно спочатку запустити перехід T3 n раз, 
потім запустити перехід T1 один раз і тільки після цього будуть виконані 
умови запуску переходу T2 n разів. Як тільки n накопичених у позиції Р1 
будуть вичерпані, умова запуску переходу T2 зникає назавжди. Тому пере-
хід T2 активність рівня 2, але не має активність рівня 3. 

Таким чином, дослідження мереж Петрі матричним способом дозво-
ляє перевіряти умову запуску переходу та знаходити результат запуску 
переходу, знаходити результат запуску послідовності переходів, 
з’ясовувати, чи є маркірування недосяжним та чи володіє мережа Петрі 
властивістю зберігання. 

Дерево досяжності представляє множину досяжних маркірувань 
мережі Петрі. Дерево досяжності розпочинається з початкового маркіру-
вання, а закінчується термінальним або дублюючим маркіруванням. Тер-
мінальним маркіруванням називається маркірування, в якому жоден з пе-
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Рисунок 4.5. Мережа Петрі до прикладу 
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реходів мережі Петрі не запускається. Назва термінальне походить від анг-
лійського слова terminate, що в перекладі означає обрубувати. Дублюючим 
маркіруванням називається маркірування, що раніше зустрічалося в дереві 
досяжності. Якщо в деякій позиції мережі Петрі спостерігається зростання 
кількості маркерів до нескінченності, то для зображення цього факту вико-
ристовують символ ω в цій позиції. Символ ω в позиції Мj маркірування М 
з’являється тоді, коли на путі до маркірування М спостерігається маркіру-
вання М′, в якому всі значення, крім j-ого співпадають не перевищують 
значення маркірування М, а j-е значення М′j менше за значення Мj: 

jj

kk

MM
jkMM

<′
≠≤′      ,

 

Одного разу з’явившись, символ ω уже не змінюється і не зникає в 
дереві досяжності: додавання або віднімання від нескінченності є нескін-
ченність. 

Приклад 1. Побудуємо дерево досяжності для мережі, представленої 
на рисунку 4.6. 

 
Початкове маркірування М=(1,0,0) дозволяє запуск переходів Т1 та 

Т2 (див. рис. 4.4). Запуск переходу Т1 призводить до маркірування 
М=(1,1,0), компоненти якого всі, крім другої, співпадають з компонентами 
початкового маркірування. Крім того, в другій компоненті спостерігається 
зростання кількості маркерів. Отже, в цьому місці з’являється символ ω. 
Маркірування М=(1,ω,0) знову дозволяє запуск переходів Т1 та Т2, що 
приводить до дублюючого маркірувань М=(1,ω,0) та маркірування 
М=(0,ω,1). Маркірування М=(0,ω,1) дозволяє запуск тільки переходу Т3 , 
що призводить до дублюючого маркірування М=(0,ω,1). 

Запуск переходу Т2 з початкового маркірування призводить до мар-
кірування М=(0,1,1), яке дозволяє тільки запуск переходу Т3. В результаті 
запуску переходу Т3 виникає маркірування М=(0,0,1), яке є термінальною. 

 

Р1 Р3 

Рисунок 4.6. Мережа Петрі до прикладу 1 

Р2 

Т1 Т3 

Т2 
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На рисунку 4.7 представлено дерево досяжності даної мережі Петрі. 

 
Викладемо алгоритм побудови дерева досяжності [Питерсон]. Ко-

жне маркірування дерева досяжності класифікується як початкове, грани-
чне (те, що підлягає обробці), термінальне, дублююче та внутрішнє. Внут-
рішнім є маркірування дерева досяжності, що не є початковим, дублюю-
чим або термінальним. Обробка М – граничне маркірування здійснюється 
за наступними правилами: 

• Якщо в дереві досяжності є інше маркірування М′, що не являєть-
ся граничним, таке, що М′=М, то маркірування М – дублююче. 

• Якщо для маркірування М жоден з переходів мережі Петрі не за-
пускається, то маркірування М – термінальне. 

• Для всякого дозволеного переходу Тn створити маркірування Х де-
рева досяжності та дугу, що йде від М до Х, і відмітити її символом 
Тn. Об’явити маркірування М – внутрішнім, а маркірування Х – 
граничним. Значення Хj маркірування Х визначити таким чином: 
o якщо в позиції j маркірування М знаходиться символ ω, то в 
позиції j маркірування Х теж поставити символ ω: 

ωω =⇒= jj XM ; 
o якщо на путі від початкового маркірування існує маркіру-
вання M′ таке, що jjkk XMjkХM <′≠≤′      ,     , , то поставити в 
позиції j маркірування Х символ ω: 

ω=⇒<′≠≤′ jjjkk XXMjkХM      ,     , ; 
o інакше присвоїти позиції j маркірування Х результат запуску 
переходу Тn: 

njjj DMX += . 

Т2 

(1,0,0) 

Рисунок 4.7. Дерево досяжності мережі Петрі, представленої на рисунку 4.4. 
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Алгоритм побудови дерева досяжності закінчується, коли всі маркі-
рування його термінальні, дублюючі або внутрішні. 

Приклад 
Розглянемо наступну мережу Петрі (рис. 4.8) 
 

 
 

Побудуємо дерево досяжності (рис.4.9). В початковому маркіруванні 
дозволеним є тільки запуск переходу Т3. Запуск цього переходу приводить 
до маркірування М=(1,0,0,1), яке дозволяє запуск тільки переходу Т2. Ре-
зультатом запуск переходу Т2 є маркірування М=(1,1,1,0). 

 

 

(1,0,1,0) 

Рисунок 4.9. Дерево досяжності мережі Петрі, 
 представленої на рисунку 4.8. 

Т3 

термінальне 

(1,0,0,1) 

Т1 
Т3 

(1,ω,0,1) (1,ω,0,0) 

(1,ω,1,0) 

дублююче 

Т2 

(1,ω,1,0) 

Т2 

Р4 
Р1 

Р3 

Рисунок 4.8. Мережа Петрі до прикладу 2 
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Порівнюючи це маркірування з маркіруванням М=(1,0,1,0), яке є на 
шляху до розглядуваного, приходимо до висновку, що в позиції М2 спо-
стерігається зростання кількості маркерів. Тому в цій позиції з’являється 
символ нескінченності ω: 

 

(1 ,1 ,1 ,0 )≥ (1 ,0 ,1 ,0 )  ⇒  М′≥М⇒  М′=(1 ,ω ,1 ,0 ) .  
 

Маркірування (1,ω,1,0) дозволяє запуск переходів Т1 та Т3. Запуск 
переходу Т1 призводить до маркірування (1,ω,0,0), яке є термінальним. А 
запуск переходу Т3 - до маркірування (1,ω,0,1), яке дозволяє запуск тільки 
переходу Т2. Запуск переходу Т2 призводить до маркірування (1,ω,1,0), яке 
є дублюючим. 

Дерево досяжності, що побудоване, використовують для досліджен-
ня властивостей мережі Петрі. 

Мережа Петрі k-обмежена тоді і тільки тоді, коли в її дереві досяж-
ності відсутній символ ω. Розташування символу ω вказує, які позиції ме-
режі необмежені. Число k визначається найбільшим значенням кількості 
маркерів, яке присутнє у дереві досяжності. 

Якщо мережа Петрі k-обмежена, можливо, вона володіє властивістю 
зберігання. Щоб дослідити, чи є мережа Петрі збережуваною, потрібно 
для кожного маркірування, яке присутнє у дереві досяжності, скласти сис-
тему рівнянь 
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де p – кількість позицій мережі Петрі, m – кількість маркірувань в дереві 
досяжності мережі Петрі, s – невідома величина. 

Якщо система рівнянь (4.42) має розв’язок, усі значення якого цілі 
невід’ємні числа: 

 

s>0, s∈Z, wi>0, wi∈Z, i=1,…p,    (4.45) 
 

то мережа Петрі володіє властивістю зберігання. 
Приклад 
Розглянемо наступну мережу Петрі (рис. 4.10) 
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Побудуємо дерево досяжності (рис. 4.11). В початковому маркіру-

ванні дозволеним є тільки запуск переходу Т3. Запуск цього переходу при-
водить до маркірування М=(1,0,0,1), яке дозволяє запуск тільки переходу 
Т2. Результатом запуск переходу Т2 є маркірування М=(1,1,1,0). Порівню-
ючи це маркірування з маркіруванням М=(1,0,1,0), яке є на шляху до роз-
глядуваного, приходимо до висновку, що в позиції М2 спостерігається 
зростання кількості маркерів. Тому в цій позиції з’являється символ не-
скінченності ω: 

(1,1,1,0) ≥ (1,0,1,0) ⇒ М′ ≥ М ⇒ М′ = (1,ω,1,0). 
Маркірування (1,ω,1,0) дозволяє запуск переходів Т1 та Т3. Запуск 

переходу Т1 призводить до маркірування (1,ω,0,0), яке є термінальним. А 
запуск переходу Т3 - до маркірування (1,ω,0,1), яке дозволяє запуск тільки 
переходу Т3. 

У дереві досяжності символ ω відсутній, найбільше спостережуване 
значення кількості маркерів дорівнює 2. Тому мережа Петрі є 2-
обмеженою. З’ясуємо, чи є вона збережуваною. Складемо рівняння (4.44): 
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Рисунок 4.10. Мережа Петрі до прикладу 3. 
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Оскільки компоненти розв’язку не задовольняють умові (4.45), то 

мережа Петрі не являється збережуваною. 
Якщо маркірування М′ присутнє в дереві досяжності мережі Петрі, 

то воно являється досяжним. Якщо в дереві досяжності присутнє маркіру-
вання М′′ таке, що М′′≥ М′, то маркірування М′ покривається. Наприклад, 
маркірування (1,ω,1,0) покриває маркірування (1,15,1,0). 

Приклад 
Розглянемо наступну мережу Петрі (рис. 4.12) на досяжність маркі-

рування М=(0,14,1,7). 
 

 
Побудуємо дерево досяжності (рис. 4.13). 
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Т2 
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(1,0,0,0) 

Т1 Т3 

(0,0,1,0) 

термінальне 
(0,1,0,0) 

Т4 

(0,0,1,0) 

Рисунок 4.11. Дерево досяжності мережі Петрі,  
представленої на рисунку 4.10. 

Р4 

Р1 Р3 

Рисунок 4.12. Мережа Петрі до прикладу 4 
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Оскільки в дереві досяжності присутнє маркірування М′=(0,ω,1,ω), 
то маркірування М=(0,14,1,7) покривається мережею Петрі. Крім того, з 
дерева досяжності видно, що маркірування М′ досягається в результаті кі-
лькох запусків переходу Т1, потів декількох запусків переходу Т2 та декі-
лькох запусків переходу Т3. З огляду на мережу Петрі, можна побудувати 
послідовність переходів, що забезпечує досяжність маркірування 
М=(0,14,1,7): 

4342143421
7

332

21

11 ...... TTTTT −−−−−− . 

Тобто перехід Т потрібно запустити 21 раз і результатом цього буде 
маркірування (1,21,0,0). Потім запустити перехід Т і отримати маркіру-
вання (0,21,1,0). Нарешті запустити 7 раз перехід Т і отримати маркіру-
вання (0,14,1,7). 

 

Таким чином, за допомогою дерева досяжності досліджуються такі 
властивості мережі Петрі як k-обмеженість, збережуваність та покриття 
маркірування. Досяжність маркірування не може бути досліджена доско-
нало, оскільки з дерева досяжності залишається невідомою послідовність 
переходів, що призводить до заданого маркірування. Порівняння способів 
аналітичного дослідження мереж Петрі наведено на рисунку 4.14, звідки 
слідує, що обидва способи мають недоліки і переваги. 

Т2 

 

Рисунок 4.13. Дерево досяжності мережі Петрі,  
представленої на рисунку 4.12. 
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4.4. Приклади розв’язання задач 
 

Задача 1. Визначити мінімальну кількість каналів обслуговування, 
при якому можливий сталий режим у наступній розімкнутій мережі МО 
(рисунок 4.15), якщо λ0=10, µ1=2, µ2=4, µ3=1, µ4=4: 

 
Розв’язання. Необхідна кількість каналів обслуговування знахо-

диться з умови сталого режиму (4.1). Для того, щоб знайти невідомі інтен-
сивності надходження вимог λі до кожної СМО Sі, і=1,2,3,4, знайдемо ко-
ефіцієнти передачі еі із системи рівнянь (4.3). Складемо перше рівняння. 
До першої СМО надходить 3/4 вхідного потоку та 1/3 потоку з другої 
СМО, тому маємо: 

21 3
1

4
3 ee += .     (4.46) 

Спосіб дослідження Властивість Матричний підхід Дерево досяжності 

k-обмеженість не досліджується необхідна і достатня 
умова 

зберігання необхідна і до-
статня умова 

необхідна і достатня 
умова 

досяжність 
тільки необхідна 
умова 

послідовність перехо-
дів залишається неві-
домою 

 
Аналітичне 
дослідження 
властивостей 
мережі Петрі 

активність не досліджується не досліджується 
  

Рисунок 4.14. Порівняння способів аналітичного дослідження 
 властивостей мережі Петрі 
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Рисунок 4.15. Мережа МО до умови задачі 1 
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До другої СМО надходить весь потік вимог із першої СМО та 1/4 
потоку з третьої СМО, отже маємо: 

312 4
1 eee += .     (4.47) 

До третьої СМО надходить 1/4 вхідного потоку, тому: 

4
1

3 =e .     (4.48) 

До четвертої СМО надходить 3/4 потоку з третьої СМО та 1/3 пото-
ку з четвертої СМО, отже: 

434 3
1

4
3 eee += .    (4.49) 

Розв’язуючи систему рівнянь (4.46), (4.47),(4.48), (4.49) знаходимо: 

32
9,

4
1,

32
39,

32
37

4321 ==== eeee . 

Підставляємо знайдені коефіцієнти передачі ei та відомі з умов зада-
чі λ0, µ1, µ2, µ3 та µ4, до нерівності (4.1) і знаходимо такі умови для кілько-
сті каналів обслуговування: 
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Звідси знаходимо, що 
64
45,

2
5,

64
195,

32
185

4321 >>>> rrrr . Тому мінімальна 

кількість каналів обслуговування в першій СМО r1=6, в другій СМО r2=4, 
у третій СМО r3=3 та в четвертій r4=1. 

Відповідь: мінімальна кількість каналів обслуговування, при якій у 
даній мережі МО можливий сталий режим роботи, дорівнює шість каналів 
для першої СМО, чотири канали для другої СМО, три канали для третьої 
СМО та один канал для четвертої СМО. 

Задача 2. На обробляючу ділянку цеху поступають деталі в серед-
ньому через 50 хвилин. Первинна обробка деталей відбувається на одному 
з двох станків. Перший станок обробляє деталь в середньому 30 хвилин, і 
має 3% браку, другий - 80 хвилин і має 8% браку. Усі браковані деталі по-
вертаються на другий станок на повторну обробку. При надходженні де-
талі поступають на перший і другий станок з однаковими ймовірностями. 
Вторинну обробку проводять також два станки із середнім часом обробки 
90 хвилин Визначити завантаження станків. 
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Розв’язання. Оскільки на первинній обробці деталей між двома ста-
нками відбувається повернення бракованих деталей, то доведеться моде-
лювати їх не однією двоканальною СМО, а двома одноканальними СМО з 
інтенсивностями надходження деталей в кожну - 1/2λ0. За умовами задачі 
λ0=1/50, інтенсивність обробки деталей в першій СМО – 1/30, у другій 
СМО – 1/80. Імовірність того, що вимога потрапляє з першої СМО в другу 
p12=0,03, а ймовірність того, що вимога після обробки в другій СМО знову 
в неї повертається p22=0,08. Вторинну обробку деталей моделюємо двока-
нальною СМО з інтенсивністю обробки в каналах обслуговування 1/90. 
Отже маємо розімкнуту мережу МО, що представлена на рисунку 4.16: 

 
Знайдемо коефіцієнти передачі із системи рівнянь (див. формулу 

4.3): 
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Перевіримо, чи виконана умова сталого режиму в розглядуваній ме-
режі МО (див. формулу 4.5): 
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тому умова сталого режиму виконана. 
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Рисунок 4.16. Мережа МО до задачі 2. 
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Завантаження станків характеризує середня кількість зайнятих при-
строїв в СМОі. За формулою (4.14) розраховуємо ці показники: 
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321 === R  ,R  ,R  або 8,1R  ,9,0  ,3,0 321 === RR . 
 

Звідси видно, що канал першої СМО не завантажений навіть напо-
ловину, канал другої СМО завантажений майже повністю, канали третьої 
СМО також завантажені майже повністю. Більшого завантаження першої 
СМО можна досягти, перерозподіливши вхідний потік. Наприклад, нехай 
в першу СМО надходить 3/4 вхідного потоку вимог, у другу – 1/4. Тоді 
матимемо: 

 

8,1R  ,47,0  ,45,0 321 === RR . 
 

Відповідь: на первинній обробці деталей завантаження першого стан-
ка дорівнює 0,3, другого – 0,9; на вторинній обробці завантаження двох 
станків дорівнює 1,8. Для підвищення завантаження першого станка на пе-
рвинній обробці можна направити туди більший вхідний потік деталей. 
Наприклад, при надходженні деталей на перший станок первинної обробки 
з ймовірністю 3/4 та на другий станок з імовірністю 1/4, завантаження 
першого станка збільшується до 0,45, а другого – зменшується до 0,47. 

 
Задача 3. Розподілений банк даних системи збору інформації орга-

нізований на базі двох комп’ютерів, з’єднаних дуплексним каналом 
зв’язку. Запит, що поступає, обробляється на першому комп’ютері та з 
ймовірністю 50% необхідна інформація визначається на місці. Інакше не-
обхідна посилка на другий комп’ютер. Запити надходять в середньому 
через 10 секунд, обробка запиту в комп’ютері займає приблизно 9 секунд. 
Вважаємо, що передача по каналу зв’язку здійснюється миттєво. Визна-
чити середній час обслуговування запиту в цій системі збору інформації. 

Розв’язання. Описану в умовах задачі систему можна моделювати 
мережею МО, що складається з двох СМО: перша СМО – це обслугову-
вання запиту в першому комп’ютері, друга СМО – обслуговування запиту 
в другому комп’ютері. Запити надходять в середньому через 10с, значить 
інтенсивність надходження вимог λ0=1/10, причому весь потік вимог, що 
надходить, потрапляє до першої СМО. З ймовірністю 0,5 необхідна обро-
бка запиту в другому комп’ютері, це значить, що вимога потрапляє в дру-
гу СМО з ймовірністю 0,5. Значить p12=1/2. Інтенсивність обслуговування 
в першому комп’ютері дорівнює інтенсивності обслуговування в другому 
комп’ютері: µ1=µ2=1/9. Отже маємо мережу МО, представлену на рисунку 
4.17. 
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Коефіцієнти передачі для даної мережі МО рівні е1=1, е2=1/2 і умова 

сталого режиму виконана. 
Розрахуємо нормуючі множники за формулою (4.10). Оскільки кіль-

кість каналів дорівнює один, ця формула значно спрощується: 
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За цією формулою знаходимо p1(0)=0,1, p2(0)=0,55. 
Функції (4.10) у випадку одноканальних СМО набувають вигляду: 
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Для розглядуваної задачі 
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Середній час обслуговування запиту в системі збору інформації ха-
рактеризує час перебування вимоги в мережі МО Т (див. формулу (4.16). 
Для розрахунку цього показника знадобляться всі інші показники ефекти-
вності роботи мережі МО (формули (4.11) – (4.16)). 

Середня кількість вимог в СМОі за формулою (4.11) дорівнює: 

∑
∞

=
−=

2
1

k
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Звідси L1=0,81, L2=0,4 
Середня кількість зайнятих пристроїв в СМОі за формулою (4.12) 

дорівнює: R1=0,9, R2=0,45. 
Середня кількість вимог в СМОі за формулою (4.13) дорівнює: 

M1=1,71, M2=0,85. 
Середній час очікування вимог в СМОі за формулою (4.14) дорів-

нює: Q1=8,1с, Q2=8с. 
Середній час перебування вимог в СМОі за формулою (4.15) дорів-

нює: T1=17с, T2=17с. 
Середній час перебування вимог у мережі МО за формулою (4.16) 

дорівнює: T=25,6с. 
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µ1 1/2 λ0 
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Рисунок 4.17. Мережа МО до задачі 3 
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Відповідь: середній час обслуговування запиту в розглядуваній сис-
темі збору інформації складає близько 98с, тобто півтори хвилини. При-
чиною такого становища є завелика кількість вимог у першому 
комп’ютері. Зменшити це значення можна, якщо збільшити інтенсивність 
обслуговування запитів у першому комп’ютері, або збільшити кількість 
комп’ютерів при первинній обробці запитів. 

 

Задача 4. В експлуатації знаходиться 3 пристрої. Кожний пристрій 
приходить в непридатність у середньому через 10 днів і відновлюється в 
середньому через 30 днів, причому в ремонті може знаходитись тільки 
один пристрій. Визначить ймовірність того, що всі пристрої знаходяться в 
експлуатації, та ймовірність того, що всі пристрої знаходяться в ремонті. 

Розв’язання. В даній задачі об’єктом обслуговування є пристрої, які 
або експлуатуються, або ремонтуються. Оскільки пристроїв завжди три, то 
дана система моделюється замкнутою мережею МО з кількістю вимог N=3. 
В експлуатації одночасно можуть знаходитись всі три пристрої, причому 
кожний з пристроїв закінчує своє перебування в експлуатації у середньому 
через 10 днів. Тому моделюємо перебування пристроїв в експлуатації 
трьох-канальною СМО з інтенсивністю обслуговування в кожному каналі 
µ1=1/10. Зауважимо, що ця СМО не може мати вимог у черзі, тому що в ме-
режі МО знаходиться тільки три вимоги. Дійсно, черга в трьох-канальній 
СМО виникає тільки за умови, що в ній знаходиться більше трьох вимог 
(4,5 і більше). Тому на рисунку 4.18 ця СМО зображена без черги. 

Перебування пристроїв в ремонті моделюємо другою СМО. Оскіль-
ки в умові задачі сказано, що в ремонті може знаходитись тільки один 
пристрій, то ця СМО має тільки один канал обслуговування. Інші при-
строї, що зламались, але не можуть ремонтуватись, очікують звільнення 
ремонтного місця в черзі. Інтенсивність обслуговування в другій СМО 
µ2=1/30. Отже, умовам задачі відповідає мережа МО, представлена на ри-
сунку 4.18. 
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Рисунок 4.18. Мережа МО до задачі 4. 
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Коефіцієнти передачі дорівнюють е1=1, е2=е1=1 (див. формули 4.19). 
Знайдемо функції p1(α) та p2(β) за формулою (4.21): 
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Для розрахунку нормуючого множника С(N) скористаємось форму-
лою 4.24: 
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Ймовірність того, що всі пристрої знаходяться в експлуатації, тобто 

в СМО1, дорівнює P(k1=3)=p(3,0), а ймовірність того, що всі пристрої зна-
ходяться в ремонті, тобто в СМО2 - P(k2=3)=p(0,3) (див. 4.27): 

00450
226
130

3
110

113000
30303 03

21 ,
!

)(p)(p)N(C),(p ==⋅⋅⋅=⋅=  

7170
113
8130

0
110

13000
13030 30

21 ,
!

)(p)(p)N(C),(p ==⋅⋅=⋅=  
Відповідь: Ймовірність того, що всі пристрої знаходяться в експлуа-

тації, складає 0,005. Ймовірність того, що всі пристрої знаходяться в ре-
монті, - 0,7. Оскільки ймовірність того, що жодний з пристроїв не працює, 
досить велика, потрібно підвищити інтенсивність ремонту або збільшити 
кількість ремонтних працівників. 

 

Задача 5. Транспортний цех об'єднання обслуговує три філії А, В і 
С. Вантажівки перевозять вироби з А в В і з В в С, повертаючись потім в 
А без вантажу. Навантаження в А займає в середньому 20 хвилин, переїзд 
з А в В триває в середньому 30 хвилин, навантаження у В – 20 хвилин, пе-
реїзд у С – 40 хвилин, і переїзд в А – 10 хвилин Якщо до моменту наван-
таження в А і В відсутні вироби, вантажівки йдуть далі по маршруту. На 
лінії працює 8 вантажівок. Ймовірність того, що вироби на момент наван-
таження відсутні в А – 0,2, відсутні в В – 0,25.  

Визначити частоту порожніх перегонів вантажівок між А і В, В і С. 
Розв’язання. В даній задачі об’єктом обслуговування є вантажівки. 

Обслуговування “із А в В” триває 20+30+20 хвилин, якщо вантаж на мо-
мент прибуття машини в А є, та 30 хвилин, якщо його не має. Тому обслу-
говування “із А в В” моделюється двома СМО: СМО1, що моделює наван-
тажений переїзд із А в В, та СМО2, що моделює порожній переїзд з А в В. 
Так само, обслуговування “із В в С” моделюється СМО3, що моделює на-
вантажений переїзд із В в С і триває 20+40+20 хвилин, та СМО4, що моде-
лює порожній переїзд із В в С і триває 40 хвилин. Обслуговування „із С в 
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А” моделюється однією СМО – СМО5, що моделює переїзд вантажівки із 
С в А і триває 10 хвилин. Ймовірність потрапляння в СМО2 за умовами 
задачі складає 0,2, в СМО4 – 0,25.  

Замкнута мережа масового обслуговування, що моделює дану сис-
тему, представлена на рисунку 4.19. 

 
 

Замкнуту мережу МО, що складена, описують такі вхідні змінні: 
N=8, n=5, µ1=1/(20+30) µ2=1/30 µ3=1/(20+40) µ4=1/40 µ5=1/10, 
r1=r2=r3=r4=r5=1, p52=0,2, p14=p24=0,25. 

Частота порожніх перегонів із А в В визначається часткою вантажі-
вок, що їдуть пустими з А в В. Якщо М1 – кількість вантажівок, що їдуть із 
А в В – навантаженими, М2 – кількість вантажівок, що їдуть із А в В – по-
рожніми, то частота порожніх перегонів з А в В складає: 
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Так само, частота порожніх перегонів із В в С складає: 

43

4M
MM

hВС +
= . 

В обох формулах Мі – це кількість вимог в СМОі, яку потрібно зна-
ходити за формулою (4.31). 

Коефіцієнти передачі знаходимо з системи (4.19), в якій прийнято 
е5=1 (тобто за початок і кінець маршруту вимоги умовно прийнято СМО5): 
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Запишемо функції (4.21) для кожної з п’яти СМО: 
( ) ααα 4050801 =⋅= ,)(p  ( ) ααα 6302,0)(2 =⋅=p  ( ) ααα 45607503 =⋅= ,)(p  

( ) ααα 10402504 =⋅= ,)(p ( )αα 10)(5 =p  

із А в В 

К1 К3 

із В в С 

К4 К2 

К5 

із С в А 

Рисунок 4.19. Мережа МО до задачі 5 
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За формулою (4.23) знайдемо нормуючий множник: 
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Складемо функції (4.26) для СМО1, СМО2, СМО3, СМО4: 
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Далі за формулами (4.32) розраховуємо середні кількості вимог в 
СМО1, СМО2, СМО3, СМО4: 
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051,0         ,42,3      ,017,0     ,182,2 4321 ==== LLLL . 
За формулами (4.33) знаходимо середню кількість зайнятих каналів 

в цих СМО: 
432101 ,,,i              ),k(PR ii ==−=   ⇒

       205,0      ,923,0      ,123,0       ,821,0 4321 ==== RRRR . 
Сумуємо знайдені величини за формулами (4.34) та знаходимо сере-

дні кількості вимог в СМО: 
      ,M      ,,M      ,,M       ,,M 257034441400033 4321 ==== . 

Обчислюємо частоти порожніх перегонів: 
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Знайдені частоти порожніх перегонів є невеликими – близько 4,5% 
для пунктів А і В та близько 5,5% для пунктів В і С. 

Відповідь: частота порожніх перегонів вантажівок між А і В складає 
4,5%, а між В і С – 5,5%. 

 

Задача 4. Складіть мережу Петрі для наступної задачі та дослідіть, 
чи являється вона збережуваною. 

Виробничий процес обслуговують три пристрої, які час від часу 
страждають від поломки. Якщо є запасний справний пристрій, то полама-
ний пристрій вилучається з виробничого процесу і відправляється на ре-
монтування, а замість нього у виробничий процес встановлюється запас-
ний пристрій. Після ремонту пристрій знову може бути використаний у 
виробничому процесі.  



 142 

Розв’язання. Виділимо множину подій, що виникають у системі:  
o виникла поломка в одному з пристроїв; 
o заміна несправного пристрою на відремонтований; 
o ремонт пристрою. 

Подія „виникла поломка в одному з пристроїв” здійснюється за умо-
ви, що є працюючий пристрій. Подія „заміна несправного пристрою на 
відремонтований” здійснюється за умови, що є наспівний пристрій і є від-
ремонтований пристрій. Отже, множина умов: 

• є працюючий пристрій; 
• є зламаний пристрій; 
• є відремонтований пристрій; 
• є вилучений з виробництва пристрій; 
З’єднуємо події та умови і отримуємо мережу Петрі, яка представле-

на на рисунку 4.20. 

 
Пронумеруємо позиції та переходи (рис. 4.21) та складемо матриці 

входів та виходів. 
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Рисунок 4.20. Мережа Петрі, що представляє  
процес виникнення та усунення несправностей 

T1 

T3 

P2 
P3 P1 

P4 

T2 

Рисунок 4.21. Формалізована мережа Петрі, що представляє процес  
виникнення та усунення несправностей 
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Покажемо, що мережа Петрі, яка представлена на рисунку 4.21, во-
лодіє властивістю зберігання: 

Складемо матрицю змінювань: 
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Розв’яжемо систему рівнянь для відшукання вектора w, який задово-
льняє умові (4.41): 
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Оскільки усі компоненти вектора w цілі додатні чиста, досліджувана 
мережа Петрі являється збережуваною. Зауважимо, що властивість збері-
гання має  фізичний зміст. Наприклад, в  даній мережі Петрі, сумарна кі-
лькість маркерів в позиціях за будь-якого досяжного маркірування, дорів-
нює 4. Тобто, загальна кількість поламаних та справних пристроїв в роз-
глядуваній системі завжди складає 4. 

 
4.5. Завдання для самостійної роботи 

 

1. Знайдіть, при якій кількості каналів можливий сталий режим в ме-
режі МО, яка представлена на рисунку 4.22, при заданих наступних пара-
метрах λ0=10, µ1=2, µ2=4, µ3=1, µ4=4: 
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Рисунок 4.22. Мережа МО до завдання 1 
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2. Телевізори, що зібрані, на заключній стадії виробництва прохо-
дять ряд пунктів контролю. В останньому з цих пунктів здійснюється пе-
ревірка настроювання телевізорів. Якщо при перевірці виявилося, що те-
левізор працює неякісно, він направляється в пункт настроювання, де на-
строюється наново. Після повторного настроювання телевізор знову на-
правляється в останній пункт контролю для перевірки якості настроюван-
ня. Телевізори, що відразу або після декількох повернень у пункт настро-
ювання пройшли фазу заключної перевірки, направляються в цех упако-
вування. Середній час між надходженнями телевізорів у пункт контролю 
дорівнює 5,5 хвилин У пункті заключної перевірки паралельно працюють 
два контролери. Час, необхідний на перевірку одного телевізора, складає в 
середньому 9 хвилин У середньому 85% телевізорів проходять перевірку 
успішно з першого пред'явлення і направляються на упаковування. Інші 
15% повертаються в пункт настроювання, який обслуговується одним ро-
бітником. Час настроювання в середньому дорівнює 30 хвилин 

Визначити час, що витрачається на обслуговування кожного телеві-
зора на останньому етапі виробництва, а також завантаження контролерів 
і настроювача. 

3. Проведіть розрахунки задачі 5 при такій зміні в її умовах:  “Якщо 
в пункті В не має вантажу, то вантажівка повертається в пункт А обми-
наючи пункт С”. Як зміниться мережа МО, що моделює цю задачу? Як 
вплине введена зміна на частоту порожніх перегонів із А в В? із В в С? 
Зробіть висновки. 

4. Майстерня по ремонту машин складається з цеху ремонту, у 
який надходять і ремонтуються вузли, і цеху контролю, в якому відремон-
товані вузли перевіряються і випускаються з майстерні або направляють-
ся на доробку. У цеху ремонту є три однакових робочих місця, а в цеху 
контролю знаходиться один контролер. Вузли потрапляють у систему че-
рез інтервали часу, що розподілені за експоненціальним законом з мате-
матичним сподіванням 10 од. часу. Час ремонту вузла в середньому скла-
дає 22 од. часу. Перевірка вузла займає приблизно 6 од. часу. Після пере-
вірки вузол відправляється на доробку з ймовірністю 0,15. Спрямовані на 
доробку вузли стають у чергу до цеху ремонту. 

Визначити такі величини: 1) завантаження робочих місць та конт-
ролера; 2) середній час очікування в цеху ремонту; 3) загальний час об-
слуговування вузла в майстерні. 

5. Шість верстатів виконують завдання, які надходять із інших від-
ділів цеху у середньому одне завдання на годину. Завдання, виконані на 
верстаті, вважаються такими, що залишили систему. Верстати стражда-
ють від поломок, при яких вони не можуть продовжувати виконання за-
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вдань. Інтервали між поломками окремого верстата мають експоненціаль-
ний розподіл з математичним сподіванням 18. Коли верстат ламається, 
починається процес усунення поломки, що складається з трьох фаз. Три-
валість кожної фази є випадкова величина, що має експоненціальний роз-
поділ з математичним сподіванням 2/3 години. Після усунення поломки 
процес виконання завдань верстатом продовжується. 

Визначити середню кількість верстатів, що знаходяться в робочому 
стані та середній час усунення поломки окремого верстата. 

6. Потік вимог на одержання книг є пуассонівським потоком з інтен-
сивністю 25 вимог за годину. Вимоги приймає один бібліотекар. Приймання 
вимоги займає інтервал часу, розподілений за експоненціальним законом із 
середнім часом 1 хвилина. З імовірністю 0,25 надходять вимоги на наукову 
літературу, з імовірністю 0,45 – на художню, з імовірністю 0,3 – на періоди-
чні видання. Згідно з типом вимоги направляються до відділів наукової лі-
тератури, художньої літератури і періодичних видань. У цих відділах пра-
цюють відповідно 3 особи, 2 особи і 2 особи. Час пошуку книги складає в 
середньому 30 хвилин у науковому і художньому відділах, а час пошуку лі-
тератури у відділі періодичних видань - в середньому 25 хвилин. Потім за-
мовлена література надходить у відділ видачі літератури, де працює 2 біблі-
отекаря. Час видачі літератури складає в середньому 2 хвилини. 

Визначити середній час виконання замовлення. 
7. Скласти матрицю входів та матрицю виходів для наступної мережі 

Петрі (рис. 4.23). Знайти результат запуску послідовності переходів T1-T2-T3. 

 
 
 8. Складіть матриці входів та виходів для мережі Петрі, яка пред-

ставлена на рисунку 4.24, та знайдіть результат запуску такої послідовно-
сті переходів: Т1 Т2 Т3 Т2. 

Т2 
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Т1 

Р2 

Р1 

Р4 

Р3 

Рисунок 4.23. Мережа Петрі до завдання 7 
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9. Складіть матриці входів та виходів для мережі Петрі, яка предста-

влена на рисунку 4.25, та знайдіть результат запуску такої послідовності 
переходів: Т3 Т2 Т1 Т2. 

 

 
10. Скласти матрицю входів та матрицю виходів для мережі Петрі, 

що відповідає самостійному завданню 7 розділу 3. Дослідіть властивості 
складеної мережі Петрі матричним способом. Чи досяжне маркірування, 
що відповідає стану системи, коли всі верстати зламані? усі верстати пра-
цездатні? 

11. Побудувати дерево досяжності для мережі Петрі, яка представ-
лена на рисунку 4.26. 

12. Побудувати дерево досяжності для мережі Петрі, яка була побу-
дована в задачі 7 розділу 3 (див. рис. 3.34), та дослідити властивості мере-
жі Петрі. 

13. Побудувати дерево досяжності для мережі Петрі, що відповідає 
самостійному завданню 9 розділу 3. Дослідіть властивості складеної мережі 
Петрі. В яких маркіруваннях виникає символ ω? Яким місцям роботизова-
ної виробничої системи вони відповідають? З’ясуйте рівні активності пере-
ходів. Зробіть висновки про властивості системи, що досліджується. 

Рисунок 4.24. Мережа Петрі до завдання 8 
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Рисунок 4.25. Мережа Петрі до завдання 9 
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14. Побудувати дерево досяжності для мережі Петрі, що відповідає 

самостійному завданню 11 розділу 3. Дослідіть властивості складеної ме-
режі Петрі. Чи є досяжним маркірування, при якому танкери всіх типів 
знаходять в порту? Чи являється мережа Петрі k-обмеженою? Зробіть ви-
сновки про властивості системи, що досліджується. 

 
4.6. Контрольні запитання 

 
1) За яких припущень розглядаються аналітичні моделі мереж масово-
го обслуговування? 

2) Які параметри задають розімкнуту мережу МО? замкнуту мережу 
МО? 

3) Як розраховується нормуючий множник у випадку розімкнутої ме-
режі МО? у випадку замкнутої мережі МО? Як перевірити правиль-
ність розрахунку нормуючого множника? 

4) Що таке коефіцієнти передачі? Як вони знаходяться у випадку розі-
мкнутої мережі МО? у випадку замкнутої мережі МО? 

5) Як знаходяться ймовірності станів розімкнутої мережі МО? замкну-
тої мережі МО? 

6) Які вихідні характеристики розімкнутої мережі МО? Як вони розра-
ховуються? 

7) Які вихідні характеристики замкнутої мережі МО? Як вони розрахо-
вуються? 

8) Як перевірити правильність розрахунків? 
9) Які висновки можна зробити на основі зроблених розрахунків вихі-
дних характеристик мережі МО? 

10) З яких елементів складається мережа Петрі? 

t2 

10 

t3 

t1 

p2 

p1 

p4 

p

Рисунок 4.26. Мережа Петрі до завдання 11 
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11) У чому полягає умова запуску переходу? 
12) Як здійснюється запуск переходу? 
13) Як складається матриця входів? матриця виходів? матриця зміню-
вань? 

14) Які властивості мереж Петрі Ви знаєте? 
15) Як виконується дослідження збережуваності мережі Петрі? 
16) Як виконується дослідження досяжності маркірування мережі Пет-
рі? 

17) Як визначається рівень активності переходу мережі Петрі? 
18) У чому полягає обмеженість застосування матричного підходу до 
дослідження властивостей мереж Петрі? 

19) Що називають деревом досяжності мережі Петрі? 
20) Як складається дерево досяжності мережі Петрі? 
21) Опишіть алгоритм складання дерева досяжності. 
22) Які властивості мережі Петрі можна дослідити за допомогою дерева 
досяжності? 

23) Як виконується дослідження збережуваності мережі Петрі? 
24) Як виконується дослідження досяжності маркірування мережі Пет-
рі? 

25) Що розуміють під покриттям маркірування? 
26) У чому полягає обмеженість застосування дерева досяжності до до-
слідження властивостей мереж Петрі? 
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Розділ 5 
ІМІТАЦІЙНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

 
Необхідність у використанні імітаційного моделювання може виник-

нути з наступних причин: 
1) методи аналітичного моделювання не можуть бути використані 

через складність моделі; 
2) застосування методів аналітичного моделювання дасть резуль-

тати, які не задовольняють меті дослідження системі; 
3) застосування методів імітаційного моделювання дозволяє уні-

версалізувати рішення множини задач, що розглядається. 
Імітаційне моделювання системи передбачає, що процес функціону-

вання системи відтворюється за допомогою алгоритму, який реалізується 
за допомогою комп’ютера. 

Англійський термін імітаційного моделювання „simulation modeling” 
підказує суть цього методу. Моделлю системи у разі імітації є комп’ютерна 
програма, яка прикидається (симулює), що вона є реальна система.  

Будь-яка реальна система функціонує в часі, змінювання якого відбу-
вається незалежно від людини. Якщо дослідник збирається відтворювати 
функціонування системи, то йому доведеться, по-перше, моделювати змі-
нювання часу, і тільки, по-друге, моделювати зміни в моделі відповідно до 
змінювання часу. 

Особливо корисною виявилась імітація для дослідження стохастич-
них систем, в яких переплітається вплив багатьох випадкових величин. 
Моделювання випадкових величин в комп’ютерних програмах пов’язано 
із побудовою генераторів випадкових величин. Тому від дослідника, який 
займається проблемами імітаційного моделювання систем, потрібно на-
самперед досконале знання методів та способів побудови генераторів ви-
падкових величин. 

 
5.1. Генератори випадкових величин 

 

Способи генерування випадкових величин  
Імітаційні моделі складних систем містять випадкові величини, що 

мають різні закони розподілу. При побудові алгоритму імітації ці випад-
кові величини реалізуються генераторами випадкових чисел. Від якості 
генераторів випадкових чисел, що використовуються, залежить точність 
результатів імітаційного моделювання.  

Відомі наступні способи генерування випадкових величин: 
§ зберігання у комп’ютері таблиці випадкових чисел і отримання 
потім з неї даних для імітаційного моделювання; 

§ використання деякого фізичного пристрою, наприклад елект-
ронної лампи, для генерації випадкового шуму; 
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§ застосування рекурсивних формул коли на підставі і-того ви-
падкового числа обчислюється і+1-ше випадкове число. 

Недоліком першого способу є зберігання великого обсягу інформації 
та повільна швидкість. Недоліком другого способу - неможливість напра-
вленого експерименту з параметрами моделі. Третій спосіб не має недолі-
ків попередніх способів і в теперішній час є найбільш прийнятним. 

Генерування рівномірно розподілених в інтервалі (0;1) випадкових 
величин на основі рекурсивних формул 

Генератори випадкових чисел, що рівномірно розподілені на інтер-
валі (0; 1), зазвичай є вбудованими в програмне забезпечення. Тому дослі-
днику, як правило, не доводиться самостійно будувати такі генератори. 
Але розуміти, як побудовані такі генератори випадкових чисел і уміти пе-
ревірити, чи задовольняють вбудовані генератори властивостям, які йому 
потрібні для цілей моделювання, необхідно.  

До генераторів випадкових чисел, що використовуються у цілях імі-
таційного моделювання, висуваються наступні вимоги: 

1) числа рівномірно розподілені на інтервалі (0;1) і незалежні; 
2) генерується достатньо велика кількість чисел, що не повторюються; 
3) послідовність випадкових чисел може бути відтворена; 
4) швидкодія; 
5) обсяг пам’яті, що використовується, достатньо малий. 
Очевидно, що комп’ютер може генерувати хоч і велику, але обмеже-

ну кількість чисел на інтервалі (0;1). Розглянемо, як той факт, що генеро-
вані за допомогою комп’ютера числа не досить щільно займають заданий 
інтервал, впливає на основні характеристики випадкової величини. 

Неперервна випадкова величина ξ, яка рівномірно розподілена на ін-
тервалі (0;1) має: 

щільність розподілу 


 ≤≤

=
1;>x0,<x0,

,x ,
)x(f

101
 

математичне сподівання 
2
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0
== ∫ xdx)(M ξ ; 

дисперсію .dxx)(D
12
1

2
1

21

0
=






 −= ∫ξ  

Комп’ютер оперує з n-розрядними числами, тому замість непере-
рвної сукупності рівномірних випадкових чисел інтервал (0;1) використо-
вується дискретна послідовність 2n випадкових чисел ζі : 

12 −
= ni

i
ζ , i=0, …2n-1. 

Випадкові числа ζі приймають і-те значення з ймовірністю nip
2
1= . 
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Обчислимо математичне сподівання і дисперсію випадкової величи-
ни ζ: 
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Отже, математичне сподівання дискретної випадкової величини ζ 
співпадає з математичним сподіванням неперервної випадкової величини 
ξ, а дисперсія відрізняється множником, який при достатньо великих n 
близький до 1: 

1
12

12
 →

−

+
∞→nn

n
. 

Таким чином, основні характеристики генерованої за допомогою 
комп’ютера випадкової величини співпадають з основними характеристи-
ками неперервної випадкової величини, що являється підґрунтям викорис-
тання таких генераторів випадкових чисел для цілей імітації. 

Розглянемо алгоритми генерування випадкових величин. Широко по-
ширений конгруентний метод, що використовує такі рекурсивні рівняння:  

( )( )cbazz ii mod1 +=+ , і=1,…    (5.3) 
.c/zii 11 ++ =ζ       

де a, b, с – параметри генератора, z0-початкове значення генератора, 
(modc) – операція розрахунку залишку від ділення на число с. 

З формул (5.3) видно, що генероване випадкове число zi не переви-
щує число с, тому при діленні його на с отримуємо випадкове число ζі , 
яке міститься в інтервалі (0;1). Зручно покласти с=SB, де S=2 для двійкової 
системи числення, B – кількість біт в машинному слові. Тоді обчислення 
залишку від ділення на с зводиться до виділення с молодших розрядів ді-
льника, а перетворення цілого числа zi ≤с в нормоване випадкове число iζ  
здійснюється постановкою ліворуч від zi двійкової коми. 

Вибір констант a, b, c являється об’єктом постійних досліджень.  
Для цілей імітаційного моделювання важливо, щоб генератор випадкових 
чисел забезпечував якнайдовшу послідовність різних випадкових чисел. 
Дійсно, з формули (5.3) випливає, що як тільки в послідовності значень zі  
зустрінеться число, яке спостерігалось раніше, уся послідовність значень 
повторюється. Тобто спостерігається циклічність значень zі . Кількість не-
повторюваних чисел в одному циклі називається періодом генератора ви-
падкових величин.  

Припустимо в (5.3) b=0, тоді максимальний період циклу, рівний 2B-2  
чисел, буде отриманий на B-бітовому комп’ютері у випадку, якщо с=2B, 
a=1+4k, для цілих додатних k та непарних z0. Нехай b ≠  0, тоді період ци-
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клу рівний 2B, b – просте число відносно с, a=1+4k, , для цілих додатних k 
[Прицкер]. 

Перевірку генератора випадкових чисел на періодичність виконують, 
визначаючи довжину періоду Р псевдовипадкової послідовності. Розглянемо 
для простоти прикладу генератор ( )16mod51 ii zz =+ , який забезпечує відпові-
дно теорії довжину періоду 42 24 =− . Нехай z0=9, тоді маємо наступну послі-
довність значень zі  : 9, 13, 1, 5, 9, 13, 1, 5, 9, ... Звідси, P=4. Нехай z0=11, тоді 
послідовність значень zі  така: 11, 7, 3, 15, 11, 5, 7, 3, 15... Знову маємо P=4. 
Для визначення довжини періоду запам’ятовують одне з випадкових зна-
чень. Потім продовжують генерувати випадкові числа і порівнюють з  чис-
лом, яке запам’ятовано. Підрахована кількість випадкових чисел до першого 
збігу з числом, яке запам’ятовано, дорівнює довжині періоду. 

 

Тестування генераторів рівномірно розподілених в інтервалі (0,1) 
випадкових чисел 

Якість генератора випадкових чисел перевіряють за допомогою ма-
шинного експерименту. Розрізняють тести двох типів – емпіричні та тео-
ретичні. 

Емпіричні тести основані на перевірці випадкових чисел, які сфор-
мував генератор, за допомогою статистичних тестів. Найбільш пошире-
ними є перевірки на рівномірність, на випадковість та на кореляцію. 

Перевірку на рівномірність виконують методами ідентифікації зако-
ну розподілу з використанням критерію  узгодження χ2 (див. розділ 2.2). 
Весь інтервал (0;1) розбивається на m рівних частин і спостерігається кі-
лькість влучень в j-тий інтервал Nj,  j = 1,… m (ΣNj = N).  За критерієм χ2 
оцінюється узгодження з теоретично очікуваною кількістю влучень в ін-
тервал N/m.   Рекомендована кількість інтервалів  m=20÷50, кількість ге-
нерованих випадкових чисел N=(102÷105)m. 

Перевірку на випадковість виконують за критерієм серій. За цим 
критерієм перевіряється незалежність випадкових значень, але не їх рів-
номірність. Нехай маємо послідовність значень zі. Будемо спостерігати 
довжину зростаючої послідовності випадкових значень. Наприклад, для 
послідовності генерованих значень 0,23; 0,05; 0,35; 0,37; 0,89; 0,54; 0,98; 
0,13; 0,46;... маємо на початку серію довжиною 1, потім серію довжиною 
4, потім серію довжиною 2 і т.д. Підрахована кількість серій довжиною 1 
складає значення r1, кількість серій довжиною 2 – значення r2, кількість 
серій довжиною 3 – значення r3, і т.д., кількість серій довжиною не менше 
6 - значення r6. Значення статистичного критерію R розраховується за фо-
рмулою [Кельтон, Лоу]: 
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де аij елементи матриці 
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При достатньо великій кількості спостережуваних значень (більше 
4000) значення статистичного критерію R має бути меншим за значення 
критерію χ2 з 6 ступенями вільності і довірчою ймовірністю 0,9 (χ2=10,6). 

Перевірка кореляції полягає у визначенні кореляції між послідовнос-
тями випадкових значень, що розділені інтервалом довжиною j, тобто по-
слідовностями ζ1, ζ2, ζ3... ζh і  ζ1+j, ζ2+j, ζ3+j... ζh+j . Оцінка кореляції для кож-
ного j=1,2...v  виконується за формулою: 
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Оскільки ( ) 2/1=ζM , ( ) 12/1=ζD  (див. (5.1), (5.2)), то (5.5) приймає на-
ступний вид: 
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ζζρ ,  j=1,2...v     (5.6) 

Теоретично очікуване значення кореляції дорівнює нулю, оскільки 
послідовності випадкових чисел повинні бути незалежними. Для перевір-
ки гіпотези ρj=0 використовують статистичний критерій [Кельтон, Лоу]:  

)( j

j
j D

A
ρ

ρ
= , j=1,2...v      (5.7) 

де ( ) 2

613
h
hD j

−
=ρ  – оцінка дисперсії значення ρj. 

Якщо усі спостережувані значення |Aj|<1,645, то гіпотеза приймаєть-
ся, а значить послідовності випадкових чисел можна вважати незалежними. 

 
Теоретичні тести виконують перевірку генератора випадкових ве-

личин ґрунтуючись тільки на значеннях параметрів, які використовуються 
при генеруванні. У такому випадку дослідженню підлягають формули ге-
нерування випадкових значень (5.3). Наприклад, досліджується значення 
математичного сподівання та дисперсії і порівнюється з 

2
1   та 

12
1  відповід-

но. Рівномірність випадкових значень перевіряється у теоретичних тестах 



 154 

за допомогою зображення пар випадкових чисел (ζі, ζі+1) в одиничному 
квадраті координатної площини (або трійок чисел (ζі, ζі+1, ζі+2) в одинич-
ному кубі). Якщо числа рівномірно заповнюють площу квадрата (простір 
кубу), то параметри генератора випадкових чисел задовільні.   

Наприкінці зауважимо, що не існує кінцевого набору тестів, що гаран-
тує придатність кінцевої випадкової послідовності взагалі. Для даного набо-
ру тестів завжди існує послідовність, що задовольняє йому, але повністю не-
придатна для ряду окремих випадків. Однак проблем у зв’язку з цим не ви-
никає, тому що дослідник не потребує додаткових властивостей випадковос-
ті. Тестуванню генераторів випадкових чисел потрібно приділити увагу рів-
но настільки, наскільки статична змістовність результатів імітаційного мо-
делювання залежить від якості генератора випадкових чисел. 

 
Методи генерування випадкової величини із заданим розподілом 
 

Для генерування випадкового числа r, розподіленого за заданим за-
кону F(x), використовують такі методи (рисунок 5.1): 

§ метод оберненої функції; 
§ табличний метод; 
§ метод, оснований на функціональних властивостях законів 
розподілу. 

 
В основі методу оберненої функції лежить той факт, що випадкова 

величина ζ=F(r) є рівномірно розподіленою величиною на інтервалі (0;1). 
Доведемо це. Нехай є послідовність випадкових чисел r1,…rn , що мають 
закон розподілу: 

 

).()( xrPxF ≤=       (5.8) 
 

Сформуємо нову послідовність випадкових чисел ( ) ( )nni rFrF == ςς ,...,1 . 
Оскільки значення функції розподілу належать інтервалу (0;1), то ς∈(0,1). 
Знайдемо закон розподілу G (y) випадкової величини ς : 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ).yFrPyFrFFPyrFP)y(PyG 111 −−− ≤=≤=≤=≤= ς   (5.9) 
 

Звідси, приймаючи до уваги (5.8) маємо: 
 

( ) ( )( ) ( )( ) .yyFFyFrPyG ==≤= −− 11     (5.10) 
 

Таким чином доведено, що випадкова величина ζ=F(r) має рівномір-
ний розподіл G (y) і належить інтервалу (0;1). Звідси, випадкову величину 
r, розподілену за заданим законом розподілу F(x), можна отримати у такий 
спосіб: спочатку генерувати випадкову рівномірно розподілену величину 
ζ, потім перетворити її у випадкову величину ( )ς1−= Fr  (рис. 5.2). 
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Рисунок 5.2. Генерування випадкової величини методом оберненої функції 
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Рисунок 5.1. Генерування випадкової величини  

Генерування рівномірно розподіленої в інтервалі (0;1) 
випадкової величини ζ 

Генерування випадкової величини r за заданим законом 
розподілу F(x) 
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Приклад 1. Для того, щоб отримати випадкову величину, яка розпо-
ділена за експоненціальним законом із параметром λ , потрібно розв’язати 
рівняння )(rF=ς : 

( ).1ln11 ς
λ

ς λ −⋅−=⇔−= − re r     (5.11) 

Величина 1-ζ є випадкова величина, рівномірно розподілена на (0,1). 
Тому цю дію робити не слід. Отже, маємо таку формулу для генерування 
випадкової величини, що має експоненціальний закон розподілу з параме-
тром λ: 

ς
λ

ln1
⋅−=r .       (5.12) 

Приклад 2. Метод оберненої функції можна використовувати для 
дискретних розподілів. Нехай, наприклад, випадкова величина r приймає 

значення a1, a2…an з ймовірностями відповідно p1, p2…pn ( 1
1

=∑
=

n

i
ip ). Побу-

дуємо функцію закону розподілу F(x) (рис. 5.3). 

 
Використовуючи метод оберненої функції отримуємо формулу для 

генерування дискретної випадкової величини r: 
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    (5.13) 

Складність у використанні методу оберненої функції полягає у по-
шуку оберненого перетворення 1−F . У деяких випадках, наприклад, у ви-

p1…+pn-1 

an a1 a2 

Рисунок 5.3. Використання методу оберненої функції для генерування 
дискретної випадкової величини. 
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падку нормального закону розподілу, таке перетворення взагалі не може 
бути знайдено у вигляді відомих математичних функцій. Крім того, вико-
ристання складних функцій при обчисленні 1−F (ζ), таких як логарифм, 
значно впливає на швидкодію генератора випадкових чисел. 

Табличний метод являється продовженням методу оберненої функ-
ції, який виходить з того, що функція закону розподілу F(x) задається кус-
ково-лінійним наближенням таблицею (xi, ai), де  ai= F(xі) (рис. 5.4). Обер-
нене перетворення 1−F  також має кусково-лінійний вид. Припустимо, що 
випадкова величина ζ потрапила в і-тий інтервал. Тоді на підставі подіб-
ності трикутників знаходимо відношення: 

1

1

1
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i
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xx

ς
.     (5.14) 

Звідси знаходимо формули для відшукання випадкової величини r: 
( ),a
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xxxr i
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i 1

1

1
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−
− −
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+= ς  якщо . 1 ii aa ≤<− ς   (5.15) 

 
Табличний метод дозволяє генерувати випадкові числа з любим за-

даним законом розподілу. Задану точність можна отримати при збільшен-
ні кількості інтервалів ( )ii x,x 1− . Нескладні операції лінійного перетворення 
забезпечують швидкодію цього методу. Можливо цьому багато мов іміта-
ційного моделювання, в тому числі і самий популярний з них - GPSS, ви-
користовують при генеруванні випадкових чисел табличний метод. 

Приклад 
Табличний метод використовується для генерування випадкових чи-

сел, що мають емпіричний закон розподілу. 
Припустимо, що емпіричний закон розподілу задано парами чисел 

(хі, уі), і = 1,...n. З’єднаємо дані пари чисел прямими лініями і отримаємо 
кусочно-лінійне наближення істинної функції закону розподілу. Для по-

F(x) 1 

ς 
ai-1

xi-1 r xi x 

ai

Рисунок 5.4. Табличний метод генерування випадкового числа r, 
що має закон розподілу F(x) 
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будованого таким чином наближення функції закону розподілу викорис-
товують табличний метод генерування випадкових чисел (див. приклад 2). 

Методи, які використовують спеціальні властивості законів розпо-
ділу. Наприклад, для генерування нормально розподілених чисел викорис-
товується метод полярних координат Марсальї і Брея [Кельтон, Лоу]. За 
цим методом для того, щоб отримати нормально розподілену випадкову 
величини з математичним сподіванням 0 і дисперсією 1 потрібно викона-
ти наступні кроки: 

1) згенерувати дві рівномірно розподілені в інтервалі (0;1) випадкові 
величини ζ1, ζ2, 

2) перетворити величини ζ1, ζ2 у величини α1, α2, які розподілені рів-
номірно в інтервалі (-1; 1), за допомогою лінійного перетворення: 

2,1      ,12 =−= iii ζα ;    (5.16) 
3) якщо α1

2 + α2
2 >1, то знову генерувати величини  α1, α2; якщо вели-

чина α1
2+ α2

2 ≤ 1, то формувати величину  
( )

2
2

2
1

2
2

2
1ln2

αα
αα

β
+

+−
= ;    (5.17) 

4) сформувати величини  
2,1      , =⋅= iii βαγ .     (5.18) 

Величини γ1, γ2 є незалежними нормально розподіленими випадко-
вими величинами із математичним сподіванням 0 і дисперсією 1. 

Для того, щоб отримати нормально розподілену величину з матема-
тичним сподіванням а та дисперсією σ2, потрібно перетворити випадкову 
величину γ за формулою: 

.ar +⋅= γσ       (5.19) 
Іншим прикладом застосування метода, основаного на спеціальних 

властивостях розподілу – є випадкова величина, яка має розподіл Ерланга. 
За визначенням ця величина є результатом суми k незалежних випадкових 
величин, розподілених за експоненціальним закон з однаковим парамет-
ром. Звідси формула генерування такої випадкової величини: 
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   (5.20) 

Перевірка якості генератора випадкових величин за заданим законом 
розподілу є складною задачею. Основні перевірки - на відповідність зако-
ну розподілу та на періодичність. Оцінку відповідності закону розподілу 
проводять за допомогою критеріїв узгодження. 

Безперечно, якість генераторів випадкових чисел впливає на якість 
результатів моделювання. Неправильно побудований генератор випадко-
вих чисел спричиняє низку помилок, що призводить не тільки до значної 
похибки у результатах моделювання, але й до алгоритму імітації, що не 
відповідає алгоритму функціонування реальної системи. 
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5.2. Алгоритми імітації процесів функціонування дискретних систем 
 

Алгоритм, який відтворює функціонування системи, за допомогою 
комп’ютерної програми називається алгоритмом імітації.  

Побудова алгоритму імітації складається з побудови: 
1) алгоритму просування модельного часу; 
2) алгоритму просування стану моделі в залежності від часу; 
3) алгоритму збирання інформації про поведінку моделі у процесі 

імітації. 
 

Просування модельного часу та просування стану моделі в залежно-
сті від часу становлять єдину задачу побудови алгоритму імітації. Якщо 
дослідник для реалізації алгоритму імітації використовує імітаційну мову 
моделювання, то моделюючий алгоритм закладений в самий засіб реаліза-
ції, і досліднику тільки корисно знати як він здійснюється, щоб не допус-
тити помилки у застосуванні тієї або іншої імітаційної мови. Якщо ж до-
слідник використовує універсальну мову програмування, то задачу побу-
дови моделюючого алгоритму йому потрібно вирішувати самостійно. 

Узагальнена схема алгоритму імітації представлена на рисунку 5.5  
 

 

Узагальнена схема алгоритму імітації 

Введення початкових даних 

Доки 
поточний час < час моделювання  

Просунути поточний час 

Виконати змінювання стану моделі 

Виведення результатів моделювання 

Рисунок 5.5. Узагальнена схема алгоритму імітації 
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Розглянемо відомі способи побудови алгоритмів імітації. 
Способи побудови алгоритму просування модельного часу 
Існують три способи просування модельного часу: 

- за принципом ∆t, 
- за принципом найближчої події, 
- за принципом послідовного проведення об’єктів уздовж моделі. 
Принцип ∆t 
Весь інтервал часу, протягом якого моделюється система, поділяєть-

ся на рівні інтервали довжиною ∆t=const. При кожному просуванні моде-
льного часу на величину ∆t послідовно визначаються всі зміни, що відбу-
ваються в моделі. Величина одного інтервалу ∆t повинна бути настільки 
малою, щоб в одному інтервалі ∆t відбувалось не більш однієї події. В 
противному випадку логіка алгоритму імітації порушується і функціону-
вання моделі суттєво відрізняється від функціонування реальної системи. 

Принцип ∆t є найбільш універсальним, але частіше він використову-
ється для моделювання неперервних динамічних систем, оскільки вимагає 
у порівнянні з іншими способами більших затрат комп’ютерного часу при 
тій же точності моделювання. 

Принцип найближчої події 
Дискретні системи, імітаційне моделювання яких розглядається, 

мають певну особливість: змінювання стану в таких системах відбувається 
тільки в деякі моменти часу, а в усі інші моменти часу система не зміню-
ється. Змінювання стану моделі спричиняється виникненням певної події 
у системі. Наприклад, подія «надходження деталі до технологічного про-
цесу» спричиняє збільшення кількості деталей у системі, подія «виник-
нення поломки обладнання» спричиняє відправку поламаного обладнання 
до ремонту  і т.д. Процес функціонування системи розглядається як послі-
довність подій, що відбуваються у моделі. 

За принципом найближчої події модельний час просувається від мо-
менту виникнення однієї події до моменту виникнення іншої, і після кож-
ного просування часу реалізуються зміни стану моделі, відповідні до по-
дії, що виникла. Використання принципу найближчої події вимагає від до-
слідника побудови спеціальної процедури визначення моменту найближ-
чої події, але при цьому він отримує виграш у затратах комп’ютерного ча-
су, оскільки пропускається моделювання системи у моменти часу, коли 
події не відбуваються. 

Розглянемо, наприклад, одноканальну СМО (рисунок 5.6) з чергою 
обмеженої довжини. В системі спостерігаються дві події: V - надходження 
вимоги, W– звільнення каналу обслуговування. Представимо моменти ча-
су, коли спостерігалась подія V, та моменти часу, коли спостерігалась по-
дія W. Упорядкуємо моменти виконання подій V і W на вісі модельного 
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часу tм. На першому кроці алгоритму імітації встановлюється момент мо-
дельного часу tм1 та реалізується подія V1; на другому − момент модельно-
го часу tм2 та реалізується подія W1, на третьому − tм3 та реалізуються події 
V2 і W2 у відповідності з пріоритетом процесів, і т.д. 

Для дискретних систем просування модельного часу за принципом 
найближчої події є найефективнішим способом. 

Принцип послідовного проведення об’єктів уздовж моделі 
За принципом послідовного проведення об’єктів [Советов, Яковлев] 

уздовж моделі алгоритм просування часу не будується. Кожний об’єкт 
проводиться по моделі з моменту його надходження у модель до моменту 
виходу з моделі. Історія кожного проведення запам’ятовується, так що на-
ступний об’єкт проводиться уздовж моделі з урахуванням історії попере-
дніх проведень. Такий алгоритм імітації дозволяє  моделювати систему 
тільки в моменти виникнення подій, не займаючись побудовою алгоритму 
просування модельного часу. Проте використовується він дуже рідко, 
оскільки часто призводить до складних заплутаних алгоритмів. 
 

 
 
 

Подія „надходження вимоги” 
(V) у реальному часі 

Події V i W у модельному часі 

Подія „закінчилось обслугову-
вання у каналі” (W) у реально-
му часі 

W1 W2 W3 

t1
(W) t2

(W) t3
(W) t 

W1 V1  V2 W2  V3      W3 V4 

tM1 tM2  tM3  tM4      tM5 tM6 tМ 

V1 V3 V4 

t1
(V) t2

(V) t3
(V) t 

V2 

Рисунок 5.6. Упорядкування подій у модельному часі 
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Способи побудови алгоритму просування стану моделі в залежності 
від часу 

Процес функціонування імітаційної моделі може бути описаний з 
точки зору: 

1) змінювання стану системи, що відбуваються в момент появи подій; 
2) дій, які виконуються елементами системи; 
3) процесу, який відбувається у системі. 
У відповідності з означеними способами опису функціонування мо-

делі існують три способи просування стану моделі в часі: 
- орієнтований на події; 
- орієнтований на дії; 
- процесно-орієнтований.  
Спосіб, орієнтований на події 
При підході, орієнтованому на події, дослідник визначає і описує 

події, які виникають у моделі. Імітація здійснюється виконанням упоряд-
кованої у часі послідовності логічно взаємозв’язаних подій. 

Проілюструємо на прикладі одноканальної СМО з чергою обмеже-
ної довжини (див. рисунок 5.6). Стан системи описується станом каналу 
обслуговування та станом черги. Змінювання стану системи відбувається 
у моменти, коли у систему надходить вимога і коли закінчився процес об-
слуговування вимоги у каналі. Назвемо ці події подія «надходження» та 
подія «закінчилось обслуговування у каналі». 

Подія «надходження» складається з таких дій: 
• якщо канал обслуговування в стані вільний установити канал обслуго-
вування у стан «зайнятий», запам’ятати момент виходу вимоги з каналу 
у момент часу – поточний момент часу плюс тривалість обслуговуван-
ня у каналі; 

• інакше  
• якщо є вільне місце у черзі, то зайняти місце у черзі; 
• інакше збільшити кількість не обслугованих вимог на одиницю; 

• генерувати момент надходження наступної вимоги у СМО. 
Подія «закінчилось обслуговування у каналі» складається з таких дій: 

• збільшити кількість обслугованих вимог на одиницю; 
• якщо черга вимог не пуста, перемістити одну вимогу із черги у канал 
обслуговування, запам’ятати момент виходу вимоги з каналу у момент ча-
су - поточний момент часу плюс тривалість обслуговування у каналі; 
• інакше установити канал у стан «вільний» вільний стан, запам’ятати 
момент виходу вимоги з каналу у момент часу, що більший за час моде-
лювання (тобто у найближчий час вихід вимоги із каналу не очікується). 

Після виконання події «надходження» запам’ятовуються моменти 
виникнення наступних подій «надходження» та «закінчилось обслугову-
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вання у каналі». З цих двох моментів часу вибирається найменший і за-
пам’ятовується, яка саме подія відповідає цьому моменту. Модельний час 
просувається у визначений момент найближчої події і  виконується відпо-
відна йому подія. 

При виконанні події «закінчилось обслуговування у каналі» за-
пам’ятовується момент наступної події «закінчилось обслуговування у ка-
налі» або запам’ятовується, що найближчим часом не очікується звіль-
нення каналу. 

Таким чином, події виконуються в упорядкованій у часі послідовно-
сті, а модельний час просувається від одного моменту виникнення події до 
найближчого наступного. 

Програма, яка здійснює імітацію одноканальної СМО, що розгляда-
ється, складається з таких дій: 

1) ввести початкові значення змінних - поточний часу, час моде-
лювання, стан каналу, момент надходження вимоги у систему, момент зві-
льнення каналу обслуговування; 

2) доки поточний час менший за час моделювання 
3) знайти найменший із моментів часу «момент надходження ви-

моги у систему» та «момент звільнення каналу обслуговування» і за-
пам’ятати, якій події  він відповідає; 

4) просунути поточний час у момент найближчої події; 
5) виконати подію, яка відповідає моменту найближчої події. 
6) вивести результати моделювання – кількість обслугованих ви-

мог та кількість не обслугованих вимог протягом часу моделювання.  
Лістинг програми мовою Object Pascal наведений у лістингу 5.1. Ре-

зультати роботи програми наведені на рисунку 5.7. 
 

--------Лістинг 5.1. Моделювання системи масового обслуговування-----
------ 
unit MO; 
interface 
 
uses 
  Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms, 
  Dialogs, StdCtrls, Generator; 
 
type 
  TForm1 = class(TForm) 
    Label1: TLabel; 
    Edit1: TEdit; 
    Label2: TLabel; 
    Edit2: TEdit; 
    Label3: TLabel; 
    Edit3: TEdit; 



 164 

    Button1: TButton; 
    Label4: TLabel; 
    Edit4: TEdit; 
    Label5: TLabel; 
    Edit5: TEdit; 
    Label6: TLabel; 
    Edit6: TEdit; 
    Edit7: TEdit; 
    Label7: TLabel; 
    Edit8: TEdit; 
    Label8: TLabel; 
    Button2: TButton; 
    Edit9: TEdit; 
    Edit10: TEdit; 
    Edit11: TEdit; 
    Edit12: TEdit; 
    Edit13: TEdit; 
    Edit14: TEdit; 
    Edit15: TEdit; 
    procedure Edit1Change(Sender: TObject); 
    procedure Edit2Change(Sender: TObject); 
    procedure Edit3Change(Sender: TObject); 
    procedure Button1Click(Sender: TObject); 
    procedure Edit7Change(Sender: TObject); 
    procedure Button2Click(Sender: TObject); 
  private 
    TimeMod: Double;{ Private declarations } 
    TimeServ: Double; 
    TimeEnt: Double; 
    TimeCurrent: Double; 
    NumServ:Double; 
    NumAll: Double; 
    NumUnServ:Double; 
    MaxQue: Integer; 
    procedure LoadAndDrawPicture(const FileName:String); 
    procedure  EventEnter(var aDevice: Integer; 
              var aTimeExit:Double; var aTimeAct: Double; var aCurQue: Integer); 
    procedure  EventExit(var aDevice: Integer; 
              var aTimeExit:Double; var aTimeAct: Double; var aCurQue: Integer); 
  public 
    { Public declarations } 
  end; 
 
var 
  Form1: TForm1; 
implementation 
{$R *.dfm} 
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procedure TForm1.Edit1Change(Sender: TObject); 
begin 
TimeMod:=StrToFloat(Edit1.Text); 
end; 
 
procedure TForm1.Edit2Change(Sender: TObject); 
begin 
TimeEnt:=StrToFloat(Edit2.Text); 
end; 
 
procedure TForm1.Edit3Change(Sender: TObject); 
begin 
TimeServ:=StrToFloat(Edit3.Text); 
end; 
 
procedure TForm1.LoadAndDrawPicture(const FileName:String); 
 var Picture: TPicture; 
begin 
  Picture:=TPicture.Create; 
  Picture.LoadFromFile(FileName); 
  Canvas.StretchDraw(Classes.Rect(80,200,width,height),Picture.Graphic); 
end; 
 
procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject); 
var Device,sob,CurQue:Integer; 
    TimeExit,TimeAct,min,AverageQueue,AverageDevice: Double; 
begin 
 Randomize; 
    //Введення початкових даних 
 TimeCurrent:=0; 
 NumServ:=0;  NumUnServ:=0;   NumAll:=0; 
 Device:=0; TimeExit:= TimeMod+1; TimeAct:=5; 
 min:=TimeAct; sob:=1; CurQue:=0; AverageQueue:=0; AverageDevice:=0; 
while TimeCurrent<TimeMod do 
 begin 
      // Пошук моменту найближчої події 
  min:=TimeExit; sob:=2; 
  if TimeAct<min then 
                  begin min:=TimeAct;sob:=1; end; 
      //Збирання статистичних даних про довжину черги 
  AverageQueue:= AverageQueue+CurQue*(min-TimeCurrent); 
  AverageDevice:= AverageDevice+Device*(min-TimeCurrent); 
      //Просування часу 
  TimeCurrent:=min;              
      
    if sob=1 then 
      EventEnter(Device, TimeExit, TimeAct, CurQue); 
    if sob=2 then 
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       EventExit(Device, TimeExit, TimeAct, CurQue); 
           //Виведення результатів моделювання 
     Application.ProcessMessages; 
     Edit4.Text:=FloatToStr(TimeCurrent); 
     Edit14.Text:=FloatToStr(NumServ); 
     Edit13.Text:=FloatToStr(NumUnServ); 
     Edit12.Text:=FloatToStr(AverageQueue/TimeMod); 
     Edit11.Text:= IntToStr(CurQue); 
     Edit10.Text:= IntToStr(Device); 
  end; 
  Edit5.Text:=FloatToStr(NumUnServ/(NumServ+NumUnServ)); 
  Edit6.Text:= FloatToStr(AverageDevice/TimeMod); 
  Edit8.Text:=Edit12.Text; 
  Edit9.Text:=FloatToStr(NumAll); 
  Edit15.Text:= Edit6.Text; 
end; 
    //Подія "надходження вимоги до СМО" 
procedure  TForm1.EventEnter(var aDevice: Integer; 
              var aTimeExit:Double; var aTimeAct: Double; var aCurQue: Integer); 
  begin 
  if aDevice=0 then 
              begin 
               aDevice:=1; 
               aTimeExit:=TimeCurrent+GenExp(TimeServ); 
              end 
        else   if aCurQue<MaxQue then 
                            aCurQue:=aCurQue+1 
               else NumUnServ:=NumUnServ+1; 
    aTimeAct:=TimeCurrent+GenExp(TimeEnt); 
    NumAll:=NumAll+1; 
  end; 
       

//Подія "закінчилась обробка вимоги в каналі СМО" 
procedure  TForm1.EventExit(var aDevice: Integer; 
              var aTimeExit:Double; var aTimeAct: Double; var aCurQue: Integer); 
  begin 
    NumServ:=NumServ+1; 
        if aCurQue>0 then 
                begin 
                 aCurQue:=aCurQue-1; 
                 aDevice:=1; 
                 aTimeExit:=TimeCurrent+GenExp(TimeServ); 
                end 
        else 
        begin 
        aDevice:=0; 
        aTimeExit:=TimeMod+1; 
        end; 
   end; 
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procedure TForm1.Edit7Change(Sender: TObject); 
begin 
MaxQue:=StrToInt(Edit7.Text); 
end; 
 
procedure TForm1.Button2Click(Sender: TObject); 
begin 
LoadAndDrawPicture('SMO3.bmp'); 
end; 
end. 
     
  //Функції генераторів випадкових чисел 
unit Generator; 
interface 
function GenExp(parametr: Double): Double; 
function GenNorm(mean: Double; stdev: Double): Double; 
function GenUnif(left: Double; rigth: Double): Double; 
 
  implementation 
   Function GenExp(parametr: Double): Double; 
       begin 
          result:=-parametr*ln(random); 
       end; 
 
   Function GenNorm(mean: Double; stdev: Double): Double; 
      var i: integer; 
          sum: double; 
      begin 
      sum:=0; 
      for i:=1 to 12 do 
        sum:=sum+random; 
      result:=stdev*sum+mean; 
      end; 
 
   Function GenUnif(left: Double; rigth: Double): Double; 
   begin 
    result:=left+(rigth-left)*random; 
   end; 
end. 
------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 
Спосіб, орієнтований на події, при побудові алгоритмів імітації дис-

кретних систем засобами універсальних мов програмування виявляється 
найефективнішим. 
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Результати моделювання системи масового обслуговування: 
 

 
Рисунок 5.7. Результати запуску програми, представленої у лістингу 5.1.  

 
Спосіб, орієнтований на дії 
При іншому підході, основаному на описуванні дій, що виникають у 

системі, дослідник визначає і описує дії елементів системи та умови поча-
тку і кінця кожної дії. Умови початку і кінця кожної дії перевіряються піс-
ля чергового просування модельного часу. Якщо умова початку дії вико-
нується, то виконується дія. Для того, щоб була виконана кожна дія, ска-
нування умов здійснюється для всієї множини дій при кожному просуван-
ні модельного часу. Цей підхід найбільш ефективний, коли тривалість дії 
залежить від того, наскільки стан всієї системи задовольняє заданим умо-
вам. В інших випадках більш ефективним виявляється підхід, орієнтова-
ний на події. Взагалі, оскільки сканувати умови початку і кінця дій потрі-
бно після кожного просування модельного часу і для кожної дії, спосіб 
побудови моделюючого алгоритму, орієнтований на дії, має обмежене за-
стосування в імітації дискретних систем. 

Спосіб, орієнтований на процес 
При процесно-орієнтованому підході описують процес проходження 

об’єктів уздовж моделі, використовуючи кінцевий набір операторів. По-
слідовність операторів потім транслюється у відповідну послідовність по-
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дій і далі моделювання здійснюється як при підході, орієнтованому на по-
дії. Тому цей спосіб важко реалізувати самостійно, користуючись тільки 
універсальними мовами програмування. Використання його передбачає 
знання мов імітаційного моделювання, найбільш популярними з яких є 
GPSS та SIMULA. При цьому виходить компактна програма, що легко чи-
тається, зручна для коректування та налагодження. Моделювання мовою 
GPSS розглядається у розділі 8.1. 

Використання процесно-орієнтованих мов моделювання привертає 
дослідників простотою складання програми. Однак, оскільки набір опера-
торів обмежений, можливості дослідника, який створює імітаційну модель 
засобами мови моделювання, сильно обмежені вибором пропонованих 
операторів. 

Користування універсальними мовами програмування надає дослід-
нику необмежені можливості при побудові імітаційного алгоритму, а сту-
денту – можливість удосконалення навичок програмування. Гнучкість, яка 
досягається при користуванні універсальними мовами програмування, не 
може бути досягнута при користуванні спеціальним програмним забезпе-
ченням. Тому, чим більше дослідник володіє навичками програмування, 
тим частіше при побудові алгоритму імітації він обирає універсальні мови 
програмування. 
 

Способи побудови алгоритму збору інформації 
Для побудови алгоритму збору інформації про поведінку моделі у 

процесі імітації використовують статистичні методи. Так, статистичну 
оцінку ймовірності відмови обслуговування находять як відношення кіль-
кості відмов до загальної кількості вимог, що надійшли до мережі масово-
го обслуговування: 

all

unserv

N
N

P = ,      (5.21) 

де Nunserv – кількість відмов протягом часу моделювання Тmod, Nall – загаль-
на кількість вимог, що надійшли на обслуговування у мережу масового 
обслуговування протягом часу моделювання Тmod.  

Статистичну оцінку середньої довжини черги мережі масового об-
слуговування находять як середнє значення динамічної випадкової вели-
чини за формулою: 
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,     (5.22) 

де Lі – значення довжини черги, ∆ti – інтервал часу, протягом якого спо-
стерігалось значення Lі, Тmod  – загальний час спостереження. 

Якщо інтервали часу ∆ti відрізняються мало, то можна припустити, 
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що ∆ tti ∆≈  для всіх і. Тоді формула для розрахунку середнього значення 
(5.22) приймає наближений вид: 

n
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tL
L i

i
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i
i

ii

aver

∑∑∑
=
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∆⋅
≈

∆
=

mod
,   (5.23) 

де n – кількість інтервалів Δt, що міститься в загальному часі спостере-
ження Тmod. 

Приклад. Нехай значення довжини черги приймає спостережувані 
значення, що представлені на рисунку 5.8 і модельний час просувається за 
принципом до найближчої події. Підрахунок середньої довжини черги за 
формулою (5.23) дасть наступний результат: 
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+++++ . 
Але з рисунку видно, що більшість часу довжина черги мала значен-

ня 3, тому очікуване значення середньої довжини черги повинно наближа-
тись швидше до значення 3, чим до значення 2. Помилка у результаті 
пов’язана із тим, що у формулі (5.23) не враховується тривалість часу, 
протягом якого спостерігалось значення 3, 2,1 або 0 . 

Якщо модельний час просувається за принципом ∆t, то (в даному 
випадку  ∆t =1) і за формулою (5.23) маємо: 
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Тобто отримуємо правильний результат. 
Нехай тепер знову модельний час просувається за принципом до най-

ближчої події. Розрахуємо середню довжину черги за формулою (5.22): 
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 Отже, значення, отримане за формулою (5.21), є правильним. 
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3 

Рисунок 5.8. Спостереження довжини черги мережі масового обслуговування 
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Отже, якщо просування часу організовано в алгоритмі імітації за 
принципом ∆t , то для розрахунку середньої довжини черги можну вико-
ристовувати формулу (5.23). Якщо в алгоритмі імітації просування моде-
льного часу організовано за принципом до найближчої події, то для пра-
вильного розрахунку середньої довжини черги потрібно використовувати 
формулу (5.22).  

Для статистичної оцінки середнього очікування вимог у черзі мережі 
масового обслуговування підраховують сумарне очікування вимог у черзі 
і ділять його потім на кількість обслугованих вимог: 
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де Lі – кількість вимог, що очікують обслуговування, ∆ti – інтервал часу, 
протягом якого спостерігалось значення Lі, Nserv  – кількість вимог, обслу-
гованих протягом часу спостереження. 

Формулу (5.24) можна вивести також, використовуючи формулу 
Літтла (4.14): 
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де 
modT

N serv=λ  – інтенсивність виходу вимоги з системи масового обслугову-

вання, до якої відноситься досліджувана черга. 
У більш складних випадках потрібно розраховувати середній час 

очікування вимоги в черзі, користуючись масивом черги вимог. Розмір 
такого масиву дорівнює максимальній кількості вимог, що можуть знахо-
дитись у черзі. Коли вимога надходить до черги, у масиві закріплюється 
місце за вимогою у відповідності до правила упорядкування вимог у черзі 
і в цьому місці запам’ятовується момент часу, в який вимога надійшла до 
черги. Коли вимога залишає чергу, місце у масиві, яке займала вимога, 
звільняється. Найлегше організувати такий спосіб спостереження за ча-
сом очікування вимог, коли задане правило упорядкування у черзі LIFO 
(last input first output). Дійсно, коли вимога надходить до черги, у масиві 
займається наступне за останнім непустим елементом масиву місце. Коли 
вимога залишає чергу, звільняється останнє непусте місце масиву (рису-
нок 5.9). 
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За допомогою масиву значень підраховується також така величина, 

як середній час обслуговування вимоги в мережі масового обслуговуван-
ня. В цьому випадку в масиві значень зберігається час надходження вимо-
ги до мережі. Коли вимога надходить до мережі, час надходження за-
пам’ятовується у виділеному елементі масиву. Коли вимога залишає ме-
режу, підраховується час, який вимога знаходилась у мережі, як різниця 
між поточним моментом часу (тобто моментом виходу вимоги з мережі) і 
часом надходження вимоги в мережу, що міститься у відповідному елеме-
нті масиву: 

( )

serv
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i
³enter

net N

tt
T

serv

∑
=

−
= 1 .     (5.26) 

де і – номер спостереження, Nserv – кількість вимог, що обслуговані мере-
жею масового обслуговування, tenter – час надходження вимоги до мережі 
масового обслуговування. 

Момент надходження вимоги до мережі: 

M[1] M[2] M[3] M[4] 

t (поточний момент часу) 

Підраховування середнього часу обслуговування в мережі масового 
обслуговування за допомогою масива значень 

Момент виходу вимоги з мережі: 

num:=num+1; M[num]:=t; 

M[1] M[2] M[3] M[4] M[5] 

Tmod 

SumTnet:=SumTnet +(t-M[num]); Nserv:=Nserv+1; 
M[num]:=Tmod; num:=num-1; 

Tnet:=SumTnet/Nserv 

Виведення результатів моделювання: 

Рисунок 5.9. Підраховування середнього часу обслуговування в мережі 
масового обслуговування за допомогою масива значень 

Tmod Tmod 

Tmod Tmod 
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У лістингу 5.1 (див. лістинг 5.1) здійснюється розрахунок середньої 
довжини черги за формулою (5.22), ймовірності відмови за формулою 
(5.21) та середнього завантаження пристрою за формулою: 

modT

tR
R i

ii

aver

∑ ∆
= ,     (5.27) 

де Rі – значення змінної, що характеризує зайнятість пристрою (Rі=1, як-
що пристрій зайнятий і Rі=0, якщо пристрій вільний), ∆ti – інтервал часу, 
протягом якого спостерігалось значення Rі, Тmod  – загальний час спосте-
реження. 

 
5.3. Імітаційне моделювання мереж масового обслуговування 

 
Алгоритм імітації мережі масового обслуговування складається з 

опису елементів моделі, опису стану елементів моделі та опису множини 
подій. 

Елементами мережі масового обслуговування являються: 
§ вхідний потік, 
§ система масового обслуговування, 
§ зв’язок. 

Вхідний потік описується інтервалом надходження вимог у мережу, 
що може бути випадковою або детермінованою величиною, а також номе-
ром СМО, до якої надходить вимога. Стан вхідного потоку описується 
моментом часу надходження наступної вимоги у мережу масового обслу-
говування. Якщо інтервал часу надходження вимог до мережі є випадкова 
величина з відомим законом розподілу, то для її розрахунку будується ге-
нератор випадкових чисел так, як це було пояснено в розділі 5.1. 

Система масового обслуговування, що складається з паралельно 
з’єднаних пристроїв та черги перед ними, описується кількістю пристроїв 
та обмеженням на максимальну довжину черги. 

Черга характеризується обмеженням на максимальну кількість вимог, 
що може міститись у ній, та, можливо, правилом упорядкування вимог у 
черзі (FIFO, LIFO, пріоритети). Стан черги описується кількістю вимог, 
що містяться у черзі, та, можливо, порядком їх розташування у черзі і мо-
ментами надходження вимог до черги. 

Кожний пристрій системи масового обслуговування характеризуєть-
ся тривалістю обслуговування вимоги та станом пристрою. Стан при-
строю описується його станом на поточний момент часу - вільний, зайня-
тий або заблокований та моментом виходу з пристрою вимоги, для якої 
процес обслуговування закінчився. Якщо пристрій вільний, то вимоги в 
пристрої не має і тому вихід вимоги з пристрою не очікується, звідси, мо-
мент виходу вимоги з пристрою, що знаходиться у стані вільний, – не-
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скінченність. Якщо пристрій блокований, то хоч вимога у пристрої прису-
тня, вихід вимоги з пристрою залежить від перебігу подій в сусідніх еле-
ментах мережі масового обслуговування і не залежить від пристрою. Звід-
си, момент виходу вимоги з пристрою, що блокований, - нескінченість. 

Зв’язок призначений для опису маршруту вимог між системами ма-
сового обслуговування. Зв’язок описується указуванням С,МО від якої 
рухається вимога, та указуванням СМО, до якої рухається вимога. Стан 
зв’язка може бути блокований та неблокований. Блокування зв’язку може 
здійснюватись з різних причин і може відноситись до різних елементів 
мережної імітаційної моделі. Умова блокування може бути задана також 
за станом не одного, а декількох елементів мережі масового обслугову-
вання, і взагалі може бути дуже складною. Зв’язок може мати розгалу-
ження. В цьому разі указується не одна СМО, до якої рухається вимога, а 
декілька СМО разом із значеннями ймовірностей, заданими для кожної 
гілки маршруту вимог. Рішення про вибір маршруту приймається за зна-
ченням рівномірно розподіленого на інтервалі (0;1) випадкового числа. 

Множина подій мережі масового обслуговування складається з подій 
двох типів: 

§ надходження вимоги в мережу масового обслуговування; 
§ вихід вимоги, для якої закінчився час обслуговування, з систе-
ми масового обслуговування. 

Упорядкування подій у часі здійснюється способом, орієнтованим на 
події. Просування часу здійснюється за принципом до найближчої події. 

Об’єктно-орієнтований підхід 
Об’єктно-орієнтований підхід до побудови імітаційних моделей ме-

реж масового обслуговування дозволяє складати програми, що можуть 
легко стати універсальними програми імітації мереж масового обслугову-
вання. Час, що витрачається на побудову одного об’єкта надолужується 
під час створення однотипних екземплярів об’єкта. 

Розглянемо побудову алгоритму імітації мережі масового обслуго-
вування на основі об’єктно-орієнтованого підходу. Виберемо об’єкти, з 
яких складається мережа масового обслуговування: 

§ об’єкт «вхідний потік», 
§ об’єкт «СМО», 
§ об’єкт «маршрут» 
§ об’єкт «маршрут входу» 
§ об’єкт «маршрут виходу» 
Об’єкт «вхідний потік» призначений для створення вхідного потоку 

вимог із заданим середнім значенням інтервалу надходження вимог у ме-
режу МО. Об’єкт «СМО» призначений для створення системи масового 
обслуговування, що характеризується заданою кількістю пристроїв, обме-
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женням на довжину черги, тривалістю обслуговування вимоги в пристрої. 
Дані про значення цих змінних присвоюються екземпляру об’єкта в мо-
мент його створення за допомогою методу Create.  

Об’єкт «маршрут» призначений для створення зв’язків між СМО. 
Об’єкти «маршрут входу» та «маршрут виходу» призначені для створення 
зв’язків між зовнішнім середовищем та мережею масового обслуговування. 

Кожний об’єкт має поле «вхід» та «вихід». Передача вимоги уздовж 
маршруту від однієї СМО до іншої  означає, що вимога, яка знаходиться 
на виході об’єкта, що означений на початку маршруту, передається на вхід 
об’єкта, що означений на кінці маршруту. Наприклад, передача зі СМО1 
до СМО2 означає зникнення вимоги на виході СМО1 і поява вимоги на 
вході СМО2. 

Об’єкти мають методи, що виконують властиві об’єктам дії. Так, 
об’єкт «СМО» містить методи «зайняти СМО» та «звільнити СМО», а та-
кож методи «повідомити про середню кількість зайнятих пристроїв у 
СМО», «повідомити про стан черги СМО» та інші. Об’єкт «маршрут» має 
метод «передати вимогу», а також метод «повідомити про кількість не об-
слуговуваних вимог». 

Після того як об’єкт «СМО» полагоджений, до головної програми, 
яка здійснює імітаційне моделювання, підключається модуль, що містить 
опис об’єкта «СМО», і різні СМО створюються як екземпляри об’єкту 
«СМО» в результаті виконання двох рядочків програми: 

var smo1: TSMO; 
. 
. 
. 
smo1:=TSMO.Create(5,10,GetTimeMod,2);  
Перший параметр конструктора об’єкта TSMO задає кількість при-

строїв у СМО, другий – обмеження на довжину черги, третій – час моде-
лювання, четвертий – середній час обслуговування. 

Аналогічно створюються екземпляри об’єкту «маршрут»: 
var join: TJoin; 
. 
. 
. 
 
join:=TJoin.Create(smo1,smo2);   
Перший параметр конструктора об’єкта Tjoin указує СМО, що явля-

ється «входом» маршруту, другий параметр – СМО, що являється «вихо-
дом» маршруту.  

Таким чином, створюючи СМО та маршрути між ними, можна ство-
рити будь-яку мережу масового обслуговування. 
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Об’єктно-орієнтований підхід до побудови алгоритму імітації роз-
глянемо на прикладі мережі масового обслуговування, що складається з 
трьох СМО (рис. 5.10), і має розгалуження маршруту після першої СМО.  

 
Реалізація алгоритму мовою Object Pascal представлена в лістингу 

5.2. Об’єкт «вхідний потік» описаний у модулі SystEntry. Об’єкт «СМО» 
описаний у модулі SystService і має назву TSMO. Об’єкти «маршрут», 
«маршрут входу» та «маршрут виходу» описані в модулі Join. 

 
--------Лістинг 5.2. Моделювання мережі масового обслуговування------- 
 
unit imitMO; 
 
interface 
uses 
  Windows, Messages, SysUtils, Variants, Classes, Graphics, Controls, Forms, 
  Dialogs, StdCtrls, SystService,SystEntry,join; 
 
type 
  TForm1 = class(TForm) 
    Edit1: TEdit; 
    Label1: TLabel; 
    Edit2: TEdit; 
    Label2: TLabel; 
    Button1: TButton; 
    Edit3: TEdit; 
    Edit4: TEdit; 
    Edit5: TEdit; 
    Edit6: TEdit; 
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Рисунок 5.10. Мережа масового обслуговування до лістингу 5.2 
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    Edit7: TEdit; 
    Label3: TLabel; 
    Label4: TLabel; 
    Label5: TLabel; 
    Label6: TLabel; 
    Label7: TLabel; 
    Label8: TLabel; 
    Edit8: TEdit; 
    Label9: TLabel; 
    Label10: TLabel; 
    Edit9: TEdit; 
    Edit10: TEdit; 
    Label11: TLabel; 
    Edit11: TEdit; 
    Label12: TLabel; 
    Label13: TLabel; 
    procedure Edit1Change(Sender: TObject); 
    procedure Button1Click(Sender: TObject); 
 
  private 
    TimeMod,t: Double;{ Private declarations } 
  public 
    function GetTimeMod: Double; 
    function GetTimeNow: Double; 
 
    { Public declarations } 
  end; 
 
var 
  Form1: TForm1; 
 
implementation 
 
{$R *.dfm} 
 
function TForm1.GetTimeMod: Double; 
begin 
   result:=TimeMod; 
end; 
 
function TForm1.GetTimeNow: Double; 
begin 
   result:=t; 
end; 
 
procedure TForm1.Edit1Change(Sender: TObject); 
begin 
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TimeMod:=StrToFloat(Edit1.Text); 
 t:=0; 
end; 
 
 
procedure TForm1.Button1Click(Sender: TObject); 
var smo: array of TSMO; 
    NumSMO: integer; 
    systEntry: TSystEntry; 
    join: array of TJoin; 
    joinIn: TJoinIN; 
    joinOut: TJoinOUT; 
    tmin: double; 
    event: integer; 
    AverQue,AverDevices: array of double; 
    i: integer; 
    prob,choice: double; 
begin 
 NumSMO:=3; //кількість СМО 
 choice:=0.7; //ймовірність вибору маршруту 
 SetLength(smo,NumSMO); 
 SetLength(join,NumSMO-1); 
 SetLength(AverQue,NumSMO); 
 SetLength(AverDevices,NumSMO); 
 prob:=0; 
 for i:=0 to NumSMO-1 do 
  AverQue[i]:=0; 
 for i:=0 to NumSMO-1 do 
  AverDevices[i]:=0; 
               //структура мережі масового обслуговування  
systEntry:=TsystEntry.Create(0.1); //створення вхідного потоку вимог 
 smo[0]:=TSMO.Create(5,10,GetTimeMod,1.2); //створення СМО1 
 joinIn:=TJoinIN.Create(systEntry,smo[0]);// створення маршруту до СМО1 
   smo[1]:=TSMO.Create(7,8,GetTimeMod,2); //створення СМО2 
   join[0]:=TJoin.Create(smo[0],smo[1]); //створення маршруту від СМО1 до СМО2 
     smo[2]:=TSMO.Create(2,1,GetTimeMod,1); //створення СМО3 
     join[1]:=TJoin.Create(smo[0],smo[2]); //створення маршруту від СМО2 до 
СМО3 
     joinOut:=TJoinOUT.Create(smo[NumSMO-1]); //створення маршруту на вихід 
системи 
 t:=0; // початкове значення модельного часу 
 while t<GetTimeMod do 
 begin 
 tmin:=systEntry.GetMinTime; 
 event:=0; 
 for i:=0 to NumSMO-1 do 
 if smo[i].GetMinTime<tmin then 
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                        begin 
                        tmin:=smo[i].GetMinTime; 
                        event:=i+1; 
                        end; 
  for i:=0 to NumSMO-1 do 
  begin 
  AverQue[i]:=AverQue[i]+((tmin-t)/GetTimeMod)*smo[i].GetStateQue; 
 AverDevices[i]:=AverDevices[i]+((tmin-
t)/GetTimeMod)*smo[i].GetAverLoadChannel; 
  end; 
 
 t:=tmin; //просування часу в момент найближчої події 
 case event of 
 0:  begin 
            systEntry.Arrival(GetTimeNow); 
            joinIn.send; 
            smo[0].Seize(GetTimeNow); 
     end; 
 1:  begin 
             if random<choice then   //вибір маршруту слідування 
             begin 
             smo[0].Releize(smo[0].GetMinChannel,GetTimeMod,GetTimeNow); 
             join[0].send; 
             smo[1].Seize(GetTimeNow); 
             end 
             else 
             begin 
             smo[0].Releize(smo[0].GetMinChannel,GetTimeMod,GetTimeNow); 
             join[1].send; 
             smo[2].Seize(GetTimeNow); 
             end ; 
     end; 
 2:  begin 
            smo[1].Releize(smo[1].GetMinChannel,GetTimeMod,GetTimeNow); 
            joinOut.send; 
     end ; 
 3:  begin 
            smo[2].Releize(smo[2].GetMinChannel,GetTimeMod,GetTimeNow); 
            joinOut.send; 
     end ; 
  end; 
 prob:=joinIn.GetNumUnServ; 
 for i:=0 to NumSMO-2 do 
    prob:=prob+join[i].GetNumUnServ; 
 prob:=prob/systEntry.GetNumArrival; 
 
 Application.ProcessMessages; 
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 Edit2.Text:=FloatToStr(GetTimeNow); 
 Edit3.Text:=FloatToStr(prob); 
 Edit4.Text:=FloatToStr(joinOut.GetNumService); 
 Edit5.Text:=IntToStr(systEntry.GetNumArrival); 
 Edit6.Text:=FloatToStr(AverQue[0]); 
 Edit7.Text:=FloatToStr(AverDevices[0]); 
 Edit8.Text:=IntToStr(joinIn.GetNumUnServ); 
 Edit9.Text:=FloatToStr(AverQue[1]); 
 Edit10.Text:=FloatToStr(AverDevices[1]); 
 Edit11.Text:=IntToStr(join[0].GetNumUnServ); 
 Edit12.Text:=FloatToStr(AverQue[2]); 
 Edit13.Text:=FloatToStr(AverDevices[2]); 
 Edit14.Text:=IntToStr(join[1].GetNumUnServ); 
 end; 
 
 for i:=0 to NumSMO-1 do  smo[i].Free; //знищування об’єктів 
 for i:=0 to NumSMO-2 do  join[i].Free; 
 systEntry.Free; 
 joinIn.Free; 
 joinOut.Free; 
end; 
end. 
 
unit SystEntry;  
interface 
 uses Generator; 
 
 Type 
 TsystEntry=class // об’єкт «вхідний потік вимог» 
 private 
 Exit:boolean;       
 Entry:boolean; 
 Interval:double; //інтервал часу, з яким мають надходити вимоги з вхідного по-
току 
 TimeExit:double;//момент часу, в який вимога має вийти з вхідного потоку 
 NumArrival: integer;//загальна кількість вимог, що створена вхідним потоком 
вимог 
 public 
 Constructor Create(aInterval:double); 
//в конструкторі об’єкта «вхідний потік вимог» задається  
// значення середнього інтервалу часу aInterval, з яким надходять вимоги 
 procedure Arrival(at:double); 
 //формує момент часу TimeExit в залежності від поточного моменту часу at 
 procedure  EntryInSyst; 
  function GetMinTime:double; 
  function GetNumArrival:integer; 
  procedure SetExit(aEnt:boolean); 
  procedure SetEntry(aEx:boolean); 
end; 
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implementation 
 
  Constructor TsystEntry.Create; 
  begin 
  inherited Create; 
  Entry:=true; 
  Exit:=false; 
  Interval:=aInterval; 
  end; 
 
  procedure TsystEntry.Arrival(at:double); 
  begin 
 
                    TimeExit:=at+GenExp(Interval); 
//інтервал часу між надходження вимог заданий за експоненціальним законом 
розподілу  
                    Exit:=true; 
                    NumArrival:=NumArrival+1; 
                    
  end; 
 
  procedure  TsystEntry.EntryInSyst; 
  begin 
  Exit:=true; 
  Entry:=true; 
  end; 
 
  function TsystEntry.GetMinTime:double; 
  begin 
    result:=TimeExit; 
  end; 
 
 
  function TsystEntry.GetNumArrival:integer; 
  begin 
    result:=NumArrival; 
  end; 
 
  procedure TsystEntry.SetExit(aEnt:boolean); 
 begin 
 Exit:=aEnt; 
 end; 
 
 procedure TsystEntry.SetEntry(aEx:boolean); 
 begin 
 Entry:=aEx; 
 end; 
end. 
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unit SystService; 
interface 
     uses Generator; 
 
   Type 
  TSMO=class //об’єкт «система масового обслуговування»  
  private 
  NumChannel, MaxQueue: integer; //кількість пристроїв обслуговування 
  TimeFinServ: Array of Double; // 
  StateChannel: Array of integer; //поточний стан пристроїв 
  StateQueue: integer; //поточний стан черги 
  Serv: double; 
  Entry: boolean; 
  Exit: boolean; 
  tmin:double; 
  minChannel:integer; 
  block: boolean; 
  public 
  Constructor Create(aNum:integer;aMax:integer;aTimeMod:double;aServ:double); 
 // в конструкторі об’єкта «система масового обслуговування» задаються  
 // значення кількості пристроїв обслуговування aNum, 
 // обмеження на довжину черги aMax, 
 // середня тривалість обслуговування aServ, 
 // значення часу моделювання aTimeMod 
  procedure Seize(at:double); 
 // зайняти СМО 
  procedure Releize(aChannel:integer;aTimeMod:double;at:double); 
 //звільнити СМО 
  function GetStateQue:integer; 
  procedure SeizeChannel(aChannel:integer;at:double); 
 //зайняти пристрій з номером aChannel 
  procedure ReleizeChannel(aChannel:integer;aTimeMod:double); 
  //звільнити пристрій з номером aChannel 
  procedure NextTime; //запам’ятати найближчу події у СМО 
  function GetStateChannel(aNum:integer):integer; 
  procedure SetExit(aEnt:boolean); 
  procedure SetEntry(aEx:boolean); 
  function GetMinTime:double; 
  function GetMinChannel:integer; 
  function GetNumChannel:integer; 
  function GetAverLoadChannel:double; //підрахувати середню кількість зайнятих 
пристроїв 
  function GetBlock:boolean; //повідомити про стан блокування 
end; 
 
implementation 
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Constructor TSMO.Create; 
var i: integer; 
begin 
  inherited Create; 
  StateQueue:=0;           //початковий стан черги 
  MaxQueue:=aMax; 
  NumChannel:=aNum; 
  Serv:=aServ; 
  Entry:=False; 
  Exit:=False; 
  block:=false;  // в початковий момент блокування маршруту відсутнє 
  SetLength(TimeFinServ, NumChannel); 
  SetLength(StateChannel, NumChannel); 
  for i:=0 to NumChannel-1 do 
                    begin 
                    TimeFinServ[i]:=aTimeMod;  
                    StateChannel[i]:=0;                    //початковий стан пристроїв - вільний 
                    end; 
NextTime; // формувати  найближчу подію в СМО 
end; 
procedure TSMO.Seize(at:double); 
var j:boolean; i:integer; 
begin 
  if Entry=true then begin 
                        j:= false; i:=1; 
                        while (i<=NumChannel) and (j=false) do 
                                                if StateChannel[i-1]=0 then 
                                                begin 
                                                j:=true; 
                                                SeizeChannel(i,at); 
                                                NextTime; // змінити найближчу подію в СМО 
                                                Entry:=false; 
                                                end else i:=i+1; 
                      end; 
                      if (j=false) and (MaxQueue>0) then begin 
                                      StateQueue:= StateQueue+1; 
                                      Entry:=false; 
                                      if StateQueue=MaxQueue then block:=true; 
                                      end; 
 
end; 
 
 
procedure  TSMO.Releize(aChannel:integer;aTimeMod:double;at:double); 
begin 
     if StateQueue>0 then begin 
                        StateQueue:= StateQueue-1; 
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                        if block=true then block:=false; 
                        SeizeChannel(aChannel,at); 
                        NextTime; 
                       end else begin 
                                ReleizeChannel(aChannel,aTimeMod); 
                                NextTime; 
                                end; 
     Exit:=true; 
end; 
 
function TSMO.GetStateQue:integer; 
begin 
result:=StateQueue; 
end; 
 
procedure TSMO.SeizeChannel(aChannel:integer;at:double); 
begin 
StateChannel[aChannel-1]:=1; 
TimeFinServ[aChannel-1]:=at+GenExp(Serv); 
end; 
 
procedure TSMO.ReleizeChannel(aChannel:integer;aTimeMod:double); 
begin 
StateChannel[aChannel-1]:=0; 
TimeFinServ[aChannel-1]:=aTimeMod; 
end; 
 
function TSMO.GetStateChannel(aNum:integer):integer; 
begin 
result:=StateChannel[aNum-1]; 
end; 
 
function TSMO.GetAverLoadChannel:double; 
var sum,i: integer; 
begin 
sum:=0; 
for i:=1 to GetNumChannel do 
begin 
sum:=sum+StateChannel[i-1]; 
end; 
result:=sum; 
end; 
 
function TSMO.GetNumChannel:integer; 
begin 
result:=NumChannel; 
end; 
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function TSMO.GetBlock:boolean; 
begin 
result:=block; 
end; 
 
 procedure TSMO.SetExit(aEnt:boolean); 
 begin 
 Exit:=aEnt; 
 end; 
 
 procedure TSMO.SetEntry(aEx:boolean); 
 begin 
 Entry:=aEx; 
 end; 
 
procedure TSMO.NextTime; 
var i: integer; 
begin 
tmin:=TimeFinServ[0]; 
minChannel:=1; 
if NumChannel>1 then 
 begin 
   for i:=1 to NumChannel do 
          begin 
          if TimeFinServ[i-1]<tmin then 
                    begin 
                    tmin:=TimeFinServ[i-1]; 
                    minChannel:=i; 
                    end; 
          end; 
   end; 
 end; 
 
 
function TSMO.GetMinTime:double; 
begin 
result:=tmin; 
end; 
 
function TSMO.GetMinChannel:integer; 
begin 
result:=minChannel; 
end; 
 
end. 
 
unit join; 
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interface 
 uses SystService,SystEntry; 
 
  Type 
 TJoin=class //об’єкт «маршрут», що передає вимогу від СМО (EntrySmo) до СМО 
(ExitSmo)  
 private 
 EntrySmo: TSMO; 
 ExitSmo: TSMO; 
 State:boolean; 
 NumUnServ: integer; 
 public 
 Constructor Create(aSmoEntry:TSMO;aSmoExit:TSMO); 
//у конструкторі об’єкту «маршрут» задаються СМО EntrySmo, з якої вимога ви-
ходить, 
// та СМО ExitSmo, до якої вимога надходить 
 procedure send; //здійснює передачу вимоги уздовж заданого маршруту 
 function GetState: boolean; 
 function GetNumUnServ: integer; 
 end; 
 
   Type 
 TJoinIN=class //об’єкт «маршрут входу», що передає вимогу від вхідного потоку 
до СМО 
 private 
 Entry: TsystEntry; 
 ExitSmo: TSMO; 
 State:boolean; 
 NumUnServ: integer; 
 public 
 Constructor Create(aEntry:TsystEntry;aSmoExit:TSMO); 
//у конструкторі задається вхідний потік, з якого вимога виходить, 
// та СМО, до якої вимога надходить  
 procedure send; 
 function GetState: boolean; 
 function GetNumUnServ: integer; 
 end; 
 
  Type 
 TJoinOUT=class //об’єкт «маршрут виходу», що передає вимогу із СМО на вихід 
із мережі МО 
 private 
 EntrySmo: TSMO; 
 State:boolean; 
 NumService:integer; 
 public 
 Constructor Create(aSmoEntry:TSMO); 
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//у конструкторі задається СМО, з якої вимога виходить 
 procedure send; 
 function GetNumService: integer; 
 end; 
 
 implementation 
   
 Constructor TJoin.Create; 
   begin 
   EntrySmo:=aSmoEntry; 
   ExitSmo:=aSmoExit; 
   State:=true; 
   NumUnServ:=0; 
   end; 
 
   Constructor TJoinOUT.Create; 
   begin 
   EntrySmo:=aSmoEntry; 
   NumService:=0; 
   State:=true; 
   end; 
 
   Constructor TJoinIN.Create; 
   begin 
   Entry:=aEntry; 
   ExitSmo:=aSmoExit; 
   State:=true; 
   NumUnServ:=0; 
   end; 
 
    procedure TJoin.send; 
    begin 
    if GetState=true then  begin 
                        EntrySmo.SetExit(false); 
                        ExitSmo.SetEntry(true); 
                        end else NumUnServ:=NumUnServ+1; 
    end; 
 
    procedure TJoinIN.send; 
    begin 
    if GetState=true then  begin 
                        Entry.SetExit(false); 
                        ExitSmo.SetEntry(true); 
                        end else NumUnServ:=NumUnServ+1; 
    end; 
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    procedure TJoinOUT.send; 
    begin 
    if State=true then begin 
                        EntrySmo.SetExit(false); 
                        NumService:=NumService+1; 
                        end; 
    end; 
 
    function TJoinIN.GetState: boolean; 
    begin 
    if ExitSmo.GetBlock=true then result:=false else  result:= true; 
    end; 
 
    function TJoinIn.GetNumUnServ: integer; 
    begin 
    result:=NumUnServ; 
    end; 
 
    function TJoin.GetState: boolean; 
    begin 
    if ExitSmo.GetBlock=true then result:=false else  result:= true; 
    end; 
 
    function TJoin.GetNumUnServ: integer; 
    begin 
    result:=NumUnServ; 
    end; 
    
    function TJoinOUT.GetNumService: integer; 
    begin 
    result:=NumService; 
    end; 
 
    end. 
------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 
Результати запуску програми наведені на рисунку 5.11. 
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Рисунок 5.11. Результати запуску програми, представленої у лістингу 5.2 
 
Верифікація мережі масового обслуговування здійснюється спосте-

реженням змінювання вихідних змінних моделі при змінюванні вхідних 
змінних моделі і порівнянням їх із очікуваним змінюванням. Наприклад, 
при зменшенні інтервалу часу, з яким вимоги надходять у мережу масово-
го обслуговування, очікується зменшення кількості вимог у її чергах та 
зменшення завантаження пристроїв. При збільшенні тривалості обслуго-
вування вимог у пристроях деякої системи масового обслуговування очі-
кується збільшення середньої кількості вимог у черзі цієї СМО та збіль-
шення середнього завантаження пристроїв цієї СМО. Результати верифі-
кації моделі мережі масового обслуговування (див. рис. 5.10) представлені 
у таблиці 5.1. 
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Таблиця 5.1. 
Верифікація моделі масового обслуговування 
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1 0,2 5 10 1,2 7 8 2 2 1 1 0,7 4863 872 21 130 0,20 6,3 4,9 1,1 5,5 0,10 1,0 
2 0,4 5 10 1,2 7 8 2 2 1 1 0,7 2470 1 0 38 0,02 0,4 3,0 0,2 3,5 0,05 0,7 
3 0,2 5 10 0,6 7 8 2 2 1 1 0,7 4981 5 293 254 0,11 0,4 3,1 3,2 6,5 0,18 1,2 
4 0,2 5 10 1,2 9 8 2 2 1 1 0,7 4804 782 1 148 0,20 5,9 4,9 0,2 5,6 0,14 1,1 
5 0,2 5 10 1,2 7 8 2 3 1 1 0,7 4963 803 56 63 0,18 6,0 4,9 1,5 5,7 0,05 1,2 
6 0,2 9 10 1,2 9 8 2 3 1 1 0,7 4813 9 60 75 0,03 0,4 6,0 1,0 7,0 0,05 1,3 
7 2 9 0 1,2 9 8 2 3 1 1 0,7 479 0 0 0 0 0 0,6 0 0,7 0 0,1 
8 2 3 0 1,2 9 0 2 3 0 1 0,7 478 0 0 0 0 0 0,5 0 0,7 0 0,1 
9 0,2 5 10 1,2 7 2 2 3 1 1 0,0 4805 765 0 1572 0,50 5,8 4,9 0 0 0,40 2,5 

10 0,2 5 10 1,2 7 2 2 3 1 1 1,0 4855 788 1072 0 0,40 6,2 4,9 0,7 6,2 0 0 

 
При початкових значення вхідних змінних спостерігається значна 

ймовірність відмови близько 0,2, висока зайнятість пристроїв першої СМО 
- 4,9 з 5 пристроїв, неповна зайнятість пристроїв другої СМО - 5,5 пристро-
їв в середньому з 7 пристроїв і недостатня зайнятість пристроїв третьої 
СМО - 1 з 2 пристроїв в середньому. За час моделювання, який складає 
1000 одиниць модельного часу, надійшло близько 5000 вимог, що відпові-
дає середньому інтервалу надходження вимог 0,2 одиниці модельного часу. 

При збільшенні інтервалу надходження вимог вдвічі спостерігається 
суттєве зменшення ймовірності відмови майже до нуля та зменшення заван-
таження усіх СМО - до 3 в першій СМО, до 3,5 в другій СМО і до 0,7 - в тре-
тій СМО. Середні довжини черг в усіх СМО досягли значень, які менші за 
одиницю. Таке зменшення завантаження усіх СМО цілком пояснюється 
зменшенням кількості вимог. що надійшли на обслуговування в мережу МО. 

При зменшенні середньої тривалості обслуговування вимоги при-
строєм першої СМО вдвічі спостерігається значне зменшення кількості 
вимог, які не обслуговані першою СМО і значне збільшення кількості ви-
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мог, які не обслуговані другою та третю СМО через обмеження кількості 
місць у черзі. Оскільки вимоги обробляються першою СМО швидше, се-
редня кількість зайнятих пристроїв у цій СМО зменшилась майже до 3 
пристроїв.  У той же час, оскільки до другої та третьої СМО потрапляє бі-
льше вимог, спостерігається логічне збільшення завантаження цих СМО - 
до 6,5 пристроїв у другій СМО і до 1,2 пристрої у третій СМО. Ймовір-
ність відмови в цілому в мережі зменшилась до 0,1.  

Збільшення кількості пристроїв у другій СМО з 7 до 9 у порівнянні з 
початковими результати призводять до скорочення кількості не обслуго-
ваних другою СМО вимог до 1 вимоги, проте середня кількість зайнятих 
пристроїв майже не змінилась, що пояснюється великою кількістю вимог, 
яким відмовлено в обслуговуванні першою СМО. А з кількістю вимог, які 
все ж таки пройшли обслуговування в першій СМО, легко справляються 6 
пристроїв другої СМО. Ймовірність відмови в мережі МО залишилась на 
рівні 0,2 через велику кількість вимог, яким відмовлено в обслуговуванні 
першою СМО. 

Збільшення кількості пристроїв у третій СМО до трьох призводить 
до не суттєвого зменшення середньої довжини черги до 0,05 та до невели-
кого збільшення середньої кількості зайнятих пристроїв у цій СМО до 1,2 
пристрої через недостатню кількість вимог, які надходять на обслугову-
вання у третю СМО. Ймовірність відмови дещо зменшується до 0,18. 

Одночасне збільшення кількості пристроїв у першій СМО до 9 при-
строїв, до 9 пристроїв у другій СМО і до 3 - у третій СМО призводить до 
суттєвого очікуваного зменшення  ймовірності відмови до 0,03.  

Збільшення інтервалу надходження вимог до 2 одиниць модельного 
часу призводить до нульових значень ймовірності відмови та середніх до-
вжин черг у всіх СМО, що цілком пояснюється зменшенням кількості ви-
мог, що надходять на обслуговування. На нульове значення ймовірності 
відмови при такій малій інтенсивності надходження вимог не впливає ні 
зменшення максимальної довжини черги в першій СМО до нуля ні змен-
шення кількості пристроїв в першій СМО до трьох. 

Зменшення ймовірності надходження вимог з першої СМО до другої 
СМО до 0, що фактично означає закриття маршруту СМО1-СМО2, при-
зводить до значного збільшення кількості вимог, яким відмовлено в об-
слуговуванні третьою СМО, збільшення завантаження пристроїв та черги 
третьої СМО - до 2,5 пристроїв в середньому та до 0,4 вимоги в середньо-
му відповідно. 

Закриття маршруту СМО1-СМО3 призводить до значного збільшен-
ня кількості вимог, яким відмовлено в обслуговуванні другою СМО, збі-
льшення завантаження пристроїв та черги другої СМО - до 6,2 пристроїв в 
середньому та до 0,7 вимоги в середньому відповідно. 
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Отже, змінювання значень вхідних змінних моделі призводить до 
логічного змінювання вихідних змінних моделі. Тому за результатами ве-
рифікації моделі робимо висновок про відповідність функціонування мо-
делі  функціонуванню реальної системи. Модель може бути використана 
для отримання практичних результатів. 

 
5.4. Імітаційне моделювання мережі Петрі з часовими затримками 

 
Імітаційні моделі складних систем складають на основі мереж Петрі 

з часовими затримками, побудова яких розглядалась у розділі 3.3. Мате-
матична теорія мереж Петрі з часовими затримками розглянута у [Зайцев]. 

Алгоритм імітації мережі Петрі складається з опису елементів моде-
лі та опису правил зміни стану елементів.  

Елементами мережі Петрі являються: 
§ позиція, 
§ перехід, 
§ зв’язок. 

Стан позиції повністю описується кількістю маркерів у позиції. 
Перехід характеризується часовою затримкою та множиною вхідних 

позицій. Стан переходу повністю описується моментами виходу маркерів 
з переходу. Зв’язок описується позицією або переходом, які на вході та на 
виході зв’язка. Зв’язок може з’єднувати тільки позицію та перехід або пе-
рехід та позицію. Отже, опис елементів мережі Петрі набагато простіший 
за опис елементів мережі масового обслуговування. 

Стан елементів мережі Петрі змінюється за правилами запуску пере-
ходів. Оскільки переходи відповідають подіям, що відбуваються в реаль-
ній системі, при подуві алгоритму імітації мережі Петрі не потрібно опи-
сувати алгоритми здійснення подій. Замість цього описується алгоритм 
запуску переходу мережі Петрі. 

Алгоритм імітації мережі Петрі реалізує упорядковану в часі послі-
довність запусків переходів і може бути побудований за двома принципа-
ми. Перший ґрунтується на тому, що структура мережі Петрі задається за 
допомогою матриць – матриці входів, матриці виходів та вектора маркіру-
вання. Другий ґрунтується на об’єктно-орієнтованому підході до побудо-
ви програм. 

Розглянемо побудову алгоритму імітації часової мережі Петрі, що 
ґрунтується на матричному описі структури мережі Петрі. Нехай задана 
мережа Петрі, матриця входів якої D

ji, матриця виходів – D+, вектор мар-
кірування – М. Умова запуску переходу Тj в матричному перекладі фор-
мулюється так: якщо кожна з компонент вектора маркірування більша або 
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рівна відповідної компоненти вектора, який є j-рядочком матриці входів, 
то умова запуску переходу Тj виконана: 

Мі ≥ D
ji для усіх і.     (5.28) 

Запуск переходу Тj з часовою затримкою здійснюється у два етапи. 
Спочатку здійснюється вхід маркерів у перехід Тj і запам’ятовується мо-
мент виходу маркерів з переходу t_outj. Вхід маркерів у перехід матрич-
ним способом здійснюється відніманням від вектору маркірування М j-
рядочку матриці входів D: 

Мі
′=Мі−D

ji для усіх і та для заданого j.  (5.29) 
У момент часу t_outj здійснюється вихід маркерів з переходу, що у 

матричному перекладі приймає вид: 
Мі

′′=Мі
′+D+

ji для усіх і та для заданого j.  (5.30) 
Тобто, до вектору маркірування додається j-рядочок матриці виходів 

D+. 
Стан моделі в кожний момент часу повністю описується маркіру-

ванням мережі Петрі та моментами часу виходу маркерів з переходів із 
часовими затримками. Просування модельного часу в мережі Петрі здійс-
нюється за принципом найближчої події. З усіх моментів часу виходу ма-
ркерів з переходів t_outj вибирається найменший t_min і запам’ятовується 
відповідний перехід j_min: 

jj
outtt _min:min_ = , min__:min_ min_ touttj j = . 

Поточний момент часу t встановлюється у вибране найменше зна-
чення t_min і здійснюється запуск переходу: 

min_: tt = , 
ijii DMM min: ++=  для усіх і 

Розглянемо алгоритм імітації мережі Петрі з часовими затримками 
на прикладі мережі Петрі, що представлена на рисунку 5.12. Дана мережа 
Петрі моделює процес обслуговування вимог мережею масового обслуго-
вування, що складається з трьох пристроїв обслуговування та двох черг, 
одна з яких має обмежену довжину. 

Перехід «надходження вимог» має часову затримку tнадх. Переходи, 
що моделюють обробку вимоги у пристроях обслуговування, мають часо-
ву затримку tобсл. Переходи «обслуговування у пристрої К1» та «відмова» 
являються конфліктними. Оскільки за змістом моделі вимога спочатку 
намагається обслугуватись у пристрої К1, для переходу «обслуговування у 
пристрої К1» заданий більший пріоритет у порівнянні з переходом «від-
мова». Для інших переходів задана нульова часова затримка. 

Отже, мережа Петрі, представлена на рисунку 5.12 є мережею Петрі 
з переходами, для яких задані часові затримками, та з конфліктними пере-
ходами, для яких заданий пріоритет запуску. 
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Алгоритм реалізації звичайної мережі Петрі складається з таких дій: 
∗ ввести  вектор маркірування М, матрицю входів D, матрицю виходів 

D+, 
час моделювання Tmod; 

∗ t:=0; 
∗ доки t<Tmod: 

− для кожного переходу Tj: 
§ якщо Мі ≥ D

ji для усіх і (умова запуску переходу вико-
нана), 

§ то Мі:=Мі−D
ji  для усіх і (з вхідних позицій переходу TJ 

відняти маркери), 
§ запам’ятати час виходу маркерів з переходу t_outj; 

− визначити момент найближчої події t_min:=min{t_outj} та відповід-
ний йому номер переходу Jmin; 

− просунути поточний час на момент найближчої події: t:=t_min; 
− Мі:=Мі+D+

Jmin,i для усіх і (добавити у вихідні позиції переходу TJmin 
маркери); 

− t_outJmin:=Tmod (запам’ятати, що з переходу TJmin не очікується вихід 
маркерів); 

• зібрати статистику про функціонування моделі; 
• кінець. 

Зауважимо, що в наведеному алгоритмі присутній неявний пріоритет 
запуску переходів, оскільки перевірка умови запуску переходів здійснюється 
у тому порядку, у якому вони занумеровані. Так, якщо перехід «обслугову-
вання каналом К1» буде мати номер менший за номер переходу «відмова», 

кількість 
обслугованих 
вимог 

К1 

кількість 
вільних місць 
у черзі 2 

Ч2 

tобсл 

L 

надходження 
вимог 

кількість 
відмов 

К2 

відмова 

К3 

Ч3 

tобсл tобсл tнадх 

Рисунок 5.12. Мережа Петрі з часовими затримками, що моделює  
мережу масового обслуговування 
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то спочатку завжди буде перевірятись умова запуску переходу «обслугову-
вання каналом К1» і тільки після цього умова запуску переходу «відмова», 
що означає пріоритет запуску переходу «обслуговування каналом К1». Як-
що нумерація переходів не буде відповідати їх пріоритету, то наведений ал-
горитм імітації мережі Петрі призводитиме до неправильних результатів. 
Тому при користуванні наведеним алгоритмом імітації слід пам’ятати, що 
нумерація переходів повинна співпадати з пріоритетом запуску переходів: 
перехід з більшим пріоритетом повинен мати менший номер. 

 
5.5. Імітаційне моделювання мережі Петрі з конфліктними переходами 

 
Якщо переходи мають спільну вхідну позицію і кількість маркерів у 

цій позиції недостатня для того, щоб одночасно запустити переходи, то 
переходи являються конфліктними. Способи розв’язання конфліктів роз-
глядались у пункті 3.4.  

Алгоритм імітації мережі Петрі з конфліктними переходами усклад-
нюється тим, що спочатку перевіряється умова запуску переходів, потім 
розв’язується конфлікт між переходами, для яких одночасно виконана 
умова запуску, і, нарешті, виконується запуск переходу. 

Неявний спосіб завдання пріоритету в алгоритмі імітації розглядався 
у пункті 5.3. Розглянемо ймовірнісний спосіб розв’язування конфліктів. 
Припустимо, що мережа Петрі, для якої складається алгоритм імітації має 
вид, представлений на рисунку 5.13. 

 
Конфлікт між переходами «обслуговування вимоги в каналі К2» та 

«обслуговування в каналі К3» розв’язується указуванням ймовірності за-
пуску переходів - ¼ та ¾ відповідно. 
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Рисунок 5.13. Мережа Петрі з часовими затримками та з 
конфліктними переходами 
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Алгоритм імітації мережі Петрі з конфліктними переходами склада-
ється з таких дій: 
∗ ввести  вектор маркірування М, матрицю входів D, матрицю виходів D+, 

час моделювання Tmod; ймовірності запуску конфліктних пе-
реходів q; 

∗ t:=0; 
∗ доки t<Tmod: 

° для кожного переходу Tj: 
• k:=0; 
• якщо Мі ≥ D

ji для усіх і (умова запуску переходу виконана), то 
§ k:=k+1; 
§ запам’ятати номер переходу в масиві Vk:=j, 

o якщо k=1 (конфлікт відсутній), то 
• J:=V1, 
• Мі:=Мі−D

Ji для усіх і (з вхідних позицій переходу TJ 
відняти маркери), 

• запам’ятати час виходу маркерів з переходу t_outJ; 
o якщо k>1 (розв’язання конфлікту), то  

• знайти N:=випадкове число від 1 до k, 
• F:=0; N:=0 
• для кожного Vj 

° r:= випадкове число від 0 до 1; 
° F:= F+ Vj  (розрахувати ймовірність запуску 
переходу Vj); 

° якщо F < r, то 
• J:=VN, 
• Мі:=Мі−D

Ji для усіх і (з вхідних позицій 
переходу TJ відняти маркери), 

• запам’ятати час виходу маркерів з перехо-
ду t_outJ; 

• вийти з циклу; 
o інакше передчасне закінчення моделювання; 
o визначити найменший з часів виходу маркерів 

t_min:=min{t_outj} та відповідний йому номер переходу Jmin; 
o просунути поточний час на цей момент часу: t:=t_min; 
o Мі:=Мі+D+

Jmin,i для усіх і (добавити у вихідні позиції переходу 
TJmin маркери); 

o t_outJmin:=Tmod (запам’ятати, що з переходу TJmin не очікується 
вихід маркерів); 

o зібрати статистику про функціонування моделі. 
∗ вивести результати; 
∗ кінець. 
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5.6. Імітаційне моделювання мережі Петрі з  
багатоканальними переходами 

 
У наведеному в пункті 5.4 алгоритмі імітації мережі Петрі будуть 

неправильно функціонувати мережі Петрі з багатоканальними переходами 
(див. розділ 3.4, 3.5). 

Припустимо, що вимоги у розглядуваному вище прикладі (див. рис. 
5.12) обслуговуються не одним, а декількома пристроями обслуговування, 
що працюють паралельно (рис.5.14). 

 

 
Алгоритм імітації мережі Петрі з багатоканальними переходами 

ускладнюється, по-перше, тим, що замість одного значення t_outj у пере-
ході, що є багатоканальним, доведеться запам’ятовувати масив значень 
t_outj. По-друге, доведеться передбачити багаторазовий запуск переходу 
для чого перевірку умови запуску переходу та запуск переходів потрібно 
здійснювати доти, доки виконується умова запуску хоч для одного з них. 

Алгоритм імітації мережі Петрі з багатоканальними переходами 
складається з таких дій : 
∗ ввести  вектор маркірування М, матрицю входів D, матрицю виходів 

D+, 
час моделювання Tmod; 

∗ поточний час t:=0; 
∗ доки t< Tmod: 

§ для кожного переходу TJ: 
° доки k=0 виконувати багатократний запуск переходу TJ: 

• k:=0; 
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Рисунок 5.14. Мережа Петрі з часовими затримками  
та з багатоканальними переходами 
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• якщо Мі ≥ D
Ji для усіх і (умова запуску переходу виконана), 

то 
o Мі

′=Мі−D
Ji  для усіх і (з вхідних позицій переходу TJ 

відняти маркери), 
o запам’ятати час виходу маркерів з переходу TJ в кінець 
масиву t_outJ[n+1]: = t+tобр, n – номер останнього еле-
менту масиву t_outJ; 

o k:=k+1; 
§ визначити найменший з часів виходу маркерів 
t_min:=min{t_outJ,k} та відповідний йому номер переходу Jmin та но-
мер каналу Nmin; 
§ просунути поточний час на момент найближчої події: t:=t_min; 
§ Мі

′=Мi+D+
Jmin,i для усіх і (добавити у вихідні позиції переходу 

TJmin маркери); 
§ для кожного і від Nmin до n: 

•  t_outJmin,i := t_outJmin,i+1(видалити момент часу 
t_outJmin,Nmin з масиву t_outJmin); 

• t_outJmin,n:=Tmod; 
∗ зібрати статистику про функціонування моделі. 
∗ кінець. 

Матричний підхід до побудови алгоритму імітації мережі Петрі ефе-
ктивний тільки при відносно невеликій кількості переходів та позицій. 
При великій кількості переходів та позицій матриці входів та виходів міс-
тять, як правило, велику кількість нулів, перегляд яких при кожному про-
суванні модельного часу гальмує процес імітації. 

Об’єктно-орієнтований підхід дозволяє задати структурні зв’язки 
між елементами мережі Петрі за допомогою об’єктів типу зв’язок. Переві-
рка умови запуску переходу в цьому випадку здійснюється тільки для по-
зицій, що являються для переходу вхідними. На основі об’єктно-
орієнтованого підходу побудована універсальна система імітаційного мо-
делювання PTRSIM, що розглядається у розділі 8.2. 

 
5.7. Приклади розв’язання задач 

 
Задача 1. Побудувати генератор випадкової величини, що має екс-

поненціальний закон розподілу з параметром 2. 
Розв’язання. Скористаємось методом оберненої функції. За форму-

лою (5.12) отримуємо: 

ςln
2
1

⋅−=r , 

де ζ є випадкова величина, рівномірно розподілена на (0;1). 
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Відповідь: ςln
2
1

⋅−=r , де ζ є випадкова величина, рівномірно розпо-
ділена на (0;1). 

Задача 2. Побудувати генератор випадкової величини r, що приймає 
значення 0, 1, 2 з ймовірностями 0,25, 0,5 та 0,25 відповідно.  

Розв’язання. За формулою (5.13) для генерування дискретної випа-
дкової величини отримуємо: 









≤<
≤<

≤<
=

175,0      ,2
75,025,0       ,1

25,00       ,0

ς
ς

ς

якщо
якщо
якщо

r  

де ζ є випадкова величина, рівномірно розподілена на (0;1). 

Відповідь: 








≤<
≤<

≤<
=

175,0      ,2
75,025,0       ,1

25,00       ,0

ς
ς

ς

якщо
якщо
якщо

r , де ζ є випадкова величина, рі-

вномірно розподілена на (0;1). 
Задача 3. Побудувати генератор випадкових чисел, якщо відомі зна-

чення закону розподілу випадкової величини: F(0)=0, F(0,5)=0,27, F(1)=0,5, 
F(1,5)=0,73, F(2)=0,88, F(2,5)=0,96, F(3)=0,98, F(3,5)=0,99, F(4)=1,0 

Розв’язання. Для побудови заданого генератору випадкових чисел 
скористаємось табличним методом. За формулами (5.15) знаходимо: 

,
27,0
5,0

ς⋅=r  якщо 27,00 ≤< ς ; 

( ),27,0
23,0
5,05,0 −+= ςr  якщо 5,027,0 ≤< ς ; 

( ),5,0
23,0
5,01 −+= ςr  якщо 73,00,5 ≤< ς ; 

( ),73,0
15,0
5,05,1 −+= ςr  якщо 88,00,73 ≤< ς ; 

( ),88,0
8,0
5,02 −+= ςr  якщо 96,00,88 ≤< ς ; 

( ),96,0
02,0
5,05,2 −+= ςr  якщо 98,00,96 ≤< ς ; 

( ),98,0
01,0
5,03 −+= ςr  якщо 99,00,98 ≤< ς ; 

( ),99,0
01,0
5,05,3 −+= ςr  якщо 10,99 ≤< ς ; 

Відповідь: відповіддю є вісім отриманих формул. 
Задача 4. Побудувати генератор випадкових чисел, нормально роз-

поділених з математичним сподіванням 10 та середнім квадратичним від-
хиленням 2. 
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Розв’язання. Скористаємось формулами (5.16), 5.19). За умовами за-
дачі математичне сподівання а=10, а середнє квадратичне відхилення σ=2. 
Тому маємо таку формулу 

r = 2γ+10, 
 

величина γ розрахована за формулами (5.16), (5.18). 
Відповідь: генератор нормально розподілених випадкових чисел з 

математичним сподіванням 10 та середнім квадратичним відхиленням 2 
задається формулою r = 2γ+10. 

 

Задача 5. Побудувати алгоритм імітації наступної мережі МО, що 
представлена на рисунку 5.15. Метою моделювання є визначення ймовір-
ності відмови та середніх довжин черг. 

 

 
Розв’язання. Виділимо елементи системи: канал СМО1 – Канал1, 

канали СМО2 – Канал21 та Канал22, канал СМО3 – Канал3, черга СМО2 
– Черга1, черга СМО3 – Черга2. 

Параметри системи: інтервал надходження - tнадх )ln(1
ζ

λ
−= ; інтервал 

обслуговування в Каналі1 - tоб_в_к1 )ln(1

1

ζ
µ

−= ; інтервал обслуговування 

в Каналі2і - tоб_в_к2 )ln(1

2

ζ
µ

−= ; інтервал обслуговування в Каналі3 - 

tоб_в_к3 )ln(1

3

ζ
µ

−= ; максимальне значення довжини чергиСМО2 – Lmax. 

Нехай змінна t – це поточний момент часу. 
Для опису стану системи в момент часу t введемо наступні змінні. 

Змінна Т0 – це час надходження вимоги до мережі МО. Стан каналів об-
слуговування опишемо змінними Z* та Т*, де *– номер каналу. Змінна Z* 
приймає значення 0, якщо Канал* вільний, значення 1, якщо Канал* за-
йнятий та значення 2, якщо Канал* заблокований. Змінна Т* - це час за-
кінчення обслуговування в каналі *. 

Стан черги опишемо змінною L* - кількість вимог у Черзі*. 
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Рисунок 5.15. Мережа МО до умови задачі 5 
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Для збору інформації про систему введемо змінні: Nнеоб – кількість 
не обслугованих вимог на момент часу t, Nоб - кількість обслугованих ви-
мог на момент часу t. 

Виділимо події, які виникають у системі: 
­ надходження вимоги до мережі МО (подія 1); 
­ закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО1 (подія 2); 
­ закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО2 (подія 3); 
­ закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО3 (подія 4); 
Опишемо дії, що складають кожну подію. 

Подія 1 «Надходження вимоги до мережі МО» 
• якщо Канал1 вільний, то зайняти канал Z1:=1, запам’ятати час за-
кінчення обслуговування в Каналі1 Т1:=t+tоб_в_к1; 

• інакше кількість не обслугованих вимог збільшити на одиницю 
Nнеобсл:=Nнеобсл+1 

• генерувати наступний момент надходження вимоги до мережі МО 
T0:=t+ tнадх. 

Подія 2 «Закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО1» 
• для і=1,2 

o якщо Канал2і вільний, то запам’ятати номер каналу Num:=i; 
o інакше Num:=0 

• якщо Num≠0, то зайняти Канал2Num Z2Num:=1, запам’ятати час 
закінчення обслуговування в Канал2Num Т2Num:=t+tоб_в_к2Num, 
звільнити Канал1 Z1:=0, Т1:=Tmod; 

• інакше збільшити кількість вимог в черзі на одну L1:=L1+1, звіль-
нити Канал1 Z1:=0, Т1:=Tmod. 

Подія 3 «Закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО2» 
• для і=1,2 

o якщо t=T2i, то 
§ якщо Канал3 вільний, то зайняти канал Z3:=1, за-
пам’ятати час закінчення обслуговування в Каналі3 
Т3:=t+tоб_в_к3; 

•  якщо черга СМО2 непуста L1>0 запам’ятати час 
закінчення обслуговування в Каналі2і 
Т2і:=t+tоб_в_к2, зменшити довжину черги на 
одиницю L1:=L1-1; 

• інакше звільнити Канал2і Z2і:=0, Т2і:=Tmod; 
§   інакше  

• якщо є вільне місце в черзі СМО3 L2<Lmax, то 
L2:=L2+1, звільнити Канал2і Z2і:=0, Т2і:=Tmod; 

• інакше заблокувати Канал2і Z2і:=2, Т2і:=Tmod; 
o інакше помилка. 
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Подія 4 „Закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО3” 
• збільшити кількість обслугованих вимог на один Nоб:=Nоб+1 
• якщо черга непуста L2>0, то зайняти канал Z3:=1, запам’ятати час 
закінчення обслуговування в Каналі3 Т3:=t+tоб_в_к3; 

• для і=1,2 
o якщо канал другої СМО заблокований T2i=2, то 

•  якщо черга СМО2 непуста L1>0 запам’ятати час 
закінчення обслуговування в Каналі2і 
Т2і:=t+tоб_в_к2, зменшити довжину черги на 
одиницю L1:=L1-1; 

• інакше звільнити Канал2і Z2і:=0, Т2і:=Tmod; 
o інакше зменшити чергу СМО3 на одиницю L2:=L2-1. 

 

Процедура «Визначення моменту найближчої події» 
• tmin:=T0, запам’ятати подію 1 sob:=1; 
• якщо T1<tmin, то tmin:=T1, запам’ятати подію 2 sob:=2; 
• для і=1,2 

o якщо T2і<tmin, то tmin:=T2і, запам’ятати подію 3 sob:=3; 
• якщо T3<tmin, то tmin:=T3, запам’ятати подію 4 sob:=4; 
• інакше помилка. 

 

Програма «Імітація» 
• введення початкових значень – t:=0, Tmod:=1000, T0:=2, Z1:=0, 
Т1:=Tmod, L1:=0, Z21:=0, Т21:=Tmod, Z22:=1, Т22:=0, L2:=0, Z3:=0, 
Т3:= Tmod; 

• доки не вичерпаний час моделювання t<Tmod 
o  виконати процедуру „Визначення моменту найближчої події”; 
o зібрати статистичний матеріал (черга1:=черга1+L1*(tmin-t), 
черга2:=черга2+L2*(tmin-t)) ; 

o просунути час у момент найближчої події t:=tmin; 
o якщо подія 1 sob=1, то виконати подію 1; 
o якщо подія 2 sob=2, то виконати подію 2; 
o якщо подія 3 sob=3, то виконати подію 3; 
o якщо подія 4 sob=4, то виконати подію 4; 

• виведення результатів моделювання - ймовірність відмови 
:=Nнеоб/(Nнеоб+Nоб), середня довжина черги1 := черга1/Tmod, се-
редня довжина черги2 := черга2/Tmod. 
Відповідь: відповіддю є складений алгоритм імітації. 
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Задача 6. Побудувати алгоритм імітації наступної мережі МО, що 
представлена на рисунку 5.16. Метою моделювання є визначення заван-
таження каналів обслуговування, середньої довжини черг та ймовірності 
відмови в обслуговуванні. 

 
Розв’язання. Скористаємось об’єктно-орієнтованим підходом для 

побудови алгоритму імітації мережі МО та програмою (див. лістинг 5.2). 
Мережа масового обслуговування за умовою задачі складається з двох 
СМО: СМО1 із двома каналами обслуговування і чергою обмеженої дов-
жини 6 місць та СМО2 з одним каналом обслуговування і чергою необме-
женої довжини. Надходження в мережу відбувається з інтенсивністю 0,6 
вимог/одиницю часу за експоненціальним законом розподілу. Тривалість 
обслуговування вимог каналом першої СМО відбувається протягом часу, 
який має експоненціальний розподіл із середнім значенням 1/0,4 одиниць 
часу. Тривалість обслуговування вимог каналом другої СМО відбувається 
протягом часу, який має експоненціальний розподіл із середнім значенням 
1/0,9 одиниць часу. Таким чином, структура мережі масового обслугову-
вання представляється наступним фрагментом програми: 
 
               //структура мережі масового обслуговування  
systEntry:=TsystEntry.Create(1/0.6); //створення вхідного потоку вимог 
 smo[0]:=TSMO.Create(2,6,GetTimeMod,1/0.4); //створення СМО1 
 joinIn:=TJoinIN.Create(systEntry,smo[0]);// створення маршруту до 
СМО1 
   smo[1]:=TSMO.Create(1,1000,GetTimeMod,1/0.6); //створення СМО2 
   join[0]:=TJoin.Create(smo[0],smo[1]); //створення маршруту від 
СМО1 до СМО2 
   join[1]:=TJoin.Create(smo[1],smo[1]); //створення маршруту від 
СМО2 до СМО2 
     joinOut:=TJoinOUT.Create(smo[NumSMO-1]); //створення маршру-
ту на вихід системи 

µ1=0,4  

λ=0,6
  

К1 

К1 

К2 

l=6 

1/2 

Рисунок 5.16. Мережа МО до умови задачі 6 
 

µ2=0,9 
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Виділимо події, які виникають у системі: 
­ надходження вимоги до мережі МО (подія 0); 
­ закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО1 (подія 1); 
­ закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО2 (подія 2). 
Подія 2 містить в собі випадковий вибір маршруту слідування: з 
ймовірністю 0,5 відбувається слідування вимоги на вихід системи, в 
іншому випадку відбувається слідування вимоги до СМО2 на повто-
рне обслуговування. 
Опишемо дії, що складають кожну подію. 

Подія 0 «Надходження вимоги до мережі МО» 
• створити вимогу на вході системи; 
• передати вимогу на вхід СМО1; 
• зайняти СМО1. 

Подія 1 «Закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО1 (або 
надходження вимоги до СМО2)» 

• вивільнити вимогу зі СМО1; 
• передати вимогу до СМО2; 
• зайняти СМО2. 

Подія 2 «Закінчилось обслуговування вимоги в каналі СМО2» 
• генерувати випадкове рівномірно розподілене на інтервалі (0;1) 
число ζ; 
o якщо ζ<0,5, то  

§ вивільнити вимогу зі СМО2; 
§ передати вимогу на вихід системи; 

o інакше  
§ вивільнити вимогу зі СМО2; 
§ передати вимогу на вхід СМО2; 
§ зайняти СМО2. 

Імітація функціонування мережі МО представляється наступним 
фрагментом програми: 
 
NumSMO:=2; //кількість СМО 
choice:=0.5; //ймовірність вибору маршруту 
t:=0; // початкове значення модельного часу 
while t<GetTimeMod do 
 begin 
 tmin:=systEntry.GetMinTime; 
 event:=0; 
 for i:=0 to NumSMO-1 do 
 if smo[i].GetMinTime<tmin then 
                        begin 
                        tmin:=smo[i].GetMinTime; 
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                        event:=i+1; 
                        end; 
  for i:=0 to NumSMO-1 do 
  begin 
  AverQue[i]:=AverQue[i]+((tmin-t)/GetTimeMod)*smo[i].GetStateQue; 
 AverDevices[i]:=AverDevices[i]+((tmin-
t)/GetTimeMod)*smo[i].GetAverLoadChannel; 
  end; 
 
t:=tmin; //просування часу в момент найближчої події 
 case event of 
 0:  begin 
            systEntry.Arrival(GetTimeNow); 
            joinIn.send; 
            smo[0].Seize(GetTimeNow); 
     end; 
 1:  begin 
             smo[0].Releize(smo[0].GetMinChannel,GetTimeMod,GetTimeNow); 
             join[0].send; 
             smo[1].Seize(GetTimeNow); 
     end; 
 2:  begin 
             if random<choice then   //вибір маршруту слідування 
             begin 
             smo[1].Releize(smo[1].GetMinChannel,GetTimeMod,GetTimeNow); 
              joinOut.send; 
             end 
             else 
             begin 
            smo[1].Releize(smo[1].GetMinChannel,GetTimeMod,GetTimeNow); 
             join[1].send; 
             smo[1].Seize(GetTimeNow); 
             end; 
     end ; 
prob:=joinIn.GetNumUnServ; 
 for i:=0 to NumSMO-2 do 
    prob:=prob+join[i].GetNumUnServ; 
 prob:=prob/systEntry.GetNumArrival; 
 

Відповідь: відповіддю є складений алгоритм імітації. 
Задача 7. Складіть мережу МО відповідно до умов наступної задачі 

та побудуйте алгоритм імітації: 
У системі передачі даних здійснюється обмін пакетами даних між 

пунктами А і В по дуплексному каналу зв'язку. Пакети надходять у пункти 
системи від абонентів з інтервалами часу між ними 10±3 мс. Передача па-
кета займає в середньому 10 мс. У пунктах є буферні регістри, що можуть 
зберігати два пакети (включаючи переданий). У випадку приходу пакета в 
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момент зайнятості регістрів пунктам системи дається вихід на супутникову 
напівдуплексну лінію зв'язку, що здійснює передачу пакетів даних за 10±5 
мс. При зайнятості супутникової лінії пакет одержує відмову. 

Метою моделювання є визначення долі загублених через зайнятість 
каналів зв’язку пакетів даних, частоти викликів супутникової лінії та її за-
вантаження. 

Розв’язання. Об’єктами обслуговування в даній задачі є пакети да-
них, тобто вони є вимогами. Обслуговування виконують дуплексний канал 
зв’язку та супутникова напівдуплексна лінія зв’язку. Передачу пакетів да-
них між пунктами А і В по дуплексному каналу зв'язку моделюють дві од-
ноканальні СМО з чергою обмеженої довжини. Одна з них (СМО1) здійс-
нює зв’язок в напрямку АВ, а друга (СМО2) - в напрямку ВА. Зв’язок по 
напівдуплексному супутниковому каналу моделює одноканальна СМО без 
черги (СМО3), яка здійснює зв’язок або в напрямку АВ, або в напрямку 
ВА. Управління каналами зв’язку здійснюється за допомогою блокування 
супутникової лінії при наявності в буферних регістрах дуплексного каналу 
вільних місць. Схема мережі МО представлена на рисунку 5.17. 

 
Виділимо елементи системи: черга СМО1 – ЧергаАВ, канал СМО1 – 

КаналАВ, черга СМО2 – ЧергаВА, канал СМО2 – КаналВА, канал СМО3 
– КаналС. 

Нехай змінна t – це поточний момент часу. Для опису стану системи 
в момент часу t введемо наступні змінні. 

Надходження вимоги до мережі МО описують змінні Т0А та Т0В – 
час надходження з пункту А та з пункту В відповідно. Стан каналів обслу-

Рисунок 5.17. Мережа МО до задачі 7 
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говування опишемо змінними Z* та Т*, де *– номер каналу. Змінна Z* 
приймає значення 0, якщо Канал* вільний, значення 1, якщо Канал* за-
йнятий. Змінна Т* - це час закінчення обслуговування в Каналі*. 

Стан черги опишемо змінною L* - кількість вимог у Черзі*. 
Для збору інформації про систему введемо змінні: NАВ – кількість 

обслугованих вимог КаналомАВ на момент t, NВА – кількість обслугова-
них вимог КаналомВА на момент t, NС - кількість обслугованих вимог в 
КаналіС на момент часу t, Nнеобсл - кількість не обслугованих вимог збі-
льшити на одиницю, RC - час роботи супутникової лінії. 

Виділимо події, які виникають у системі: 
­ надходження вимоги з пункту А (подія 1); 
­ надходження вимоги з пункту В (подія 2); 
­ закінчилось обслуговування вимоги в КаналіАВ (подія 3); 
­ закінчилось обслуговування вимоги КаналіВА (подія 4); 
­ закінчилось обслуговування вимоги в КаналіС (подія 5). 
Подія 2 аналогічна події 1, а подія 4 аналогічна події 3, тому опише-

мо тільки дії, що складають події 1, 3 та 5. 
Подія 1 «Надходження вимоги з пункту А» 

• якщо КаналАВ вільний, то зайняти канал ZАВ:=1, запам’ятати час 
закінчення обслуговування в КаналіАВ ТАВ:=t+tоб_в_кАВ; 

• інакше 
o якщо в ЧерзіАВ є вільне місце LАВ<1, то збільшити кількість 
вимог в черзі на одиницю; 

o інакше  
§ якщо КаналС вільний, то зайняти канал ZС:=1, за-
пам’ятати час закінчення обслуговування в КаналіАВ 
ТС:=t+tоб_в_кС, запам’ятати час роботи супутникової лі-
нії RC:=RC+tоб_в_кС; 

§ інакше кількість не обслугованих вимог збільшити на 
одиницю Nнеобсл:=Nнеобсл+1; 

• генерувати наступний момент надходження вимоги до мережі МО 
T0:=t+ tнадх. 

Подія 3 «Закінчилось обслуговування вимоги в КаналіАВ» 
• збільшити кількість обслугованих вимог в КаналіАВ на одиницю 

NАВ:=NАВ+1; 
• якщо в ЧерзіАВ є вимоги LАВ>0, то  

o зменшити кількість вимог в черзі на одиницю LАВ:= LАВ-1; 
o зайняти КаналАВ ZАВ:=1; 
o запам’ятати час закінчення обслуговування в КаналіАВ 
ТАВ:=t+tоб_в_кАВ; 

• інакше звільнити Канал АВ ZАВ:=0; ТАВ:= Tmod+1; 
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Подія 5 «Закінчилось обслуговування вимоги в КаналіС» 
• збільшити кількість обслугованих вимог в КаналіАВ на одиницю 

NС:=NС+1; 
• звільнити КаналС ZС:=0; ТС:= Tmod+1; 

Процедура «Визначення моменту найближчої події» 
• tmin:=T0А, запам’ятати подію 1 sob:=1; 
• якщо T0В<tmin, то tmin:=T0В, запам’ятати подію 2 sob:=2; 
• якщо TАВ<tmin, то tmin:=TАВ, запам’ятати подію 3 sob:=3; 
• якщо TВА<tmin, то tmin:=TВА, запам’ятати подію 4 sob:=4; 
• якщо TС<tmin, то tmin:=TС, запам’ятати подію 5 sob:=5. 

Програма «Імітація» 
• введення початкових значень – t:=0, Tmod:=5000, T0А:=2, T0В:=2, 

L1:=0, Z1:=0, Т1:=Tmod, L2:=0, Z2:=0, Т2:=Tmod, Z3:=0, Т3:=Tmod, 
всі інші змінні :=0; 

• доки не вичерпаний час моделювання t<Tmod 
o  виконати процедуру «Визначення моменту найближчої події»; 
o установити поточний час у момент найближчої події t:=tmin; 
o зібрати статистичний матеріал (завантажен-
ня1:=завантаження1+R1, черга2:=черга2+L2, індекс:=індекс+1); 

o якщо подія 1 sob=1, то виконати подію 1; 
o якщо подія 2 sob=2, то виконати подію 2; 
o якщо подія 3 sob=3, то виконати подію 3; 

• виведення результатів моделювання – частка загублених пакетів да-
них :=Nнеобсл/(Nнеобсл+NАВ+NВА+NС), частота викликів супутни-
кової лінії := NС/(Nнеобсл+NАВ+NВА+NС), завантаження супутнико-
вої лінії := RC/Tmod. 
Відповідь: відповіддю є складений алгоритм імітації. 
Задача 8. Складіть матриці входів та виходів для мережі Петрі, яка 

представлена на рисунку 5.18, та знайдіть результат запуску такої послі-
довності переходів: Т1 Т3 Т2 Т1. 

 

р1 

р2 

р3 

р4 

t1 

t2 

t3 

Рисунок 5.18. Мережа Петрі до задачі 8 
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Розв’язання. Складаємо початковий вектор маркірування : М=(1, 2, 
0, 2). За кількістю зв’язків, що має і–позиція з j–переходом, формуємо ма-
трицю входів ( j – номер рядочка, і – номер стовпчика): 

D=
















0100
2000
0011

 

За кількістю зв’язків, що має j–перехід з і–позицією, формуємо мат-
рицю виходів ( j – номер рядочка, і – номер стовпчика): 

D+=
















1020
0001
0100

. 

Перевіряємо умову запуску переходу Т1 порівнюючи кожну компо-
ненту вектора маркірування з відповідними елементами першого рядочка 
матриці входів (див. формулу (5.1)): 

(1, 2, 0, 2)≥(1, 1, 0, 0). 
Отже, умова запуску переходу Т1 виконана. Знаходимо результат за-

пуску переходу Т1 віднімаючи від компонент вектора маркірування еле-
менти першого рядочка матриці входів та додаючи елементи першого ря-
дочка матриці виходів (див. формулу (5.2)): 

М=(1, 2, 0, 2)−(1, 1, 0, 0)+(0, 0, 1, 0)=(0, 1, 1, 2). 
Перевіряємо умову запуску переходу Т3 порівнюючи компоненти 

вектора маркірування з відповідними елементами третього рядочка мат-
риці входів: 

(0, 1, 1, 2)≥(0; 0; 1; 0). 
Знаходимо результат запуску переходу Т1 віднімаючи від компонент 

вектора маркірування елементи третього рядочка матриці входів та дода-
ючи елементи третього рядочка матриці виходів: 

М=(0, 1, 1, 2)−(0, 0, 1, 0)+(0, 2, 0, 1)=(0, 3, 0, 3). 
Перевіряємо умову запуску переходу Т2 порівнюючи компоненти 

вектора маркірування з відповідними елементами другого рядочка матри-
ці входів: 

(0, 3, 0, 3)≥(0, 0, 0, 2). 
Знаходимо результат запуску переходу Т1 віднімаючи від компонент 

вектора маркірування елементи третього рядочка матриці входів та дода-
ючи елементи третього рядочка матриці виходів: 

М=(0, 3, 0, 3)−(0, 0, 0, 2)+(1, 0, 0, 0)=(1, 3, 0, 1). 
Перевіряємо умову запуску переходу Т1: 

(1, 3, 0, 1)≥(1, 1, 0, 0). 
Знаходимо результат запуску переходу Т1: 

М=(1, 3, 0, 1)−(1, 1, 0, 0)+(0, 0, 1, 0)=(0, 2, 1, 1). 
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Відповідь: для даної мережі Петрі матриця входів та матриця є такими: 

D=
















0100
2000
0011

 , D+=
















1020
0001
0100

. 

Результатом запуску послідовності переходів Т1 Т3 Т2 Т1 є маркіру-
вання М=(0, 2, 1, 1). 

Задача 9. Складіть алгоритм імітації мережі Петрі, що представлена 
на рисунку 5.19. 

 
Задані такі часові затримки переходів: 

T1=120
1 , T2=T4=0, T3=T5=



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


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42 if  ,

2 if  ,2

τ
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, 

де 361
12

1

+







−⋅= ∑

=i
iςτ  є нормально розподіленою величиною з середнім зна-

ченням 3 та середнім квадратичним відхиленням 1. 
Розв’язання. Складаємо початковий вектор маркірування: М=(1, 0, 

3, 0, 2; 0). За кількістю зв’язків, що має і–позиція з j–переходом, формуємо 
матрицю входів ( j – номер рядочка, і – номер стовпчика). За кількістю 
зв’язків, що має j–перехід з і–позицією, формуємо матрицю виходів ( j – 
номер рядочка, і – номер стовпчика): 

D=
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Рисунок 5.19. Мережа Петрі до задачі 9 
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Час затримки задамо у вигляді вектора: T=(T1; T2; T3; T4; T5). 
Мережа Петрі, що розглядається, має конфліктні переходи Т2 і Т4, 

тому алгоритм імітації повинен передбачити розв’язання конфліктної си-
туації. Оскільки в умові задачі нічого не сказано про пріоритет запуску 
переходів, то для розв’язання конфлікту пропонується рівноймовірнісний 
спосіб: при одночасному виконанні умові запуску переходу Т2 і Т4 рішен-
ня про вибір переходу, який запускається в даний момент, приймається за 
значенням випадкового рівномірно розподіленого в інтервалі (0;1) числа ζ. 
Якщо генероване число ζ менше за 0,5 – приймається рішення про запуск 
переходу Т2, в противному випадку – про запуск переходу Т4. 

Оскільки в мережі Петрі, що розглядається, є багатоканальні пере-
ходи Т2, Т3, Т4, Т5, та скористаємось алгоритмом імітації мережі Петрі з 
багатоканальними переходами, який доповнимо розв’язанням конфлікту. 

Алгоритм реалізації даної мережі Петрі складається з таких дій: 
∗ ввести  вектор маркірування М, матрицю входів D, матрицю виходів 

D+, 
час моделювання Tmod; 

∗ поточний час t:=0; 
∗ доки t< Tmod: 

o для кожного переходу Tj: 
• k:=0; 
• якщо Мі ≥ D

ji для усіх і (умова запуску переходу виконана), то 
§ k:=k+1; 
§ запам’ятати номер переходу в масиві Vk:=j, 

o якщо k=1 (конфлікт відсутній) , то: 
• J:=V1: 
• доки m=0 виконувати багатократний запуск переходу 

TJ: 
§ m:=0; 
§ якщо Мі ≥ D

Ji для усіх і (умова запуску перехо-
ду виконана), то 

• Мі
′=Мі−D

Ji  для усіх і (з вхідних позицій 
переходу TJ відняти маркери), 

• запам’ятати час виходу маркерів з переходу 
TJ в кінець масиву t_outJ[n+1]: = t+tобр, n – 
номер останнього елементу масиву t_outJ; 

• m:=m+1; 
o якщо k>1 (розв’язання конфлікту), то  

• знайти N:=випадкове число від 1 до k, 
• J:=VN, 
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• доки m=0 виконувати багатократний запуск перехо-
ду TJ: 
§ m:=0; 
§ якщо Мі ≥ D

Ji для усіх і (умова запуску перехо-
ду виконана), то 

• Мі
′=Мі−D

Ji  для усіх і (з вхідних позицій 
переходу TJ відняти маркери), 

• запам’ятати час виходу маркерів з переходу 
TJ в кінець масиву t_outJ[n+1]: = t+tобр, n – 
номер останнього елементу масиву t_outJ; 

• m:=m+1; 
o інакше передчасне закінчення моделювання; 
o визначити найменший з часів виходу маркерів 

t_min:=min{t_outJ,k} та відповідний йому номер переходу Jmin та 
номер каналу Nmin; 

o просунути поточний час на момент найближчої події: t:=t_min; 
o Мі

′=Мi+D+
Jmin,i для усіх і (добавити у вихідні позиції переходу 

TJmin маркери); 
§ для кожного і від Nmin до n: 

•  t_outJmin,i := t_outJmin,i+1(видалити момент часу 
t_outJmin,Nmin з масиву t_outJmin); 

• t_outJmin,n:=Tmod; 
∗ зібрати статистику про функціонування моделі. 
∗ кінець. 

Відповідь: відповіддю є складений алгоритм. 
Задача 10. Складіть алгоритм імітації мережі Петрі, що представле-

на на рисунку 5.20. 
 Розв’язання. Початковий вектор маркірування має значення: М=(1, 

0, 70, 1, 0; 0; 0). Складаємо матрицю входів та матрицю виходів: 
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Час затримки задамо у вигляді вектора: T=(T1; T2; T3; T4; T5; Т6). 
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Алгоритм імітації даної мережі Петрі складається з таких дій: 

∗ ввести  вектор маркірування М, матрицю входів D, матрицю виходів 
D+, 

час моделювання Tmod; 
∗ t:=0; 
∗ доки t<Tmod: 

° для кожного переходу Tj: 
• k:=0; 
• якщо Мі ≥ D

ji для усіх і (умова запуску переходу виконана), 
то 
§ k:=k+1; 

• запам’ятати номер переходу в масиві Vk:=j, 
o якщо k=1, то 

• J:=V1, 
• Мі:=Мі−D

Ji для усіх і (з вхідних позицій переходу TJ 
відняти маркери), 

• запам’ятати час виходу маркерів з переходу t_outJ; 
° якщо k>1 знайти N:=випадкове число від 1 до k, 

J:=VN, 
Мі:=Мі−D

Ji для усіх і (з вхідних позицій переходу 
TJ відняти маркери), 

запам’ятати час виходу маркерів з переходу t_outJ; 
° інакше передчасне закінчення моделювання. 
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Рисунок 5.20. Мережа Петрі до задачі 3 

T5 
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° визначити найменший з часів виходу маркерів t_min:=min{t_outj} 
та відповідний йому номер переходу Jmin; 

° просунути поточний час на цей момент часу: t:=t_min; 
° Мі:=Мі+D+

Jmin,i для усіх і (добавити у вихідні позиції переходу 
TJmin маркери); 

∗ зібрати статистику про функціонування моделі. 
∗ кінець. 

Відповідь: відповіддю є складений алгоритм. 
 

5.8. Завдання для самостійної роботи 
 

1. Побудувати генератор випадкових чисел, які розподілені за екс-
поненціальним законом із математичним сподіванням 30. 

2. Побудувати генератор нормально розподілених випадкових чисел 
з математичним сподіванням 3 та дисперсією 2. 

3. Побудувати генератор випадкових чисел, що мають емпіричний 
закон розподілу із значеннями: F(8)=0,02, F(9)=0,07, F(10)=0,16, 
F(11)=0,31, F(12)=0,5, F(13)=0,70, F(14)=0,84, F(15)=0,93, F(16)=0,98, 
F(17)=0,99, F(18)=1,0. 

4. Побудувати генератор нормально розподілених випадкових чисел 
з математичним сподіванням 30 та дисперсією 15, але не менших 1 та не 
більших 60. 

5. Побудувати генератор випадкової величини r, що приймає зна-
чення 10, 15, 20, 25, 30 з ймовірностями 0,2, 0,3, 0,1, 0,1 та 0,3 відповідно. 

6. Побудувати генератор логнормально розподілених випадкових 
чисел з математичним сподіванням 12 та дисперсією 3. 

7. Побудувати генератор випадкових чисел, які мають трикутний за-
кон розподілу на інтервалі (1;12) з модою 3. 

8. Побудувати алгоритм імітації мережі масового обслуговування, 
що представлена на рисунку 5.21. Метою моделювання є визначення ймо-
вірності відмови та середньої завантаженості резервного каналу обслуго-
вування К3. 
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Рисунок 5.21. Мережа МО до завдання 8 
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9. Побудувати алгоритм імітації мережі масового обслуговування, 
що представлена на рисунку 5.22. Метою моделювання є визначення зава-
нтаження каналів обслуговування та середнього часу обслуговування ви-
моги в мережі масового обслуговування. 

 
10. Складіть мережу масового обслуговування відповідно до умов на-

ступної задачі та побудуйте алгоритм імітації: 
Магістральний канал передачі даних складається із загального нако-

пичувача та двох каналів – основного і резервного. Повідомлення посту-
пають в систему через 9±5 секунд і чекають в накопичувачі передачі. У 
нормальному режимі роботи повідомлення передаються по основному ка-
налу за 7±3 секунд. В основному каналі через інтервали часу 200±35 се-
кунд трапляються збої. Якщо збій трапляється під час передачі повідом-
лення, то відбувається його переривання. При цьому за 2 секунди запуска-
ється резервний канал, який передає повідомлення з самого початку. Від-
новлення основного каналу займає 70±7 секунд. До відновлення основно-
го каналу повідомлення передаються по резервному каналу. Після віднов-
лення резервний канал відключається і основний канал продовжує роботу 
із чергового повідомлення. 

Прибуток від передачі одного повідомлення через основний канал 
складає 50 грошових одиниць, а при передачі через резервний канал – 25 
грошових одиниць. Існує можливість підвищити надійність роботи основ-
ного каналу. При збільшенні середнього часу напрацювання на відмову на 
k секунд прибуток з кожного повідомлення зменшується на 0,03k грошо-
вих одиниць. 

Метою моделювання є визначення завантаження резервного та осно-
вного каналу та частоти переривання повідомлень. 

11. Складіть мережу масового обслуговування відповідно до умов на-
ступної задачі та побудуйте алгоритм імітації: 

Розглядається модель банку, у якому два касири сидять у помешкан-
ні, а два обслуговують клієнтів, що під'їжджають на автомобілях. Частина 
клієнтів, що надходять у банк, намагається спочатку обслугуватися у ав-
томобільних касирів. Час між надходженнями клієнтів цих клієнтів розпо-
ділено за експоненціальним законом з математичним сподіванням 0,75 
хвилин. У черзі до першого касира можуть знаходитись три автомобілі, а в 

К1 К2 

t=1,8 µ2=2 l=5 
λ=0,5
  

К3 

t=4

1/4

1/10 

Рисунок 5.22. Мережа МО до завдання 9 
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черзі до другого – чотири. Час обслуговування першим автомобільним ка-
сиром нормально розподілено з математичним сподіванням 0,5 хвилин і 
середньоквадратичним відхиленням 0,25 хвилин. Тривалість обслугову-
вання другим касиром розподілена рівномірно на інтервалі 0,2±0,1 хви-
лин. Якщо клієнт, що приїхав на автомобілі, не може стати в чергу до ав-
томобільних касирів через відсутність вільного місця, він залишає машину 
на стоянці і йде до касирів, що сидять у помешканні банку. Інша частина 
клієнтів йде зразу на обслуговування до касирів у помешканні банку і 
стають в одну чергу з клієнтами, що прибули на автомобілях. Інтервал між 
їхніми прибуттями має експоненціальний закон розподілу з математичним 
сподіванням 0,5 хвилин. До обох касирів стоїть одна черга. У черзі не мо-
же стояти більш 7 клієнтів. Клієнти, що прийшли в банк, коли черга запо-
внена повністю, не обслуговуються і залишають банк. Час обслуговування 
в обох касирів у помешканні банку має трикутний розподіл на інтервалі 
0,1±1,2 хвилин з модою 0,4 хвилин. 

Метою моделювання є визначення завантаження автомобільних ка-
сирів і касирів у банку, середніх довжини черг, а також ймовірності того, 
що клієнт піде з банку не обслугованим. 

12. Складіть мережу масового обслуговування відповідно до умов на-
ступної задачі та побудуйте алгоритм імітації: 

У банку для автомобілістів є два віконця, кожне з яких обслуговується 
одним касиром і має окрему під’їзну смугу. Обидві смуги розташовані по-
руч. З попередніх спостережень відомо, що інтервали часу між прибуттям 
клієнтів у годину пік мають експоненціальний закон розподілу з математич-
ним сподіванням, рівним 2,5 хвилин. Тривалість обслуговування в обох ка-
сирів однакова і може бути представлена випадковою величиною, яка роз-
поділена за експоненціальним законом з математичним сподіванням 1,5 
хвилин. Клієнти намагаються вибрати більш коротку чергу. Після того як 
клієнт в’їхав у банк, він не може залишити його, доки не буде обслугований. 
Через обмежене місце на кожній смузі може знаходитися не більш трьох ав-
томобілів. У банку, таким чином, не може знаходитися більш восьми авто-
мобілів, включаючи автомобілі двох клієнтів, що обслуговуються в поточ-
ний момент касиром. Якщо місце перед банком заповнено до границі, то 
клієнт, що прибув, вважається втраченим, тому що він відразу ж виїжджає. 

Метою моделювання є визначення: 1) середнього завантаження кож-
ного касира; 2) середньої кількості клієнтів у банку; 3) середнього часу пе-
ребування клієнта в банку; 4) середньої  кількості клієнтів у кожній черзі; 
5) відсоток клієнтів, яким відмовлено в обслуговуванні. 

15. Складіть алгоритм реалізації мережі Петрі, що представляє фор-
малізовану модель системи конвеєрної зборки деталей (див. рис 3.27). 
Оцініть значення ймовірності пропуску секції та середньої довжини черг 
по кожному типу деталей. 
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16. Складіть алгоритм реалізації мережі Петрі, яка представлена на 
рисунку 5.23. Часові затримки переходів указані на рисунку. Метою моде-
лювання є визначення зайнятості оперативної пам’яті. 

 
21. Складіть алгоритм реалізації мережі Петрі, яка представлена на 

рисунку 5.24. Часові затримки переходів указані на рисунку. 
Метою моделювання є визначення зайнятості черг по кожному типу 

завдань та завантаження комп’ютера. 
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22. Складіть алгоритм реалізації мережі Петрі, що представляє фор-
малізовану модель системи перевезення вантажів літаками двох типів 
(див. рис 3.32). Які спостерігаються значення середнього часу очікування 
контейнерів із вантажами та середнього завантаження великих та малень-
ких літаків протягом часу моделювання 240 годин? 

23. Складіть алгоритм реалізації мережі Петрі, що представляє фор-
малізовану модель системи транспортного руху у двох напрямках, керо-
ваного світлофорами (див. рис 3.33). Які спостерігаються значення серед-
нього часу очікування автомобілів в обох напрямках руху протягом часу 
моделювання 8 годин? 

24. Складіть алгоритм реалізації мережі Петрі, що представляє фор-
малізовану модель транспортної системи, що складається з бульдозера, 
навантажувачів та самоскидів (див. рис 3.34). Які спостерігаються значен-
ня середньої та максимальної кількості партій вантажу, що очікують ван-
таження, середнього завантаження самоскидів та середнього завантаження 
навантажувачів протягом часу моделювання 8 годин? 

 

5.9. Контрольні запитання 
1) За яких умов до мережі МО не можуть бути застосовані аналітичні 
методи моделювання? 

2) За яких умов виникає необхідність в імітаційних методах моделю-
вання? 

3) Що значить імітувати? 
4) Що таке мережева імітаційна модель? 
5) Які елементи складають імітаційну модель мережі масового обслу-
говування? Опишіть їх. 

6) Які є способи просування модельного часу? 
7) Який із способів просування модельного часу є найприйнятнішим 
при імітації дискретних систем? Поясніть чому. 

8) Які є способи просування стану моделі в часі? 
9) Який із способів просування стану моделі в часі є найприйнятнішим 
на Вашу думку при імітації дискретних систем? Поясніть свою думку. 

10) Поясніть об’єктно-орієнтований підхід до побудови алгоритму імі-
тації мережі масового обслуговування. 

11) Як описати об’єкт «СМО» мовою програмування Object Pascal? 
12) Як змінити об’єкт «маршрут», наведений у лістингу 5.2, щоб ураху-
вати блокування маршруту? 

13) Які елементи складають імітаційну модель мережі Петрі? Опишіть їх. 
14) Чому дорівнюють компоненти вектора початкового маркірування? 
15) Як задається матриця входів мережі Петрі? матриця виходів? 
16) Що означає D

2,6=2? D+
3,9=15? 
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17) Як за допомогою матриці входів перевіряється умова запуску j-
переходу мережі Петрі? 

18) Як за допомогою матриць знаходиться результат запуску j-переходу 
мережі Петрі? 

19) Якою змінною описується стан мережі Петрі? 
20) З яких дій складається реалізація переходу мережі Петрі з часовою 
затримкою? 

21) Чим відрізняється реалізація багатоканального переходу мережі Пе-
трі від одноканального? 

22) Чим відрізняється реалізація переходу мережі Петрі з інформацій-
ними зв’язками від реалізації звичайного переходу з часовою затри-
мкою? 

23) З яких дій складається алгоритм імітації простої мережі Петрі? ме-
режі Петрі з конфліктними переходами? мережі Петрі з багатокана-
льними переходами? 

24) Як реалізується неявний пріоритет запуску конфліктних переходів 
мережі Петрі? 

25) Запропонуйте об’єкти для імітаційного моделювання мережі Петрі 
об’єктно-орієнтованим підходом. 
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Розділ 6 
МЕТОДИ ДОСЛІДЖЕННЯ ІМІТАЦІЙНИХ МОДЕЛЕЙ 

 
6.1. Планування та проведення факторних експериментів 

 
Модель системи призначена для отримання інформації про властиво-

сті реального об’єкта. Ця інформація накопичується в результаті проведен-
ня ряду експериментів. Теорія планування експерименту займається про-
блемами одержання найбільшої кількості інформації про реальний об’єкт 
при мінімальних витратах комп’ютерного часу і часу дослідника. Тактичне 
планування допомагає визначити умови проведення одного експерименту, 
стратегічне планування - серії експериментів. 

Експериментування є процес використання моделі з метою отриман-
ня і аналізу інформації про властивості модельованої системи. Спеціальні 
засоби планування експериментів дозволяють скласти план проведення 
експериментів, що забезпечує збір необхідної для отримання обґрунтова-
них висновків інформації, при мінімальних витратах. 

На першому етапі планування дослідник задає: 
• кількість варійованих факторів (факторами в теорії планування експе-
риментів називають вхідні змінні, вплив яких на вихідну змінну, що на-
зивається відгуком моделі, досліджується); 

• кількість рівнів кожного фактора (рівнями називають ті кількісні або 
якісні значення фактора, при яких можливо проводити експеримент); 

• область змінювання факторів; 
• необхідну точність та довірчу ймовірність вимірювання відгуку моделі. 

Кількість рівнів найчастіше приймають рівним двом, що відповідає 
припущенню про лінійну залежність відгуку моделі від факторів. Заміти-
мо, що таке припущення майже завжди можна зробити при достатньо не-
великих інтервалах варіювання факторів. Надалі розглядається саме випа-
док двох рівнів для кожного з факторів: q=2. 

На другому етапі приступають до тактичного планування експери-
менту, метою якого є визначення таких умов експерименту, що забезпе-
чать вимір відгуку моделі з заданою точністю та довірчою ймовірністю. В 
результаті цього етапу планування повинні бути визначені тривалість од-
ного прогону (в одиницях модельного часу) і кількість прогонів. 

На третьому етапі приступають до стратегічного планування експе-
риментів, метою якого є визначення такої серії експериментів, що забез-
печить отримання бажаної інформації про відгук моделі при мінімальних 
витратах. В результаті цього етапу планування потрібно визначити тип 
аналізу, який буде використаний, та побудувати матрицю планування від-
повідно до обраного типу аналізу та заданої кількості факторів. 
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Тактичне планування факторних експериментів 
Визначення кількості прогонів 
Домовимось називати одним експериментом отримання одного зна-

чення відгуку моделі із заданою точністю ε  і довірчою ймовірністю β за 
результатами p прогонів моделі. Нагадаємо, що значення y вважається за-
даним з точністю ε  і довірчою ймовірністю β, якщо: 

( ) )( βε =<− yyMP ,     (6.1) 
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 є середнє значення y. Якщо, наприклад, 

( )( 95,0)01,0 =<− yyMP , це значить, що у 95 відсотках експериментів знай-
дене середнє значення відгуку моделі відхиляється від теоретичного (ідеа-
льного) значення відгуку моделі не більше як на 0,01. 

При збільшенні кількості прогонів p теоретично можливо досягнути 
скільки завгодно малої заданої точності. Практично розмір вибірки p ви-
значають за умови заданих ε і β, і, можливо, відомого закону розподілу 
відгуку моделі. 

Припустимо, що про закон розподілу відгуку у нічого не відомо. То-
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Підставимо (6.2) у (6.1): 
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Отже, якщо про закон розподілу відгуку моделі нічого не відомо, то 
оцінка кількості прогонів, яка необхідна для забезпечення точності ε при до-
вірчій ймовірності β, здійснюється за нерівністю Чебишева за формулою: 
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де σ2 – дисперсія відгуку моделі, β – довірча ймовірність, ε – точність ви-
мірювання відгуку моделі. 

Наприклад, при довірчій ймовірності β=0,95 та точності ε=σ з (6.7) 
розраховуємо, що потрібно p=20 прогонів, а при β=0,95 та ε=σ/2 потрібно 
80 прогонів. 

Для більш точної оцінки розміру вибірки необхідно знати закон роз-
поділу y . Знання закону розподілу дозволяє розрахувати ймовірність влу-
чення в інтервал за формулою: 

( )( ) ( )( ) ydyyMfyyMP ∫
−

−=<−
ε

ε

ε    (6.8) 

Найчастіше на підставі центральної граничної теореми припускають 
нормальний закон розподілу y  з параметрами: 

( ) ( ) ( ) ( ) .         ,
2

pp
yDyDyMyM σ

===    (6.9) 

Ймовірність влучення в інтервал розраховується за формулою: 

( )( )
( ) 12 −













=<−

yD
ФyyMP ε

ε
,
   (6.10) 

де ( ) ϕ
ϕ

ϕ π
dt

t
tФ ∫ 










−=

1

0

2

2
exp

2
1

 - функція Лапласа. 

Таким чином, з формул (6.1), (6.10), знаходимо: 
( )( ) ( ) 12 −=<−= ϕεβ tФyyMP  ,  (6.11) 

де ( )yD
t ε

ϕ = – аргумент функції Лапласа. 

З (6.11) випливає, що аргумент функції Лапласа задовольняє умовам: 

( )
2

1 β
ϕ

+
=tФ  ,    (6.12) 

( )yD
t ε

ϕ =  .    (6.13) 

Підставимо (6.9) у (6.13):  

( ) ( ) σ
εεε

ϕ

p

p
yDyD

t ===    (6.14) 

Звідси, 

⇒
⋅

=⇒=
ε

σ

σ
ε ϕ

ϕ

t
p

p
t 2

22

 
ε

σ ϕtp = .   (6.15) 



 223 

Таким чином, за умови, що закон розподілу відгуку моделі нормаль-
ний, оцінку кількості прогонів, що забезпечує задану точність результату 
виконують за центральною граничною теоремою за формулою: 

2

22

ε

σ ϕtp
⋅

=      (6.16) 

де σ2 – дисперсія відгуку моделі, ε – точність вимірювання. tϕ - аргумент 

функції Лапласа такий, що 
2

1)( β
ϕ

+
=Φ t ,  

Значенню довірчої ймовірності β=0,95 відповідає значення аргумен-
ту функції Лапласа tϕ=1,96. Отже, для забезпечення точності ε=σ норма-
льно розподіленого відгуку моделі потрібно p=1,962≈4 прогонів, а для за-
безпечення точності ε=σ/2 потрібно p=1,962⋅4≈16 прогонів. 

Порівняємо оцінку розміру вибірки по нерівності Чебишева та 
центральній граничній теоремі за допомогою таблиці 6.1. З цієї таблиці 
слідує, що переважне використання оцінки розміру вибірки по централь-
ній граничній теоремі з зростанням точності сильно зростає. 

Таблиця 6.1 
Порівняння оцінки кількості прогонів 

за нерівністю Чебишева та за центральною граничною теоремою 
 

ε  
( )95.012

2

−ε
σ  

2

22 961
ε

σ .⋅  

σ  20 4 

2
σ  80 15 

4
σ  320 61 

6
σ  720 138 

8
σ  1280 246 

10
σ  2000 384 

 

Таким чином, з ростом точності розбіжність між оцінкою кількості 
прогонів за нерівністю Чебишева та за центральною граничною теоремою 
сильно зростає. Кількість прогонів, що розрахована за формулою (6.15), 
значно менша за кількість прогонів, що розрахована за формулою (6.7). 
Але користуватися формулою (6.15) можна тільки за умови нормального 
закону розподілу відгуку моделі. 

Обсяг вибірки, що визначений за нерівністю Чебишева або за 
центральною граничною теоремою, може виявитись занадто великим, щоб 
бути реалізованим при наявних ресурсах для проведення експериментів. В 
такому випадку дослідник змушений шукати способи зменшення розміру 
вибірки. Один з них – використання правила автоматичної зупинки експе-
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рименту по досягненні заданого довірчого інтервалу. Нехай, наприклад, 
розмір вибірки оцінюється за формулою (6.16), тоді точність, що досяга-
ється в результаті p прогонів, визначається виразом: 

p
t σ

ε ϕ=       (6.17) 

Правило автоматичної зупинки полягає в тому, що для кожного по-

точного значення p обчислюється поточне значення σ і величина 
p

t σϕ

 
по-

рівнюється із заданим значенням ε0. Якщо досягнута умова 0ε
σϕ ≤
p

t
, то 

експеримент зупиняється. Таким чином, експеримент буде не надто вели-
ким і не надто малим. Недолік цього способу полягає, по-перше, в тому, 
що вимагаються витрати машинного часу для обчислень і перевірки умови 
зупинки, по-друге, в тому, що при деяких початкових умовах можливий 
передчасний вихід з експерименту. 

Інший спосіб - використання методів зменшення дисперсії. Справа в 
тому, що в двох наведених формулах для визначення розміру вибірки є 
залежність p ~ σ2. Тому, якщо вдасться зменшити σ в 2 рази, то p змен-
шиться в 4 рази, а якщо зменшити в 5 раз, то p зменшиться в 25 
раз![Шеннон]. 

Метод корельованих вибірок використовують для задач, в яких по-
трібно порівняти дві або більше альтернатив. Нехай порівнюють А і В. 
Для порівняння потрібно оцінити різницю середніх значень BAZ −= . При 
чисто випадкових і незалежних А і В дисперсія ( ) ( ) ( )BDADZD += . А при 
залежних середнє значення теж BAZ −= . Але його дисперсія 

( ) ( ) ( ) )( BACOVBDADZD ,2−+= . Отже, якщо )( 0, >BACOV , і достатньо вели-
ка, то дисперсія результату буде значно зменшена. Для отримання такої 
кореляції достатньо використати одну і ту ж послідовність випадкових чи-
сел при експериментуванні з обома альтернативами. 

Метод компенсації полягає в тому, що для невідомого y  будуються 
дві оцінки 1y  і 2y  так, що 1y  має від’ємну кореляцію з 2y . Тоді при відборі 

остаточної оцінки 
2

21 yyy +
=

, 
її дисперсія ( ) ( )21

22 ,cov
2
1

4
1)(

21
yyyD yy ++= σσ  

буде меншою, ніж у випадку незалежних 21  , yy . Наприклад, для одно-
канальної СМО від’ємно корельовані вибірки одержуються, якщо в насту-
пному експерименті замінити місцями послідовність випадкових чисел, 
що відповідають інтервалам обслуговування і інтервалам надходження 
вимог: 

наст
ii TS = , наст

ii ST = . 
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Також від’ємно корельовані вибірки одержують, якщо:    

i
наст
ii

наст
i SSTT −=−= 1,1 . В обох випадках метод дасть зменшення 
розміру вибірки в 2 рази. 

Метод стратифікованих вибірок полягає в тому, що вся вибірка роз-
бивається на декілька вибірок меншого об’єму і результати оцінювання по 
частковим вибіркам, або стратам, об’єднуються після цього в єдину оцін-
ку. Розбиття здійснюється так, щоб елементи в кожній страті мали меншу 
дисперсію, ніж вся сукупність. Краще вибрати розміри страт так, щоб ди-
сперсії в них були приблизно однакові. З кожної страти потрібно вибрати 
необхідне кількість вибіркових значень: 

страти середині в дисперсіястрату в влучання ьймовірніст

значень вибіркових кількість                       

⋅

≈
 

Методи зменшення дисперсії вимагають значних зусиль дослідника 
по їхній реалізації, однак в деяких окремих випадках вони дадуть фантас-
тичні результати. В нинішній час вони використовуються значно менше, 
ніж того, напевно, заслуговують. 

Визначення тривалості одного прогону 
Для статистичних спостережень підходять тільки ті значення відгуку 

моделі, що відносяться до сталого стану системи. Якщо з часом середнє зна-
чення відгуку моделі прямує до деякого стаціонарного значення, то в дослі-
джуваній системі існує сталий стан. Час, протягом якого система приходить 
до сталого стану, називається перехідним періодом. Тривалість перехідного 
періоду може бути визначена за результатами пробних експериментів з мо-
деллю системи. З цією метою будують  графік залежності досліджуваного 
відгуку моделі у від тривалості прогону t (рис. 6.1). Взагалі, тривалість пере-
хідного періоду визначають по декільком пробним прогонам і вибирають 
найбільше спостережуване значення перехідного періоду. 

 
 

Зрозуміло, що спостереження за відгуком моделі протягом часу перехі-
дного періоду, сильно впливають на середнє значення відгуку моделі. Для 
того, щоб зменшити цей вплив, виконують одну або комбінацію таких дій: 

Т 

y 

t 

1 

2 

1 

2 

2 

1 

y1 

y2 ε 

Рисунок. 6.1. Визначення тривалості одного прогону 
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• вибирають такі початкові умови моделі, що зменшують її перехідний 
період; 

• вилучають значення перехідного періоду при обчисленні середнього 
значення відгуку моделі; 

• використовують такі тривалі прогони, щоб кількість даних, що потра-
пили в перехідний період, була незначною у порівнянні з кількістю да-
них сталого стану. 
Отже, один експеримент полягає у відшуканні одного значення від-

гуку моделі y із заданою точністю і ймовірністю оцінки. 
Серія експериментів проводиться з метою вивчення впливу факторів 

xi(i = 1,…k) на значення відгуку моделі Y.  
 

Стратегічне планування факторних експериментів 
Однофакторні плани експериментів дозволяють досліджувати вплив 

одного фактора на відгук моделі. Багатофакторні плани експериментів 
будують з урахуванням сумісного впливу факторів на відгук моделі. Такі 
плани дозволяють досліджувати вплив не тільки кожного фактора, але й 
вплив взаємодій різних факторів. 

Якщо приймається, що фактор може неперервно змінюватись в зада-
ному інтервалі, то цей фактор кількісний. Якщо приймається, що фактор 
має декілька дискретних значень, то цей фактор якісний. Наприклад, якщо 
фактор «інтенсивність надходження вимог до мережі МО» в ході експе-
риментування приймає значення 3,5 та 7,5, то це кількісний фактор. Але 
якщо в ході експериментування цей фактор приймає значення в середньо-
му 4,3 за експоненціальним законом та за нормальним законом, то цей фа-
ктор – якісний. Тут підкреслені два значення відповідно на двох рівнях 
означеного фактора. 

При дослідженні впливу якісних факторів метою експерименту є які-
сна оцінка впливу факторів, тобто відповідь на запитання «впливає чи не 
впливає значення фактора на відгук моделі». При дослідженні впливу кі-
лькісних факторів метою експерименту є кількісна оцінка впливу факто-
рів. Для якісної оцінки впливу факторів використовують дисперсійний 
аналіз, а для кількісної оцінки впливу факторів - регресійний аналіз. 

 
6.2. Регресійний аналіз впливу факторів 

 
Метою регресійного аналізу являється кількісна оцінка впливу фак-

тора. Основні питання, на які дає відповідь регресійний аналіз впливу фа-
ктора, формулюються так: який з факторів спричиняє найбільший вплив? 
найменший вплив? яким чином потрібно змінювати значення факторів, 
щоб досягти збільшення або зменшення значення відгуку моделі на задану 
величину? 
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При проведенні експериментів по багатофакторному плану спочатку 
перетворюють вхідні змінні Хі, що змінюються в межах ( )X Xi i_min _max, , в но-
ві змінні xі, що змінюються в межах (-1, +1) за формулою: 

x
X X

i
i i

i
=

− 0

∆ ,      (6.18) 

де 
2

minmax
0

ii
i

XXX +
= , ∆ i

i iX X
=

−max min

2 . 

Далі будують матрицю планування за наступними правилами: 
∗ кількість рядків матриці планування дорівнює кількості стовпчиків і 
дорівнює 2 k , де число k - кількість факторів; 

∗ перший стовпчик матриці відповідає фіктивній змінній х0 і всі значення 
його рівні +1; 

∗ наступний стовпчик, відповідний фактору х1, заповнюють з чергуван-
ням значень -1 і +1; 

∗ наступні за ним стовпчики заповнюють, змінюючи кількість змін знаків 
вдвічі; 

∗ після цього заповнюють стовпчики, що відповідають взаємодіям фак-
торів, помножуючи стовпчики заданих факторів. 
Складемо, наприклад, матрицю планування для двох факторів має 

вид: 
22 x0 x1 x2 x1х2 
1 
2 
3 
4 

+ 
+ 
+ 
+ 

- 
+ 
- 
+ 

- 
- 
+ 
+ 

+ 
- 
- 
+ 

В лівому верхньому кутку матриці указується тип експерименту, 
який складається з двох цифр. Цифра 2, що завжди стоїть в основі, означає 
два рівні для кожного фактора (-1) та (+1). Цифра, що стоїть в показнику 
степені, означає кількість факторів. Тип експерименту представляє число, 
яке дорівнює кількості експериментів в плані. Так, для двох факторів кі-
лькість експериментів складає 22=4, для трьох факторів кількість експери-
ментів складає 23=8. 

За матрицею планування проводиться серія експериментів. Кожний 
рядочок матриці планування відповідає окремому експерименту, проведе-
ному при відповідних значеннях факторів. Так, для наведеної матриці 
планування типу 22 перший експеримент проводиться при мінімальних 
значеннях факторів х1, х2, другий експеримент – при максимальному зна-
ченні фактора х1 та мінімальному значення фактора х2. В третьому експе-
рименті встановлюються значення факторів мінімальне для х1 та максима-
льне для х2. В четвертому експерименті обидва фактори встановлюються в 



 228 

максимальні значення. Результат кожного експерименту має бути отрима-
ний із заданою довірчою ймовірністю та із заданою точністю і розрахова-
ний як середнє значення по декільком прогонам. 

Результати експериментів записуються в стовпчик поруч із матри-
цею планування:  

 

22 x0 x1 x2 x1х2 y 
1 
2 
3 
4 

+ 
+ 
+ 
+ 

- 
+ 
- 
+ 

- 
- 
+ 
+ 

+ 
- 
- 
+ 

y1 
y2 
y3 

y4 
 
Кожному стовпчику матриці планування відповідає доданок рівнян-

ня регресії, що буде побудоване за результатами експериментів. Плану 
факторного експерименту типу 22 відповідає рівняння регресії виду: 
y b b x b x b x x= + + +0 1 1 2 2 3 1 2 . 

План факторного експерименту типу 23 (2 рівня для кожного факто-
ра та 3 фактори) має вид:  

 

23 x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 x1x2x3 y 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
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+ 
+ 
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+ 

+ 
- 
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+ 
- 
+ 
- 

+ 
+ 
- 
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+ 
+ 
- 
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+ 
+ 
+ 
+ 
- 
- 
- 
- 

+ 
- 
- 
+ 
+ 
- 
- 
+ 

+ 
- 
+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 

+ 
+ 
- 
- 
- 
- 
+ 
+ 

+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 
- 
+ 

y1 
y2 
y3 
y4 
y5 
y6 
y7 
y8 

32173263152143322110 xxxbxxbxxbxxbxbxbxbby +++++++=   
 

Відповідне рівняння регресії наведене в останньому рядочку плану. 
Будь-якій матриці планування, яка складена таким способом, влас-

тиві наступні визначні властивості: 
1) сума елементів будь-якого стовпчика, окрім першого, дорівнює нулю; 
2) сума квадратів елементів будь-якого стовпчика дорівнює числу рядків; 
3) добуток двох різноманітних стовпчиків дорівнює нулю. 

Наведемо виведення формул для відшукання коефіцієнтів регресії. 
Припустимо, що рівняння регресії має вид: ∑+=

j
jj xbby 0 . Для простоти ви-

кладення прийняте позначення хj для всіх стовпчиків - стовпчиків факторів і 
стовпчиків добутків факторів. Так що стовпчик, наприклад, х1х2х3 плану ти-
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пу 23  позначається х7. Коефіцієнти рівняння регресії відшукуються так, щоб 
забезпечити найменше значення критерію найменших квадратів: 

( ) min)(
2

1
0

2

1
→








−+=−= ∑ ∑∑

==

N

i j
jjj

N

i

екс
i

рег
i yxbbyybF ,  (6.19) 

де сумування виконується по всім експериментам. 
Необхідною і достатньою умовою мінімуму являється рівність нулю 

частинних похідних: 
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Звідси знаходимо 
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   (6.21) 

Розкриваємо дужки і враховуємо, що 

Nbb
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i
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xbxb , (визначна властивість 1) 
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j
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=== ∑∑∑∑∑ 2 , (властивості 2,3). 

Маємо 
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   (6.22) 

З (6.22) знаходимо формули для відшукання коефіцієнтів рівняння 
регресії: 
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    (6.23) 
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Отже, коефіцієнт рівняння регресії дорівнює добутку стовпчику ре-
зультатів на відповідний стовпчик матриці планування, поділеному на кі-
лькість експериментів: 

1,...,0    ,      −==
∑

Nk
N

xy
b i

iki

k     (6.24) 

Зі збільшенням кількості факторів розмір матриці планування і обсяг 
експерименту сильно зростає. Разом з цим в рівнянні регресії сильно збі-
льшується кількість доданків, що описують взаємодії факторів. Інтерес же 
дослідника представляють доданки, що описують фактори. Тому при ве-
ликому числі факторів нехтують деякою частиною рівняння регресії, що 
описує складні взаємодії факторів. 

Для цього будують не повний план експерименту, а дробовий. Дро-
бовий план факторного експерименту виходить з повного плану прирів-
нюванням лінійних ефектів до ефектів взаємодії. Кожна введена рівність 
зменшує план вдвічі. Тому, якщо повний план типу 2к і введено m рівно-
стей, то виходить дробовий план типу 2k-m. 
Нехай, наприклад, вихідний план 23. Введемо х3=х1х2. Це означає, що у 
повному плані 23 слід залишити тільки ті стовпчики, для яких виконана 
введена рівність (див. повний план 23 ). Маємо такий дробовий план: 
 

23-1 х0 х1 х2 х3=х1х2 y 
1 
2 
3 
4 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
- 
+ 
- 

+ 
+ 
- 
- 

+ 
- 
- 
+ 

y1 
y6 
y7 
y4 

 

Відповідне рівняння регресії має вид: 3322110 xbxbxbby +++= . 
Побудувати дробовий план можна і не складаючи дробовий план. 

Для цього спочатку потрібно з’ясувати, які фактори і взаємодії залишили-
ся в плані після прирівнювання. Якщо х3=х1х2, то звідси слідують такі рів-
ності: 

,
,
,

3210

123

213

xxxx
xxx
xxx

=
=
=

 

оскільки 0
2 xxi =  для 3,2,1=i . 

Це означає, що залишилися стовпчики х0, х1, х2, х3 . Перші стовпчики 
матриці планування заповнюються по тим же правилам, що і при побудові 
повного плану. Наступні стовпчики заповнюються як добутки відповідних 
стовпчиків. Наприклад, стовпчик x3 при складанні дробового плану 23-

1,заповнюється як добуток стовпчиків х1, х2 . 
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Побудуємо дробовий факторний план типу 25-2. Введемо рівності 
х2х3=х1х4 і х5=х2х3. Помножуючи послідовно на  х1, х2, х3, х4, х5, х1х2, х1х3 і т. 
д. виведемо наступні рівності: 

,5432141325 xxxxxxxxxx ===  
,5432321514 xxxxxxxxxx ===  

5431421523 xxxxxxxxxx === , 
,5421431532 xxxxxxxxxx ===  
,5321432541 xxxxxxxxxx ===  
,43215325410 xxxxxxxxxxx ===  
,5315424321 xxxxxxxxxx ===  
.5215434231 xxxxxxxxxx ===  

Будуємо матрицю планування (при цьому стовпчик х4 заповнюється 
за допомогою рівності ,3214 xxxx =  а стовпчик х5 – з допомогою рівності 

325 xxx = ): 
25-2 х0 х1 х2 х3 х4 х5 x1х2 х1х3 y 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
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+ 
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+ 
- 
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+ 
+ 
+ 
+ 
- 
- 
- 
- 

+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 
+ 
- 

+ 
+ 
- 
- 
- 
- 
+ 
+ 

+ 
- 
- 
+ 
+ 
- 
- 
+ 

+ 
- 
+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 

y1 
y2 
y3 
y4 
y5 
y6 
y7 
y8 

31721655443322110 xxbxxbxbxbxbxbxbby +++++++=   
Оскільки визначні властивості матриці планування зберігаються, то 

коефіцієнти рівняння регресії знаходяться за формулами (6.13) і у випадку 
дробового факторного плану проведення експериментів. 

Статистична обробка результатів факторних експериментів 
Статистичну обробку результатів факторного експерименту прово-

дять в декілька етапів. На початку обробки виконують оцінку відтворю-
ваності експерименту за критерієм Кохрена [Ситник, Орленко] (який та-
кож називають критерієм Кочрена [Гмурман]). Для цього розраховують 
максимальне та сумарне значення регресії : 
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jij
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Σ =
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DD maxmax =    (6.25) 

де yij - i-e спостереження відгуку моделі в j-ому експерименті. Далі обчис-
люють спостережуване значення критерію Кочрена: 

Σ

=
D

DG max        (6.26) 
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Спостережуване значення критерію Кочрена порівнюють з його таб-
личним значенням Gкр, знайденим при рівні значущості α=0,05, кількості 
експериментів N і кількості ступенів вільності m=p–1. Якщо G<Gкр, то 

експеримент є відтворюваним, і величину ∑=
j

jD
N

D 1  можна вважати 

оцінкою генеральної сукупності. Якщо виявилося, що G>Gкр, то необхідно 
збільшити кількість прогонів або зменшити інтервал варіювання факторів 
(збільшити точність вимірів). 

Тільки якщо експеримент є відтворюваним переходять до наступно-
го етапу статистичної обробки результатів. На цьому етапі оцінюють зна-
чущість коефіцієнтів рівняння регресії за критерієм Ст’юдента. Спостере-
жуване значення критерію Ст’юдента знаходять за формулою 

D
Npbt jj = ,      (6.27) 

яке потім порівнюють з табличним значенням tкр, знайденим при рівні зна-
чущості α=0,05 і кількості ступенів вільності m=N⋅(р-1). Коефіцієнт bj вва-
жається значущим, якщо відповідне значення tj>tкр. Інші N-L коефіцієнтів 
приймаються незначущими і виключаються з рівняння регресії. 

Якщо всі або всі, крім b0 , коефіцієнти рівняння регресії виявилися 
незначущими, це значить, що інтервали варіювання факторів вибрані над-
то маленькими і їх слід збільшити. 

Якщо всі коефіцієнти рівняння регресії виявились значущими, то на-
ступний етап статистичної обробки результатів факторного експерименту 
не виконують, і вважають обробку результатів закінченою. 

Якщо є незначущі коефіцієнти рівняння регресії, то переходять до 
третього етапу статистичної обробки результатів факторного експеримен-
ту перевіряють адекватність отриманого рівняння регресії результатам 
експерименту за критерієм Фішера. Для цього розраховують дисперсію 
адекватності за формулою: 
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рег
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екс
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,     (6.28) 

де yірег - обчислене за регресійним рівнянням значення i-oгo експерименту, 
L - кількість значущих коефіцієнтів лінійної регресії. 

Спостережуване значення критерію Фішера визначають за формулою: 

D
D

F ад= .      (6.29) 

Якщо F<1, то модель адекватна. Якщо F≥1, то слід звернутися до 
таблиці критерію Фішера. Критичне значення Fкр відшукують при рівні 
значущості α=0,05 та кількості ступенів вільності m1=N(р-1) та m2=N-1. 
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Якщо F<Fкр, то модель адекватна, якщо F>Fкр, то модель не адеква-
тна, і необхідно перейти до більш складної моделі (від дробового до пов-
ного плану або від лінійного до квадратичного рівняння ) або зменшити 
інтервал варіювання факторів. 

 
6.3. Дисперсійний аналіз впливу факторів 

 
Метою дисперсійного аналізу являється визначення впливу фактора 

на рівні «впливає» або «не впливає». Основне питання, на яке дає відпо-
відь дисперсійний аналіз впливу фактора, формулюється так: різниця у 
значеннях відгуку моделі, отриманих при різних значеннях фактора обу-
мовлена випадковістю, чи пояснюється виключно дією фактора? 

Нехай кількість прогонів у кожному експерименті дорівнює p (кіль-
кість рівнів q=2). Тоді загальна кількість прогонів при проведенні експе-
рименту дорівнює (p⋅2). Нехай yi,j, i=1,..p, j=1,2- результат j-ого експери-
менту в i-тому спостереженні. Виділимо складову y , що присутня в кож-
ному результаті yi,j, і є складовою частиною результату j-того експеримен-
ту jj yy δ+= , та складову ijε , що залежить від випадкових причин: 

ijjij yy εδ ++= .      (6.30) 
Зауважимо, що представлення (6.30) являється коректним тільки за 

припущенням, що величина ijε  є нормально розподіленою випадковою ве-
личиною з нульовим середнім та дисперсією, однаковою для всіх рівнів. В 
інших  випадках розклад (6.30) приймає більш складний вигляд. 

Ідея факторного експерименту полягає у перевірці чи являється ве-
личина δj  у розкладі (6.30) достатньо малою величиною. Дійсно, якщо δj 

=0, то yyy == 21 , тобто змінювання значення фактора не спричиняє змі-
нювання значення відгуку моделі. На практиці рівність нулю ніколи не 
досягається, і оцінити, чи значення δj достатньо мале, щоб вважати його 
вклад у значення відгуку моделі малим, можна тільки із застосуванням 
методу дисперсійного аналізу. 

 

6.3.1. Однофакторний експеримент у випадку якісних факторів 
План однофакторного експерименту має вид: 
 

Рівень фактора 1 2  
Кількість спостережень на 
кожному рівні дорівнює р 

y11 
y21 
… 
yp1 

y12 
y22 
… 
yp2 

 

Середні значення 1y  2y  y  
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Середні значення обчислюються за формулами: 
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ij yy

p
y .   (6.31) 

Дисперсійний аналіз 
Основна ідея дисперсійного аналізу полягає в порівнянні факторної 

дисперсії, що обумовлена впливом фактора, та залишкової дисперсії, що 
обумовлена впливом випадкових причин. Якщо різниця між цими диспер-
сіями значна, то фактор здійснює вплив на відгук моделі y . 

Введемо величини 
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ijзаг yyyySyypSyyS (6.32) 

Можна довести, що 
залишфактзаг SSS += .      (6.33) 

Достатньо обчислити дві величини за формулами (6.32), а третя тоді 
знаходиться з рівняння (6.33). 

Якщо фактор має великий вплив, то розрізняються його середні 1y  
та 2y . При цьому чим більше різниця, тим більший вплив. Тому факктS  ха-
рактеризує вплив фактора. Вплив випадкових величин характеризується 

залишS . Визначимо загальну, факторну та залишкову дисперсії: 

( )12
         ,          ,

12 −
==

−⋅
=

p
SdSd

p
Sd залиш

залишфактфакт
заг

заг   (6.34) 

У формулах (6.34) в знаменнику кожного виразу стоїть кількість 
ступенів вільності. Порівняння факторної та залишкової дисперсії прово-
дять за величиною критерію Фішера, що спостерігається в експерименті: 

залиш

факт

d
d

F =       (6.35) 

Критичне значення критерію Фішера крF  знаходять на основі рівня 
значимості 05,0=α , ступенів вільності числівника 111 =−= qk  та ступенів 
вільності знаменника )1(2)1(2 −=−= ppqk . Якщо кpFF > , то середні 1y  та 

2y  розрізняються значимо і вплив фактора є значимим. В противному ви-
падку вплив фактора визнається не значимим, а різниця у середніх зна-
ченнях пояснюється випадковими причинами. 

Зрозуміло, що оцінка впливу фактора проводиться тільки для зада-
них рівнів і висновок про вплив факторів відноситься тільки до цих зна-
чень факторів. Для того, щоб отримати загальну картину впливу факторів, 
потрібно провести експерименти для інших рівнів факторів, які допуска-
ються для даної моделі. 
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6.3.2.Багатофакторний експеримент у випадку якісних факторів 
 
Дослідження впливу декількох факторів можна отримати, досліди-

вши вплив кожного фактору окремо так, як це було описано вище. Але 
кількість експериментів при такому підході швидко зростає із збіль-
шенням кількості факторів. Щоб уникнути цього, проводять експериме-
нти за багатофакторними планами з урахуванням сумісного впливу фак-
торів. Такий багатофакторний план у випадку двох факторів має вид: 

 

Дисперсійний аналіз 
 

22 
А1 А2  

дисперсія 
кількість 
ступенів 

 вільності 
 
В1 
B2 

 
y1(A1,B1),...y4(A1, B1) 
y1(A1,B2),...y4(A1, B2) 

 
y1(A2,B1),...y4(A2, B1) 
y1(A2,B2),...y4(A2, B2) 

фактор А 
фактор В 
фактор АВ 
залишкова 

1 
1 
1 

15-3=12 

p=8 Nпр=16 загальна 16-1=15 

 
Тут А і В – два фактори, вплив яких на відгук моделі y досліджу-

ється, yk(Aі, Bj) – результат k-того спостереження на i-тому рівні фактора 
А та на j-тому рівні фактора В. Загальне кількість прогонів в цьому пла-
ні Nпр=16 при кількості повторень для кожного рівня р=8. Якби експе-
риментування проводили окремо для кожного фактору, то кількість 
прогонів була б Nпр=8⋅2⋅2=32, тобто вдвічі більша. Крім того з’явилася 
можливість дослідження впливу взаємодії факторів А і В. Верхній рі-
вень фактору взаємодії АВ визначається експериментами: y1(A1, B1),... 
y4(A1, B1), y1(A2, B2),... y4(A2, B2). Нижній рівень – експериментами: y1(A1, 
B2),... y4(A1, B2), y1(A2, B1),... y4(A2, B1). Дисперсійний аналіз впливу кож-
ного фактору проводиться таким чином, як для одного фактору, за фор-
мулами (6.32)–(6.35). Відрізняється тільки кількість ступенів вільності, 
що використовується у формулах (6.35) та при визначенні критерію Фі-
шера. Щоб не виникло помилок, значення ступенів вільності указані в 
плані. 
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Багатофакторний план у випадку трьох якісних факторів має вид: 
 

А1 А2 Дисперсійний аналіз  
23 

С1 С2 С1 С2 
 

дисперсія 
кількість сту-
пенів вільно-

сті 
 
В1 
 
 
В2 

 
y1(A1,B1,C1),..y3 

 
 

y1,...y3 

 
y1,...y3 

 
 

y1,...y3 

 
y1,...y3 

 
 

y1,..y3 

 
y1,...y3 

 
 

y1,...y3 

ефект А 
ефект В 
ефект С 
ефект АВ 
ефект АС 
ефект ВС 
ефект АВС 
залишкова 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

23-7=16 
 р=12 Nпр=24 загальна 24-1=23 

 
Кількість повторень для кожного рівня в цьому плані р=12, а кіль-

кість прогонів Nпр=24. Якби досліджували окремо кожний фактор по од-
нофакторному плану, то загальна кількість прогонів було б Nпр=12⋅2⋅3=72. 
Звідси бачимо, що при збільшенні числа факторів різниця в обсязі експе-
рименту при проведенні по багатофакторному і однофакторному плану 
сильно зростає. Тому експериментування з імітаційними моделями прово-
дять саме по багатофакторним планам. 

 
6.4. Приклади розв’язання задач 

 
Задача 1. Визначить розмір вибірки відгуку моделі, необхідний для 

забезпечення точності 0,01 при довірчій ймовірності 0,95, якщо закон роз-
поділу відгуку моделі невизначений, а дисперсія його дорівнює 1,2⋅10-4. 

Розв’язання. Оскільки закон розподілу відгуку моделі невизначе-
ний, то для визначення розміру вибірки потрібно скористатись формулою 
(6.7). За умовою задачі точність ε=0,01, довірча ймовірність β=0,95, дис-
персія σ2=1,2⋅10-4, отже 

( ) 24
95,0101,0

102,1
2

4

=
−

⋅
=

−

p  

Відповідь: необхідний розмір вибірки складає 24 прогони. 
Задача 2. Визначить розмір вибірки відгуку моделі, необхідний для 

забезпечення точності 3 при довірчій ймовірності 0,95, якщо закон розпо-
ділу відгуку моделі нормальний, а середнє квадратичне відхилення його 
дорівнює 6. 
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Розв’язання. Закон розподілу відгуку моделі нормальний, тому для 
визначення розміру вибірки можна скористатись формулою (6.15). За 
умовою задачі точність ε=3, довірча ймовірність β=0,95, середнє квадра-
тичне відхилення σ=6, отже 

16
3

96,16
2

22

≈
⋅

=p  

Відповідь: необхідний розмір вибірки складає 16 прогонів. 
Задача 3. Результати експерименту наведені у таблиці:  

x=5 33,8 11,7 28,3 10,1 10,7 14,1 6,0 9,5 
x=7 4,4 11,0 1,9 6,4 8,1 23,1 23,7 44,4 

Визначить, чи впливає даний фактор на відгук моделі? 
Розв’язання. Кількість прогонів складає 8. Розрахуємо середні зна-

чення за формулами (6.31): 

,525,15
8
1 8

1
11 == ∑

=i
iyy     ,375,15

8
1 8

1
22 == ∑

=i
iyy     45,15

2
1 2

1
== ∑

=j
jyy . 

Для оцінки впливу фактору виконаємо дисперсійний аналіз. За фор-
мулами (6.32) знайдемо величини: 

( ) ( ) ( ) 2120        ,09,08 
2

1
22

2

1
11

22

1
=−+−==−⋅= ∑∑∑

===

p

i
i

p

i
iзалиш

j
jфакт yyyySyyS . 

Потім за формулами (6.29) визначимо факторну та залишкову дисперсії: 

( ) 404,151
182

         ,09,0 =
−

=== залиш
залишфактфакт

SdSd . 

Значення критерію Фішера визначається за формулою (6.35): 

00059,0==
залиш

факт

d
d

F  

Критичне значення критерію Фішера знайдемо зі статистичних таб-
лиць при значеннях параметрів 05,0=α , 11 =k  та 14)1(22 =−= pk : 

6,4=крF . 
Оскільки кpFF < , то вплив фактора є незначущим. Різниця в значен-

нях відгуку моделі пов’язана з випадковим її характером і не пов’язана зі 
зміною значення фактора. 

Відповідь: Вплив досліджуваного фактора на відгук моделі є незна-
чущим. 

Задача 4. Оцінити вплив факторів «наявність блокування» та «наяв-
ність обмеження на чергу» на загальний час обробки вимоги в мережі МО 
за даними факторного експерименту: 

 

 черга обмежена черга необмежена 
блокування є  6,3; 9,7; 8,8; 9,9 11,4; 10,2; 2,0; 7,3 

блокування відсутнє 17,5; 14,0; 14,5; 14,1 8,7; 13,2; 10,4; 9,0 
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Розв’язання. Нехай фактор А – «наявність обмеження на чергу», фа-
ктор В – «наявність блокування», відгук моделі – загальний час обробки 
вимоги в мережі МО. Для кожного фактору маємо два рівні, отже q=2, і ві-
сім прогонів, отже p=8. Результати експериментів, які наведені в таблиці, 
відповідають багатофакторному плану у випадку двох якісних факторів: 

Дисперсійний аналіз  
22 

А1 А2 

 
дисперсія 

кількість 
ступенів ві-
льності 

В1 6,3; 9,7; 8,8; 9,9 11,4; 10,2; 2,0; 7,3 

B2 17,5; 14,0; 14,5; 14,1 8,7; 13,2; 10,4; 9,0 

фактор А 
фактор В 
фактор АВ 
залишкова 

1 
1 
1 

15-3=12 
p=8 Nпр=16 загальна 16-1=15 

Для оцінки впливу факторів проведемо дисперсійний аналіз. Для фа-
ктору А маємо такі розрахунки: 

,85,111 =y     ,025,92 =y     438,10=y . 
935,175        ,922,31 == залишфакт SS . 

661,14
12

         922,31 ==== залиш
залишфактфакт

SdSd . 

Зауважимо, що в знаменнику залишкової дисперсії стоїть кількість 
ступенів вільності 12, а не 14, як в однофакторному дисперсійному аналізі. 

177,2==
залиш

факт

d
d

F  

Критичне значення критерію Фішера (при кількості ступенів вільно-
сті знаменника 12, а не 14): 

747,4=крF . 
Оскільки кpFF < , то вплив фактора А є незначущим. Різниця в зна-

ченнях відгуку моделі пов’язана з випадковим її характером і не пов’язана 
зі зміною значення фактора. 

Для фактору В маємо такі розрахунки: 
2,81 =y     ,675,122 =y     438,10=y . 

755,127        ,103,80 == залишфакт SS . 

646,10
12

         103,80 ==== залиш
залишфактфакт

SdSd . 

Зауважимо, що в знаменнику залишкової дисперсії стоїть кількість 
ступенів вільності 12, а не 14, як в однофакторному дисперсійному аналізі. 

524,7==
залиш

факт

d
d

F  
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Критичне значення критерію Фішера: 
747,4=крF . 

Оскільки кpFF > , то вплив фактора В є значущим. Різниця в значен-
нях відгуку моделі пов’язана зі зміною значення фактора і не може бути 
спричинена тільки її випадковим характером. 

Для фактору АВ маємо такі розрахунки: 
5,91 =y     ,375,112 =y     438,10=y . 

795,193        ,063,14 == залишфакт SS . 

15,16
12

         063,14 ==== залиш
залишфактфакт

SdSd . 

Зауважимо, що в знаменнику залишкової дисперсії стоїть кількість 
ступенів вільності 12, а не 14, як в однофакторному дисперсійному аналізі. 

871,0==
залиш

факт

d
d

F  

Критичне значення критерію Фішера: 
747,4=крF . 

Оскільки кpFF < , то вплив фактора АВ є незначущим. 
Відповідь: на загальний час обробки в мережі МО значний вплив 

спричиняє фактор «наявність блокування», проте вплив фактора «наяв-
ність обмеження на чергу», є не значним. Оцінка взаємодії цих двох фак-
торів показала, що вона є незначною. 

Задача 5. Побудуйте багатофакторний план проведення експериме-
нтів у випадку трьох факторів так, щоб кількість прогонів для кожного 
фактору була не менше 21. 

Розв’язання. В багатофакторному плані для трьох факторів кіль-
кість прогонів для кожного фактору залежить від кількості прогонів для 
однієї комбінації факторів. У прикладі, який наведений в теоретичних ві-
домостях цього розділу, кількість прогонів для однієї комбінації факторів 
складає 3. Якщо це число збільшити до 6, то кількість прогонів для кож-
ного фактору збільшиться до 24. Тому план, який вимагається за умовами 
задачі, має вид: 

 
А1 А2 Дисперсійний аналіз  

23 
С1 С2 С1 С2 

 
дисперсія 

кількість сту-
пенів вільно-

сті 
 
В1 
 

 
y1(A1,B1,C1),..y6 

 

 
y1,...y6 

 

 
y1,...y6 

 

 
y1,...y6 

 

ефект А 
ефект В 
ефект С 

1 
1 
1 
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В2 

 
y1,...y6 

 
y1,...y6 

 
y1,..y6 

 
y1,...y6 

ефект АВ 
ефект АС 
ефект ВС 
ефект АВС 
залишкова 

1 
1 
1 
1 

47-7=40 
 р=24 Nпр=48 загальна 48-1=47 

 

Відповідь: відповіддю є складений план. Загальна кількість прогонів 
в цьому плані складає 48 прогонів. 

Задача 6. Метою проведення експериментів з мережею МО (рис. 
6.2) є оцінка середньої довжини черги L у другій СМО. В ході експериме-
нтів змінювали інтенсивність надходження λ та інтенсивність обробки µ2. 

 
Результати експериментів, які проводились, наведені в таблиці: 

λ µ2 L 
20 
15 
20 
15 

15 
15 
5 
5 

4 
5 
18 
17 

Знайдіть рівняння регресії та зробіть висновки про вплив вхідних 
змінних моделі на вихідну змінну. Як потрібно змінювати інтенсивність 
надходження вимог та інтенсивність обслуговування їх в каналі другої 
СМО, щоб зменшити довжину черги другої СМО? 

Розв’язання. Результати експериментів відповідають повному фак-
торному плану для двох факторів. Нехай Х1=λ, Х2=µ2. Формули (6.18) при-
ймають вигляд: 

5,2
5,171

1
−

=
X

x , 
5

102
2

−
=

Xx . 

Складаємо матрицю планування ПФЕ: 
22 

0x  1x  2x  21xx  y  
 + 

+ 
+ 
+ 

+ 
- 
+ 
- 

+ 
+ 
- 
- 

+ 
- 
- 
+ 

4 
5 
18 
17 

λ 

К1 

t1 

К2 

µ2 L1 

Рис. 6.2. Мережа МО до задачі 6. 

L2 
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Знаходимо коефіцієнти регресійного рівняння за формулами (6.24): 

0
4

171854
4

11
4

171854
4

1
1

0

=
−+−

==

=
+++

==

∑

∑

yx
b

y
b

  

2
1

4
171854

4

2
13

4
171854

4
21

3

2
2

−=
+−−

==

−=
−−+

==

∑

∑

xyx
b

yx
b

 

Складаємо рівняння регресії: 

212 2
1

2
1311 xxxy −−= . 

Тут 
5,2

5,171
1

−
=

Xx ,
5

102
2

−
=

Xx . 

З рівняння регресії слідує, що інтенсивність вхідного потоку вимог 
(фактор х1) мало впливає на довжину черги в СМО2 (відгуку у), а інтенси-
вність обслуговування (фактор х2) – сильно впливає. Цей висновок не су-
перечить змісту моделі. 

Знак «мінус» свідчить про те, що при збільшенні значення фактору 
х2 значення у буде зменшуватися. Дійсно, при збільшенні інтенсивності 
обслуговування довжина черги в СМО2 має зменшуватись. Після такої 
перевірки степінь довіри до знайденого рівняння регресії зростає. 

Рівняння регресії може бути використане для відшукання наближе-
ного значення відгуку моделі в тій області, для якої воно складене. Напри-
клад, при λ=18 і µ=12 маємо: 

36,8
5

1012
5,2

5,1718
2
1

5
1012

2
1311 =






 −








 −
−






 −

−=y  

Відповідь: Рівняння регресії відгуку моделі в області проведення екс-

периментів має вигляд: 
5

10
5,2

5,17
2
1

5
10

2
1311 −

⋅
−

⋅−
−

⋅−=
µλµL . Для зменшення 

довжини черги потрібно збільшувати інтенсивність обслуговування в дру-
гій СМО. 

Задача 7. Складіть рівняння регресії відгуку моделі за такими ре-
зультатами факторного експерименту: 

Х1 Х2 Х3 y 
0,01 30 1,5 15 
0,01 55 0,5 31 
0,03 30 0,5 11 
0,03 55 1,5 39 

Розв’язання. З таблиці результатів експериментів робимо висновок 
про те, що експерименти проводились при двох значеннях кожного фак-
тору – максимальному і мінімальному. Область проведення експериментів 
Х1∈(0,01; 0,03), Х2∈(30;50), Х3∈(0,5; 1,5). Перетворимо за формулами 
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(6.18) початкові змінні в допоміжні, які змінюються в області (-1;1): 

01,0
02,01

1
−

=
Xx , 

10
402

2
−

=
Xx , 

5,0
0,13

3
−

=
X

x . 

Таблиця результатів експериментів приймає вигляд: 
х1 х2 х3 y 
- - + 15 
- + - 31 
+ - - 11 
+ + + 39 

Експериментів тільки чотири при кількості факторів три. Отже, це 
результати дробового факторного експерименту. Складемо матрицю пла-
нування ДФЕ типу 23-1: 

 
23-1 х0 х1 х2 х3=х1х2 y 
1 
2 
3 
4 

+ 
+ 
+ 
+ 

- 
- 
+ 
+ 

- 
+ 
- 
+ 

+ 
- 
- 
+ 

15 
31 
11 
39 

 
Коефіцієнти рівняння регресії знаходимо за формулами (6.24) 

24
4

39113115
0 =

+++
=b ,  1

4
39113115

1 =
++−−

=b , 

11
4

39113115
2 =

+−+−
=b , 3

4
39113115

3 =
+−−

=b . 

Відповідне рівняння регресії має вид: 321 31124 xxxy +++= , де 

01,0
02,01

1
−

=
Xx , 

10
402

2
−

=
Xx , 

5,0
0,13

3
−

=
X

x . 

Аналізуючи отримане рівняння регресії, можна зробити висновок 
про те, що фактор х2 спричиняє на відгук моделі вплив набагато більший, 
ніж фактор х1 або х3. 

Рівняння регресії може бути використане для наближених розрахун-
ків відгуку моделі в області проведення експериментів. Наприклад, якщо 
Х1=0,023, Х2=35, Х3=1,2, то з огляду на те, що ця точка належить області 
проведення експериментів, розраховуємо: 

204,035,0113,024
5,0

0,12,1
3

10
4035

11
01,0

02,0023,0
24 =⋅+⋅−+=

−
⋅+

−
⋅+

−
+=y . 

Відповідь: результати експериментів відповідають наступному рів-
нянню регресії: 

321 31124 xxxy +++= , де 
01,0

02,01
1

−
=

Xx , 
10

402
2

−
=

X
x , 

5,0
0,13

3
−

=
Xx . 
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З цього рівняння слідує, що при збільшенні на одиницю значення фа-
ктора х1, значення відгуку моделі збільшиться на одиницю, при збільшені 
на одиницю значення фактора х2, значення відгуку моделі збільшиться на 
11 одиниць, а при збільшені на одиницю значення фактора х3, значення від-
гуку моделі збільшиться на 3 одиниці. Тобто вплив фактора х2 вдесятеро 
більший за вплив фактора х1 та втричі більший за вплив фактора х3. 

Задача 8. Побудуйте план дробового факторного експерименту 25-2, 
який використовує співвідношення х5=х1х2х3, х2=х3х4. Складіть відповідне 
цьому плану рівняння регресії. 

Розв’язання. Помножуючи послідовно на  х1, х2, х3, х4, х5, х1х2, х1х3 і 
т. д. виведемо наступні рівності: 

 

х5=х1х4=х1х2х3=x2х3х4х5 , 
х4=x1х5=х2x3=х1х2х3x4х5 , 
х3=х2x4=х1х2х5=х1х3х4х5 , 
х2=х3х4=х1х3х5=х1х2х4x5 , 
x1=x4х5=х2х3х5=х1х2х3х4 , 
х0=x2х3х4=x1х4х5=х1х2х3x5 , 
х1х3=x2х5=х1х2х4=х3х4х5 , 
x1х2=x3х5=x1х3х4=х2x4х5 

 

Будуємо матрицю планування (при цьому стовпчик х4 заповнюється 
за допомогою рівності х4=x2х3 а стовпчик х5 – за допомогою рівності 
х5=х1х4): 

 

25-2 х0 х1 х2 х3 х4 х5 x1х2 х1х3 y 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
- 
+ 
- 
+ 
- 
+ 
- 

+ 
+ 
- 
- 
+ 
+ 
- 
- 

+ 
+ 
+ 
+ 
- 
- 
- 
- 

+ 
+ 
- 
- 
- 
- 
+ 
+ 

+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 
+ 
- 

+ 
- 
- 
+ 
+ 
- 
- 
+ 

+ 
- 
+ 
- 
- 
+ 
- 
+ 

y1 
y2 
y3 
y4 
y5 
y6 
y7 
y8 

 

Відповідне цьому плану рівняння регресії має вид: 
31721655443322110 xxbxxbxbxbxbxbxbby +++++++= . 

Відповідь: відповіддю є складений план. 
Задача 9. В результаті проведення повного факторного експеримен-

ту типу 32 при кількості прогонів чотири отримані наступні середні зна-
чення відгуку моделі yi, та значення дисперсій Di: 
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x1 x2 x3 yj1 yj2 yj3 yj4 

- - - 174,6 181,0 167,7 207,7 
+ - - 102,0 159,9 102,6 111,7 
- + - 211,8 191,8 198,8 152,0 
+ + - 115,4 103,3 137,2 137,2 
- - + 264,0 286,0 313,7 283,0 
+ - + 275,2 254,9 201,3 232,9 
- + + 287,5 308,6 279,7 288,7 
+ + + 189,4 251,3 178,2 202,3 

 

Проведіть статистичну обробку результатів факторного експеримен-
ту та зробіть висновки про вплив факторів на відгук моделі. 

Розв’язання. Розрахуємо середні значення та дисперсії відгуку мо-
делі у кожному експерименті: 

 

yj1 yj2 yj3 yj4 ∑
=

=
4

14
1

i
jij yy  ∑

=

−
−

=
4

1

2)(
14

1
i

jjij yyD  

174,6 181,0 167,7 207,7 182,8 306,2 
102,0 159,9 102,6 111,7 119,0 759,9 
211,8 191,8 198,8 152,0 188,6 663,5 
115,4 103,3 137,2 137,2 123,3 282,8 
264,0 286,0 313,7 283,0 286,7 420,1 
275,2 254,9 201,3 232,9 241,1 1003,2 
287,5 308,6 279,7 288,7 291,1 150,9 
189,4 251,3 178,2 202,3 205,3 1037,8 
 

Кількість прогонів складає чотири, а кількість експериментів вісім, 
тому у формулах (6.24-6.28) p=4, а N=8. 

1) Знаходимо значення критерію Кочрена за формулами (6.24), 
(6.21): 

224,0
4,4624
8,1037

4,4624
8,1037max

≈=

=∑

=

G

D
D

. 

При α=0,05, p-1=4-1=3, маємо Gкр=0,4377. Оскільки 0,224<0,4377, то 

факторний експеримент є відтворюваним і величина 05,578
8

4,4624
==D  є 

оцінкою дисперсії генеральної сукупності. 
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2) Знаходимо коефіцієнти рівняння регресії за формулами: 

66,2
8

56,32
8

73,204
8

2
2

1
1

0

−==

−==

==

∑

∑

∑

ii

ii

i

yx
b

yx
b

y
b

 

30,0
8

10,11
8

31,51
8

31
5

21
4

3
3

−==

==

==

∑

∑

∑

iii

iii

ii

yxx
b

yxx
b

yx
b

 
83,4

8

18,5
8

321
7

32
6

−==

−==

∑

∑

iiii

iii

yxxx
b

yxx
b

 

Складаємо відповідне до матриці планування рівняння регресії: 
321323121321 83,418,530,010,1131,5166,256,3273,204 xxxxxxxxxxxxy рег −−−++−−= (6.31) 

При α=0,05, числі ступенів вільності N(p-1)=8⋅3=24, маємо tкр=1,71. 
Оцінюємо значимість коефіцієнтів bj за формулою (6.22): 

00 71,117,48
05,578
4873,204 bt ⇒>=

⋅
=  є значимим, 11 71,166,7 bt ⇒>=  є значи-

мим, 
22 71,163,0 bt ⇒<=  є незначимим,  33 71,107,12 bt ⇒>=  є значимим, 
44 71,161,2 bt ⇒>=  є значимим,  55 71,107,0 bt ⇒<= є незначимим, 
66 71,121,1 bt ⇒<=  є незначимим,  77 71,114,1 bt ⇒>=  є незначимим. 

Помітимо, що не значимими є обов’язково найменші коефіцієнти bj. 
Але визначити, скільки найменших коефіцієнтів в рівнянні є незначущи-
ми, можна тільки за допомогою критерію Ст’юдента. Викреслюємо незна-
чущі доданки з виразу (6.31) і одержуємо наступне рівняння регресії: 

2131 10,1131,5156,3273,204 xxxxy рег ++−= .    (6.32) 
Підставляючи відповідні значення факторів у рівняння (6.32), знахо-

димо значення відгуку моделі в кожному експерименті, обчислене по рів-
нянню регресії. Наприклад, в першому експерименті x1=-1, x2=-1, x3=-1. 
Звідси, 2110,1131,5156,3273,204 xxy рег +−+= . Розраховуємо yj

рег і заносимо їх 
у таблицю результатів експериментів: 

 

x1 x2 x3 y yрег 

- - - 182,8 197,1 
+ - - 119,0 109,8 
- + - 188,6 174,9 
+ + - 123,3 132,0 
- - + 286,7 299,7 
+ - + 241,1 212,4 
- + + 291,1 277,5 
+ + + 205,3 234,6 

3) Знаходимо значення адекватності дисперсії адекватності за фор-
мулою (6.23): 
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( ) 45,648
4

8,2593
48

1 28

1
==−

−
= ∑

=i

рег
iiад yyD  

Обчислюємо значення критерію Фішера за формулою (6.24): 

12,1
05,578
45,648

===
D

D
F ад  

Критичне значення критерію Фішера при рівні значимості 0,05 і кі-
лькості ступенів вільності 8·(4-1)=24 та 4-1=3 складає 

Fкр=qF(0.95,24,3)=8,64. 
Оскільки F<Fкр, рівняння регресії (6.32) визнається адекватним ре-

зультатам факторного експерименту. 
Відповідь: при статистичній обробці результатів експериментів ви-

явився не значимим вплив факторів х2, х1х3, х2х3 та х1х2х3. Відповідні до 
цих факторів доданки у рівнянні регресії вилучені і отримано рівняння ре-
гресії, яке адекватне результатам експериментів: 

2131 10,1131,5156,3273,204 xxxxy рег ++−= . 
З цього рівняння слідує, що при збільшенні на одиницю значення 

фактора х1, значення відгуку моделі зменшиться на 32,56 одиниць, а при 
збільшені на одиницю значення фактора х3, значення відгуку моделі збі-
льшиться на 51,31 одиниці. 

 
6.5. Завдання для самостійної роботи 

 
1. Визначить розмір вибірки відгуку моделі, необхідний для забез-

печення точності 3 при довірчій ймовірності 0,95, якщо закон розподілу 
відгуку моделі нормальний, а дисперсія його дорівнює 126. 

2. Визначить розмір вибірки відгуку моделі, необхідний для забез-
печення точності 0,05 при довірчій ймовірності 0,95, якщо закон розподі-
лу відгуку моделі невизначений, а середнє квадратичне відхилення його 
дорівнює 0,05. 

3. Результати експерименту наведені у таблиці:  
 

x=0,1 12,
6 

7,9 10,9 7,9 7,5 10,8 

x=0,3 4,5 9,1 6,3 13,2 2,5 9,5 
Визначить, чи впливає даний фактор на відгук моделі? 
 

4. Оцінити вплив факторів «наявність резервного каналу» та «наяв-
ність обмеження на чергу» на ймовірність відмови в обробці вимоги в ме-
режі МО за даними факторного експерименту: 
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 черга 
обмежена 

черга 
необмежена 

резервний канал 
наявний  

0,23; 0,22; 0,24; 
0,15; 0,51; 0,31 

0,12; 0,13; 0,16; 
0,11; 0,04; 0,24 

резервний канал 
відсутній 

0,30; 0,31; 0,35; 
0,39; 0,18; 0,42 

0,70; 0,54; 0,25; 
0,27; 0,28; 0,57 

 

5. Побудуйте багатофакторний план проведення експериментів для 
двох факторів так, щоб кількість прогонів для кожного фактору була не 
менше 15. 

 

6. Складіть рівняння регресії відгуку моделі за такими результатами 
факторного експерименту: 

 

Х1 Х2 Х3 y 
0,01 30 1,5 15 
0,01 55 0,5 31 
0,03 30 0,5 11 
0,03 55 1,5 19 
0,01 30 0,5 9 
0,01 55 1,5 25 
0,03 30 1,5 12 
0,03 55 0,5 33 

 

Зробіть висновки про вплив факторів на відгук моделі. 
 

7. Побудуйте план дробового факторного експерименту 24-1, який 
використовує співвідношення х2=х3х4. Складіть відповідне до цього плану 
рівняння регресії. 

 

8. Метою проведення експериментів з мережею МО (рис. 6.3) є оцін-
ка середньої довжини черги L у другій СМО. В ході експериментів зміню-
вали середній час обробки t1, t2 t3. в пристроях обслугований К1, К2, К3 від-
повідно. 

 
 

λ 

К1 

t1 

К2 

t2 L3 

Рис. 6.3. Мережа МО до задачі 6. 
 

К3 

L2 
t3 
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Результати експериментів, які проводились, наведені в таблиці: 
 

t1 t2 t3 L 
10 
6 
10 
6 
10 
6 
10 
6 

5 
5 
3 
3 
5 
5 
3 
3 

6 
6 
6 
6 
4 
4 
4 
4 

1,8 
7,5 
2,5 
9,2 
0,3 
0,8 
0,4 
0,7 

 

Знайдіть рівняння регресії та зробіть висновки про вплив вхідних 
змінних моделі на вихідну змінну. 

 

9. В результаті проведення дробового факторного експерименту ти-
пу 24-1 при кількості прогонів п’ятнадцять отримані наступні середні зна-
чення відгуку моделі yi, та значення дисперсій Di: 

 

x1 x2 x3 x4 yj Dj 

- - - + -18,27 1,92 
+ - - + -25,3 2,5 
- + - - 8,28 0,69 
+ + - - 2,08 0,13 
- - + - 55,62 6,42 
+ - + - 48,29 5,03 
- + + + 28,04 2,12 
+ + + + 20,83 1,86 

Проведіть статистичну обробку результатів експериментів та зробіть 
висновки про вплив факторів. 

 

10. Проведіть факторний експеримент з імітаційною моделлю сис-
теми передачі даних (див. завдання 11 розділу 4) з метою визначення 
впливу тривалості обслуговування клієнта касиром банку (автомобільним 
та касира у приміщенні банку) на значення ймовірності того, що клієнт 
піде з банку не обслугованим. 

 

11. Проведіть факторний експеримент з імітаційною моделлю сис-
теми перевезення вантажів літаками двох типів (див. завдання 22 розділу 
4) з метою визначення впливу пріоритету літаків на середній час очіку-
вання контейнерів із вантажами. 

 

12. Проведіть факторний експеримент з імітаційною моделлю сис-
теми транспортного руху у двох напрямках, керованого світлофорами 
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(див. завдання 23 розділу 4) з метою визначення впливу тривалості горін-
ня зеленого світла у першому та другому напрямках на середній час очі-
кування автомобілів в обох напрямках руху. 

13. Проведіть факторний експеримент з імітаційною моделюю сис-
теми, що складається з бульдозера, навантажувачів та самоскидів (див. за-
вдання 24 розділу 4) з метою визначення факторів, що впливають середнє 
завантаження самоскидів. 
 

6.6. Контрольні запитання 
 

1) Чим визначається структура експерименту? 
2) Які фактори вважаються кількісними і які якісними? 
3) Які задачі тактичного планування експериментів? 
4)  Які задачі стратегічного планування експериментів? 
5) Як побудувати план повного факторного експерименту (ПФЕ) у ви-
падку якісних факторів? 

6) Яким чином виконується дисперсійний аналіз результатів фактор-
ного експерименту? 

7) Як побудувати план повного факторного експерименту (ПФЕ) у ви-
падку кількісних факторів? 

8) Як побудувати план дробового факторного експерименту (ДФЕ)? 
9) Які властивості притаманні матриці планування? 
10) Як виконуються експерименти за матрицею планування? 
11) Як скласти регресійне рівняння відгуку моделі по заповненій мат-
риці планування? 

12) Яким чином виконується регресійний аналіз результатів факторно-
го експерименту? 

13) Що таке відтворюваність експерименту? 
14) Чим оцінюється значимість коефіцієнта регресії? 
15) За яким критерієм оцінюють адекватність регресійного рівняння ре-
зультатам експерименту? 

16) Які висновки про функціонування моделі можна зробити з регре-
сійного рівняння відгуку моделі? 

17) Порівняйте обробку результатів імітаційного та аналітичного моде-
лювання. 
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Розділ 7 
МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ ІМІТАЦІЙНИХ МОДЕЛЕЙ 

 
7.1. Пошук оптимальних значень  

за допомогою серії факторних експериментів 
 

У багатьох випадках ціллю моделювання є відшукання таких 
величин або рівнів факторів, при яких відгук моделі досягає оптимальних 
значень. При імітаційному моделюванні відшукання таких оптимальних 
значень можливо тільки експериментальними методами. 

Для пошуку оптимальних значень використовується метод 
найшвидкішого підйому. В околі заданої точки будується апроксимація 
поверхні відгуку моделі за допомогою повного чи дробового факторного 
експерименту. По збудованій лінійній функції визначається напрямок 
наишвидкішого підйому до точки оптимуму. Потім робиться невеличкий 
крок у цьому напрямку і процедура повторюється. Поблизу оптимальної 
точки нахили, визначувані коефіцієнтами рівняння регресії, стають 
близькими до нуля. 

Успіх цього методу сильно залежить від вибору початкової точки і 
ніколи не можна стверджувати, що знайдений глобальний оптимум, 
оскільки досліджується тільки локальна область зміни факторів. Через це 
пошук оптимальних значень факторів потрібно робити при різноманітних 
початкових точках. 

Крок вибирається більшим за розміри області проведення 
факторного експерименту в початковій точці. Пробні експерименти 
ставляться в напрямку найшвидкішого підйому доти, поки не буде 
визначене найліпше значення відгуку моделі в цьому напрямку (рис.7.1). 
У найліпшій точці знову ставиться факторний експеримент і в напрямку 
нашвидкішого підйому ставляться пробні експерименти. Пошук 
продовжується доти, доки найліпше значення відгуку моделі не співпаде з 
точкою, в якій проводився експеримент. Проілюструємо цей спосіб на 
наступному прикладі пошуку максимуму.  

Приклад 
Досліджується вплив п’ятьох факторів. У якості початкової обрана 

точка Х10 = 25, Х20 = 10, Х30 =1, Х40 = 7, Х50 = 125. В області варіювання 
факторів, що визначена наступними значеннями Δ1 = 12, Δ2 = 5, Δ3 = 0,5, 
Δ4 = 2, Δ5 = 15, - проведений дробовий факторний експеримент типу 252 −  і 
знайдене наступне рівняння регресії: 

.2,89,152,36,253,28,1 54321 xxxxxy +−−+−=  
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Фактор, для якого добуток |biΔi| є найбільшим, приймається за 
базовий: iiiбазбаз bb ∆⋅=∆⋅ max . Крок для проведення пробних експериментів 
визначається формулою: 

i
баз

баз
i b

b
∆

=δ  ,  iiiбазбаз bb ∆⋅=∆⋅ max .   (7.1) 

 

 
Результати проведення пробних експериментів представляються 

таблицею 7.1. Результат кожного пробного експерименту утворюється як 
результат p прогонів імітаційної моделі, який має задану точність і 
довірчу ймовірність. 

Таблиця 7.1. 
 

Проведення експериментів у напрямку нашвидшого підйому 
 X1 X2 X3 X4 X5 y 

bi -2,3 25,6 -3,2 -15,9 8,2  
biΔxi -27,6 128 -1,6 -31,8 123  
δi -4,2 46,8 5,9 29,1 15  

Округлення -4 47 6 30 15  
Початкова 
точка  

25 10 41 7 125 1,8 

Пробний 
експеримент 

№1 

 
 

21 

 
 

57 

 
 

46 

 
 

37 

 
 

140 

 
 

456,3 
№2 17 104 52 67 155 760,9 
№3 13 151 58 97 170 907,9 
№4 9 198 64 127 185 897,3 

 

Пробні експерименти 
Початкова точка 

Оптимальна точка 2Х  

20Х  

10Х  
1Х  

Напрямок 
 найшвидкішого 
 підйому 

Рис.7.1. Відшукання оптимальних значень факторів за допомогою ряду 
факторних експериментів 
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У точці Х1=13, Х2=151, Х3=58, Х4=67, Х5=155 потрібно знову 
провести факторний експеримент, і в напрямку найшвидкішого підйому 
провести пробні експерименти. Пошук закінчується, якщо найбільше 
значення відгуку моделі співпадає з початковою точкою. 

Наприкінці зауважимо, що методи оптимізації приводять до успіху 
тільки за умови, що оптимальне значення відгуку моделі в досліджуваній 
області існує. Тому вони вимагають від дослідника ретельного 
попереднього дослідження імітаційної моделі. А успішне розв’язання 
задачі оптимізаціїї як правило свідчить про неабиякий досвід та інтуіцію 
дослідника у роботі з моделлю. 

 
7.2. Методи групового урахування аргументів 

 
Успіх методу найшвидкішого підйому залежить від вибору початкових 

точок і потребує великої кількості експериментів. В результаті кропіткої ро-
боти дослідник одержить числові значення оптимуму, проте функціональні 
зв’язки між вхідними та вихідними змінними залишаться скритими. 

Відомо [Ивахненко,1982], що фізичні моделі, до яких відносяться й 
імітаційні моделі, дієві для використання в цілях короткострокового про-
гнозу, тобто 5-10% від часу спостереження. Для цілей довгострокового 
прогнозу дієвими виявляються нефізичні моделі. Такі моделі можна отри-
мати методами групового врахування аргументів або, як їх іще називають, 
методами самоорганізації моделей. 

Якщо використати результати імітаційного моделювання як резуль-
тати спостереження при самоорганізації моделей, то 1) з’ясуємо функціо-
нальні зв’язки між вхідними та вихідними змінними, 2) отримаємо опти-
мальні значення при меншій кількості експериментів. 

Технологія відшукання оптимальних значень, запропонована в [Сте-
ценко, 2004] складається з таких етапів: 

1. Відбір даних про поведінку імітаційної моделі. 
2. Вибір опорних функцій. 
3. Пошук функціональної залежності вихідних та вхідних змінних 
методами самоорганізації моделей. 

4. Дослідження функції на екстремум класичними методами мате-
матичного аналізу. 

5. Аналіз результатів та формулювання висновків. 
Технологія відшукання оптимальних значень імітаційної моделі ви-

пробовувалась на прикладі моделі управління дорожнім рухом на перехрес-
ті. У двох напрямках до перехрестя надходять машини із відомою інтенсив-
ністю. При зеленому світлі машини переїжджають перехрестя із відомою 
часовою затримкою. При жовтому світлі – очікують. Управління світлофо-
рами складається з таких інтервалів: зелене світло в першому напрямку, жо-
вте світло в обох напрямках, зелене світло в другому напрямку, жовте світло 
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в обох напрямках. Жовте світло в обох напрямках горить для того, щоб ма-
шини, які в’їхали на перехрестя, залишили його і це відома величина для 
кожного перехрестя. Задача моделювання полягає в тому, щоб знайти зна-
чення горіння зеленого світла в першому та другому напрямках, які забезпе-
чують найменшу кількість машин, що очікують переїзду: 

),max( 21 LLz = ,      (7.2) 
де L1 – середня кількість машин, що очікують переїзду в першому напрямку, 
     L2 – в другому напрямку. 

Вибір цієї задачі обумовлений, по-перше тим, що в цій задачі, оче-
видно, існують оптимальні значення вхідних змінних, по-друге тим, що 
при зростаючій кількості автомобілів на дорогах задача управління доро-
жнім рухом актуальна сама по собі. 

Формальна модель системи складається у вигляді мережі Петрі з ча-
совими затримками, багатоканальними переходами, конфліктними пере-
ходами та інформаційними зв’язками. Реалізація моделі здійснюється на 
основі алгоритму імітації мережі Петрі з часовими затримками, що роз-
глядався у розділах 5.4-5.6 Значення часу горіння зеленого світла в пер-
шому напрямку – t1 та значення часу горіння зеленого світла в другому 
напрямку – t2 є шуканими величинами. 

Відбір даних про поведінку імітаційної моделі. Дані спостережень зби-
рались в області значень вхідних змінних, де вихідна величина має сталий ха-
рактер. Така область може бути задана або обмеженням значення вихідної 
величини, або рівняннями, що виходять з фізичного змісту моделі. Так, об-
ласть допустимих значень змінних t1, t2 задається умовою, що кількість ма-
шин, яка може проїхати в і-ому напрямку в одиницю часу, має бути більшою 
за кількість машин, яка надходить в цьому ж напрямку в одиницю часу: 

2,1         ,11
2 _21

=>⋅
⋅++

i
ТTТtt

t

надхіпереїздужовт

i    (7.3) 

Наприклад, для значень параметрів Тжовт = 5 секунд, Тпереїзду = 0,5 се-
кунд, Т1надх = 1 секунда,   Т2надх = 4 секунди область допустимих значень 
має вигляд, який представлений на рисунку 7.2. 

 

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0
7

14
21
28
35
42
49
56
63
70

ODZ for t1 (Y-axes), t2 (X-axes)

t 10+

7 t 10−

t1

t t, t2,

Рисунок 7.2. Область допустимих значень вхідних змінних, знайдена з умов (2) 



 254 

В області допустимих значень випадковим чином було вибрано 60 
точок в межах t1∈(13;600), t2∈(6;150). Для кожної точки проведений екс-
перимент, в результаті якого отримане середнє значення відгуку моделі z з 
точністю на рівні 5%. 

Вибір опорних функцій. Для відшукання оптимальних значень за-
стосовувався однорядний алгоритм самоорганізації моделей з опорними 
функціями виду: 

( ) 4,3,2,1             ,10t),( 2121 =++= ntttf n ;      

5,4,3,2,1             ,
t
t),(

2

1
21 =








= nttf

n

    (7.4) 

де t1 – час горіння зеленого світла в першому напрямку; t2 – час горіння зе-
леного світла в другому напрямку; t1+t2+10 – тривалість циклу управління. 

Однорядний алгоритм самоорганізації моделей розглядається дета-
льно в розділі 9.2 даного навчального підручника. 

Пошук функціональної залежності вихідних та вхідних змінних ме-
тодами самоорганізації моделей. Оскільки кількість змінних невелика, то 
для відшукання моделі оптимальної складності використовувався одноря-
дний алгоритм МГВА [Ивахненко,1985] з послідовним застосуванням зо-
внішніх критеріїв. На першому етапі здійснювався відбір найкращих мо-

делей за критерієм регулярності у кількості, яка складає 
1
22 1

−
−−

N

N

, де 2N-1 - 

початкова кількість моделей. На другому етапі здійснювався відбір най-
кращої моделі за критерієм мінімуму зсуву. Для указаних на рисунку 1 
числових значень параметрів моделі отримана така функція: 
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  (7.5) 

Досягнуте значення критерію мінімуму зсуву складає 0,404, а глиби-
на критерію складає 3,717. 

Дослідження функції на екстремум класичними методами математи-
чного аналізу. Класичними методами математичного аналізу для функціо-
нальної залежності (7.5) знайдені оптимальні значення t1_opt=60, t2_opt=14, 
при яких досягається мінімальне значення вихідної змінної z_opt=7,9. Реа-
лізація значень 60 та 14 в імітаційній моделі дала значення відгуку моделі 
z=8,2. На рисунку 7.3 показана область значень вхідних змінних, при яких 
значення відгуку моделі відхиляється від оптимального менше ніж на 
одиницю. З рисунку видно, що ця область простирається в межах 

t1∈(23;105), t2∈(5;24) уздовж лінії 
opt

opt

t
t

t
t

_2

_1

2

1 = . 
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Аналіз результатів та формулювання висновків. В результаті дослі-

дження імітаційної моделі перехрестя знайдена функціональна залежність 
(7.5), з якої слідує, що найбільша кількість машин, що очікують переїзду в 
першому та другому напрямках, залежить від тривалості циклу управління 
та від співвідношення часу горіння зеленого світла в першому та другому 
напрямках. Знайдені оптимальні значення часу горіння зеленого світла в 
першому та другому напрямках. Значення часу горіння зеленого світла в 
першому та другому напрямках, які забезпечують близький до оптималь-
ного відгук моделі, мають таке саме співвідношення, як і оптимальні зна-
чення. Область значень вхідних змінних, при яких значення відгуку моде-
лі відхиляється від оптимального менше ніж на одиницю, включає велику 
кількість варіантів. Це забезпечує можливість координації сусідніх пере-
хресть при управлінні дорожнім рухом. 

Застосування методів самоорганізації для імітаційних моделей до-
зволяє отримати детальну картину про поведінку системи в області допус-
тимих значень, здійснити дослідження функціональних зв’язків вхідних та 
вихідних змінних та знайти оптимальні значення вхідних змінних. 
 

7.3. Еволюційні методи пошуку оптимальних значень 
 

На основі системи імітаційного моделювання CrossRoad розроблена 
інформаційна технологія визначення оптимальних параметрів управління 
транспортним рухом через світлофорні об’єкти міста [Стеценко, Батора, 
2007]. Оптимізація параметрів управління світлофорних об’єктів на ділян-
ці транспортного руху здійснюється методами евристичного пошуку з за-
стосуванням еволюційної стратегії [Кельтон]. Елементом популяції явля-
ється набір параметрів управління по два параметри (червоне та зелене 
світло) для кожного світлофорного об’єкта, що включається в розглядува-
ну систему транспортного руху: 

( )nn grgrgrA ,...,,,, 2211= , 
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де jj gr    ,  – тривалості першої та третьої фази управління відповідно на j-
ому перехресті, n – кількість перехресть. 

Початкова популяція (генерування 0) формується з випадкових зна-
чень, розкиданих в області допустимих значень параметрів. Кожний еле-
мент популяції запускається у «життя», тобто в імітаційну модель транс-
портного руху. Результатом такої життєдіяльності елемента популяції є 
відгук моделі (7.2). Набори параметрів, які виявились «неспроможними», 
тобто дістали в процесі імітації великі значення відгуку моделі, «гинуть» 
або знищуються. Таким чином за значенням відгуку моделі здійснюється 
відбір елементів популяції. Елементи популяції, що пройшли відбір, допу-
скаються до схрещування. Схрещування здійснюється для випадково об-
раних пар елементів популяції склеюванням частин наборів параметрів. 
При цьому доцільно не розривати параметри, що відносяться до одного 
перехрестя. Нехай для схрещування обрані елементи популяції Aj та Ak. В 
результаті роботи оператора кроссовера випадковим чином обираються 
перехрестя, параметри яких в елементі-нащадку будуть прийняті такими, 
як в елементі Aj , інші перехрестя елемента-нащадка приймають значення 
параметрів такі, як в елементі Ak: 
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Мутація здійснюється додаванням випадкового відхилення до ре-
зультату, який отриманий в результаті схрещування, додаванням з рівною 
ймовірністю -1, 0 або 1: 

 

( )nnnn grgrgrA 21242322111 ,...,,,, ξξξξξξ ++++++= − , 
 

де iξ  – випадкова величина, що приймає значення -1, 0, 1 з рівною ймовір-
ністю. 

Кожна наступна популяція (генерування j) формується з елементів, 
що пройшли відбір на попередньому генеруванні (генерування j-1), та з 
елементів, що створені в результаті схрещування та мутації. В правилі зу-
пинення еволюційного пошуку користувач задає кількість генерувань.  

Такі параметри моделі, як кількість рядів руху, середній час на по-
долання відстані від одного перехрестя до іншого, тривалість горіння жов-
того світла являються відомими величинами. Інтенсивність руху, ймовір-
ність вибору маршруту являються величинами, що залежать від пори ро-
ку, дня тижня, часу доби, погодних умов та інших факторів. Тому ці пара-
метри  потрібно визначати з використанням автоматичних пристроїв. 
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Модель групи перехресть цента міста Черкаси, введена засобами си-
стеми CrossRoads, та результати моделювання представлені на рисунку 
7.4. Для кожного перехрестя введені наступні параметри:  

а) параметри світлофорного об’єкти: 
 тривалість горіння червоного світла; 
 тривалість горіння жовтого світла; 
 тривалість горіння зеленого світла; 
 тривалість горіння жовтого світла; 

б) параметри руху в і-ому напрямку (і = 1,2,3,4): 
 ймовірність руху автомобіля наліво; 
 ймовірність руху автомобіля направо; 
 ймовірність руху автомобіля прямо; 
 середнє значення інтервалу часу, з яким автомобілі надходять 
до перехрестя; 

 середнє значення інтервалу часу, з яким автомобілі залишають 
перехрестя при зеленому світлі світлофора. 

Таким чином, для кожного перехрестя повинні бути визначені 9 па-
раметрів транспортного руху. З результатів моделювання, представлених 
на рисунку 7.4 видно, що на перехрестях уздовж бульвару Шевченка 
утворюються черги автомобілів. Для таких перехресть у системі 
CrossRoads передбачений пошук оптимальних значень параметрів управ-
ління за допомогою серії експериментів. Результати експериментування з 
перехрестям „Шевченка - Смілянська ” наведені на рисунку 7.5. 

Результати використання оптимізації для системи перехресть 
центральної частини міста Черкаси представлені на рисунку 7.5. Такі па-
раметри моделі, як кількість рядів руху, середній час на подолання відста-
ні від одного перехрестя до іншого, тривалість горіння жовтого світла яв-
ляються відомими величинами. Інтенсивність руху, ймовірність вибору 
маршруту являються величинами, що залежать від пори року, дня тижня, 
часу доби, погодних умов та інших факторів. Тому ці параметри потрібно 
визначати з використанням автоматичних пристроїв. 
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Рисунок 7.4. Результати моделювання системи перехресть  
 

 
Рисунок 7.5. Результати визначення оптимальних параметрів  

управління системи перехресть 
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7.4. Завдання для самостійної роботи 
 1. Розробити програму, яка відшукує оптимальне значення функції 
багатьох змінних еволюційним методом. Дослідити вплив кількості еле-
ментів в популяції, кількість генерованих поколінь, способу формування 
нової популяції на точність визначення оптимального значення.  

2. Для умов задачі 9 розділу 5.8 визначте оптимальні значення пара-
метрів моделі, що забезпечують найбільшу ефективність мережі масового 
обслуговування. Будемо вважати, що мережа має найбільшу ефективність, 
якщо вона забезпечує найбільшу кількість обслугованих вимог при най-
меншій кількості не обслугованих вимог. Використайте градієнтний метод 
пошук оптимального значення. 

3. Для умов задачі 12 розділу 5.8 визначте оптимальні значення па-
раметрів моделі обслуговування клієнтів у банку, що забезпечують найбі-
льшу ефективність його роботи. Будемо вважати, що банк має найбільшу 
ефективність, якщо він забезпечує найбільшу кількість обслугованих клі-
єнтів при найменшій кількості не обслугованих клієнтів. Використайте 
градієнтний метод пошуку оптимального значення. 

4. Для умов задачі 2 розділу 4.5 визначте оптимальні значення парамет-
рів моделі, що забезпечують найбільшу ефективність виробництва. Будемо 
вважати, що виробництво має найбільшу ефективність, якщо вона забезпечує 
найбільшу кількість обслугованих вимог при найменшій кількості не обслуго-
ваних вимог. Використайте градієнтний метод пошук оптимального значення. 

5. Для умов самостійного завдання 24 розділу 5.8 визначте оптимальні 
значення параметрів моделі транспортного руху у двох напрямках, що забез-
печують найменше сумарне середнє очікування автомобілів. Параметрами 
моделі вважати тривалості горіння зеленого світла у першому та другому на-
прямках. Використайте еволюційний метод пошуку оптимального значення. 

 

7.5. Контрольні запитання 
1) Опишіть процес побудови ряду повних чи дробових експериментів 

з метою оптимізації відгуку моделі. 
2) Як визначається крок просування в напрямку найшвидшого підйому? 
3) За якої умови процес відшукання оптимального значення відгуку 

моделі закінчується як успішний? 
4) Наведіть приклад, коли задача відшукання оптимального значення 

відгуку моделі не може бути розв’язана. 
5) У чому полягає ідея відшукання оптимального значення методами 

групового урахування аргументів? 
6) Які дії виконують для ідея відшукання оптимального значення ме-

тодами групового урахування аргументів? 
7) У чому полякає ідея еволюційного методу пошуку оптимальних значень? 
8) Як формується наступне покоління еволюційного методу пошуку 

оптимальних значень? 
9) Від яких параметрів залежить якість пошуку оптимального значен-

ня еволюційним методом? 
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Розділ 8 
ПРОГРАМНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ 

ІМІТАЦІЙНОГО МОДЕЛЮВАННЯ СИСТЕМ 
 

Історія розвитку засобів імітаційного моделювання охоплює час з 
50-их років ХХ століття до теперішнього часу. Відомі фахівці в галузі імі-
таційного моделювання Р.Ненсі та Ф.Ківіат у своїх працях визначили кі-
лька етапів розвитку засобів імітаційного моделювання. Перший етап 
охоплює 1955-1960 роки. В цей час імітаційні моделі розроблялися на ос-
нові універсальних мов програмування FORTRAN   і ALGOL. Вражаюче, 
але деякі бібліотеки алгоритмів моделювання, написані мовою FORTRAN, 
є актуальними і сьогодні в науковому світі. Мова  ALGOL відома тим, що 
в ній вперше було введене поняття процедури. Поява цієї мови програму-
вання внесла корінні зміни в концепцію програмування і відкрила шлях до 
об’єктного програмування. 

Другий етап охоплює роки 1961-1965, коли з’явились перші мови 
моделювання GPSS, SIMSCRIPT, SIMULA CSL, SQL. Саме в ці роки роз-
роблена концепція дискретних мов моделювання, за якою мови ділились 
на орієнтовані на події, на певні види діяльності та на процеси. Стали уні-
фіковані об’єкти, необхідні для моделювання, такі як черги та генератори 
випадкових величин. 

На третьому етапі розвитку засобів імітаційного моделювання, що 
тривав з 1966 по 1970 роки, з’явилось друге покоління мов моделювання – 
GPSS V, SIMSCRIPT II.5, SIMULA 67. Ці мови були орієнтовані на 
комп’ютери третього покоління. У мові SIMULA 67, яка є універсальною 
мовою, вперше введено поняття об’єкта та дії, що виконується об’єктом, а 
також поняття класів, як множини споріднених об’єктів. Таким чином, 
мова SIMULA 67 випередила свій час більш ніж на 20 років. 

Четвертий етап, що продовжувався з 1971 по 1978 роки, став етапом 
вдосконалення мов моделювання. В ці роки з’явились непевно-дискретні 
мови моделювання, наприклад, ASCL. 

П’ятий етап розвитку засобів імітаційного моделювання тривав з 
1979 по 1984 роки і став етапом розвитку технологій моделювання. В цей 
час створюються інтегровані засоби імітаційного моделювання. Змінилась 
концепція моделювання, відтепер це єдиний процес побудови та дослі-
дження моделей,  що має програмну підтримку. Особлива увага приділя-
ється аналізу властивостей моделі – чутливості, надійності, достовірності 
результатів моделювання. 

У наступні роки з’явились персональні комп’ютери, тому шостий 
етап (1985-1994роки) – це етап перенесення програмного забезпечення 
імітаційного моделювання на персональні комп’ютери, а також розробки 
графічного інтерфейсу для візуалізації та анімації процесів моделювання. 
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Сьомий етап охоплює роки з 1995 по 1998роки. В цей час розроб-
люються засоби технологічної підтримки процесів розподіленого іміта-
ційного моделювання на мультипроцесорних обчислювальних системах і 
в комп’ютерних мережах. 

Інший погляд на етапи розвитку засобів моделювання представив 
Б. Шмідт (B. Schmidt). Він визначає п’ять поколінь програмних засобів 
моделювання: 

І етап (50-ті роки ХХ століття)– програмування моделей мовами ви-
сокого рівня без спеціальної підтримки завдань моделювання (мови 
FORTRAN   і ALGOL); 

ІІ етап (60-ті роки ХХ століття) – спеціалізована підтримка моделю-
вання у вигляді виразів мови, генераторів випадкових чисел, засобів по-
дання результатів (мови GPSS, SIMSCRIPT, SIMULA); 

ІІІ етап (70-ті роки ХХ століття) – розвиток можливостей проведення 
неперевно-дискретного моделювання (мова ASCL);  

ІV етап (80-ті роки ХХ століття)– орієнтація на конкретні галузі, 
розвиток можливостей анімації (мови SIMFACTORY, XCELL); 

V етап (90-роки ХХ століття) – розробка графічного інтерфейсу, ін-
тегрованих середовищ, призначених для створення і редагування моделей, 
планування і проведення експериментів, керування моделюванням та ана-
лізу результатів моделювання (мови SIMPLEX II, SIMPLE++). 

В Україні відомими розробками в галузі технологій імітаційного мо-
делювання є наступні розробки [Томашевський, 2005]. 

Мова моделювання СЛЭНГ, автором якої є Л.А.Калениченко, створю-
валась в Інституті Кібернетики Академії наук України протягом 1966-1968 
років. Мова СЛЭНГ використовувалась під час розробки компонентів обчи-
слювальних машин і систем, призначених для виконання завдань плануван-
ня виробництва, для оцінювання показників надійності складних систем. 

Система АЛСИМ-БЭСМ, що була створена у 1973 році в Інституті 
кібернетики під керівництвом д.т.н. В.В.Литвинова. Система призначалась 
для моделювання обчислювальних систем і мереж і використовувалась під 
час виконання завдань радіолокації, протиповітряної оброни, аналізу і 
розподілу ресурсів.  

Система НЕДИС, автором якої є В.В.Гусев, створювалась в Інституті 
кібернетики у 1973-1975 роки. Використовувалась система для проекту-
вання обчислювальних машин і систем, передачі даних, моделювання над-
звичайних ситуацій у вугільних шахтах і процесів на залізничному транс-
порті, проектуванні засобів і систем космічної техніки, оптимізації техно-
логічних процесів у суднобудуванні. 

Комплекс АЛСИМ-2, що створювався під керівництвом В.В.Литви-
нова у 1979-1980 роках. Комплекс АЛСИМ-2 широко використовувався для 
дослідження процесів функціонування військово-морських баз Тихоокеан-
ського узбережжя та під час розробки проекту їх автоматизації. 
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Система імітаційного моделювання ІСІМ, яка розроблена у 1994 році 
в „Національному технічному університеті „КПІ”. Основне призначення 
системи ІСІМ, що має генератор імітаційних GPSS програм, – моделю-
вання дискретних систем, які можна представити засобами мереж масово-
го обслуговування. 

Системи НЕДИС-90, що створювалась протягом 1991-1993 років. 
Система призначалась для проектування в реальному часі проблемно-
орієнтованих мов. На основі НЕДИС розроблені проблемно-орієнтовані 
пакети моделювання СИМПО, САУККС, ПАРК, МЕРЕЖА, КОМПЛЕКС. 

Сучасний етап розвитку програмного забезпечення імітаційного мо-
делювання характеризується інтенсивним розвитком методів паралельно-
го моделювання, розвитком веб-технологій, побудовою систем моделю-
вання з використанням методів штучного інтелекту. Методи паралельного 
програмування використовуються для підвищення швидкодії імітаційних 
програм та для  реалізації імітаційних моделей великих і складних систем, 
що вимагають великих обсягів пам’яті. 

Якщо на початку розвитку засобів імітаційного моделювання існува-
ла думка, що створення мов імітаційного моделювання дозволить неспеці-
алістам у галузі імітаційного моделювання створювати моделі систем і 
використовувати їх для розв’язання задач, то наразі стало зрозумілим, що 
моделювання процесів можуть виконувати тільки спеціалісти в галузі мо-
делювання. Тому на теперішній момент більш розвиненим є напрямок 
створення проблемно-орієнтованих систем моделювання, що охоплює рі-
зноманіття систем певної галузі. Так, існують системи моделювання теле-
комунікаційних систем, виробничих систем… 

Більшість колективів, що займаються моделюванням систем, розро-
бляють пакети програм, пристосовані для потреб конкретного колективу і 
для задач, що розв’язуються цим колективом. На кафедрі комп’ютерних 
технологій Черкаського державного технологічного університету розроб-
лені система імітаційного моделювання PTRSIM, що є універсальною сис-
темою моделювання систем засобами мереж Петрі, і система моделюван-
ня транспортного руху через перехрестя міста CroossRoads, що є пробле-
мно-орієнтованою системою. 

 
8.1. Мова імітаційного моделювання GPSS 

 
GPSS (General Purpose Simulation System) – система моделювання 

складних об’єктів загального призначення, що розроблена Джеффрі Гор-
доном приблизно у 1960 році. Спочатку розроблювалась і підтримувалась 
компанією IBM. Наразі існують версії різних розробників, сама сучасна з 
яких - GPSS World – версія GPSS для персональних ЕОМ та ОС Windows, 
що розроблена компанією Minuteman Software. 
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Версія GPSS World для ОС Windows має розширені можливості, такі 
як середовище користувача з інтегрованими функціями роботи в Інтернет. 

GPSS World являється об’єктно-орієнтованою мовою. Можливості 
візуального представлення інформації мови GPSS World дозволяють спо-
стерігати та фіксувати внутрішні механізми функціонування моделей. Ін-
терактивність мови GPSS World дозволяє одночасно досліджувати та 
управляти процесами моделювання. Вбудовані засоби аналізу даних до-
зволяють легко розрахувати довірчі інтервали і провести дисперсійний 
аналіз. Також є можливість автоматично створювати та виконувати склад-
ні оптимізуючи експерименти. 

GPSS World оснащений рядом анімаційних можливостей від абстра-
ктної візуалізації до високо реалістичних динамічних зображень. Вбудо-
вана в GPSS World функція комплексної стилізованої анімації забезпечена 
великою кількістю вікон, що динамічно відображають об’єкти GPSS у 
процесі моделювання по мірі змінювання їх стану. 

Зовнішній інтерфейс, який має GPSS World, може підтримувати ані-
маційні пакети, що управляють трассіровочними даними. Таким способом 
можуть бути розроблені фотореалістичні анімації. Для використання цього 
інтерфейсу необхідно створити вихідний потік, вміст і форматування даних 
якого задовольняють правилам використовуваного анімаційного пакета. 

GPSS World має набір PLUS-процедур динамічного виклику, що до-
зволяють викликати функції із зовнішніх виконуваних файлів. Це забезпе-
чує оперативний зв’язок з анімаційними пакетами інших розробників. 
PLUS – це невелика, але ефективна процедурна мова програмування, 
створена з 12 типів операторів. ЇЇ ефективність забезпечується великою 
бібліотекою процедур, яка містить математичні функції та функції-
маніпуляції зі строками, а також великий набір імовірнісних розподілів. 

Модель у GPSS World визначається як послідовність операторів. Це 
оператори GPSS, оператори PLUS-процедур або оператори PLUS-
експериментів. За виключенням списків даних функції, всі оператори 
GPSS повинні складатися з одного текстового рядка довжиною до 250 си-
мволів. Довільний оператор GPSS може входити в модель і зберігатися у 
файлі моделі або може бути переданий процесу моделювання в інтеракти-
вному режимі. 

Мова GPSS являється мовою загального призначення для моделю-
вання мереж масового обслуговування, що набула широкого розповсю-
дження завдяки книзі [Шрайбер], в якій розглядається велика кількість 
прикладів моделювання систем різного призначення мовою GPSS. 

Вимоги, що надходять на обслуговування у мережу масового обслу-
говування, в мові GPSS називаються транзактами. Так, в моделі виробни-
чої лінії транзакти – це деталі, що надійшли на обробку. Процес обслуго-
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вування, що проходить транзакт, описується за допомогою операторів мо-
ви GPSS з моменту надходження транзакту в мережу до моменту його 
зникнення з мережі. Таким чином, оператори мови GPSS описують логіку 
проходження транзакту пристрої та черги мережі масового обслуговуван-
ня. Формалізація процесів функціонування систем засобами мереж масо-
вого обслуговування розглядалась у розділі 3.1, 3.2 даного навчального 
підручника. 

 

Основні правила мови GPSS 
Для описану імітаційної моделі на мові GPSS корисно представити її 

у вигляді схеми, на якій з’єднані елементи СМО – пристрої, накопичувачі, 
вузли та джерела. Опис моделі на мові GPSS є сукупність операторів 
(блоків), що характеризують процеси обробки вимог – виникнення тран-
зактів, затримки їх в пристроях, очікування транзактів в черзі, виведення 
із СМО. В мові є також оператори, що змінюють параметри вимог. 

Кожний транзакт, присутній в моделі, може мати до 12 параметрів. 
Існують оператори, за допомогою яких можна змінювати значення дові-
льних параметрів транзактів, та оператори, виконання яких залежить від 
значення того чи іншого параметра обслуговуваного транзакта. 

Транзакт переміщується від одного пристрою до іншого у чіткій від-
повідності до послідовності операторів в GPSS-програмі. Для передачі 
транзакта до іншого, крім наступного, оператора існують спеціальні опе-
ратори передачі управління. Моделювання здійснюється мовою GPSS на 
основі подійного підходу з просуванням часу до найближчої події. Прави-
льна послідовність подій у часі забезпечується інтерпретатором GPSSPC. 

 

Структура операторів GPSS 
В записі оператора виділяють три частини: мітка, назва, поле змінних. 
Приклад оператора: 

ААА     ADVANCE     20, 5     затримка транзакта на час 20±5 
<мітка>   <назва>     <поле змінних> <коментарі> 

В полі змінних виділяють підполя, що розділяються комами. Підпо-
ля слугують для вказування стандартних числових атрибутів (СЧА), сим-
волів, що позначають мітки, ідентифікаторів, вказівників різновидів опе-
раторів и т.і. Підполя можуть бути пустими. Після останнього непустого 
поля через пропуск може бути розміщений коментар. 

Стандартні числові атрибути слугують для скорочення визначення 
різних величин, що описують модель. 

Приклади СЧА: V2 – змінна V2; Q4 – довжина черги з номером 4; X5 – 
величина з номером 5, що зберігається; FN7 – функція з номером 7; P4 – зна-
чення параметра з номером 4; *6 – те, що міститься, у параметрі з номером 6; 
S*3 (або FN*3) – пам’ять (або функція), визначена в параметрі з номером 3. 



 265 

Основні оператори мови GPSS 
Основні оператори мови GPSS приведені у вигляді прикладів з кон-

кретними значеннями підполей у полі змінних.  
GENERATE   15,6,120,50,1  –  генерація транзактів, інтервали часу між 

надходженнями транзактів розподілені рівномірно в діапазоні (15-6, 15+6), 
перший транзакт з’явиться із затримкою в 120 одиниць модельного часу, 
всього буде створено 50 транзактів, пріоритет транзактів рівний одиниці. 

GENERATE   15,6,120,,1    –  те ж, але кількість генерованих транза-
ктів необмежена. 

GENERATE  6, FN$FFF,120,50,1  – те ж, але інтервал часу між по-
явами транзактів є ціла частина добутку числа 6 та значення функції FFF. 

FTIM   FUNCTION         RN1,C4  
0,0/0.1,0.8/0.5,1.6/1.0,1.9 
- опис функції FTIM, її аргументом являється випадкова величина 

(на це указує значення RN1), рівномірно розподілена в діапазоні (0,1), фу-
нкція являється неперервною числовою (вказівник С), заданою чотирма 
точками: (0;0), (0.1; 0.8), (0.5, 1.6), (1.0; 1.9).  

FTIM       FUNCTION        *2,D4 
0,12/1,9/2,8/3,6 
- те ж, але аргументом являється значення другого параметру тран-

закта, для якого розраховується значення дискретної величини (D) число-
вої функції FTIM, заданої чотирма вузловими точками. Це поточне зна-
чення округляється до найближчого значення аргументу у вузловій точці. 

QUEUE QAA – оператор реєстрації черги, довжина черги QAA збі-
льшується на одиницю. 

QUEUE QAA,2 – те ж , але довжина черги QAA збільшується на 2 
одиниці. 

DEPART QAA  – оператор реєстрації черги, довжина черги QAA 
зменшується на одиницю. 

DEPART QAA,4  – те ж, але довжина черги QAA зменшується на 4 
одиниці. 

SEIZE      DEV   – зайняття пристрою DEV транзактом; якщо при-
стрій зайнятий, то транзакт затримується в черзі до цього пристрою. 

ADVANCE    A,B  – затримка транзакта на час, визначений вмістом 
полів A та B, зміст величин, які записані в цих підполях, такий же, як і в 
блоці GENERATE. 

RELEASE  DEV   – звільнення пристрою DEV транзактом. 
ENTER     MEM,12 – зайняття транзактом 12 одиниць ємності в на-

копичувачі MEM. 
LEAVE    MEM,*2 – звільнення k одиниць пам’яті в накопичувачі 

MEM, де k - значення 2-го параметра транзакта. 
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WORK    STORAGE    40 – опис блоку пристроїв WORK ємністю 40 
одиниць. 

TERMINATE    1 – видалення транзакта з системи, при цьому зна-
чення підсумкового лічильника зменшується на одиницю, а моделювання 
закінчується, якщо значення лічильника стане рівним або менше нуля. 

PRIORITY 3 – транзакту присвоюється пріоритет 3.  
SPLIT     3,LLL,6 – копіювання транзактів, в даному випадку ство-

рюються три копії вихідного транзакта, вихідний транзакт направляється 
до наступного по порядку блоку, а створені копії - до блоку з міткою LLL, 
номери копій транзактів записуються у параметр 6. 

ASSEMBLE     – знищує транзакти копії та залишає тільки тран-
закт оригінал. 

ASSIGN     2,APP – змінювання параметрів транзактів, в даному ви-
падку другий параметр транзакта отримає значення APP. 

ASSIGN     3+,V4  – змінювання значення третього параметра тран-
закту - до нього додається значення V4. 

TRANSFER    ,MIT  – безумовна передача управління оператору з 
міткою (номером) MIT.  

TRANSFER    BOTH,LAB1,ONE – перехід до оператора з міткою 
LAB1, якщо він неможливий, то до оператора з міткою ONE , якщо і він 
неможливий, то транзакт затримується до наступного моменту модельно-
го часу, в який повторюються указані спроби переходу. 

TRANSFER    .4,AAA,END – транзакт з ймовірністю 0,4 переходить 
до оператору з міткою END та з ймовірністю 0,6 до оператору з міткою 
AAA. 

TRANSFER    PICK,FIN7,FIN21  – перехід із рівною ймовірністю 
до операторів з номерами FIN7, FIN 7+1, FIN 7+2, . . . , FIN 21.  

TRANSFER    FN,AAA,2  – перехід до оператору, мітка якого рівна 
сумі значень функції AAA і числа 2. 

TRANSFER    P,4,41 – перехід до оператору, мітка якого рівна сумі 
значень параметра з номером 4 транзакта і числа 41. 

TRANSFER    SBR,PRC,7 – перехід до оператора PRC із записом в 
параметр з номером 7 транзакта мітки даного оператора. 

LOOP          6,MIT  – організація циклу – кожний раз при вході в 
оператор LOOP перевіряється значення шостого параметру: якщо значен-
ня не дорівнює нулю, то транзакт переходить до блока з міткою MIT, а 
значення параметра зменшується на одиницю. Якщо значення шостого 
параметру при вході в блок LOOP дорівнює нулю, то транзакт слідує в на-
ступний за блоком LOOP перехід. 

TEST E V7,K256,END – перехід за умовою (умовна передача управ-
ління): в позиціях 13-18 записується знак відношення, в перших двох під-
полях поля змінних записуються величини, що порівнюються. Якщо умо-
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ва виконується, то перехід не виконується, інакше – перехід здійснюється 
до оператору з міткою LAB. Символи відношень: G - більше, L - менше, E 
- дорівнює, NE – не дорівнює, LE - менше або дорівнює, GE - більше або 
дорівнює. В даному прикладі перехід не виконується, якщо V7 = 256, ін-
акше перехід виконується до оператору з номером END. 

START 100,,25 – занесення значення 100 в ітоговий лічильник, вивід 
накоплених статистичних даних виконується з інтервалом змінювання 
вмісту ітогового лічильника в 25 одиниць.  

TABULATE MAT7 – у відповідний інтервал гістограми з іменем 
MAT7 добавляється одиниця. 

MAT7 TABLE P3,8,1,5  – опис таблиці (гістограми) MAT7, призна-
ченої для табулювання величини, значення якої знаходяться у третьому 
параметрі транзакта, який входить до оператора TABULATE MAT7, верх-
ня границя лівого інтервалу гістограми рівна 8, ширина кожного наступ-
ного інтервалу рівна 1, всього інтервалів 5.  

5 VARIABLE X2 -  K25 – розрахунковий оператор, в даному випад-
ку з величини за номером 2, що зберігається, віднімається число 25 і ре-
зультат присвоюється змінній за номером 5. 

SAVEVALUE 5+,*3 – величина за номером 5, що зберігається, збі-
льшується на значення третього параметра транзакта. 

Більшість інформації, що обробляється інтерепретатором мови 
GPSS, недоступна користувачу, проте до деякої інформації доступ забез-
печений за допомогою стандартних числових атрибутів. Стандартні чис-
лові атрибути поділяють на системні та атрибути транзактів. До систем-
них атрибутів відносяться такі величини як поточний модельний час, по-
точна довжина черги і т.і. До атрибутів транзактів відносяться, наприклад, 
величини пріоритету транзакту, загальний час його обробки та інші. Звер-
нення до атрибуту має вигляд «ім’я атрибуту_номер атрибуту»  або «ім’я 
атрибуту_$_ім’я пристрою», де під ім’ям пристрою мається на увазі  ім’я 
черги або пристрою, або блоку пристроїв. Наведемо найважливіші станда-
ртні числові атрибути. Позначення «*» означає номер або ім’я пристрою, 
до якого відноситься значення атрибуту.  

С1 – поточне значення відносного модельного часу,  
М1 –час перебування в моделі транзакта, що в даний момент оброб-

ляється інтерпретатором GPSS, 
TG1 – поточне значення лічильника завершення, 
PR – пріоритет транзакта, що в даний момент обробляється інтер-

претатором GPSS, 
F* – ідентифікатор зайнятості пристрою в даний момент модельного 

часу, 
FC* –  кількість зайнять пристрою, 
FR* –  коефіцієнт завантаження пристрою, виражений в частках тисячі, 
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FT* –  ціла частина значення середнього час у затримки транзакту у 
пристрої, 

R* –  місткість незаповненої частини блоку пристроїв, 
S* –  місткість заповненої частини блоку пристроїв, 
SC* –  лічильник кількості входів до блоку пристроїв, 
SM* –  максимальна спостережувана зайнята місткість блоку при-

строїв, 
SR* – коефіцієнт завантаження блоку пристроїв, виражений в част-

ках тисячі, 
ST* –  ціла частина середнього часу перебування транзакта в блоці 

пристроїв, 
Q* –  поточне значення довжини черги, 
QC* –  кількість входів до черги, 
QM* –  максимальне спостережуване значення довжини черги, 
QT* –  ціла частина середнього перебування в черзі транзактів. 
Більш детальну інформацію щодо моделювання систем мовою GPSS 

можна отримати в [Томашевський, 2001]. 
 

8.2. Система імітаційного моделювання PTRSIM 
 

Система імітаційного моделювання PTRSIM створена на кафедрі 
комп’ютерних технологій Черкаського державного технологічного універ-
ситету у 2006 році [Стеценко, Бойко 2006]. Основною ідеєю системи є ав-
томатизація імітаційного моделювання систем, представлених мережами 
Петрі. Мережі Петрі являються універсальним засобом формалізації дис-
кретно-подійних процесів. Насамперед важливо, що мережами Петрі мо-
жуть бути представлені процеси управління, які іншими системами іміта-
ції (GPSS, Arena) не представляються. 

Технологія імітаційного моделювання PTRSIM складається з таких етапів: 
1) побудова формалізованої моделі засобами мереж Петрі; 
2) введення моделі в імітаційну систему PTRSIM; 
3) перевірка моделі на відповідність задуму моделювання; 
4) виконання імітації при заданих значеннях параметрів; 
5) виведення результатів імітації; 
6) формулювання висновків і пропозицій. 
Етапи 2-5 виконуються у тісній взаємодії розробника моделі з іміта-

ційною системою PTRSIM 
Побудова формалізованої моделі системи засобами мереж Петрі. Для 

того, щоб представити систему у вигляді мережі Петрі, потрібно: виділити 
події, що виникають в системі; з’ясувати умови, при яких виникає кожна з 
подій; з’ясувати зміни, які відбуваються в системі при здійсненні кожної по-
дії; представити графічно зв’язки між подіями та умовами. В графічному 
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представленні мережі Петрі подіям відповідають переходи, умовам – позиції. 
Корисно позначати позиції та переходи не літерами, а іменами «пристрій», 
«датчик», «надходження даних», «виконання завдання» і ті., які підказують 
зв’язок того чи іншого фрагменту мережі Петрі з реальною системою. 

В імітаційній системі PTRSIM реалізуються мережі Петрі: 
1) з часовими затримками, які можуть бути задані детермінованим 
або випадковим числом; 

2)  з інформаційними зв’язками; 
3) з розгалуженнями маршрутів; 
4) зі зв’язками, кількість яких визначена цілим числом: 
5) зі зв’язками, кількість яких залежить від поточного маркіруван-
ня мережі Петрі. 

Відмітимо декілька моментів, важливих для коректного представлен-
ня моделей в системі PTRSIM. 

1. Запуск переходів здійснюється у два етапи. Спочатку за умови ви-
конання умови запуску переходу маркери із усіх вхідних позицій переходу 
віднімаються і запам’ятовується момент виходу маркерів як поточний час 
моделювання плюс час затримки переходу. У момент виходу маркерів 
здійснюється додавання маркерів в усі вихідні позиції переходу. Фрагмент 
мережі Петрі, що представляє процес обслуговування об’єктів двома при-
строями, має вигляд як на рисунку 8.1. Перехід «обслуговування» захоплює 
маркер з черги об’єктів за наявності маркеру в позиції «вільні пристрої». 
Максимальна кількість маркерів, що обслуговуються, дорівнює двом. За-
уважимо, що такий підхід дозволяє моделювати обслуговування об’єктів 
паралельно багатьма пристроями лише одним переходом мережі Петрі. 

 
2. Наявність інформаційних зв’язків дозволяє моделювати події, які 

виконуються за умови наявності дозволу. Наприклад, переїзд перехрестя 
автомобілі здійснюють при наявності зеленого світла (рисунок 8.2). Інфо-
рмаційний зв’язок означає, що наявність маркерів у вхідній позиції є 
обов’язковою для виконання умови запуску переходу, але при запуску пе-
реходу маркери з такої вхідної позиції не віднімаються. 

Рисунок 8.1 Фрагмент мережі Петрі,  
що моделює обслуговування об’єктів двома пристроями 
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3. Розгалуження маршрутів маркерів здійснюється указуванням та-

ких параметрів переходів як пріоритет та вага. Якщо перехід 1 має пріори-
тет більший ніж перехід 2, то першим запускається перехід 1. Наприклад, 
фрагмент мережі Петрі, що реалізує обслуговування об’єктів двома при-
строями – основним та резервним, має вигляд, представлений на рисунку 
8.3. Подія „пріоритет 2” моделює обслуговування основним пристроєм, а 
подія „пріоритет 1” – обслуговування резервним пристроєм. 

 

 
Якщо перехід 1 має вагу а, а перехід 2 має вагу b, то перехід 1 запус-

кається з ймовірністю 
ba

a
+

, а перехід 2 – з ймовірністю 
ba

b
+

. На рисунку 

8.4 представлений фрагмент мережі Петрі, в якому переходи „випадок 1” 
та „випадок 2” запускаються випадково з ймовірностями, що розрахову-
ються за заданими у параметрах переходів вагами. Наприклад, якщо для 
події „випадок 1” указана вага, що дорівнює 9, а для переходу „випадок 2” 
указана вага, що дорівнює 1, то перехід „випадок 1” матиме ймовірність 
запуску 0,9, а перехід „випадок 2” – ймовірність 0,1. 

Рисунок 8.3. Фрагмент мережі Петрі, що моделює обслуговування 
об’єктів двома пристроями, один з яких основний, а другий - резервний 
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4. Можливості моделювання систем мережами Петрі значно розши-

рюються, якщо припустити, що кількість зв’язків між об’єктами мережі 
Петрі являється довільним цілим числом. В системі PTRSIM такий зв’язок 
позначається стрілкою з косою рискою та надписом, що дорівнює кількос-
ті зв’язків. Наприклад, мережа Петрі, що моделює процес надходження та 
збирання деталей двох типів, приймає вигляд як на рисунку 8.5. Деталі 
першого типу надходять з відомою часовою затримкою по 10 штук разом, 
а деталі другого типу надходять 20 штук разом також з відомою часовою 
затримкою. У процесі збирання задіяні одночасно дві деталі першого типу 
та чотири деталі другого типу. 

 
5. В системах управління часто виникає ситуація, коли стан підсис-

теми управління залежить від поточного стану всієї системи. Наприклад, 
кількість товарів, які постачаються, може залежати від кількості невдово-
леного попиту. Кількість товарів, які постачаються, може залежати від по-

Рисунок 8.5. Фрагмент мережі Петрі, 
що моделює процес надходження та збирання деталей різного типу  
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точного стану запасу товарів. Такі моделі в системі PTRSIM реалізуються 
з використанням зв’язків у кількості, яка залежить від поточного маркіру-
вання мережі Петрі (рисунок 8.6). Формула, що визначає кількість 
зв’язків, передбачає використання маркірувань окремих позицій мережі 
Петрі, цілих чисел та арифметичних дій між ними. 

 
Введення моделі в імітаційну систему PTRSIM. Система забезпечена 

зручним графічним інтерфейсом введення моделі. Конструктивними еле-
ментами моделі є позиції, переходи та зв’язки мережі Петрі. Розробник 
моделі обирає піктограми елементів за допомогою миші і розміщує їх в 
робочу область. Подвійним натисканням миші на піктограмі викликається 
діалогове вікно, в якому уточнюються параметри елементів. Передбачена 
можливість збільшення або зменшення масштабу зображення моделі, а 
також прокрутки зображення для перегляду різних частин систем, якщо 
вона не може поміститися на екрані. Розробник моделі може перетягувати 
елементи мережі Петрі на екрані, знищувати їх або копіювати. 

Для введення великих моделей, які містять фрагменти, що повторю-
ються, передбачена можливість копіювання фрагментів мережі Петрі і 
вставки їх у потрібне розробнику моделі місце. Копіювання фрагментів 
мережі Петрі значно прискорює і полегшує введення великих моделей. 
Один раз налагоджений фрагмент мережі Петрі може успішно використо-
вуватись в інших моделях. 

Перевірка моделі на відповідність задуму моделювання. Анімаційні 
можливості системи дозволяють розробнику моделі перевірити, чи пра-
цює модель системи так, як він планував, і відшукати помилку у своїх мі-
ркуваннях. В режимі анімації позиції, переходи і зв’язки динамічно змі-
нюють свій колір і параметри у ході імітації по мірі просування модельно-
го часу, який також представлений на екрані монітора. Елементи управ-
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Рисунок 8.6. Фрагмент мережі Петрі, 
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ління анімацією дозволяють прискорити або уповільнити її перебіг, а та-
кож зупинити моделювання і внести зміни в модель «на ходу». Дослі-
дження змінювання системи в модельному часі, реакції системи на зміню-
вання параметрів надає розробнику моделі можливості упевнитись, що 
модель працює у відповідності до його розуміння алгоритму імітації. 

Виконання імітації при заданих значеннях параметрів. При виконан-
ні робочих прогонів моделі анімацію відключають, оскільки вона уповіль-
нює їх виконання. Дані перехідного періоду при необхідності вилучають-
ся указуванням інтервалу розгону моделі. 

Виведення результатів імітації. Статистичні можливості системи за-
безпечують підраховування середнього значення кількості маркерів у по-
зиції, сумарного значення часу роботи переходу, середнього завантаження 
переходу, а також виведення графіків змінювання середнього значення 
кількості маркерів у позиції та середнього завантаження переходу в зале-
жності від часу моделювання. Позиції та переходи, для яких повинні зби-
ратися статистичні дані, указуються розробником моделі. 

Формулювання висновків і пропозицій. Висновки та пропозиції що-
до поліпшення системи формулюються на основі ретельного статистично-
го дослідження моделі та за результатами факторного експерименту. 

 
8.3. Пакет імітаційного моделювання Arena 

 
Одним із найбільш ефективних сучасних інструментів імітаційного 

моделювання є система Arena, що створена Кельтоном у 1998 році [Кельтон] 
та постачається компанією Systems Modeling Corporation [Systems Modeling 
Corporation]. Система Arena дозволяє будувати імітаційні моделі з великої 
кількості базових конструктивних елементів, відстежувати процес імітації, 
проводити аналіз результатів моделювання та виконувати оптимізацію від-
гуку моделі. Імітаційні Arena-моделі можуть бути побудовані для різних 
сфер діяльності - виробничих технологічних операцій, складського обліку, 
банківської діяльності, обслуговування клієнтів у маркеті і т.д. і т.п. 

Основа технології Arena - мова моделювання SIMAN і система 
Cinema Animation. Мова SIMAN, що вперше реалізована у 1982 році, є 
надзвичайно гнучкою та виразною мова моделювання. Вона постійно удо-
сконалюється шляхом додавання в нього нових можливостей. Для відо-
браження результатів моделювання використовується анімаційна система 
Cinema animation, яка відома на ринку з 1984 року. Процес моделювання 
організований таким чином. Спочатку користувач будує у візуальному ре-
дакторові системи Arena модель, поєднуючи потрібні конструктивні еле-
менти. За необхідності параметри конструктивних елементів уточнюють-
ся. Коли здійснюється запуск моделі, система Arena генерує відповідний 
до моделі код на мові SIMAN, який автоматично запускається. 
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Інтерфейс системи Arena 9.0 
Вікно додатку розділене на три області:  

ü вікно робочого поля; 
ü вікно параметрів модулів; 
ü вікно проекту. 
ü Вікно проекту включає декілька панелей: 
ü Basic Process (панель основних процесів) - містить модулі, які вико-
ристовуються для моделювання; 

ü Reports (панель звітів) - панель повідомлень: містить повідомлення, 
які відображають результати імітаційного моделювання; 

ü Navigate (панель навігації) - панель управління дозволяє відображати 
всі види моделі, включаючи управління через ієрархічні підмоделі. 
Вікно робочого поля представляє зображення моделі, включаючи 

блок-схему процесу, анімацію і інші елементи.  
Вікно властивостей модуля використовуються для настройки пара-

метрів моделі таких як: час, витрати і інші параметри. 
Конструктивні елементи пакету Arena 

На рисунку 8.7 представлена панель основних 
процесів Basic Process. 

Модуль Create є відправною точкою для вимо-
ги в імітаційній моделі. Вимоги – це об’єкти, які об-
робляються в системі. Наприклад, документи у сфе-
рі бізнесу, клієнти у сфері обслуговування, деталі у 
сфері виробництва. Створення вимоги модулем від-
бувається за розкладом, або ж ґрунтуючись на зна-
ченні часу між прибуттям вимог в модель. Залиша-
ючи модуль, вимога починає оброблятися в системі. 
Тип створюваної вимоги визначається в цьому мо-
дулі. Параметри модуля та їх призначення: 

Name – унікальне ім'я модуля, яке буде відо-
бражено в блок схемі. 

Entity Type – назва типу вимоги, який створю-
ватиметься модулем. 

Type – спосіб формування потоку прибуття. 
Type може мати значення Random (використову-
ється експоненціальний розподіл з середнім зна-
ченням, визначеним користувачем), Schedule (ви-
значається модулем Schedule), Constant (використо-
вуватиметься, визначене користувачем, постійне 
значення) або Expression (потік прибуття формува-
тиметься по певному виразу). 

Рисунок 8.7. Панель 
основних процесів 
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Value – визначає середнє значення експоненціального розподілу 
(Random) або постійне значення часу між прибуттям вимоги (якщо Type = 
Constant). 

Schedule Name – ім'я розкладу, який визначає характер прибуття ви-
моги в систему. 

Expression – задає тип розподілу або вираз, що визначає час між при-
буттями вимоги в модель. 

Units – Одиниці вимірювання часу між прибуттям (день, година, 
хвилина, секунда). 

Entities per arrival – Кількість вимог, яка входить в систему за одне 
прибуття. 

Max arrivals – Максимальна кількість вимог, яке може створити цей 
модуль. 

First Creation – Час, через який прибуде перша вимога в модель від 
початку симуляції. 

Модуль Process є основним модулем процесу обробки в імітаційній 
моделі. Процесом обробки вважається, наприклад, перевірка документів, 
виконання замовлень, обслуговування клієнтів, обробка деталей У модулі 
є опції використання ресурсів. Окрім стандартного модуля Process, можна 
використовувати підмодель, додаючи їй особливу, визначену користува-
чем, ієрархічну логічну схему. У модулі можна також задавати додаткові 
вартісні і тимчасові характеристики процесу обробки об’єкта. Параметри 
модуля та їх значення: 

Name – унікальне ім'я модуля, яке відображається в блок схемі. 
Type – визначає логічну схему модуля. Standard означає, що логічна 

схема знаходиться усередині модуля і залежить від параметра Action. 
Submodel показує, що логічна схема знаходитиметься нижче в ієрархічній 
моделі. Підмодель може містити будь-яку кількість логічних модулів. 

Action – тип обробки що відбувається усередині модуля. Delay прос-
то показує про те, що процес займає деякий час і не відображає викорис-
тання ресурсів. Seize Delay указує на те, що в цьому модулі були розміще-
ні ресурси і відбуватиметься затримка, ресурси захоплюватимуться (тобто 
будуть зайняті обробкою вимоги), і їх звільнення буде відбувається пізні-
ше. Seize Delay Release указує на те, що ресурс(-и) були захоплені, а потім 
через час звільнилися. Delay Release означає, що ресурси до цього були 
захоплені вимогою, а в такому модулі вимога затримається і звільнить ре-
сурс. Всі ці параметри доступні тільки тоді, коли Type = Standard. 

Priority – значення пріоритету модулів що використовують один і 
той же ресурс де завгодно в моделі. Ця властивість не доступна, якщо 
Action = Delay або Delay Release, або коли Type = Submodel. 

Resources – визначає ресурси або групи ресурсів, які оброблятимуть 
вимогу в цьому модулі (див. Модуль Process - Ресурси). 
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Delay Type – тип розподілу або процедура, що визначає параметри 
затримки. 

Units – Одиниці вимірювання часу затримки(день, година, хвилина, 
секунда). 

Allocation – Визначає вартісні характеристики обробки. Value Added 
- означає враховувати вартісні характеристики, а Non-Value Added не вра-
ховувати. 

Minimum – мінімальне значення для рівномірного і трикутного роз-
поділу. 

Maximum – максимальне значення для рівномірного і трикутного 
розподілу. 

Value – середнє значення для нормального і трикутного розподілу 
або значення для постійної тимчасової затримки. 

Std Dev – стандартне відхилення для нормального розподілу. 
Expression – вираз, що визначає значення тимчасової затримки, якщо 

Delay Type = Expression. 
 

Модуль Decide дозволяє враховувати прийняття рішень в моделі. 
Наприклад, розділення справ на термінові справи і нетермінові, перенап-
равлення недороблених або зроблених неправильно робіт на доопрацю-
вання та інше. Модуль включає опції прийняття рішень заснованих на 
умові By Condition (наприклад, якщо тип вимоги Car) або заснованих на 
вірогідності By Chance (наприклад, 75% - true, а 25% - false). Умови мо-
жуть бути засновані на значенні атрибуту Attribute, значенні змінної 
Variable, типі об’єкта Entity Type або засновані на виразі Expression. Якщо 
поставлена умова не виконується те, об’єкт покидатиме модуль через віт-
ку False. Параметри модуля та їх значення: 

Name – унікальне ім'я модуля, яке відображається в блок схемі. 
Type – тип ухвалення рішення. By Chance - вибір напряму ґрунтуєть-

ся на ймовірності. By Condition - перевірка на виконання умови 
Percent True – значення, що визначає відсоток вимог, який підуть по 

напряму True 
If – Тип умови, яка перевірятиметься на виконання. 
Named – ім'я змінної, атрибуту або типу вимоги, який перевіряти-

муться при вході вимоги в модуль. 
Is – математичний знак умови, наприклад більше, менше, рівно і т.д. 
Value – значення, з яким порівнюватиметься атрибут або змінна ви-

моги, що прийшла. Якщо тип умови - Expression, то у виразі повинен сто-
яти знак умови, наприклад Color<> Red 

Даний модуль дозволяє виконувати перевірку не тільки однієї умо-
ви, але і декілька. Це досягається за допомогою властивості Type N-way by 
Chance/by Condition. Залежно від умови об’єкт йде по потрібній вітці. 
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Модуль Batch відповідає за механізм угрупування в імітаційній мо-
делі. Наприклад, зібрати необхідну кількість даних, перш ніж починати їх 
обробку, зібрати раніше розділені копії одної форми, з'єднати пацієнта і 
його лікарняну карту прийому до лікаря. Угрупування може бути постій-
ним або тимчасовим. Тимчасово згруповані комплекти пізніше можуть 
бути роз'єднані за допомогою модуля Separate. Комплекти можуть склада-
тися з будь-якої кількості вхідних об’єктів, визначеної користувачем. Як-
що указано правило групування By Attribute, то з’єднуються тільки 
об’єкти, що мають однакове значення указаного атрибуту. Тимчасові і ва-
ртісні характеристики вимоги, які входять у групу, можуть бути рівні сумі 
характеристик вимоги, які увійшли до групи, або їх добутку. 

Об’єкт обслуговування прибуває в модуль, стає в чергу і залишаєть-
ся там до тих пір, поки в модулі не буде набрано задану кількість вимог. 
Коли збереться потрібна кількість вимог створюється вимога, яка пред-
ставляє комплект. Параметри модуля та їх значення: 

Name – унікальне ім'я модуля, яке відображається в блок схемі. 
Type – Спосіб угрупування вимоги, може бути Temporary (тимчасо-

ва), Permanent (постійна). 
Batch Size – кількість об’єктів, які утворюють один комплект. 
Rule – Визначає, за якою ознакою групуватимуться. Якщо Rule = 

Any Entity, це означає що перші 3 (якщо Batch Size = 3) вимоги будуть 
згруповані. Якщо Rule = By Attribute, то об’єднуватиметься задана кіль-
кість вимог з певним атрибутом. Наприклад, якщо Attribute Name = Color, 
то всі вимоги, які мають однаковий атрибут Color, будуть згруповані. 

Attribute Name – ім’я атрибуту, за значенням якого групуватимуться 
об’єкти. 

 

Модуль Separate може використовуватися як для створення копій 
вхідної вимоги, так і для розділення раніше згрупованих вимог. Напри-
клад, для роз'єднання раніше згрупованих комплектів документів, для па-
ралельної обробки рахунків і документів по одному замовленню. Правило 
для розділення вартісних і часових характеристик копій вимоги і розділе-
ної вимоги визначається користувачем. Коли тимчасово згрупована вимо-
га прибуває в модуль, вони розкладаються на складену вимогу. Вимога 
покидає модуль в тій же послідовності, в якій вони додавалися в ком-
плект. Якщо модуль створює копії вимоги, то користувач може задати кі-
лькість дублікатів вимоги. У дубльованої вимоги значення атрибуту, а та-
кож анімаційна картинка такі ж, як і оригіналу. Оригінальна вимога також 
покидає модуль. Параметри модуля та їх значення: 

Name – унікальне ім’я модуля, яке відображається в блок схемі. 
# of Duplic – Кількість створюваних копій вхідної вимоги. 
Type – спосіб розділення вхідної в модуль вимоги. Duplicate Original 
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- просто робить дублікати вхідної вимоги. Split Existing Batch вимагає щоб 
вхідна вимога була заздалегідь тимчасово згрупована. 

Cost to Duplicates – розділення вартісних і тимчасових характеристик 
вхідної вимоги між тими, що виходять. Це значення визначається корис-
тувачем у відсотках, тобто скільки відсотків від вартісних і тимчасових 
характеристик вхідної вимоги піде копіям (характеристики між копіями 
діляться порівну). 

Allocation Rule – метод розділення вартості і часу, якщо вибраний 
Type=Split Existing Batch. Retain Original Entity Values - зберігає оригіна-
льні значення вимоги. Take All Representative Values – всім вимогам при-
своюється однакове значення. Take Specific Representative Values - вимога 
приймає специфічне значення. 

 

Модуль Assign призначений для змінювання поточного значення 
змінної, для присвоєння атрибуту об’єкту, типу об’єкта, для змінювання 
графічного зображення об’єкта, для визначення тривалості обробки 
об’єкта обслуговування. Наприклад, для встановлення пріоритету для клі-
єнтів; для визначення часу обробки об’єкта обслуговування, що залежить 
від атрибуту вимоги; для присвоєння типу об’єкта, значення якого вико-
ристовується потім в блоці Decide. У одному модулі можна зробити тільки 
одне призначення. Параметри модуля та їх значення: 

Name – унікальне ім'я модуля, яке відображається в блок схемі. 
Type – тип призначення, яке здійснюватиметься. Other може включа-

ти вбудовані в Arena змінні такі, як місткість ресурсу або кінцевий час си-
муляції. 

Variable Name – ім'я змінної, яка змінюватиметься в цьому модулі. 
Attribute Name  – ім'я атрибуту, який змінюватиметься в цьому модулі. 
Entity Type – новий тип вимоги, який привласнюється заявці в цьому 

модулі. 
Entity Picture – нова анімаційна картинка для вимоги, яка пройшла 

цей модуль. 
Other – ім'я змінної в системі, яка змінюється. 
New Value – привласнюване нове значення для атрибуту, змінної. 
 

Модуль Record призначений для збору статистики в імітаційній мо-
делі. Наприклад, для підрахування, яка кількість замовлень була виконана 
із запізненням, підрахування кількості роботи, що здійснюється за одну 
годину. Модуль може збирати різні типи статистики, включаючи час між 
виходами вимоги з модуля, статистику вимоги (час циклу, вартість), ста-
тистику за період часу (період часу від заданої точки до теперішнього мо-
менту). Також доступний кількісний тип статистики. Параметри модуля та 
їх значення: 

Name – унікальне ім'я модуля, яке відображається в блок схемі. 
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Type – визначає тип статистики, яка збиратиметься. Count - збільшу-
ватиме або зменшуватиме статистику на задане значення. Entity Statistics 
збиратиме загальну статистику про вимогу, наприклад, час циклу, вартісні 
характеристики і т.д. Time Interval рахуватиме різницю між значенням ат-
рибуту і поточним часом моделювання. Time Between відстежуватиме час 
між входженням вимоги в модуль. Expression просто фіксуватиме значен-
ня визначуване виразом. 

Attribute Name – ім'я атрибуту, значення якого використовуватиметь-
ся для інтервальної статистики. 

Value –значення, яке додаватиметься до статистики, коли в модуль 
прибуватиме вимога. 

 

Модуль Dispose є вихідною точкою з імітаційної моделі. Наприклад, 
клієнти покидають відділ, закінчення бізнес-процесу. Статистика про ви-
могу може збиратися до того моменту поки вона не вийде з системи. Па-
раметри модуля та їх значення: 

Name – унікальне ім'я модуля, яке відображається в блок схемі. 
Record Entity Statistics – визначає, чи вестиметься статистика про ви-

хід вимоги з системи. 
 

Інші модулі, представлені в панелі основних процесів, призначені 
для введення допоміжних даних моделі. 

Модуль Entity визначає тип вимоги і її анімаційну картинку в іміта-
ційному процесі, також визначає вартісну інформацію. Для кожного дже-
рела повинен бути визначений тип вимоги, який він генерує. Параметри 
модуля та їх значення: 

Entity Type – назва типу вимоги. 
Initial Picture – графічне представлення вимоги на початку імітацій-

ного процесу. Це значення може бути згодом змінене за допомогою моду-
ля Assign. Проглянути анімаційні картинки можна так: Edit/ Entity picture. 

Holding Cost/Hour – погодинна вартість обробки вимоги в системі. 
Ця вартість враховується, коли вимога знаходиться в системі, або в черзі, 
або в стадії обробки. 

Initial VA Cost – значення, що привласнюється атрибуту вимоги «до-
даткова вартість». Значення атрибуту збільшуватиметься кожного разу, як 
тільки вимога оброблятиметься процесом з додатковою вартістю. 

Initial NVA Cost – значення, що привласнюється атрибуту вимоги «не 
додаткова вартість». Значення атрибуту збільшуватиметься кожного разу, 
як тільки вимога оброблятиметься процесом з не додатковою вартістю. 

 

Модуль Queue призначений для зміни правила розстановки вимоги в 
черзі. За умовчанням тип черги First in First out. Параметри модуля та їх 
значення: 
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Name – унікальне ім'я модуля, що відображається в блок схемі моделі. 
Attribute Name – ім'я атрибуту, значення якого враховуватиметься, 

якщо тип = Lowest Attribute Value або Highest Attribute Value. 
Type – правило розстановки об’єктів в черзі. First in First out – пер-

ший увійшов, перший вийшов. Last in first out - останній прийшов, перший 
вийшов. Lowest Attribute Value - перший вийде з черги той, значення ат-
рибуту у якого нижче. Highest Attribute Value - перший вийде з черги той, 
значення атрибуту у якого найвище. 

 

Модуль Resource призначений для визначення ресурсів і їх власти-
востей в імітаційному процесі. Ресурсом може бути, наприклад, клерк, 
продавець, робочий, верстат, телефонна лінія, комп’ютер та інше. Модуль 
включає вартісну інформацію про ресурси і місткість ресурсів. Ресурси 
можуть мати фіксовану місткість або ж засновану на розкладі. У ресурсів 
з фіксованою місткістю протягом імітаційного процесу місткість змінюва-
тися не може. Параметри модуля та їх значення: 

Name – ім'я ресурсу. 
Type – метод, що визначає місткість ресурсу. Fixed Capacity - фіксо-

вана місткість ресурсу. Based on Schedule - місткість ресурсу визначається 
модулем Schedule. 

Capacity – кількість ресурсів, що знаходяться в системі. 
Schedule Name – ім’я модуля Schedule, який визначає місткість ре-

сурсу, якщо Type = Based on Schedule. 
Busy / Hour – погодинна вартість обробки об’єкта ресурсом. Час вра-

ховується тільки тоді, коли ресурс зайнятий обробкою і припиняє врахо-
вуватися, коли ресурс звільняється. 

Idle / Hour – Вартість ресурсу, коли він не зайнятий. 
Per Use – Вартість обробки ресурсом одного об’єкта (не залежить 

від часу). 
 

Модуль Schedule використовується разом з модулем Resource для 
визначення місткості ресурсу. Також модуль використовується разом з 
модулем Create для завдання розкладу прибуття вимоги. Параметри моду-
ля та їх значення: 

Name – назва розкладу. 
Type – тип розкладу, який може бути Capacity (розклад для ресурсів), 

Arrival (для модуля Create) або Other (різноманітні тимчасові затримки або 
чинники). 

Time Units – масштаб осі часу в графіці розкладу. 
 

Модуль Set описує групу ресурсів, що використовуються в модулі 
Process. У групі можуть знаходитися декілька ресурсів. Модуль Set авто-
матично створює ресурси, місткість яких за умовчанням рівна 1 і без вся-
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кої вартісної інформації. Отже, якщо для ресурсів тих, що входять до гру-
пи не потрібно вартісній інформації і місткість більше 1, то можна обійти-
ся створенням тільки модуля Set. Можливе застосування модуля для орга-
нізації роботи групи працівників, наприклад, по черзі. Параметри модуля 
та їх значення: 

Name - назва групи. 
Members - перераховує ресурси, що входять до групи. Порядок пере-

рахування ресурсів важливий, коли в модулі Process використовується 
правило вибору Cyclical або Preferred Order. 

Resource Name - назви ресурсів що входять до групи. 
 

Модуль Variable визначає значення змінної. Змінні, що відносяться 
до модуля Decide або Assign, можуть використовуватися у виразах. На-
приклад,  Привласнення серійного номера для ідентифікації продукції, кі-
лькість документів оброблюваних в годину. Якщо змінна не описана в мо-
дулі Variable, то її значення рівне 0. Параметри модуля та їх значення: 

Name – ім'я змінної 
Initial Value – первинне значення змінної. Це значення надалі може 

мінятися модулем Assign. 
Rows – кількість рядків в розмірній змінній. 
Columns – кількість стовпців в розмірній змінній. 
Clear Option – визначає час, коли значення змінної скидається в по-

чаткове значення. 
Statistics – скидає змінну в початкове значення у будь-який момент, 

коли статистика була розчищена. 
System – скидає змінну в початкове значення у будь-який момент, 

коли система була розчищена.  
None – ніколи не скидає змінну в початкове значення, виключаючи 

передуючу першій реплікації. 
Statistics – визначає, чи вестиметься статистика по цій змінній. 
Окрім панелі основних процесів Basic Process система Arena має па-

нель допоміжних процесів Advanced Process. Панель процесів Advanced 
Process містить модулі, які призначені для виконування спеціальних логі-
чних функцій, наприклад, пов’язаних із координацією руху об’єктів об-
слуговування у різних частинах системи або із вибором черги при наявно-
сті в системі декількох черг. Оскільки ці блоки використовуються не час-
то, опишемо тільки деякі з них. 

Блок Hold призначений для здійснення затримки процесу обслугову-
вання об’єктів до виконання указаної умови або до надходження заданого 
сигналу. 

Блок Signal призначений для генерування значення сигналу, що ви-
користовується в блоці Hold. 
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Система Arena має ще одну, третю, панель процесів Advanced 
Transfer, що містить модулі, які використовуються для опису процесів пе-
редачі об’єктів обслуговування із однієї частини системи в іншу, такі як, 
наприклад, конвеєри.  

Ведення моделі 
Введення моделі в системі Arena здійснюється простим перетягу-

ванням потрібних модулів із панелі процесів (Basic Process, Advanced 
Process або Advanced Transfer) у вікно робочого поля. Параметри модулів, 
такі як час затримки, вид закону розподілу, кількість пристроїв, кількість 
одночасно обслуговуваних об’єктів та інші, задаються у вікні параметрів 
модулів. Між модулями указуються з’єднання у відповідності до логіки 
функціонування моделі. 

Виконання моделювання 
Перед тим, як розпочати процес імітації потрібно зайти в меню Run, 

підменю Setup і ввести в установки Replication Parameters час моделюван-
ня (Replication Length) та одиниці в яких він вимірюється (Time Units), а 
також одиниці часу, в яких будуть представлені результати моделювання 
(Basic Time Units). Бажано також ввести в установки Project Parameters 
ім’я проекту (Project Title) обрати статистичні дані, що збираються 
(Entities, Queues, Resources, Processes, а також Costing). 

Запуск імітації здійснюється вибором команди Go меню Run. Для пере-
вірки моделі зручно скористатись командою Step, що запускає покрокову імі-
тацію модельованого процесу. Управління процесом імітації здійснюють ко-
манди Pause - тимчасова зупинка процесу імітації, Fast Forward - швидка імі-
тація, End - повернення до корегування моделі або нового запуску. 

Виведення результатів моделювання 
В результаті успішної імітації моделі пакетом Arena створюються 

звіти про результати моделювання Переглянути їх можна скориставшись 
панеллю звітів Reports. На панелі звітів представлено декілька видів звітів. 
Звіт «Короткий огляд категорій» і звіти по чотирьох категоріях, такі як 
Вимоги, Процеси, Черги і Ресурси. 

За допомогою панелі звітів можна проглянути короткий огляд категорій 
Category Overview. Звіт Category Overview відображає підсумкову інформацію 
про вимоги, процеси, черги і ресурси. Також показує інформацію про заданих 
користувачем змінних і інформацію, зібрану модулем Record. 

Звіт про вимоги Entities поділений на декілька частин. У частині звіту 
Cycle Time показаний середній, максимальний і мінімальний час існування 
вимоги. Час існування вимоги вважається з моменту її прибуття в систему і 
до того моменту, коли вимога потрапляє в модуль Dispose. Нижче представ-
ляється гістограма середнього часу циклу для кожного типу вимоги. 
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У частині NVA Cost: показано середнє, максимальне і мінімальне 
значення не додаткової вартості вимоги за кожним типом вимоги. Не до-
даткова вартість розраховується на підставі значення NVA Time. 

У частині Total Cost: показано середнє, максимальне і мінімальне 
значення загальної вартості вимоги за кожним типом вимоги. Загальна ва-
ртість обчислюється шляхом складання вартості очікування, додаткової 
вартості і не додаткової вартості для кожної вимоги. Нижче представля-
ється порівняльні гістограми середніх  значень загальної вартості вимоги 
для кожного типу вимоги. 

У частині VA Cost показано середнє, максимальне і мінімальне зна-
чення додаткової вартості вимоги за кожним типом вимоги. Додаткова ва-
ртість розраховується на підставі VA Time. 

У частині Wait Cost показано середнє, максимальне і мінімальне зна-
чення вартості очікування вимоги за кожним типом вимоги.  Вартість очі-
кування підраховується виходячи з часу очікування, вартості  ресурсу і 
вартістю знаходження вимоги в системі. 

У частині Wait Time показано середнє, максимальне і мінімальне 
значення часу очікування вимоги за кожним типом вимоги. Час очікуван-
ня - це період часу з моменту надходження вимоги в чергу (або у модулі 
Process чекає ресурс, або в модулі Batch чекає угрупування) і до моменту 
виходу з неї (почне оброблятися, або буде згрупована). 

У частині WIP (Work In Process) показано середнє, максимальне і мі-
німальне значення часу очікування вимоги за кожним типом вимоги. 

Звіт про процеси Processes поділений на декілька частин. У частині 
Cycle Time звіту показаний середній, максимальний і мінімальний час ци-
клу процесу. Час циклу процесу вважається з моменту прибуття в модуль 
Process і до того моменту, коли об’єкт покидає модуль. У розділі предста-
вляється гістограма середнього часу циклу для кожного процесу. 

У частині NVA Cost показано середнє, максимальне і мінімальне зна-
чення не додаткової вартості об’єкта по процесу. Не додаткова вартість 
розраховується на підставі NVA Time. 

У частині Total Cost показано середнє, максимальне і мінімальне 
значення загальної вартості вимоги по процесу. Загальна вартість обчис-
люється шляхом складання вартості очікування, додаткової вартості і не 
додаткової вартості для кожної вимоги. У розділі представляється порів-
няльні гістограми середніх  значень загальної вартості вимоги  для кожно-
го типу вимоги. 

У частині VA Cost показано середнє, максимальне і мінімальне зна-
чення додаткової вартості вимоги за кожним типом вимоги. Додаткова ва-
ртість розраховується на підставі VA Time. 
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У частині Wait Cost показано середнє, максимальне і мінімальне зна-
чення вартості очікування вимоги за кожним типом вимоги.  Вартість очі-
кування підраховується виходячи з часу очікування, вартості  ресурсу і 
вартістю знаходження вимоги в системі. 

У частині Wait Time показано середнє, максимальне і мінімальне 
значення часу очікування вимоги за кожним типом вимоги. Час очікуван-
ня - це період часу з моменту надходження вимоги в чергу (або у модулі 
Process чекає ресурс, або в модулі Batch чекає угрупування) і до моменту 
виходу з неї (почне оброблятися, або буде згрупована). 

У частині WIP показано середнє, максимальне і мінімальне значення 
часу очікування вимоги за кожним типом вимоги. 

Виконання анімації 
Анімація об’єкта обслуговування виконується за допомогою параме-

тру Entity Picture, що задається в блоці Entity. Анімаційну картинку 
об’єкта обслуговування можна вибрати із переліку запропонованих кар-
тинок або із бібліотеки анімаційних картинок. При запуску моделі корис-
тувач спостерігатиме рух об’єктів обслуговування від одного блоку моде-
лі до іншого. 

Анімація ресурсу виконується за допомогою панелі Resours. У вікні, 
що з’явиться після виклику панелі Resours, потрібно вибрати ресурс із 
списку ресурсів моделі. Потім обрати картинку для зображення стану «ві-
льний» у списку картинок і перемістити її до вікна Idle. Так само обрати 
картинку для зображення стану «зайнятий» і перемістити її до вікна Busy. 
Якщо бажаної картинки в запропонованому списку не знайдено, можна 
скористатись бібліотеками картинок, які містяться у папці C:\Program 
Files\Rockwell Software\Arena у файлах з розширенням .plb. Після вибору 
усіх картинок ресурсу як зайнятого, так і вільного, анімаційна картинка 
розташовується курсором миші у потрібному користувачу місці. Розтягу-
ванням анімаційної картинки користувач може змінювати її розміри. 

Анімація черги виконується за допомогою панелі Queues. Після запов-
нення діалогового вікна картинка розміщується користувачем на моделі. 

Візуальне зображення гістограми виконується за допомогою панелі 
Histograms. Зображення гістограми сильно залежить від масштабу, який 
обрав користувач, тому вибирати його потрібно ретельно. 

Візуальне зображення значення змінної виконується за допомогою 
панелі Variables. Скористатись цією візуалізацією можна тільки якщо у 
моделі була введена змінна типу Variable. 

Візуальне графічне зображення динаміки змінювання виконується за 
допомогою панелі Plot. Може бути виведена, наприклад, динаміка зміню-
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вання кількості об’єктів у черзі, динаміка змінювання часу обслуговуван-
ня об’єктів у моделі і т.і. 

Пакет Arena містить програми, призначені для дослідженню власти-
востей системи Input Analizer, Output Analizer, Process Analizer. Професій-
на версія пакету містить також програму, що підтримує пошук оптималь-
них значень параметрів системи.  

 
8.4. Приклади розв’язання задач 

 
Задача 1. Розглянемо можливості мови на прикладі моделювання 

роботи служби замовлення таксі, взятий з [Томашевський,2001]. 
Служба замовлення таксі має 5 каналів для одночасного прийняття 

замовлень по телефону. Час між спробами виклику таксі розподілений за 
законом Ерланга другого порядку із середнім  180 секунд. Абонент затра-
чає 30 секунд для набирання номера і, якщо застає всі канали служби за-
мовлення зайнятими або після з’єднання з’ясовує, що черга на обслугову-
вання перевищує 10 замовлень (в такому випадку замовлення не прийма-
ються), то через 60 секунд він повторює набирання номера. Після п’яти 
спроб абонент припиняє набирання. Служба замовлення таксі має у своє-
му розпорядженні 30 машин таксі для обслуговування замовлень. Час, ви-
трачений на проїзд до клієнта, залежить від відстані до нього. Ймовірності 
можливих відстаней розподіляються таким чином: 2 км – з імовірністю 
0,1, 8 км -  з імовірністю 0,2, 9 км –  з імовірністю 0,25, 11 км -  з імовірні-
стю 0,17, 12 км –  з імовірністю 0,23, 20 км –  з імовірністю 0,05.  Вартість 
проїзду до клієнта клієнтом не сплачується. Швидкість руху машин рів-
номірно розподілена в інтервалі 45±5 км/год. Час обслуговування клієнта 
рівномірно розподілений в інтервалі 50±20 хвилин. Вартість попереднього 
замовлення складає 2 гривні, вартість проїзду 1 км складає 2 гривні. 

Метою моделювання є визначення такої кількості операторів-
телефоністів та водіїв таксі, при якій максимізується прибуток служби за-
мовлення. 

За умовою задачі надходження замовлення здійснюється за законом 
Ерланга другого порядку із середнім значенням180, що еквівалентно двом 
затримка за експоненціальним законом із середнім значенням 90.  Тому 
надходження замовлень моделюється двома операторами: оператором 
GENERATE  90, FN$DIS, де DIS – ім’я функції, що задає експоненціаль-
ний розподіл, та оператором  ADVANCE    90, FN$DIS.  

Набирання номера моделюється звичайною затримкою транзакта на 
30 секунд: ADVANCE    30 
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Зайняття телефоніста (одного з п’яти) моделюється наступним фра-
гментом: 

 

TEL  STORAGE     5 
ENTER  TEL 
ADVANCE  30 
LEAVE  TEL 

 

Але за умовою задачі, якщо всі телефоністи зайняті, то клієнт із за-
тримкою 60 секунд передзвонює, при чому, якщо всі п’ять спроб додзво-
нитися виявилися невдалими, то клієнт припиняє дзвонити у цю службу 
таксі. Тому ускладнимо цей фрагмент наступним чином. Введемо цикл, 
який здійснює додзвони. Кількість здійснюваних циклів залежить від зна-
чення, наприклад, першого параметру, в якому потрібно запам’ятати ба-
жану кількість спроб додзвону. Розгалуження подій «відповідь телефоніс-
та» або відмова реалізуємо за допомогою оператора TRANSFER    
BOTH,VIDP,VIDM. При виході невдалого клієнта з системи доцільно під-
раховувати загальну їх кількість. Для цього використовується блок 
SAVEVALUE NEOBSL+,1, який збільшує значення змінної з ім’ям 
NEOBSL на одиницю кожний роз, як до нього надходить транзакт. Вихід 
невдалого клієнта з системи обслуговування здійснюється оператором 
TERMINATE. Таким чином отримуємо наступний фрагмент програми:  

 

TEL     STORAGE     5 
DOZVON ADVANCE  30  

TRANSFER     BOTH,VIDP,VIDM 
VIDP ENTER  TEL 

ADVANCE  30 
LEAVE  TEL 

VIDM ADVANCE  60 
 LOOP  1,DOZVON 
 TERMINATE 
 

Але за умовою задачі клієнт відмовляється від обслуговування та-
кож, якщо дізнався, що черга клієнтів на машини таксі надто велика (бі-
льша 10). Отже, навіть якщо клієнт додзвонився, він може відмовитись від 
замовлення, якщо черга надто велика. Перевірку черги можна здійснити за 
допомогою порівняння стандартного параметра транзакта «кількість тран-
зактів у черзі» із заданим числом 10. Порівняння у мові GPSS здійснюєть-
ся за допомогою блоку TEST L Q$KLIENT,10,VIDM – якщо значення па-
раметру Q$KLIENT менше (L) 10, то транзакт прямує до наступного опе-
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ратора, в противному випадку – до оператора з міткою VIDM. Якщо замо-
влення все ж таки прийняте, то служба замовлення бере плату з клієнта за 
попереднє обслуговування і ставить клієнта у чергу на обслуговування. 
Підраховування доходу служби замовлення здійснюється оператором 
SAVEVALUE DOHOD+,2000. Перехід до обслуговування клієнта здійс-
нюється оператором безумовного переходу TRANSFER   ,OBSL. Отже, 
остаточно фрагмент програми, що моделює обслуговування клієнтів у те-
лефоністів, приймає вигляд: 

 

TEL     STORAGE     5 
DOZVON ADVANCE  30  
TRANSFER     BOTH,VIDP,VIDM 

VIDP ENTER  TEL 
ADVANCE  30 
LEAVE  TEL 
TEST L   Q$KLIENT,10,VIDM 
SAVEVALUE DOHOD+,2000. 

VIDM ADVANCE  60 
LOOP  1,DOZVON 
TERMINATE 

 

Обслуговування клієнта машинами таксі передбачає очікування в 
черзі з ім’ям клієнт, зайняття машини таксі, слідування машини таксі до 
клієнта, поїздка машини таксі за замовленням клієнта, звільнення машини 
таксі, сплачування клієнтом за проїзд, підраховування кількості обслуго-
ваних клієнтів та вихід клієнта із системи. Час обслуговування  за умовою 
задачі має рівномірний розподіл від 1800 до 4200 секунд і задається функ-
цією DOBSL, оскільки його значення використовується для розрахунку 
вартості проїзду. Функція DOBSL задається у форматі С2 як неперервна і 
задана двома точками. Час, що таксі витрачає на слідування до клієнта не 
даний, але відомі швидкість машини та відстань до клієнта. Тому час слі-
дування машини до клієнта задається змінною CHAS, яка розраховується 
як частка відстані до клієнта та швидкості. Відстань до клієнта за умовою 
задачі має дискретний розподіл, який в програмі задається у вигляді фун-
кції розподілу VIDST, що визначається шістьма точками (формат D6). 
Швидкість має рівномірний розподіл і задається функцією розподілу DSP-
EED двома точками (формат C2). Вартість проїзду задається змінною 
COST і розраховується як множина кількості метрів, що проїхав клієнт, на 
вартість одного метра. Отже, фрагмент програми, що моделює обслугову-
вання клієнта машинами таксі має вигляд: 
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DOBSL FUNCTION RN2,C2 
0.,1800/.9999,4200 
DSPEED FUNCTION RN3,C2 
0.,11.111/.9999,13.888 
VIDST FUNCTION RN4,D6 
0.1,5000/0.3,8000/0.55,9000/0.72,11000/0.95,12000/1.00,20000 
CHAS VARIABLE FN$VIDST/FN$DSPEED 
COST VARIABLE FN$DOBSL#FN$DSPEED#0.2 
OBSL QUEUE  KLIENT 
  ENTER  TAXI 
DEPART  KLIENT 
ADVANCE V$CHAS 
ADVANCE FN$DOBSL 
LEAVE  TAXI 
SAVEVALUE DOHOD+,V$COST 
SAVEVALUE KLOBS+,1 
 

Фрагмент програми, що відповідає за час моделювання протягом 240 
годин має вигляд: 

 

GENERATE 864000 
TERMINATE 1 
 

Такі фрагменти програми GPSS називають лічильниками часу. Він 
спрацьовує таким чином. Через час 864000 з блоку GENERATE вийде 
транзакт і при виході його з системи лічильник транзактів TERMINATE 
зменшиться на одиницю. Нульова кількість транзактів в лічильнику тран-
зактів означає завершення моделювання. 

Реалізація моделі засобами мови GPSS представлена на рисунку 
8.8. Результати моделювання представлені на рисунку 8.9. З результатів 
моделювання (час моделювання 240 годин) випливає, що кількість не об-
слугованих за 10 діб замовлень складає 2788 замовлень (29% усієї кіль-
кості замовлень), обслугованих замовлень – 6793 замовлення(71% усієї 
кількості замовлень. Середнє завантаження машин таксі велике 0,998 
(29,9 машини з 30), а завантаження телефоністів – мале 0,198 (1 телефо-
ніст із 5 телефоністів). 
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Рисунок 8.8. Реалізація моделі засобами мови GPSS
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Рисунок 8.9. Фрагмент звіту про результати моделювання  
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Задача 2. Розглянемо наступну задачу, текст якої взятий з [Прицкер]: 
У великому універмазі планується ввести систему управління запа-

сами радіоприймачів. Час між надходженнями замовлень на радіоприйма-
чі має експоненціальний закон розподілу з математичним сподіванням 0,2 
тижні. Якщо покупцю знадобився радіоприймач тоді, коли його в запасі 
немає, він у 80% випадків відправляється в інший найближчий магазин, 
представляючи тим самим продаж, що не відбувся для даного універмагу. 
У 20% таких випадків робиться повторне замовлення, і покупці чекають 
надходження наступної партії вантажу. Магазин використовує періодичну 
систему перегляду стана запасів, у якому запас проглядається кожні 
4тижні і приймається рішення про необхідність здійснення замовлення. 
Стратегія прийняття рішення складається в розміщенні замовлення на до-
ставку 72 радіоприймачів при досягненні контрольного рівня запасу. По-
точний стан запасу визначається як наявний запас плюс замовлені раніше 
приймачі і мінус невдоволений попит. Якщо поточний стан запасів менше 
або дорівнює 18 радіоприймачам (контрольний рівень запасу), здійсню-
ється розміщення замовлення. Час доставки (час між розміщенням замов-
лення і його одержання) постійний і складає 3 тижні. Початкові умови: 
стан запасу - 72 радіоприймача, невдоволеного попиту немає. 

Визначити середню кількість радіоприймачів у запасі, частку нездій-
снених продаж, середній час між продажами, що не здійснилися, та часто-
ту поповнень запасу. 

 

Представимо модель розглядуваної системи засобами мереж Петрі. 
Виділимо події, які відбуваються в підсистемі обслуговування покупців: 

∗ надійшов покупець; 
∗ покупка радіоприймача; 
∗ товар відсутній. 
Подія «надійшов покупець» відбувається з часовою затримкою t=-

0,2⋅lnς. Подія «покупка радіоприймача» здійснюється за умов, що є замов-
лення в черзі покупців і є радіоприймач в запасі. Якщо ця подія не здійс-
нюється, то здійснюється подія «товар відсутній». В результаті здійснення 
цієї події маркер надходить до позиції «замовлення?», з якої з імовірністю 
0,8 надходить до позиції «невдоволений попит» і з імовірністю 0,2 - до по-
зиції «замовлені радіоприймачі». Це відповідає умові задачі про те, що 
80% покупців, які не змогли придбати радіоприймач, відправляються в 
інший магазин і тільки 20% покупців погоджуються очікувати надхо-
дження радіоприймачів до магазину і роблять замовлення. 

Виділимо події, які відбуваються в підсистемі контролю та прийнят-
тя рішення про поповнення запасу: 

∗ настав час контролю стану запасу; 
∗ прийняття рішення про поповнення запасу; 
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∗ здійснення контролю запасу; 
∗ контроль стану запасу закінчився. 
Подія «настав час контролю запасу» відбувається кожні 4 тижні. Ви-

значається поточне значення запасу за формулою: 
k = «поточний запас» = 

«запас» + «замовлені радіоприймачі» – «невдоволений попит», 
де «запас» – це кількість маркерів у позиції «запас», «замовлені радіопри-
ймачі» – це кількість маркерів у позиції «замовлені радіоприймачі», «невдо-
волений попит» – це кількість маркерів у позиції «невдоволений попит». 

Рішення про задовільний стан запасу приймається, якщо позиція 
«“поточний запас» містить більше 19 маркерів. Інакше приймається рі-
шення про незадовільний стан запасу і здійснюється подія «прийняття рі-
шення про поновлення запасу». 

Виділимо події, які відбуваються в підсистемі поповнення запасу: 
∗ доставка товару. 
Доставка товару здійснюється за умови, що є рішення про попов-

нення запасу, протягом 3 тижнів. Кількість доставлених товарів складає 72 
радіоприймачі. 

Після таких міркувань отримуємо мережу Петрі, яка представлена на 
рисунку 8.10. За умовою задачі метою моделювання є визначення серед-
ньої кількості радіоприймачів у запасі та середній час між продажами, що 
не здійснилися. Середню кількість радіоприймачів в запасі знайдемо, спо-
стерігаючи середню кількість маркерів у позиції «запас»: 

( )

mod

)(

T

tзапасM
Z i

ii∑ ∆⋅
= , 

де М(запас)і –значення маркірування в позиції «запас» протягом часу Δti, 
Tmod – загальний час моделювання. 

Середній час між продажами, що не здійснилися, знайдемо, спосте-
рігаючи відношення часу моделювання до загальної кількості невдоволе-
ного попиту: 

)__(
mod

попитийневдоволензагальнийM
Т

Tнездійсн = . 

Частку нездійснених продаж знайдемо, спостерігаючи загальний не-
вдоволений попит у відношенні до загального попиту на радіоприймачі: 

)_(
)__(

попитзагальнийM
попитийневдоволензагальнийMPнездійсн = . 

Частоту поповнень запасу знайдемо спостерігаючи кількість попов-
нень запасу у відношенні до часу моделювання: 

 

mod

)__(
Т

попитийневдоволензагальнийMH = . 



 293 

 
Рисунок 8.10. Модель системи постачання та продажу радіоприймачів, предста-

влена мережею Петрі 
 

На рисунку 8.11 представлена реалізація моделі системи в системі 
PTRSIM та результати моделювання. 
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Рисунок 8.11. Результати моделювання системи постачання та продажу радіо-
приймачів в системі PTRSIM 

 
При початкових значення параметрів моделі спостерігається загальний 

невдоволений попит у розмірі 863 радіоприймачі при загальній кількості по-
питу 5008 радіоприймачів. Отже, частка нездійснених продаж близько 17%, 
а середній час між нездійсненими продажами складає трохи більше 1 тижня 
(1,16 тижня). Середній запас радіоприймачів в магазині протягом часу моде-
лювання 1000 тижнів складає близько 32 радіоприймачів. Максимальне спо-
стережуване значення запасу складає 82 радіоприймачі. Частота поповнень 
запасу складає близько 0,06 поповнень/тиждень. 

При збільшенні інтервалу надходження покупців до 0,4 тижні зага-
льний невдоволений попит зменшився до 70 радіоприймачів при загальній 
кількості попиту 2482 радіоприймачів. Отже, частка нездійснених продаж 
зменшилась до 2%, а середній час між нездійсненими продажами збіль-
шився до 0,2 тижні. Спостережуваний середній запас радіоприймачів 
складає близько 39 радіоприймачів. Максимальне спостережуване значен-
ня запасу складає 85 радіоприймачів. Частота поповнень запасу зменши-
лась до 0,03 поповнень/тиждень. 
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При зменшенні інтервалу надходження покупців до 0,1 тижня зага-
льний невдоволений попит збільшився до 5786 радіоприймачі при загаль-
ній кількості попиту 9903 радіоприймачів. Отже, частка нездійснених 
продаж збільшилась до 58%, а середній час між нездійсненими продажами 
зменшився до 0,2 тижня. Спостережуваний середній запас радіоприймачів 
зменшився майже вдвічі (до 20 радіоприймачів). Максимальне спостере-
жуване значення запасу зменшилось до 74 радіоприймачів. Частота по-
повнень запасу збільшилась до 0,07 поповнень/тиждень. 

При збільшенні інтервалу між контролями запасу до 8 тижнів показ-
ники моделі майже не змінились. Але при збільшенні інтервалу між конт-
ролями запасу до 12 тижнів частка нездійснених продаж збільшилась до 
51%, середній час між нездійсненими продажами збільшився до 2,5 тиж-
нів. Частота поповнень запасу зменшилась до 0,04 поповнень/тиждень, 
внаслідок чого спостережуваний середній запас радіоприймачів зменшив-
ся майже вдвічі (до 21 радіоприймача) та максимальне спостережуване 
значення запасу зменшилось до 72 радіоприймачів. 

При зменшенні кількості товарів, які доставляються, вдвічі частка 
нездійснених продаж збільшилась незначно до 23%, середній час між не-
здійсненими продажами збільшився також незначно до 1,2 тижні. Проте 
частота поповнень запасу зменшилась до 0,01 поповнень/тиждень, внаслі-
док чого спостережуваний середній запас радіоприймачів зменшився бі-
льше ніж удвічі (до 16 радіоприймачів) та максимальне спостережуване 
значення запасу зменшилось до 72 радіоприймачів. 

Зменшення контрольного рівня запасу до 9 радіоприймачі призво-
дить до збільшення частки нездійснених продаж до 30% і збільшення се-
реднього часу між нездійсненими продажами до 1,5 тижні. Частота по-
повнень запасу зменшилась незначно до 0,05 поповнень/тиждень, внаслі-
док чого спостережуваний середній запас радіоприймачів зменшився бі-
льше до 28 радіоприймачів та максимальне спостережуване значення за-
пасу зменшилось до 72 радіоприймачів. 

На рисунку 8.12 представлений графік змінювання стану запасів при 
початкових значеннях параметрів. 

 
Рисунок 8.12. Графік змінювання стану запасів при початкових значеннях пара-

метрів, представлений засобами системи PTRSIM 
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З наведених результатів перевірки моделі слідує, що модель функці-
онує у відповідності до задуму, і реалізація моделі в системі PTRSIM є ус-
пішною. Побудована модель може бути використана для дослідження оп-
тимальної стратегії контролю та поповнення запасів товарів. 

Задача 3. Розглянемо наступну задачу, текст якої взятий з [Тома-
шевський,2001]: 

Експериментальна роботизована гнучка виробнича система має два 
верстати із числовим пультом керування, три роботи, пункт прибуття і 
склад оброблених деталей. Деталі прибувають на пункт прибуття кожні 40 
секунд згідно з експоненціальним законом розподілу, захоплюються од-
ним з вільних роботів і переміщуються ним до першого верстата, після чо-
го робот звільняється. Після завершення обробки на першому верстаті де-
таль захоплюється одним з роботів і переміщується на другий верстат, а 
після обробки на другому верстаті – одним з роботів переміщується на 
склад оброблених деталей. Кожний з верстатів може одночасно обробляти 
до трьох деталей. 

Час переміщення робота між пунктом прибуття і першим верстатом, 
першим і другим верстатом, другим верстатом і пунктом зберігання обро-
блених деталей складає відповідно 6, 7, і 5 секунд незалежно від того, хо-
лостий це хід, чи ні. Роботу потрібний час 8±1 секунд на захоплення або 
вивільнення деталей. Час обробки на першому верстаті розподілений за 
нормальним законом із середнім значення 60 секунд і має стандартне від-
хилення 10 секунд. Середній час обробки на другому верстаті дорівнює 
100секунд і має експоненціальний закон розподілу. 

Визначить найкращий (з точки зору підвищення пропускної здатнос-
ті гнучкої виробничої системи) спосіб закріплення роботів до операцій. 
Можливі варіанти закріплення: 

1) по одному роботу на кожний з трьох шляхів переміщення дета-
лей (пункт прибуття – перший верстат, перший верстат – другий верстат, 
другий верстат, склад); 

2) кожний робот може використовуватися на кожному шляху пе-
реміщення деталей. 

Знайдіть коефіцієнти завантаження роботів і верстатів, максимальну 
та середню кількість деталей в очікуванні, середній час обробки деталі та 
середній час очікування деталі. 
 

Розв’язання. Представимо процес проходження деталі за допомо-
гою блоків Arena (рисунок 8.13). Вважатимемо спочатку, що три роботи 
закріплені по одному на кожний з трьох шляхів переміщення деталей. 

Надходження деталей моделює блок Create з параметрами 
Name=pributtya, Entity type=detal, Type=Random(Expo), Value=40, 
Units=seconds. Захоплення деталі роботом, переміщення її до першого ве-
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рстата та вивільнення робота моделює блок Process з параметрами 
Name=do verstata 1, Type=Standard, Action=Seize Delay Release, 
Resources=Robot 1, Delay Type=Uniform, Units=Seconds , Minimum=22, 
Maximum=24. Зауважимо, що в ресурсах указуються всі ресурси, що не-
обхідні для обслуговування однієї деталі. В даному випадку це тільки 
один ресурс «Робот 1», але можна було б додати, наприклад ресурс «Пра-
цівник 1». Одночасно з переліком ресурсів в блоці Resources створюються 
рядки, що описують властивості цих ресурсів. Тут, наприклад, можна змі-
нити кількість одночасно обслуговуваних деталей, що задає параметр 
Сapacity. Але в даному випадку робот переміщує деталі по одній, тому за-
лишаємо параметр Сapaсity рівним 1. 

 
 

Рисунок 8.13. Модель робототехнічної системи, 
представлена засобами пакету Arena 

 

Обробку деталі першим верстатом моделює блок Process з парамет-
рами Name=obrobka 1, Type=Standard, Action=Seize Delay Release, 
Resources=verstat 1, Delay Type=Normal, Units=Seconds , Value=60, Std 
Dev=10 (рис. 8.14). Щоб верстат обслуговував одночасно три деталі, по-
трібно зайти в блок Resources і встановити параметр Сapacity=3 для ресур-
су з ім’ям verstat 1. 

Захоплення деталі роботом, переміщення її до другого верстата та 
вивільнення робота моделює блок Process з параметрами Name=do verstata 
1, Type=Standard, Action=Seize Delay Release, Resources= Robot 2, Delay 
Type=Uniform, Units=Seconds , Minimum=22, Maximum=24 (див. рис 8.14). 
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Обробку деталі другим верстатом моделює блок Process з парамет-
рами Name=obrobka 2, Type=Standard, Action=Seize Delay Release, 
Resources=verstat 1, Delay Type=Expression, Units=Seconds , 
Expression=Expo(100) (див. рис 8.14). В блоці Resources потрібно встано-
вити Сapacity=3 для ресурсу з ім’ям verstat 2. 

Захоплення деталі роботом, переміщення її до складу та вивільнення 
робота моделює блок Process з параметрами Name=do sklada, 
Type=Standard, Action=Seize Delay Release, Resources=Robot 3, Delay 
Type=Uniform, Units=Seconds, Minimum=19, Maximum=23 (див. рис 8.14). 

Вивільнення деталі з процесу обслуговування здійснюється блоком 
Despose. 

 

 
Рисунок 8.14. Параметри блоків Process 

 
В результаті імітації побудованої моделі протягом 8 годин отримані 

такі результати (рис. 8.15, 8.16, 8.17): 
кількість оброблених деталей – 716 деталей; 
середнє завантаження першого верстата – 0,51; 
середня кількість деталей на обробці на першому верстаті – 1,52; 
максимальна кількість деталей на обробці на першому верстаті – 
середнє завантаження другого верстата – 0,81; 
середня кількість деталей на обробці на другому верстаті – 2,43; 
максимальна кількість деталей на обробці на другому верстаті – 
середнє завантаження першого робота – 0,56; 
середнє завантаження другого робота – 0,55; 
середнє завантаження третього робота – 0,55; 
середній час обробки однієї деталі – 314 с; 
середній час очікування однієї деталі – 90с, з них в очікуванні віль-

ного робота – 6с, в очікуванні вільного першого верстата – 4с, в очікуван-
ні вільного другого верстата – 80с; 



 299 

 
Рисунок 8.15. Звіт про результати моделювання Сategory by Replication 

 

 
Рисунок 8.16. Звіт про результати моделювання Processes 

 
 

 
Рисунок 8.17. Звіт про результати моделювання Resources 
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Змінимо закріплення роботів до операцій так, що кожний з вільних ро-
ботів може використовуватися на кожному шляху переміщення деталей. Для 
цього в моделі, яка складена, параметр Resources для процесів do verstata 1, 
do verstata 1, do sklada, потрібно задати як множина ресурсів, тобто тип Set, з 
ім’ям Set Robot (рисунок 8.18). Потім за допомогою блоку Set задати елеме-
нти множини ресурсів Robot 1, Robot 2, Robot 3. (рисунок 8.19). 

 

 
Рисунок 8.18. Параметри блоку Resources для альтернативної моделі 

 

 
Рисунок 8.19. Параметри блоку Set 

 

В результаті імітації альтернативної моделі протягом 8 годин отри-
мані такі результати: 

кількість оброблених деталей – 745 деталей; 
середнє завантаження першого верстата – 0,52; 
середня кількість деталей на обробці на першому верстаті – 1,56; 
середнє завантаження другого верстата – 0,80; 
середня кількість деталей на обробці на першому верстаті – 2,40; 
середнє завантаження першого робота – 0,57; 
середнє завантаження другого робота – 0,60; 
середнє завантаження третього робота – 0,54; 
середній час обробки однієї деталі – 356 с; 
середній час очікування однієї деталі – 137с, з них в очікуванні віль-

ного робота – 35с, в очікуванні вільного першого верстата – 1с, в очіку-
ванні вільного другого верстата – 101с. 

Таким чином, в результаті моделювання установлено, що з точки зо-
ру зменшення часу очікування деталі, а також середнього часу обробки 
однієї деталі вдалим являється закріплення роботів по одному роботу на 
кожний з трьох шляхів. Запропонований альтернативний спосіб закріп-
лення роботів призводить до збільшення часу обробки деталі на 12%. 
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8.5. Завдання для самостійної роботи 
 

Розв’яжіть задачі моделювання 1-14 з використанням програм-
ного забезпечення, яке на Вашу думку найбільш пристосоване для 
розв’язання задачі. 

Задача 1. У приватній телефонній мережі для здійснення зовнішньо-
го виклику необхідна наявність телефонних ліній двох типів: 1) лінія для 
переговорів (голосова), називана надалі Л1, 2) лінія для передачі цифрової 
інформації (номера телефону), називана надалі Л2. Оскільки передача но-
мера займає значно менший час, чим розмова, у мережі встановлено 10 
ліній Л1 і одна лінія Л2. Як показали результати статистичних досліджень, 
інтервали часу між зовнішніми викликами розподілені за експоненціаль-
ним з математичним сподіванням 1 хвилин (мінімум дорівнює 0 хвилин, а 
максимум дорівнює 60 хвилин). Якщо всі лінії Л1 зайняті в момент викли-
ку, абонент «повисає» на телефоні і набирає набраний номер знову з ін-
тервалом Т хвилин, де Т - нормально розподілена величина з очікуванням 
15 хвилин, середньоквадратичним відхиленням 2 хвилин, мінімумом 0 і 
максимумом 60 хвилин. При вільній лінії Л1 абонент, якщо це необхідно, 
очікує звільнення лінії Л2. Лінія Л1 займається на час очікування лінії Л2. 
Коли лінії обох типів вільні, абонент набирає номер, причому час набору 
номера розподілений за експоненціальним законом з очікуванням 0,2 хви-
лин, мінімумом 0,1 хвилин і максимумом 0,5 хвилин лінія Л2 звільняється, 
а лінія Л1 займається на весь час розмови, що розподілений за експоненці-
альним законом з математичним сподіванням 10 хвилин, мінімумом 3 
хвилини і максимумом 30 хвилин. 

Визначити статистичні характеристики наступних величин: 
 тривалості набору номера; 
 тривалості телефонної розмови; 
 загального часу здійснення зв'язку; 
 завантаження ліній Л1 і Л2; 
 частоти невдалих спроб здійснення зв'язку.  
Задача 2. У хімчистці виконується обробка костюмів-двоєк. Костю-

ми надходять у середньому з інтервалом 10 хвилин. Всі костюми спочатку 
проходять обробку у оператора 1. Якщо оператор зайнятий, то костюми 
очікують у черзі з дисципліною обслуговування FIFO. Після обробки у 
оператора 1 одна частина костюму (піджак) надходить до оператора 2, а 
інша частина (брюки) - до оператора 3. Під час обробки піджака операто-
ром 2 ймовірність його пошкодження складає 0,05, а ймовірність пошко-
дження брюк оператором 3 – 0,1. Після обробки у оператора 2 піджаки 
надходять у чергу до оператора 4. Брюки після обробки оператором 3 над-
ходять теж до оператора 4, але в іншу чергу. Оператор 4 збирає частини 
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костюму в один костюм. Якщо обидві частини зібраного костюму не по-
шкоджені, костюм повертається клієнту. Якщо одна або обидві частини 
костюму пошкоджені, костюм надходить до відділу роботи з клієнтами, де 
працює оператор 5. Всі інтервали часу за припущенням мають експонен-
ціальний розподілю Середні значення часу обробки кожним оператором 
указані у таблиці. 

 

Номер операто-
ра 

Середній час обслуговування, 
хвилини 

1 6 (костюм) 
2 5 (піджак) 
3 4 (брюки) 
4 5 (непошкоджений костюм) 
4 8 (пошкоджений костюм) 
5 12 (костюм) 

 

Визначити: 
 максимальний та середній час перебування костюмів у хімчистці для 
обох типів костюмів – пошкоджених та непошкоджених; 

 максимальну та середню довжину кожної черги; 
 коефіцієнт завантаження кожного оператора. 
Задача 3. На складальну ділянку цеху підприємства через інтервали 

часу, розподілені за експоненціальним законом із середнім значенням 10 
хвилин, надходять партії, кожна з який складається з трьох деталей. Поло-
вина всіх деталей, що надходять, перед зборкою повинна пройти попере-
дню обробку протягом 7 хвилин. На зборку подаються оброблена і необ-
роблена деталі. Процес зборки займає усього 6 хвилин. Потім виріб над-
ходить на регулювання, що продовжується в середньому 8 хвилин (час 
виконання її розподілений за експоненціальним законом). У результаті 
зборки можлива поява 4% бракованих виробів, що не надходять на регу-
лювання, а направляються знову на попередню обробку. 

Визначити: 
 місця виникнення черг; 
 середнє та максимальне значення черг в місцях їх виникнення; 
 середню кількість деталей, що находиться на складальній діля-
нці цеху 

Запропонувати заходи для зменшення черг деталей і знайти середню 
кількість деталей, що находиться на складальній ділянці цеху, для зміне-
ної системи. 

Задача 4. На обробну ділянку цеху надходять деталі в середньому че-
рез 50 хвилин. Первинна обробка деталей відбувається на одному із двох ве-
рстатів. Перший верстат обробляє деталь у середньому 40 хвилин і має до 
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4% браку, другий - відповідно 60 хвилин і 8% браку. Всі браковані деталі 
повертаються на повторну обробку на другий верстат. Деталі, що потрапили 
в розряд бракованих двічі, вважаються відходами. Вторинну обробку прово-
дять також два верстати в середньому 100 хвилин кожний. Причому перший 
верстат обробляє наявні в накопичувачі після первинної обробки деталі, а 
другий верстат підключається при наявності в накопичувачі більше трьох 
деталей. Всі інтервали часу мають експоненціальний розподіл. 

Визначити: 
— завантаження другого верстата на вторинній обробці і можли-
вість появи відходів; 

— вплив зменшення умови підключення другого верстату до двох 
або одної деталі на завантаження другого верстата на вторин-
ній обробці. 

Задача 5. На маршруті приміського сполучення працюють два мікро-
автобуси (А і В), кожний з яких має n місць. Мікроавтобус А користується 
більшою популярністю, ніж автобус В, оскільки водій мікроавтобуса А 
їздить акуратніше і швидше. Тому пасажир, який підійшов до зупинки, 
сідає в мікроавтобус В тільки у випадку, коли автобуса А немає. Мікроав-
тобус відправляється на маршрут, якщо всі місця в ньому зайняті. Паса-
жири підходять до зупинки через 0,5±0,2 хвилин і , якщо немає мікроавто-
бусів, утворюють чергу. Якщо черга більша, ніж 30 осіб, то пасажир не 
стає у чергу і йде до іншого маршруту. Припускається, що всі пасажири 
їдуть до кінця маршруту. На проходження маршруту мікроавтобус А ви-
трачає 20±5 хвилин, а мікроавтобус В – 30±5 хвилин. Після того, як паса-
жири звільнили автобус (протягом часу 5±1 хвилин), він їде у зворотному 
напрямку тим же чином. 

Плата за проїзд складає 2 гривні. Авто підприємство стільки ж втра-
чає (недоотримує), якщо пасажир, прийшовши на зупинку, не стає у чергу 
і обирає інший маршрут. 

Визначити: 
 час очікування пасажира у черзі; 
 кількість місць n (не більше 25), при якому час очікування в черзі 
пасажира буде мінімальним; 

 виручку автопідприємства за день від маршруту, якщо мікроавтобу-
си працюють 10 годин на добу.  
Задача 6. Виробнича система складається з п’яти автоматизованих 

робочих місць. На теперішній момент міста 1,2,3,4,5 включають відповід-
но 3,2,4,3 і 1 однакових станків. Роботи надходять у систему з інтервала-
ми, що є незалежними величинами, що розподілені за експоненціальним 
законом із середнім значенням 0,25 години. Існує три типи робіт: 1,2 і 3, 
що виникають із ймовірностями 0,3, 0,5 і 0,2. Для робіт 1,2,і3 потрібно ви-
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конання 4,3 та 5 завдань відповідно. Завдання повинні виконуватися на 
указаних місцях у визначеному порядку. Для різних типів робіт викорис-
товуються наступні технологічні маршрути: 

 

Тип роботи 
Робочі місця у відповідності до 
технологічного маршруту 

1 3,1,2,5, 
2 4,1,3 
3 2,5,1,4,3 

 

Отже, якщо надходить робота типу 2, то буде виконано три завдан-
ня: перше – на 4-ому робочому місці, друге – на 1-ому робочому місці, а 
третє – на 3-ому робочому відповідності. якщо робота надійшла на певне 
робоче місце у той момент, коли всі станки, закріплені за цим робочим мі-
сцем, зайняті, то займає місце у черзі очікування цього робочого місця за 
правилом FIFO. Час виконання завдання на кожному станку є незалежною 
випадковою величиною, що має закон розподілу Ерланга 2-ого порядку із 
середнім значенням, що залежить від типу роботи та від робочого місця, 
за яким закріплений станок. Середній час обслуговування для кожного 
типу робіт та кожного завдання за дані в наступній таблиці: 

 

 
Тип роботи 

 

Середній час обслуговування кожного завдання 
у відповідності до технологічного маршруту роботи, 

години 
1 0,5; 0,6; 0,85; 0,5 
2 1,1; 0,8; 0,75;  
3 1,24; 0,25; 0,7; 0,9; 1,0 

 

Таким чином, для роботи 2 потрібний час для виконання 1,1 година 
на робочому місці 4, 0,8 години на робочому місці 1 та 0,75 години на тре-
тьому робочому місці. 

Визначити: 
 середній час. витрачений роботами на очікування; 
 середній час виконання роботи; 
 коефіцієнти завантаження робочих місць. 
Задача 7. Кораблі надходять до гавані із часом між надходженнями, 

що є випадковою величиною з експоненціальним розподілом і середнім 
значенням 1,25 дня. У гавані є док з двома якірними стоянками та двома 
кранами для розвантаження кораблів. Кораблі, що надійшли у момент, ко-
ли обидві якірні стоянки зайняті, очікують у черзі з дисципліною обслуго-
вування FIFO, Час, потрібний для розвантаження одним краном одного 
корабля, рівномірно розподілений між 0,5 та 1,5 дня. Якщо у гавані тільки 
корабель, розвантаженням корабля займаються обидва крани і час розван-
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таження (час, що залишився) зменшується вдвічі. Якщо надходить ще 
один корабель, то один кран без затримки відправляється його розванта-
жувати. Інший кран продовжує розвантажувати корабель, що надійшов 
раніше, а час, що залишився на його обслуговування збільшується вдвічі.  

Визначити: 
 мінімальний, максимальний та середній часу обслуговування кораб-
лів у гавані; 

 завантаження якірних стоянок та кранів. 
Задача 8. У кар’єрі вантажівки доставляють руду від трьох екскава-

торів до одної дробівки. Вантажівки приписані до певних екскаваторів, 
так що кожна вантажівка завжди повертається до свого екскаватора після 
того, як вивантажила руду біля дробівки. Використовуються вантажівки 
двох видів; вантажопідіймальністю 20 і 50 тон. Вантажопідіймальність 
впливає на час вантаження машин екскаватором, час переїзду до дробівки, 
час розвантаження та час повернення до екскаватору. Числові характерис-
тики цих величин наведені у таблиці. 

 
 

Процес 
Час для 

20-тонної вантажівки 
Час для 

50-тонної вантажівки 
Вантаження Випадкова величина з 

експоненціальним роз-
поділом із середнім 
значенням 5 хвилин 

Випадкова величина з екс-
поненціальним розподілом 
із середнім значенням 

10 хвилин 
Переїзду до дро-

бівки 
Постійна величина 2,5 

хвилини 
Постійна величина 

3 хвилини 
Розвантаження Випадкова величина з 

експоненціальним роз-
поділом із середнім 
значенням 5 хвилин 

Випадкова величина з екс-
поненціальним розподілом 
із середнім значенням 

4 хвилини 
Повернення до 
екскаватору 

Постійна величина 1,5 
хвилини 

Постійна величина 
2 хвилини 

 
До кожного екскаватору закріплені дві вантажівки 20-тонна та 50-

тонна. Всі черги до екскаваторів мають дисципліну обслуговування FIFO. 
У черзі до дробівки машини стоять у порядку зменшення їх вантажопідій-
мальності, а при однаковій вантажопідіймальності – за правилом FIFO. 

Визначити: 
— середню кількість вантажівок у кожного екскаватора та у дробівки; 
— завантаження кожного екскаватора та дробівки. 
Задача 9. Студентське кафе в університеті намагається поліпшити 

якість обслуговування. У час найбільшого напливу клієнтів, що спостеріга-
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ється з 11.30 до 13.00, клієнти надходять групами по 1, 2, 3 та 4 студенти з 
ймовірностями 0,5; 0,3; 0,1 та 0,1 відповідно. Інтервали часу між прибуттям 
груп клієнтів мають експоненціальний закон розподілу з середнім значенням 
30 секунд. Кожний клієнт обирає один із трьох маршрутів по кафетерію: 

§ пункт видачі гарячих блюд, пункт видачі напоїв, каса; 
§ пункт видачі холодних закусок, пункт видачі напоїв, каса; 
§ пункт видачі напоїв, каса. 

Ймовірності вибору маршрутів складають 0,8; 0,15 та 0,05 відповід-
но. На видачі гарячих блюд та на видачі холодних закусок клієнтів обслу-
говують по одному. На видачі напоїв організовано самообслуговування 
так, що на цьому пункті ніколи не виникає черга. На пункті каса клієнтів 
обслуговують дві каси. У кожної каси своя черга клієнтів. З двох черг сту-
денти обирають ту, що більш коротка. Перехід клієнтів з однієї черги в 
іншу не можливий. 

Час обслуговування у пункті видачі гарячих блюд розподілений рів-
номірно в інтервалі від 50 до 120, у пункті видачі холодних закусок – рів-
номірно від 60 до 180, у пункті видачі напоїв – від 5 до 20. Час обслугову-
вання у пункті каса розраховується в залежності від того на яких пунктах 
побував клієнт до каси. Якщо клієнт обслуговувався у пункті видачі гаря-
чих блюд, то до часу його обслуговування на касі додається випадкова ве-
личина, що рівномірно розподілена в інтервалі від 20 до 40. Якщо клієнт 
обслуговувався у пункті видачі холодних блюд, то до часу його обслуго-
вування на касі додається випадкова величина, що рівномірно розподілена 
в інтервалі від 5 до 15. Якщо клієнт обслуговувався у пункті видачі напоїв, 
то до часу його обслуговування на касі додається випадкова величина, що 
рівномірно розподілена в інтервалі від 5 до 10. 

Визначити максимальний та середній часу очікування в усіх чергах;  
 максимальну та середню кількість клієнтів в усіх чергах; 
 максимальний та середній час очікування клієнта у чергах окремо по 
кожному маршруту; 

 максимальну кількість клієнтів в кафетерії; 
 середню кількість клієнтів в кафетерії. 
Задача 10. П’ятиповерхову офісну будівлю обслуговує один ліфт. Ін-

тервали часу між надходженням людей на перший поверх є випадковою 
величиною, що розподілена за експоненціальним законом із середнім зна-
ченням 1 хвилина. Для кожного з інших поверхів ймовірність того, що 
людина прямує саме на цей поверх, дорівнює 0,25.Час. потрібний для пе-
реміщення ліфту на один поверх складає15 секунд. Час, потрібний для за-
вантаження та розвантаження ліфту, не враховується. На певному поверсі 
людина залишається протягом часу, що є випадковою величиною рівномі-
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рно розподіленою в інтервалі від 15 до 120 хвилин. Коли людина залишає 
поверх (2,3,4,5), то з ймовірністю 0,7 вона прямує на перший поверх  і з 
ймовірністю 0,1 прямує на один із інших поверхів. Місткість ліфту – 6 
людей. Якщо людина не вміщується у ліфт, то вона залишається в очіку-
ванні ліфту на своєму поверсі. На початку моделювання ліфт знаходиться 
на першому поверсі. 

Ліфт має таку логіку управління: 
§ ліфт піднімається уверх, якщо в ньому є пасажир, що прямує на 

верхні поверхи, або на верхньому поверсі є людина, що очікує ліфту; 
§ ліфт спускається униз, якщо в ньому є пасажир, що прямує на 

нижні поверхи, або на нижньому поверсі є людина, що очікує ліфту; 
§ якщо ліфт прямує уверх і проходить повз поверху, на якому 

ліфт очікує пасажир, що прямує униз, то ліфт не зупиняється; 
§ якщо ліфт вільний, то він знаходиться на першому поверсі; 
§ на кожному поверсі ліфт визначає, куди він прямує далі – уверх 

чи вниз, між поверхами ліфт не змінює напрямок руху. 
Визначити: 

 середній час очікування в усіх чергах (на кожному поверсі у двох 
напрямках вверх і униз); 

 долю часу, коли ліфт перевозить пасажирів, коли рухається без па-
сажирів, коли не рухається; 

 максимальну та середню кількість людей у ліфті; 
 долю пасажирів, що не могли сісти у ліфт з причини його перепов-
нення. 
Задача 11. Флот, що складається з 15 танкерів, здійснює перевезення 

сирої нафти з Валдизу (штат Аляска) у Сіетл (штат Вашингтон). Передба-
чається, що всі танкери при необхідності можуть бути завантажені у Вал-
дизі одночасно. У Сіетлі є тільки один розвантажувальний док, із якого 
що розвантажується нафта поступає в сховище, а потім по трубопроводі - 
на очисну установку. Нафта поступає в сховище з танкеру, що розванта-
жується в доці, з постійною швидкістю 300 тб/день. Сховище безупинно 
постачає сирою нафтою очисну установку з постійною швидкістю 
150тб/день. Розвантажувальний док працює з 6.00 до 24.00. Правила без-
пеки вимагають припинення розвантаження в момент закриття доку. Роз-
вантаження танкера закінчується, коли об'єм нафти, що залишилася у тан-
кері, стає менше 7,5тб. Ємкість сховища дорівнює 200тб. Коли сховище 
заповнене до границі, розвантаження переривається доти, поки обсяг наф-
ти в сховище не знизиться до 80% його ємності. Коли сховище стає майже 
порожнім (менше 5тб), постачання очисної установки припиняється доти, 
поки об'єм нафти в сховище не стане рівним 50тб. Це робиться для усу-
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нення можливості частих припинень і запусків очисної установки. Харак-
теристики танкерів наступні: номінальна вантажність дорівнює 150тб; час 
у дорозі завантаженого танкера розподілений нормально з математичним 
сподіванням 5,0 днів і середньоквадратичним відхиленням 1,5 дня; час у 
дорозі порожнього танкера розподілений нормально з математичним спо-
діванням 4,0 днів і середньоквадратичним відхиленням 1,0 день; час нава-
нтаження розподілений рівномірно на інтервалі від 2,9 до 3,1 дня. Почат-
кові умови відповідають ситуації, коли сховище заповнене наполовину, а 
танкери прибувають під навантаження з інтервалом 0,5 дня, починаючи з 
нульового моменту часу. 

Одержати статистичні характеристики наступних величин: 
 використання розвантажувального і навантажувального доку; 
 час, протягом якого очисна установка постачається нафтою; 
 об'єм нафти в сховищі; 
 тривалість повного рейсу танкера; 
 час очікування танкера; 
 кількість танкерів, що очікують розвантаження. 

Задача 12. У лікарню поступають хворі таких трьох типів: 1) хворі, 
що пройшли попереднє обстеження і направлені на лікування; 2) хворі, що 
бажають потрапити в лікарню, але не пройшли цілком попереднє обсте-
ження; 3) хворі, які тільки що поступили на попереднє обстеження. Часи 
обслуговування хворих різноманітних типів у приймальному відділенні 
розподілені відповідно до такої таблиці: 

 
Тип хворого Відносна частота Середній час 

реєстрації, хв 
1 0,9 до 10.00 і 0,5 після 10.00 15 
2 0,1 у будь-який час від 0.00 до 

10.00 
40 

3 0,4 після 10.00 30 
 
При надходженні в приймальне відділення хворий стає в чергу, якщо 

обидва чергових лікарі зайняті. Лікар, що звільнився, вибирає в першу 
чергу тих хворих, що вже пройшли попереднє обстеження. Після запов-
нення різноманітних форм у приймальне відділення хворі 1 типу ідуть 
прямо в палату, а хворі типів 2 і 3 направляються в лабораторію. Троє су-
провідних розводять хворих по палатах. Хворим не дозволяється направ-
лятися в палату без супровідного. Якщо всі супровідні зайняті, хворі очі-
кують їхнього звільнення в приймальному відділенні. Як тільки хворий 
доставлений у палату, він вважається таким, що закінчив процес прийому 
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до лікарні. Супровідному потребується 3 од. часу для того, щоб поверну-
тися в приймальне відділення після доставки хворого в палату. Хворі, що 
спрямовуються в лабораторію, не потребують супроводу. Після прибуття 
в лабораторію хворі стають у чергу в реєстратуру. Після реєстрації вони 
ідуть у кімнату очікування, де чекають виклику до одного з двох лаборан-
тів. Після здачі аналізів хворі або повертаються в приймальне відділення 
(якщо їх приймають у лікарню), або залишають лікарню (якщо їм було 
призначено тільки попереднє обстеження). Після повернення в приймаль-
не відділення хворий, що здав аналізи, розглядається як хворий типу 1. 
Приймальне відділення відкрите з 7.00 до 17.00. Проте попередні обсте-
ження (тип 3) не призначаються до 10.00 через ранкове переобтяження ла-
бораторії. Хворі, що поступають після 16.00, направляються в профілак-
торій. Проте хворі типу 2, що повертаються з лабораторії, приймаються до 
17.00, тобто доти, поки чергові лікарі не закінчать роботу і приймальне 
відділення не закриється. У наступній таблиці приводяться дані по трива-
лості дій (хв): 

 
Величина Розподіл 

Час між прибуттями в приймальне 
відділення 

експоненціальний з матема-
тичним сподіванням 15 

Час проходження в палату Рівномірний від 3 до 8 
Час проходження з приймального 
відділення в лабораторію або з ла-
бораторії в приймальне відділення 

Рівномірний від 2 до 5 

Час обслуговування в реєстратуру 
лабораторії 

Ерланга з математичним 
сподіванням 4,5 і k=3 

Час проведення аналізу в лаборато-
рії 

Ерланга з математичним 
сподіванням 4 і k=2 

 
Визначити: 

 час, проведений хворим у системі, тобто інтервал часу, почи-
наючи з надходження і закінчуючи доставкою в палату (для 
хворих типу 1 і 2) або виходом із лабораторії (для хворих типу 
3); 

 середні та максимальні довжини черг хворих; 
 інтервал між прибуттями хворих у лабораторію. 

Припустити, що всі черги мають необмежену довжину й організова-
ні за правилом FIFO. 

Задача 13. У цеху є шість верстатів, що здійснюють різні операції. За 
попередньою оцінкою час виконання роботи на кожному верстаті розпо-
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ділений за експоненціальним законом з математичним сподіванням, рів-
ним 20 хвилин, причому значення часу виконання роботи округляється до 
цілого і не може бути менше 1 хвилини. Дійсний час виконання роботи 
дорівнює часу по попередній оцінці плюс випадкова величина, що має но-
рмальний розподіл із нульовим математичним сподіванням і середньоква-
дратичним відхиленням, рівним 0,3, від часу по попередній оцінці (ця ви-
падкова компонента є білим шумом). Відзначимо, що виробництво в цеху 
організовано таким чином, що середній час виконання роботи на кожному 
верстаті однаковий. Роботи в цех поступають з інтервалом, який має екс-
поненціальний закон розподілу з математичним сподіванням 25 хвилин. 
Інтервал між надходженням робіт округляється до цілого і не може бути 
менше 1 хвилини. Кожна робота складається з набору операцій, здійсню-
ваних на розміщених у цеху верстатах. Кількість операцій, із яких скла-
даються роботи, нормально розподілена з математичним сподіванням, рі-
вним 4 хвилин, і середньоквадратичним відхиленням, рівним 1 хвилині. 
При цьому жодна з робіт не може містити менше трьох і більш шести опе-
рацій. Ймовірності включення k операцій у роботу можуть бути отримані 
з таблиць нормального розподілу і мають такі значення: 

 
Кількість операцій, з яких 
складається робота 

Ймовірність 

3 0,3085 
4 0,3830 
5 0,2417 
6 0,0668 

 
Маршрут роботи призначається випадковим способом. Єдиним ке-

руючим параметром із погляду планувальника є порядок, у якому вико-
нуються роботи. У даній системі пропонується такий спосіб визначення 
порядку. Пріоритетними є роботи з негативним рівнем. Рівень роботи ви-
значається як час готовності мінус поточний час, мінус оцінка часу вико-
нання операцій, що залишилися, мінус час, що враховує фактор безпеки. 
Таким чином, роботи перед кожним верстатом діляться на два класи, при-
чому роботи в кожному класі упорядковані в порядку зростання оцінки 
часу їхнього виконання. 

Визначити статистичні характеристики: 
 часу виконання роботи, 
 завантаження верстатів, кількість робіт у чергах; 
 середній інтервал часу між надходженнями робіт; 
 кількість робіт, виконаних із запізненням, тобто після часу го-
товності; середнє «запізнення» робіт до моменту готовності. 
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Замініть процедуру визначення часу готовності, збільшивши його на 
середнє «запізнення» і проаналізуйте результати. 

Задача 14. В оптовому магазині використовується нова процедура 
обслуговування клієнтів. Клієнти, що потрапляють у магазин, визначають 
по каталогу найменування товарів, які вони хотіли б придбати. Після цьо-
го клієнт обслуговується клерком, що йде на розташований поруч склад і 
приносить необхідний товар. Кожний із клерків може обслуговувати од-
ночасно не більш шести клієнтів. Час, що витрачає клерк на дорогу до 
складу, рівномірно розподілений на інтервалі від 0,5 хвилин до 1,5 хви-
лин. Час пошуку товару потрібного найменування залежить від числа на-
йменувань, які клерк повинний знайти на складі. Цей час нормально роз-
поділений із математичним сподіванням, рівним потроєному числу шука-
них найменувань, і середньоквадратичним відхиленням, рівним 0,2 мате-
матичного сподівання. Отже, якщо, наприклад, із складу треба взяти товар 
одного найменування, час на його пошук буде нормально розподілено з 
математичним сподіванням, рівним 3 хвилин, і середньоквадратичним 
відхиленням, рівним 0,6 хвилин Час повернення зі складу рівномірно роз-
поділений на інтервалі від 0,5 до 1,5 хвилин. Після повернення зі складу 
клерк розраховується з усіма клієнтами, яких він обслуговує. Час розраху-
нку з клієнтом рівномірно розподілений на інтервалі від 1 до 3 хвилин. 
Розрахунок відбувається в тому порядку, у якому до клерка поступали ви-
моги на товар. Інтервали між моментами надходження вимог на товари від 
клієнтів мають експоненціальний розподіл з математичним сподіванням 2 
хвилини. Клієнтів у магазині обслуговують три клерки. 

Визначити наступні величини: 
 завантаження клерків; 
 час, необхідний на обслуговування одного клієнта з моменту 
подачі вимоги на товар до оплати рахунку на покупку; 

 кількість вимог, що задовольняються клерком за один вихід на 
склад. 

Замініть процедуру обслуговування клієнтів таким чином, що у ви-
падку обслуговування тільки одного клієнта клерк чекає протягом 1 хви-
лини можливої появи інших клієнтів перед тим, як відправитися на склад. 
Визначите вплив цієї стратегії обслуговування на характеристики часу 
очікування клієнта і завантаження клерків. Введіть ймовірність доставки 
неправильно обраного клерком товару, рівну 0,15. Коли це відбувається, 
клерк негайно повертається на склад для відшукання товару потрібного 
найменування. Крім того, із ймовірністю 0,1 замовленого товару може на 
виявитися на складі. Коли це відбувається, клієнт із ймовірністю 0,25 за-
мовляє інше найменування. Оціните вплив цих уточнень моделі на заван-
таження клерка і час очікування клієнта. 
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8.6. Контрольні запитання 
 

1. При яких умовах можливе використання мови GPSS для цілей мо-
делювання? 

2. Які оператори GPSS Ви знаєте? 
3. Побудуйте фрагмент GPSS-програми для моделювання однокана-

льної СМО. 
4. Який оператор здійснює передачу управління в мові GPSS? 
5. Який фрагмент GPSS-програми відповідає за запуск моделі? 
6. Як мова GPSS дозволяє моделювати розгалуження маршрутів в 

системі масового обслуговування? 
7. Як моделюється багатоканальна система масового обслуговування 

засобами мови GPSS? 
8. Що Вам здалося найбільш зручним в мові GPSS? 
9. Які моменти використання мови GPSS Ви вважаєте незручними? 
10. Які конструктивні елементи системи імітаційного моделювання 

PTRSIM? 
11. Що таке інформаційний зв’язок? Наведіть приклади використання 

інформаційних зв’язків. 
12. Які генератори випадкових чисел вбудовані в систему PTRSIM? 

Яких генераторів випадкових чисел не вистачає? 
13. Які можливості системи PTRSIM розширюють межі її викорис-

тання для цілей імітаційного моделювання систем? 
14. Які зручності інтерфейсу системи PTRSIM на Вашу думку є най-

більш вдалими? 
15. Які конструктивні елементи програмного забезпечення Arena? 
16. При яких умовах можливе дослідження системи засобами програ-

много забезпечення Arena? 
17. Як можливість створення ієрархічної моделі розширює межі вико-

ристання пакету Arena для цілей імітаційного моделювання сис-
тем? 

18. Які генератори випадкових чисел вбудовані в Arena? 
19. Які зручності інтерфейсу системи Arena на Вашу думку є най-

більш вдалими? 
20. Які складові частини пакету Arena? 
21. Що є найважчим на Вашу думку в оволодінні засобами пакету 

Arena? 
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Розділ 9 
МЕТОДИ САМООРГАНІЗАЦІЇ МОДЕЛЕЙ 

 
9.1. Основні поняття теорії самоорганізації моделей 

 
Методи самоорганізації моделей застосовують з метою отримання 

моделі довгострокового прогнозу за результатами спостережень над 
об'єктом дослідження. Під самоорганізацією моделей розімують вибір з 
великої кількості моделей-претендентів єдиної моделі оптимальної 
складності (МОС), яка володіє певними властивостями, що сформульовані 
у вигляді критеріїв. 

Основна ідея самоорганізації моделей заключається втому, що всі 
дані про об’єкт спостереження поділяють на дві частини А і В. Частину 
таблиці даних А використовують для визначення параметрів моделі і 
називають навчальною послідовністю даних. Частину таблиці даних В 
використовують при виборі моделі оптимальної складності і називають 
перевірочною послідовністю даних. До частини таблиці даних В можуть 
відноситися тільки дані, які не використовувались при визначенні 
параметрів моделі-претендента, тобто які не входили до частини В. 

За даними навчальної послідовності даних без додаткової зовнішньої 
інформації принципово неможливо знайти єдину модель оптимальної 
складності. Дійсно, середньоквадратична похибка ∆2(A) зі збільшенням 
складності моделі S завжди зменшується (рис. 9.1) і досягає нуля. Напри-
клад, через n точок завжди можна провести поліном n-1 степеня. 

 
Складність моделі визначається мінімальною кількістю даних спо-

стережень, необхідною для визначення всіх параметрів моделі за умови 
точних даних. Наприклад, для визначення двох параметрів b0, b1 

1 2 

)(2 A∆  

S 

Рисунок 9.1. Залежність внутрішного критерію від складності моделі 
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найпростішої моделі, що описується лінійним рівняння y=b0+b1x потрібно 
мінімум два спостереження (х1, y1) , (х2, y2), для визначення трьох 
параметрів моделі, що описується квадратичним рівняння y=b0+b1x+b2x2 
потрібно мінімум три спостереження. Тому квадратична модель 
складаніша за лінійну. Але у випадку декількох змінних хj , j= 1,…n маємо 
декілька лінійних моделей виду y=b0+b1xj. Як упоядкувати моделі за 
складністю, якщо вони мають однакову складність? 

Критерій, що використовується для визначення параметрів моделі, 
називають внутрішнім критерієм. Найчастіше внутрішнім критерієм 
слугує середньо-квадратична похибка, що визначається за формулою: 
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де yi
табл  – табличне значення вихідної змінної у в точці хі, yi

м  – значення 
вихідної змінної у в точці хі, яке розраховане за моделлю, NA – кількість 
точок. 

Значення внутрішнього критерію з ростом складності моделі завжди 
зменшується, тобто чим складніша модель, тим вона точніша. 

Критерій, що обчислюється за інформацією, яка не 
використовувалась при визначенні параметрів моделі, називається 
зовнішнім критерієм. 

Принцип самоорганізації моделей [Ивахненко,1985]: при 
поступовому збільшенні складності моделі значення зовнішніх критеріїв 
спочатку падає, досягає мінімуму, а потім або залишається постійним, або 
починає збільшуватися (рис. 9.2). Мінімуму зовнішнього критерія 
відповідає модель оптимальної складності. 

 

S 

)(2 B∆  

МОС 

Рисунок 9.2. Залежність зовнішнього критерію від складності моделі 
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Зовнішні критерії селекції моделей 
Вибір зовнішнього критерія здійснюється дослідником в залежності 

від задачі, яка розв’язується. Досвід багатьох дослідників свідчить, що 
найпоширене застосування мають наступні зовнішні критерії. 

Критерій регулярності потребує, щоб середньоквадратична 
помилка, розрахована за даними частини таблиці B , була мінімальна 
(рис.9.3): 
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де (yтабл)і - табличні значення вихідної змінної в точці хі таблиці даних B, 
i=1,…NB; 

(yМ)i - значення вихідної змінної в точці хі таблиці даних B, i=1,…NB, 
що розраховане за моделлю, що була отримана за даними частини таблиці 
А. 

 
Критерій мінімуму зсуву потребує, щоб моделі, які отримані на 

частинах таблиці A  і B , якомога менше відрізнялися одна від одної на 
інтервалі екстраполяції (х1; хαN) (рис.7.4): 
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де (yтабл)і – табличні дані вихідної змінної в усіх точках таблиці даних 
і=1,…N (N=NA+NB); yA-модель, отримана на частині таблиці даних А; (yA)i 

(yтабл)і 

хі хNВ 

(yМ)і 

yМ 

Рисунок 9.3. Розрахунок критерію регулярності: 
×- точки частини таблиці даних А, ° - точки частини таблиці даних В 
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– значення вихідної змінної, розраховане по моделі yA в точці хі і=1,...αN; 
yB-модель, отримана на частині таблиці даних В; (yB)i - значення вихідної 
змінної, розраховане по моделі yB в точці хі і=1,…αN; α- коефіцієнт 
екстраполяції, який приймає значення α=1,0÷3,0. 

Зауважимо, що критерій мінімуму зсуву використовується майже в 
усіх алгоритмах самоорганізації моделей. Критерій регулярності 
використовується, як правило, в комбінації з критерієм мінімуму зсуву. 
Інші критерії такі як критерій балансу змінних, критерій точності 
короткострокового прогнозу, критерій точності покрокового інтегрування, 
мають обмежене використання. Для вивчення цих критеріїв рекомендуємо 
читачеві скористатись спеціальною літературою [Ивахненко,1985] 

 
 

Поділ таблиці даних на навчальну (А) та перевірочну (В) частини 
Поділ таблиці даних на частини А и В мало впливає на значення 

критерію мінімуму зсуву і впливає на значення критерію регулярності. 
Оптимальний (з погляду завадостійкості вибору моделі) поділ точок 

на частини А і В у випадку критерію регулярності відповідає поділу у 
відношенні NA:NB=2:1, при чому точки частини В - це точки з меншою 
дисперсією вихідної величини, а точки А - це точки з більшою дисперсією 
вихідної величини. 

У випадку критерію мінімуму зсуву найкращий (з погляду 
завадостійкості вибору моделі) результат дає поділ таблиці даних у 
відношенні NA:NB=1:1, тобто на рівні чатини. Оптимальний поділ 
множини точок можна знайти за правилом «максиміну»: найкращий поділ 
точок таблиці даних на дві різні множини відповідає максимальному з 
усіх значень мінімуму критерію мінімуму зсуву. 

(yA)j 

(yB)j 

(yB)i (yA)і 

(yтабл)і 

хі хN хj хαN 

yB 

yA 

Рисунок 9.4. Розрахунок критерію мінімуму зсуву: 
 ×- точки частини таблиці даних А, ° - точки частини таблиці даних В 
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Визначення параметрів моделі за даними навчальної послідовності 
Якщо внутрішній критерій – критерій нійменших квадратів, то 

відшукання параметрів моделі здійснюється так, як в задачі апроксимації 
функціональної залежності, що розглядалась у розділі 2.2 даного 
навчального підручника. 

Припустимо, що ставиться задача знаходження рівняння виду: 
2
25

2
1421322110 xbxbxxbxbxbby +++++= .   (9.4) 

Тоді таблицю вихідних даних: Niyxx iii ,..1,,, 21 =  потрібно доповнити 
даними 2

2
2
121̀ ,, iiii xxxx ⋅ . У результаті утвориться матриця даних Х про вхідні 

змінні, що складається зі стовпчиків 2
2

2
12121 ,,,,,1 iiiiii xxxxxx ⋅ . Кожний 

стовпчик відповідає коефіцієнту 5,4,3,2,1,0, =jb j  рівняння моделі. Система 
умовних рівнянь приймає вид: 

ybX =⋅ .      (9.5) 
Для отримання системи нормальних рівнянь потрібно помножити 

зліва обидві частини рівняння на TX : 
 yXbXX TT =⋅⋅ .      (9.6) 

Матриця XX T ⋅  є квадратна матриця і обов’язково симетрична. 
Тому завжди існує розв’язок системи нормальних рівнянь: 

yXXXb TT ⋅⋅= −1)( .    (9.7) 
Підставив параметри , що знайдені, у (9.4), отримаємо модель. 

 
9.2. Алгоритми самоорганізації моделей 

 
Алгоритми самоорганізації розрізняють: 
• за ансамблем зовнішніх критеріїв, використовуваних для пошуку 
моделі оптимальної складності; 

• за набором базисних функцій, використовуваних для побудови 
моделей претендентів; 

• за способом перебору моделей-претендентів. 
Однорядні (комбінаторні) алгоритми самоорганізації моделей орга-

нізують повний перебір множини моделей-претендентів і використову-
ються, коли кількість моделей-претендентів відносно невелика. Модель 
оптимальної складності в цьому випадку визначається мінімумом зовніш-
нього критерію. 

Багаторядні (порогові) алгоритми самоорганізації моделей органі-
зують неповний перебір множини моделей-претендентів і використову-
ються, коли кількість моделей-претендентів надто велика для того, щоб 
здійснити повний перебір. Модель оптимальної складності в цьому випад-
ку знаходиться швидко, але не точно за рахунок того, що деякі моделі при 
переборі просто пропускаються. 
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Завадостійкість алгоритму самоорганізації оцінюється за результа-
тами пошуку наперед відомої моделі за даними, що мають нормально роз-
поділену заваду із середнім значенням 0: 

0

...1,

1
=∆

=∆+=

∑
=

n

j
j

iii

x

nixxx

  0

...1,

1

=∆

=∆+=

∑
=

n

j
j

iii

y

niyyy

   (9.8) 

де хі – і-те спостереження вхідної змінної моделі, Δхі – і-те значення випа-
дкової величини, що має нормальний закон розподілу із нульовим серед-
нім значенням і середнім квадратичним відхиленням, що складає δ-
частину значення хі , δ – рівень завади, уі – і-те спостереження вихідної 
змінної моделі, Δуі – і-те значення випадкової величини, що має нормаль-
ний закон розподілу із нульовим середнім значенням і середнім квадрати-
чним відхиленням, що складає δ-частину значення уі . 

При поступовому зростанні рівня завад δ спостерігають, чи відрізня-
ється модель оптимальної складності, що визначена алгоритмом самооргані-
зації, від істинної моделі не більше як на 5%. Найбільший рівень завад, при 
якому алгоритм самоорганізації визначає модель правильно, вважається ха-
рактеристикою завадостійкості алгоритму. Рекомендований рівень завад, 
який повинен витримувати алгоритм самоорганізації, складає 5%. 

Наприклад, для перевірки завадостійкості дослідник вибрав істинну 
модель у вигляді: 

2
2

2
121 2431)( xxxxxf −+−+=  

Наступний крок, який потрібно зробити, – сформувати таблицю даних. 
Завдаючи значення вхідних змінних випадковим чином у деякій області і 
додаючи до них похибку, отримаємо таблицю даних вхідних змінних: 

nixfy
xx
xx

iii

iii

iii

,..1.)(
,

,

22

11
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+=

+=
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ξ

 

де ζ, ξ, η – нормально розподілені випадкові величини з нульовим серед-
нім значенням та середнім квадратичним відхиленням, що складає 

yxx max,max,max 21 ⋅⋅⋅ δδδ  відповідно. 
 

9.3. Однорядний алгоритм самоорганізації моделей 
 

Модель оптимальної складності в однорядному алгоритмі самоорга-
нізації моделей визначається на основі повного перебору моделей з мно-
жини моделей-претендентів. Якщо моделі упорядковані за рівнем зрос-
тання складності, то перебір моделей продовжується, доки спостерігається 
зменшення значення зовнішнього критерію із зростанням складності мо-
делі. Якщо моделі не упорядковані, то модель оптимальної складності ви-
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значається мінімальним значенням зовнішнього критерію (рисунок 9.5). 
Оскільки упорядкування моделей представляє собою важку задачу, то при 
відносно невеликій кількості моделей в множині моделей-претендентів 
простіше перебрати усі моделі без упорядкування. 

 
Для того, щоб побудувати однорядний алгоритм потрібно: 

§ визначити зовнішні критерії, за якими здійснюється вибір моделі оп-
тимальної складності; 
§ визначити опорні функції, 
§ визначити спосіб розподілу таблиці даних, 
§ сформувати множину моделей-претендентів, 
§ для кожної моделі-претендента визначити параметри моделі і розраху-
вати значення зовнішнього критерію, 
§ за найменшим значенням зовнішнього критерію вибрати модель опти-
мальної складності, 
§ уточнити параметри моделі оптимальної складності з урахуванням усі-
єї таблиці даних. 

R1 

R2 

Rm 

Однорядний (комбінаторний) алгоритм самоорганізації моделей 

значення 
зовнішнього 
критерію 

моделі-
претенденти 

Модель оптимальної 
складності із найменшим 
значенням зовнішнього 

критерію  
Rj =R 

Рисунок 9.5. Структура однорядного алгоритму самоорганізації моделей 
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Вибір зовнішніх критеріїв 
Дослідження впливу рівня завад на значення зовнішнього критерію 

показало, що зі збільшенням рівня завад мінімум критерію регулярності 
прямує до більш простих моделей і тому визначає модель оптимальної 
складності неправильно. При тому ж збільшенні рівня завад мінімум кри-
терію мінімуму зсуву залишається стійким і визначає модель оптимальної 
складності правильно. Спостерігається тільки логічне збільшення самого 
значення критерію мінімуму зсуву при збільшенні рівня завад. Звідси, ви-
користання критерію мінімуму зсуву має пріоритетне використання в ал-
горитмах самоорганізації. 

Використання декількох критеріїв підвищує точність визначення 
моделі оптимальної складності і робить вибір моделі більш однозначним. 
Дослідження завадостійкості алгоритмів самоорганізації показало, що 
найбільш завадостійким являється однорядний алгоритм, в якому спочат-
ку вибираються декілька ліпших моделей за критерієм мінімуму зсуву, а 
потім з цих моделей вибирається найліпша модель за критерієм регуляр-
ності. Такі алгоритми називають алгоритмами з послідовним використан-
ням критеріїв. Замість критерію регулярності використовують також кри-
терій балансу або критерій покрокового інтегрування. 

Вибір опорних функцій 
Вид опорних функцій являється припущенням дослідника про вид 

шуканої моделі. Від правильного вибору опорних функцій в найбільшій 
мірі залежиться успіх алгоритму самоорганізації. Потрібно пам’ятати, що 

− поліноміальні моделі являються найбільш універсальним представ-
ленням функціональної залежності, але не завжди вірним; 

− дробно-раціональна функціональна залежність не може бути пред-
ставлена лінійною залежністю або поліноміальною залежністю; 

− функціональна залежність, що має періодичний характер, представ-
ляється тригонометричними функціями. 
Опорні функції повинні бути лінійно незалежними одна від одної. 

Наприклад, наступний вибір опорних функцій являється, очевидно, не до-
пустимим: 

,)( 11 xxf = ,)( 22 xxf = 213 )( xxxf += . 
Проте наступний вибір опорних функцій являється допустимим: 

,)( 11 xxf = ,)( 22 xxf = 2
2

2
13 )( xxxf += . 

Формування множини моделей-претендентів 
Множина моделей-претендентів будується наступним чином. Нехай об-

рані опорні функції f1(x), f2(x),.. fk(x). Тоді найскладніша модель має вигляд: 
 

)(...)()()( 22110 xfbxfbxfbbxf kk+++=     (9.9) 
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Перебір усіх моделей здійснюється методом занулення коефіцієнтів 
у (9.9). Поставимо у відповідність кожній моделі вектор v, компонента 
якого vi дорівнює одиниці, якщо доданок виду bifі(x) присутній у моделі і 
дорівнює нулю, якщо доданок виду bifі(x) відсутній у моделі. Множина 
моделей-претендентів визначається повним перебором усіх можливих 
комбінацій 1 і 0 у ненульових компонентах вектора v, окрім комбінації 
(1,0,…0), оскільки модель виду 0)( bxf =  не розглядається. 

Наприклад, якщо найскладніша модель представляється функціона-
льною залежністю виду 

tbtbxbby cossin 3210 +++= ,    (9.10) 
множина моделей-претендентів представляється наступними сьома моде-
лями: 

xbby 10 += , 
tbby sin10 += , 
tbby cos10 += , 

tbxbby sin210 ++= ,             (9.11) 
tbxbby cos210 ++= , 

tbtbby cossin 210 ++=  
tbtbxbby cossin 3210 +++= . 

Зверніть увагу, що однакові позначення коефіцієнтів b в (9.11) не 
означають, що значення цих коефіцієнтів однакові. Позначення коефіцієн-
тів мають схематичний характер. 

Наведеній множині моделей-претендентів відповідає множина век-
торів v, що зручно представляється наступною матрицею: 
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      (9.12) 

Моделі в множині моделей-претендентів слід упорядковувати за 
зростанням рівня складності, що визначається кількістю доданків моделі 
та рівнем складності доданків. 

Кількість моделей у множині моделей-претендентів повністю визнача-
ється кількістю обраних опорних функцій і складає 12 −k , де k – кількість 
опорних функцій. Зауважимо, що при зростанні кількості опорних функцій 
кількість моделей у множині моделей-претендентів сильно зростає. Так, при 
k=6 кількість моделей складає 63, а при k=10 кількість моделей складає 1023. 
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Способи розподілу таблиці даних на навчаючу та перевірочну послі-
довності даних  

Розподіл таблиці даних здійснюється дослідником з урахуванням 
особливостей задачі, що розв’язується. Розподіл характеризується кількіс-
тю точок навчальної та перевірочної послідовності даних та способом, за 
яким приймається рішення про приналежність точки до навчальної чи пе-
ревірочної послідовності даних. 

Кількість точок даних навчальної та перевірочної послідовності да-
них визначається такою, що забезпечує найбільшу завадостійкість алгори-
тму. З усіх можливих розподілів при рівному співвідношенні кількості да-
них у частинах А і В оптимальним вважається той, що забезпечує найбі-
льше значення мінімуму зовнішнього критерію (принцип мінімакса). 

Спосіб розподілу повинен відповідати декільком вимогам: 
∗ дані навчальної та перевірочної послідовності даних повинні по-

кривати усю область даних; 
∗ дані кожної послідовності даних повинні бути лінійно незалежними; 
∗ якщо відома точність табличних даних, то більш точні дані від-

бирають до перевірочної послідовності даних (частини В), а менш точні 
дані – до навчальної послідовності даних (частини А). 

Всі способи можна поділити на детерміновані та стохастичні. Дете-
рмінований спосіб означає, що точки вибираються за деяким правилом. 
Наприклад, кожна друга точка послідовності даних відноситься до навча-
льної послідовності, а всі інші – до перевірочної послідовності. 

Випадковий (стохастичний) вибір точок даних використовують, щоб 
перевірити стійкість обраної моделі оптимальної складності по відношен-
ню до вибору точок даних. 

Дослідження впливу розподілу даних на значення зовнішнього крите-
рію показали, що розподіл таблиці даних сильно впливає на значення крите-
рію регулярності і не сильно впливає на значення критерію мінімуму зсуву. 

Узагальнена схема алгоритму представлена на рисунку 9.6. Реаліза-
ція алгоритму засобами програмного забезпечення Mathcad 2000 
Professional представлена на рисунках 9.7– 9.13. 

Розподіл таблиці даних здійснюється програмою випадковим чином 
у заданому співвідношенні NA/NB=2. Оскільки на значення критерію міні-
муму зсуву розподіл таблиці даних не впливає, а на значення критерію ре-
гулярності – впливає, то розподіл таблиці даних обирається так, щоб 
отримати найточніше значення критерію регулярності. Коефіцієнт екстра-
поляції вибраний у розмірі 2 у відповідності до рекомендацій, що значен-
ня екстраполяції належить інтервалу (1; 3). 
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Визначення параметрів моделі М(і) за внутрішнім критерієм за даними 
навчальної послідовності даних 

Визначення критерію мінімуму зсуву для кожної моделі М(і) 

Упорядкування множини моделей-претендентів за зменшенням  
критерію мінімуму зсуву і відбір К найліпших моделей 

Уточнення параметрів моделі оптимальної складності за всією  
таблицею даних (А та В) 

Визначення критерію регулярності для кожної з К найліпших моделей 

Визначення моделі оптимальної складності за мінімумом значення 
критерію регулярності 

Розподіл таблиці даних на навчальну (А)  
та перевірочну (В) послідовності 

Формування множини моделей-претендентів М(і) у порядку  
зростання складності 

Формування таблиці даних спостережень, 
що характеризує функціонування досліджуваної системи 

Формування результатів прогнозування щодо функціонування  
досліджуваної системи 

Рисунок 9.6. Узагальнена схема однорядного алгоритму самоорганізації мо-
делей з послідовним використанням зовнішніх критеріїв 
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По-перше здійснюється відбір моделей за критерієм регулярності. 
Потім з К штук обраних найліпших моделей здійснюється вибір оптима-
льної моделі за критерієм мінімуму зсуву. Якість отриманої моделі пере-
віряється по-перше, за досягнутим значенням зовнішнього критерію, по-
друге, за значенням глибини критерію, по-третє, за результатами аналізу 
отриманої функціональної залежності. Значення зовнішнього критерію 
повинно досягати значення, не більшого за 0,05. Значення глибини крите-
рію повинно бути великим і чим більше, тим ліпше знайдена модель. Ана-
ліз отриманої функціональної залежності не повинен суперечити логічним 
зв’язкам, наявним у моделі. 

Дослідження завадостійкості алгоритму при зростанні рівня завад 
показало, що алгоритм витримує рівень завад не більше 5%. Завади зада-
вались у вигляді нормально розподіленої випадкової величини із середнім 
значенням 0 і відхиленням 0,05 від самого значення. Також вимагалось, 
щоб сума усіх завад була рівна 0: 
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Для перевірки використовувалась функція виду: 

21
21

32)(
xx

xxxf −+−= . 

Алгоритм самоорганізації при кількості даних в таблиці спостере-
жень 20 і рівні завад спостережень 6% отримав функцію виду: 

 

21
21

087.3106.2995.0007.1016.0)(
xx

xxxf −+−+−= . 

Отже, похибка у визначенні коефіцієнтів не перевищує 5% і резуль-
тат визначення функції є вірним. 

Рівень завад 5%, який витримує запропонований алгоритм самоор-
ганізації, відповідає загальноприйнятому рівню завад 5% і тому прийма-
ється до використання. 

Оскільки кількість моделей у множині моделей-претендентів зі збі-
льшенням кількості параметрів моделі, що відшукуються, сильно зростає, 
то однорядні алгоритми самоорганізації використовують при відносно не-
великій кількості параметрів - до двадцяти. При більшій кількості параме-
трів повний перебір моделей із множини моделей-претендентів втрачає 
свою доцільність і рекомендується використовувати багаторядні алгорит-
ми самоорганізації, які основані на неповному переборі моделей. 
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Рисунок 9.7. Mathcad-програма однорядного алгоритму самоорганізації моделей. 
Розподіл таблиці даних на частини А і В 
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Рисунок 9.8. Mathcad-програма однорядного алгоритму самоорганізації моделей. 
Формування опорних функцій 
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Рисунок 9.9. Mathcad-програма однорядного алгоритму самоорганізації моделей. 
Відшукання коефіцієнтів моделі-претендента 
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Рисунок 9.10. Mathcad-програма однорядного алгоритму самоорганізації моделей.  
Відбір найліпших моделей за значенням критерію мінімуму зсуву 
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Рисунок 9.11. Mathcad-програма однорядного алгоритму самоорганізації моделей. 
Розрахунок критерію регулярності 
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Рисунок 9.12. Mathcad-програма однорядного алгоритму самоорганізації моделей. 
Формування результатів пошуку моделі оптимальної складності
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Рисунок 9.13. Mathcad-програма однорядного алгоритму самоорганізації моделей. 
Символьне представлення результатів пошуку моделі оптимальної складності 
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9.4. Багаторядний алгоритм самоорганізації моделей 
 

Ідея багаторядного алгоритму ґрунтується на ідеях селективного відбо-
ру, застосовуваних біологами при схрещуванні особин для отримання гібрид-
ного різновиду із заданими властивостями. Гіпотеза селекції стверджує, що 
алгоритм масової селекції рослин або тварин являється оптимальним алгори-
тмом обробки інформації у складних задачах [Ивахненко,1982]. 

Багаторядний алгоритм організовує перегляд моделей зі зростанням 
складності від одного ряду (покоління) до іншого. В результаті такого пере-
гляду деякі моделі виявляються пропущеними, що, з одного боку скорочує 
обсяг розрахунків, з іншого – спричиняє неточне визначення моделі оптима-
льного складності. Дійсно, якщо модель оптимальної складності виявилась 
пропущеною, то багаторядний алгоритм не зможе виявити її як найліпшу. 

На першому ряду багаторядного алгоритму формуються усі можливі 
пари змінних зі вхідних змінних системи і складаються моделі, що містять 
ці пари змінних (рисунок 9.14). З усіх моделей першого ряду вибираються 
декілька ліпших за значенням зовнішнього критерію і тільки вони допус-
каються до другого ряду. На другому ряді формуються усі можливі пари 
моделей першого ряду і складаються моделі другого ряду. Якість кожної 
моделі оцінюється за значенням зовнішнього критерію і декілька найліп-
ших відбираються для наступного ряду і т.д. Нарощування рядів відбува-
ється до тих пір, доки з переходом до наступного ряду відбувається змен-
шення значення зовнішнього критерію. Модель оптимальної складності 
вибирається як найліпша у найліпшому ряду. 

Для того, щоб побудувати багаторядний алгоритм потрібно: 
§ визначити зовнішній критерій, за яким здійснюється вибір моделі оп-
тимальної складності; 

§ визначити вид моделі, використовувану для пари змінних на кожному 
ряду алгоритму; 

§ визначити спосіб розподілу таблиці даних; 
§ визначити кількість моделей, що переходять з одного ряду до наступ-
ного; 

§ для кожної моделі ряду визначити параметри моделі і розрахувати зна-
чення зовнішнього критерію; 

§ за значенням зовнішнього критерію вибрати найліпші моделі, що пе-
реходять до наступного ряду; 

§ формувати таблицю даних, що є вихідною таблицею для наступного 
ряду; 

§ нарощувати кількість рядів, доки зростання складності моделі призво-
дить до зменшення значення зовнішнього критерію; 

§ визначити модель оптимальної складності як найліпшу модель найлі-
пшого ряду. 
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Формування моделей ряду 
На першому ряду розглядаються моделі, які використовують вхідні 

змінні досліджуваної системи по дві змінні: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ),(...),(),( 22110
su

kk
susu xxfbxxfbxxfbbz +++= ,  (9.14) 

 

де u, s – пара чисел, u≠s, u=1,…n, s=1,…n, x(u) , x(s) – компоненти вектора 
вхідних змінних х. 

В найпростішому випадку, припускають лінійний вид моделей: 
 

( )su xbxbbz 2
)(

10 ++=     (9.15) 
 

Для кожної моделі (9.15) за даними частини таблиці даних А відшу-
куються параметри b (див. (9.7)). 
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Рисунок 9.14. Багаторядний (пороговий) алгоритм самоорганізації моделей 
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Вибір найліпших моделей за значенням зовнішнього критерію 
Кожна j-та модель i-ого ряду оцінюється за допомогою зовнішнього 

критерію, що розраховується з використанням частини таблиці даних В. 
Позначимо розраховане значення критерію Rij. Найменше значення крите-
рію, досягнуте на даному ряду називається критерієм ряду: 

 

{ }ijji RR min=       (9.16) 

З усіх моделей ряду вибирається К штук найліпших за значенням зов-
нішнього критерію, які переходять у наступний ряд. Інші моделі, які не 
проявили себе як найліпші, знищуються. Відбір моделей, що переходять до 
наступного ряду, називається порогом (див. рисунок 9.2). Число К має бути 
не меншим за три для того, щоб у наступному ряді існувала можливість 
сформувати більше однієї моделі. 

Формування таблиці даних наступного ряду 
Для тих моделей, що виявились найліпшими на першому ряду, фор-

мується таблиця даних наступним чином. Значення вхідних змінних хi
(s) 

пропускаються через найліпші моделі першого ряду і отримуються значен-
ня вихідних змінних моделей першого ряду: 
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Перехід до наступного (j+1) ряду здійснюється за умови, що значення 
критерію ряду зменшується: 

 

1−< jj RR ,      (9.17) 
 

Іншими словами, доки ускладнення моделі спричиняє поліпшення 
значення критерію. Якщо значення критерію ряду більше за значення кри-
терію попереднього ряду, то алгоритм зупиняється і відшукується єдина 
найліпша модель з моделей попереднього ряду. Саме ця модель вважається 
моделлю оптимальної складності. 

Зауважимо, що в багаторядних алгоритмах складність моделі зростає 
при переході від одного ряду до іншого, оскільки зростає кількість шука-
них параметрів. Якщо на першому ряду отримані моделі виду: 
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То модель другого ряду має вид: 
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1 xbxbbbxbxbbbbzbzbbw ++++++=++= , 
 

де значення коефіцієнтів b в усіх моделях різні, а позначення схематичне(!). 
Формування результату пошуку моделі оптимальної складності 
Припустимо, що модель оптимальної складності знайдена на третьо-

му  ряду багаторядного алгоритму самоорганізації моделей: 
 

( ) ( )jik wbwbby 23
)(

1303 ++= , 
 

де w(i), w(j) – змінні другого ряду. 
Залежність змінних другого ряду від змінних першого ряду представ-

ляється функціональними залежностями: 
 

 ( ) ( )nmi zbzbbw 22
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1202 ++= , ( ) ( )hgj zbzbbw 22
)(

1202 ++= , 
 

де z(m), z(n), z(g), z(h) – змінні другого ряду. 
Нарешті, залежність змінних першого ряду представляється функціо-

нальними залежностями від вихідних змінних моделі: 
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Тому, модель оптимальної складності представляється через вихідні 
дані наступним чином: 
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Отже, символьне представлення моделі оптимальної складності, яка 
знайдена, у багаторядному алгоритмі набагато складніше ніж в однорядно-
му алгоритмі і потребує розробки спеціального алгоритму для виведення 
результату. Якщо багаторядний алгоритм використовується для прогнозу-
вання, то замість виведення символьного результату обмежуються чисель-
ним виведенням результатів прогнозу. 

На рисунку 9.15 наведена узагальнена схема багаторядного алгоритму 
самоорганізації моделей 
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9.5. Приклади розв’язання задач 
 

Задача 1. Таблиця даних складається з шести точок (2;2,2), (3;2,3), 
(4;2,6), (5;2,5), (6;2,6), (7;3,2), де жирним шрифтом позначені точки навча-
ючої послідовності даних. Побудуйте найпростішу модель, яка задовольня-
ла б цим даним, і визначить для неї критерій регулярності. 

ні так 

Визначення параметрів моделей і-ого ряду за внутрішнім критерієм за 
даними навчальної послідовності даних 

Визначення зовнішнього критерію Ri,j для кожної моделі M(i,j) 

Вибір К найліпших 
моделей і-ого ряду 
за значенням зов-
нішнього критерію 

Визначення зовнішнього критерію і-ого ряду Ri:=min{Ri,j}і порівняння 
його зі значенням критерію попереднього (і-1)-ого ряду 

Визначення моделі 
оптимальної склад-
ності з моделей попе-
реднього (і-1)-ого ря-

ду 

Розподіл таблиці даних на навчальну (А) та перевірочну (В) послідовності 

Формування моделей і-ого ряду M(i,j) 

Ri<Ri-1 

Перехід до наступ-
ного ряду і:=і+1 

Формування табли-
ці даних наступно-
го і+1 ряду 

Формування таблиці даних спостережень, 
що характеризує функціонування досліджуваної системи 

Формування результа-
тів прогнозування що-
до функціонування до-
сліджуваної системи 

Рис. 9.15. Узагальнена схема багаторядного алгоритму самоорганізації моделей 
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Розв’язання. За даними навчаючої послідовності та формулою (7.11) 
знаходимо модель: 



















=

6    1
5    1
3    1
2    1

A ,   







=



















= −

1,0
2

6,2
5,2
3,2
2,2

)( 1 TT AAAb . 

Звідси, yМ=2+0,1x. 
За даними перевірочної послідовності даних обчислюємо значення 

критерію регулярності за формулою (7.1): yМ(4)=2,4, yМ(7)=2,7 
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Відповідь: yМ=2+0,1x, ∆2(В)=0,017. 
 

Задача 2. Таблиця даних складається з чотирьох точок (0;1,5), (1;2), 
(2;2,2), (3;2,9), де жирним шрифтом позначені точки навчаючої послідов-
ності даних. Побудуйте найпростішу модель, яка задовольняла б цим да-
ним, і визначить для неї критерій мінімуму зсуву. Коефіцієнт екстраполяції 
візьміть рівним 2. 

Розв’язання. За даними навчаючої послідовності знаходимо модель А: 
yА=1,5+0,35x. 

За даними перевірочної послідовності даних знаходимо модель В: 
yВ=1,55+0,45x. 

За умовою задачі коефіцієнт екстраполяції дорівнює 2, тому збільшу-
ємо таблицю даних вдвічі наступними точками х=4, х=5, х=6 та х=7. Розра-
ховуємо значення моделей А та В для всіх восьми точок та заповнюємо 
таблицю: 

 

 х=0 х=1 х=2 х=3 х=4 х=5 х=6 х=7 
y 1,5 2 2,2 2,9     
yА 1,5 1,85 2,2 2,55 2,9 3,25 3,6 3,95 
yВ 1,55 2 2,45 2,9 3,35 3,8 4,25 4,7 

 

В першому рядочку цієї матриці указані чотири табличних значення 
відгуку моделі. За формулою(7.2) обчислюємо значення критерію мінімуму 
зсуву: 
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Відповідь: yА=1,5+0,35x, n2
зсуву=0,044. 

Задача 3. Для даної таблиці спостережень побудувати найпростішу 
модель та оцінити її якість за критерієм регулярності: 

 

х -4 -2 0 2 

у 0 3 5 9 
 

Розв’язання. Поділимо таблицю даних на частини А і В у відношенні 
приблизно 2:3, тобто три точки віднесемо до частини А і одну точку до ча-
стини – В. Нехай точка (0;5) – точка частини В, а інші точки  - частина да-
них А. За даними навчаючої послідовності (частини А) побудуємо найпро-
стішу модель: 
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Тобто, yМ=6+1,5x. 
За даними перевірочної послідовності даних (частини В) обчислюємо 

значення критерію регулярності за формулою (7.1): yМ(0)=6. 
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Приймаючи до уваги, що значення критерію близьке до 0,05, робимо 
висновок про достатню якість побудованої моделі. 

Відповідь: моделлю системи може бути функціональна залежність 
yМ=6+1,5x, якість якої оцінюється значенням критерію регулярності 0,04. 

 

Задача 4. Для даної таблиці спостережень побудувати найпростішу 
модель та оцінити її якість за критерієм критерій мінімуму зсуву. Прийняти 
коефіцієнт екстраполяції рівним 2. 

 

х -2 0 2 4 

у 3 1 0 2 
 

Розв’язання. Поділимо таблицю даних на частини А і В у відношенні 
1:1, тобто дві точки віднесемо до частини А і дві точки до частини В. Нехай 
точки (0;1) та (4;2) – частина даних В, а інші точки - частина даних А. 

За даними навчаючої послідовності знаходимо модель А: 
yА=1,5-0,75x. 

За даними перевірочної послідовності даних знаходимо модель В: 
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yВ=1+0,25x. 
За умовою задачі коефіцієнт екстраполяції дорівнює 2, тому збільшуємо 

таблицю даних вдвічі наступними точками х=-6, х=-4, х=6 та х=8. Розрахову-
ємо значення моделей А та В для всіх восьми точок та заповнюємо таблицю: 

 

 х=-6 х=-4 х=-2 х=0 х=2 х=4 х=6 х=8 
y   3 1 0 2   
yА 6 4,5 3 1,5 0 -1,5 -3 -4,5 
yВ -0,5 0 0,5 1 1,5 5 2,5 3 

 

В першому рядочку цієї матриці указані чотири табличних значення 
відгуку моделі. Обчислюємо значення критерію мінімуму зсуву за форму-
лою (7.2): 
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Відповідь: побудована найпростіша модель системи yА=1,5-0,75x, 
якість якої оцінюється значенням критерію мінімуму зсуву 6,07. Оскільки 
значення критерію мінімуму зсуву завелике, то модель не може бути при-
йнятною. Причиною такого результату може бути те, що задані точки не 
відповідають лінійній залежності. 

 

Задача 5. Для даної таблиці спостережень побудувати модель та оці-
нити її якість за критерієм регулярності: 

 

х -4 -2 -1 0 1 2 

у 0 3 6 5 2 1 
 

Розв’язання. Помітимо, що дані відповідають швидше нелінійній за-
лежності, ніж лінійній, тому припустимо модель у вигляді поліному друго-
го ступеню. 

Поділимо таблицю даних на частини А і В у відношенні 2:1, тобто чо-
тири точки віднесемо до частини А і дві точки до частини – В. Нехай точки 
(-2;3) та (0;5) –частина даних В, а інші точки - частина даних А. За даними 
навчаючої послідовності (частини А) знаходимо модель: 
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Звідси, yМ=4,8-1,1x-0,6х2. 
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За даними перевірочної послідовності даних (частини В) обчислюємо 
значення критерію регулярності: yМ(-2)=4,6, yМ(0)=4,8 
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Задача 6. Таблиця даних А складається з десяти точок (0,-1), (1;-3), 
(2;-3), (3;-1), (4;0), (5;1), (6;2), (7;2), (8;4), (9;6). Знайдіть коефіцієнти моде-
лі, яка задовольняла б вказаним точкам і мала вигляд: yt=b0+b1yt-2. 

Розв’язання. Розмістимо дані задачі в таблиці: 
 

 t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 t=6 t=7 t=8 t=9 
yt -1 -3 -3 -1 0 1 2 2 4 6 

yt-2   -1 -3 -3 -1 0 1 2 2 
 

Починаючи з моменту часу t=2 є відомими як значення yt,, так і yt-2. 
Скористаємось цією частиною таблиці для відшукання коефіцієнтів рів-
няння yt=b0+b1yt-2. 

Розмістимо дані так, як буде зручно для розрахунків: 
 

yt-2 -1 -3 -3 -1 0 1 2 2 
yt -3 -1 0 1 2 2 4 6 

 

Складаємо матрицю системи умовних рівнянь та знаходимо парамет-
ри моделі: 
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Отже, yt=1,794+1,117yt-2. 
Відповідь: yt=1,794+1,117yt-2. 
 

Задача 7. Таблиця перевірочної послідовності даних складається з 
п’яти точок: 

 

х1 -4 -2 0 2 4 
х2 -3 -1 1 3 5 
y -6,8 -0,3 4,3 6,7 8,8 
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За даними навчальної послідовності даних знайдені коефіцієнти таких 
моделей: 

1) yМ=-0,13-0,2х1+2,2х2; 
2) yМ=2,2-0,2х1

2+2х2; 
3) yМ=0,27-0,25х1+0,07х2

2 

4) yМ=2,06-0,2х1
2-0,03х1х2+2х2; 

Для даної множини моделей визначить модель оптимальної складнос-
ті за критерієм регулярності. 

Розв’язання. Для кожної моделі розрахуємо її значення в точках пе-
ревірочної послідовності даних, а потім обчислимо значення критерію ре-
гулярності за формулою (7.1). 

Для першої моделі маємо: 
 

yтабл -6,8 -0,3 4,3 6,7 8,8 
yМ -6 -1,9 2,1 6,1 10,2 
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Для другої моделі маємо: 
yтабл -6,8 -0,3 4,3 6,7 8,8 
yМ -7,2 -0,7 4,17 7,3 8,7 

Значення критерію .0036,0
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Для третьої моделі маємо: 
yтабл -6,8 -0,3 4,3 6,7 8,8 
yМ 1,9 0,84 0,35 0,42 1,07 

Значення критерію .9,0
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Для четвертої моделі маємо: 
yтабл -6,8 -0,3 4,3 6,7 8,8 
yМ -7,7 -0,85 4,1 7,1 8,3 

Значення критерію .0077,0
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Найменше значення критерію 0,0036 досягається для другої моделі 
yМ=2,2-0,2х1

2+2х2. Отже, за даної множини моделі-претендентів, ця модель і 
є моделлю оптимальної складності. 

Відповідь: моделлю оптимальної складності є друга з запропонованих 
моделей: yМ=2,2-0,2х1

2+2х2. Досягнуте значення критерію регулярності 
складає 0,0036. 

 
9.6. Завдання для самостійної роботи 

 
1. Таблиця даних складається з чотирьох точок (2;2,2), (3;2,4), (4;2,4), 

(5;2,8), де жирним шрифтом позначені точки навчаючої послідовності да-
них. Побудуйте найпростішу модель, яка задовольняла б цим даним, і ви-
значить для неї критерій мінімуму зсуву. Коефіцієнт екстраполяції візьміть 
рівним 2.  

2. Нехай таблиця даних складається з шести точок (0;1,8), (1;2,0), 
(2;2,5), (3;1,9), (4;2,1), (5;2,3), де жирним шрифтом позначені точки навча-
ючої послідовності даних. Побудуйте найпростішу модель, яка задовольня-
ла б цим даним, і визначить для неї критерій регулярності. 

3. Таблиця даних А складається з дев’яти точок (1;-1), (2;-2), (3;-3), 
(4;0), (5;1), (6;2), (7;2), (8;4), (9;5). Знайдіть коефіцієнти моделі, яка задово-
льняла б вказаним точкам і мала вигляд: yt=b0+b1yt-1. 

4. Для даної таблиці спостережень побудувати модель та оцінити її 
якість за критерієм мінімуму зсуву. Прийняти коефіцієнт екстраполяції рів-
ним 2. 

х -2 0 2 4 

у 12 5 0 -3 

5. Для даної таблиці спостережень побудувати модель та оцінити її 
якість за критерієм регулярності: 

х 0 1 2 3 4 

у 7 3 1 0 -3 

6. Для даної таблиці спостережень побудувати модель та оцінити її 
якість за критерієм мінімуму зсуву. Прийняти коефіцієнт екстраполяції рів-
ним 1,5. 

х -1 0 1 2 3 4 

у 5 2 0 1 4 6 

7. Таблиця даних А складається з восьми точок (0,-3), (1;-1), (2;2), 
(3;3), (4;8), (5;10), (6;16), (7;21). Знайдіть коефіцієнти моделі, яка задоволь-
няла б вказаним точкам і мала вигляд: yt=b0+b1yt-1+ b2yt-2. 
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8. Таблиця перевірочної послідовності даних складається з чотирьох 
точок: 

х1 -2 0 1 3 
х2 2 -1 0 1 
y -8,3 -0,2 1,6 5,9 

За даними навчальної послідовності даних знайдені коефіцієнти таких 
моделей: 

1) yМ=-1,4+0,3х1-2х2; 
2) yМ=-3,9+0,3х1

2+2,1х1х2; 
3) yМ=0,9-0,5х2

2+2 х1х2 
4) yМ=1,5-0,05х1

2+2 х1х2-0,55 х2
2; 

Для даної множини моделей визначить модель оптимальної складнос-
ті за критерієм регулярності. 

 
 

9.7. Контрольні запитання 
 

1) У чому полягає основна ідея самоорганізації моделей? 
2) Для чого використовують навчальну послідовність даних? переві-

рочну послідовність даних? 
3) Як поділити таблицю даних на навчальну та перевірочні частини? 
4) Чим визначається складність моделі? 
5) Дайте поняття внутрішнього критерію та зовнішнього критерію. 
6) Чим визначається модель оптимальної складності? 
7) Які Ви знаєте зовнішні критерії? 
8) За якою формулою розраховується внутрішній критерій? 
9) За якою формулою розраховується критерій регулярності? 
10) За якою формулою розраховується критерій мінімуму зсуву? 
11) Що таке коефіцієнт екстраполяції? 
12) Як визначити параметри моделі за табличними даними? 
13) Які алгоритми самоорганізації Ви знаєте? 
14) Опишіть, які дії виконуються в однорядному (комбінаторному) ал-

горитмі самоорганізації. 
15) Опишіть, які дії виконуються в багаторядному алгоритмі самоорга-

нізації. 
16) Які класифікації алгоритмів самоорганізації Ви знаєте? 
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Розділ 10 
ЗАВДАННЯ ТА МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ  

ДО ВИКОНАННЯ ЛАБОРАТОРНИХ РОБІТ 
 

10.1. Лабораторна робота  
«Перевірка генератора випадкових чисел  

на відповідність закону розподілу» 
 

Завдання до роботи 
Згенерувати 10000 випадкових чисел способом, указаним у варіанті. 

Побудувати гістограму частот, знайти середнє і дисперсію цих випадкових 
чисел. По виду гістограми частот визначити вид закону розподілу. 
Відповідність заданому закону розподілу перевірити за допомогою 
критерію згоди χ2. 

Варіанти 

1) Згенерувати випадкове число по формулі iix ξ
λ

ln1
−= , де ξi  - 

випадкове число, рівномірно розподілене в інтервалі (0;1). Числа ξi можна 
створювати за допомогою убудованого в мову програмування генератора 
випадкових чисел. Перевірити на відповідність експоненційному закону 
розподілу xexF λ−−= 1)( . Перевірку зробити при різних значеннях λ. 

2) Згенерувати випадкове число по формулах: 
 

∑
=

−=

+=
12

1
6

i
ii

ii ax

ξµ

σµ

, 

де ξi  - випадкове число, рівномірно розподілене в інтервалі (0;1). Числа ξi 
можна створювати за допомогою убудованого в мову програмування 
генератора випадкових чисел. Перевірити на відповідність нормальному 
закону розподілу: 
 

( )







 −
−= 2

2

2
exp

2
1)(

σπσ
axxf . 

Перевірку зробити при різних значеннях а і σ.  
3) Згенерувати випадкове число за формулою 

( ) czxcazz iiii /  ,mod 111 +++ == , де a=513, с=231. Перевірити на відповідність 
рівномірному закону розподілу в інтервалі (0;1). Перевірку зробити при 
різних значеннях а і с. 
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Хід виконання роботи 
1) вивчити теоретичні відомості (розділ 2.1); 
2) разом з викладачем вибрати варіант завдання; 
3) виконати аналітичний розрахунок мережі МО; 
4) перевірити відповідність результатів розрахунку розумному змісту 

моделі; 
5) скласти та оформити звіт. 
Зміст звіту 

1) завдання до роботи; 
2) лістинг програми; 
3) результати перевірки ГВЧ при різних параметрах: а) значення 
середнього і дисперсії; б) гістограма частот; в) значення критерію 
згоди χ2; г) висновок про відповідність закону розподілу; 

4) висновки про результати перевірки ГВЧ 
 
 

10.2. Лабораторна робота  
«Ідентифікація об’єкта за даними спостережень» 

 
Завдання до роботи 
Скласти програму ідентифікації об‘єкта за даними спостережень фун-

кціями, які дані у варіанті завдання. Перевірити програму на даних, які то-
чно або приблизно відповідають наперед відомій моделі. Ідентифікувати 
об‘єкт за даними спостережень, які наведені у варіанті завдання. Проаналі-
зувати результати. Оформити звіт та здати лабораторну роботу. 

Варіанти 
1) Використати функції виду n

n xbxbby +++= ...10  для ідентифікації 
об‘єкта за такими даними спостережень: 

 

x 1 5 9 13 17 21 25 29 
y 312,89 1612 4225 8043 12900 18560 24740 31070 
x 33 37 41 45 49 53 57 61 
y 37160 42510 46600 48820 48510 44960 37370 24910 

 
 
 

2) Використати функції виду 
xbxbxbxbby n

n
n

n cossin...cossin 212210 +++++= −  для ідентифікації об‘єкта за 
такими даними спостережень: 
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x 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 
y 1,79 2,005 2,225 2,41 2,526 2,553 2,489 2,349 
x 3,2 3,6 4 4,4 4,8 5,2 5,6 6 
y 2,161 1,954 1,76 1,603 1,504 1,478 1,531 1,661 

 

3) Використати функції виду nn x
b

x
bby 1...1

10 +++=  для ідентифікації 

об‘єкта за такими даними спостережень: 

x 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 
y 14 18,222 18 17,216 16,444 15,778 15,219 14,749 
x 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 
y 14,352 14,014 13,722 13,469 13,248 13,052 12,879 12,724 

4) Використати функції виду 21
0

bb zxby ⋅⋅=  для ідентифікації об‘єкта 
за такими даними спостережень: 

y 6.0 8.5 11 14.5 18.5 23 28.5 35 
x 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 
z 5.5 6 6.5 7 7.5 8 8.5 9 
y 42 50.5 60 70.5 82.5 96 110.5 127 
x 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 
z 9.5 10 10.5 11 11.5 12 12.5 13 

Хід виконання роботи 
1) вивчити теоретичні відомості (розділ 2.2); 
2) разом з викладачем вибрати варіант завдання; 
3) скласти програму, яка реалізує методи ідентифікації даного 
об‘єкта; 

4) отримати результати при різній степені складності обраної моделі 
та за методом найменших квадратів обрати найкращу; 

5) зробити висновки щодо отриманих результатів та використаних 
методів ідентифікації; 

6) скласти й оформити звіт. 
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Зміст звіту 
1) завдання до роботи; 
2) лістинг програми; 
3) результати ідентифікації різними функціями: а) функція з визначе-
ними коефіцієнтами; б) таблиця заданих значень відгуку моделі та 
значень відгуку моделі, розрахованих за функцією; в) значення 
критерію найменших квадратів; г) графік функції. 

4) висновки про результати ідентифікації. 
 
 

10.3. Лабораторна робота 
«Дослідження мережі масового обслуговування  

аналітичними методами» 
 

Завдання до роботи 
Дослідити обраний варіант мережі МО аналітичними методами і зро-

бити висновки про ефективності її роботи. 
Варіанти 
Варіанти завдань представлені на рисунках 10.1, 10.2. 
Хід виконання роботи 

1) вивчити теоретичні відомості (розділ 4); 
2) разом з викладачем вибрати варіант завдання; 
3) виконати аналітичний розрахунок мережі МО; 
4) перевірити відповідність результатів розрахунку розумному змісту 
моделі; 

5) скласти та оформити звіт. 
Зміст звіту 

1) завдання до роботи; 
2) опис розрахунку обраного варіанта мережі МО; 
3) програма виконання розрахунку на вибір студента або з використан-
ням відомої алгоритмічної мови програмування (Pascal, C) або з вико-
ристанням математичного програмного забезпечення(Mathcad, 
Matlab); 

4) висновки про переваги та недоліки освоєних методів дослідження ме-
режі МО, про отримані результати дослідження. 



 348 

 Рисунок 10.1. Варіанти 1, 2, 3, 4 до лабораторної роботи 
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Рисунок 10.2. Варіанти 5, 6, 7, 8 до лабораторної роботи 
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10.4. Лабораторна робота 
«Дослідження мережі МО імітаційними методами. 
Складання алгоритму імітації і його реалізація» 

 
Завдання до роботи: 
Дослідити обраний варіант мережі МО імітаційними методами. Вва-

жати показниками ефективності мережі МО ймовірність відмови в обслуго-
вуванні, середні довжини черг в накопичувачах та середній час очікування 
в чергах. 

Варіанти 
Варіанти завдань представлені на рисунках 10.3,10.4. 
Хід виконання роботи: 

1) вивчити теоретичні відомості (розділ 5.3); 
2) разом з викладачем вибрати варіант завдання; 
3) побудувати алгоритм імітації і виконати його реалізацію на відомій ал-
горитмічній мові програмування; 

4) перевірити відповідність результатів моделювання задуму моделі; 
5) скласти й оформити звіт. 

Зміст звіту: 
1) завдання до роботи; 
2) програма, що реалізує алгоритм імітації з необхідними поясненнями; 
3) результати дослідження відповідності задуму моделювання, що містять у 
собі результати прогонів програми при: 
а) вхідних значеннях параметрів λ ,µ ,l; 
б) зміненому в декілька раз параметрі λ ; 
в) зміненому в декілька раз параметрі µ ; 
г) зміненому в декілька раз параметрі 1; 
д) збільшеному в два рази часу моделювання; 

4) висновки про переваги та недоліки дослідження мережі МО імітаційни-
ми методами, обраного способу побудови алгоритму імітації, отриманих 
результатах дослідження. 
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Рисунок 10.3. Варіанти 1,2,3,4,5 до лабораторної роботи 



 352 

 

 
 

10.5. Лабораторна робота  
«Дослідження мережі Петрі імітаційними методами.  

Складання алгоритму імітації і його реалізація» 
 

Завдання до роботи 
Скласти мережу Петрі для мережі МО, яка була досліджена в лабора-

торній роботі 3. Побудувати і провести експеримент з імітаційною модел-
лю мережі МО, яка опрацьована при виконанні лабораторних робіт 3 та 4, з 
метою оптимізації досліджуваного відгуку моделі. 

Хід виконання роботи 
1) вивчити теоретичні відомості (розділи 5.4,5.5,5.6 ); 
2) скласти мережу Петрі для мережі МО (див. рис. 3.7а,б), перевірити 
правильність її складання разом з викладачем; 

Рисунок 10.4. Варіанти 6,7,8 до лабораторної роботи 
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3) побудувати алгоритм імітації мережі Петрі і здійснити його перевір-
ку, змінюючи значення вхідних змінних моделі; 

4) отримати значення вихідних характеристик моделі; 
5) порівняти значення вихідних характеристик моделі, отримані за до-
помогою різних способів формалізації - мереж МО та мереж Петрі;  

6) зробити висновки щодо використання різних способів формалізації 
моделі; 

7) скласти й оформити звіт. 
Зміст звіту 

1) завдання до роботи; 
2) мережа Петрі з поясненнями основних її  переходів та позицій; 
3) лістинг програми імітації мережі Петрі; 
4) результати перевірки правильності алгоритму імітації; 
5) значення вихідних характеристик моделі в порівнянні з тими, що бу-
ли отримані в лабораторній роботі 3; 

6) висновки про збігання або не збігання значень вихідних характеристик 
моделі, отриманих за допомогою різних способів формалізації - мереж 
МО та мереж Петрі; про переваги та недоліки використання мереж Пет-
рі для формалізації процесів функціонування дискретних систем. 

 
10.6. Лабораторна робота  

«Планування і проведення машинних експериментів  
з імітаційною моделлю системи» 

 
Завдання до роботи 
Спланувати і провести експеримент з імітаційною моделлю системи, 

побудованій при виконанні лабораторної роботи 3 або 4. 
Варіанти 
Варіанти, що представлені у таблиці 10.1, обираються студентом ра-

зом з викладачем. 
Таблиця 10.1 

Варіанти до лабораторної роботи 
№ варіанта Відгук моделі План експерименту 

1 ймовірність відмови ПФЕ 
2 ймовірність відмови ДФЕ 
3 середня довжина черги ПФЕ 
4 середня довжина черги ДФЕ 
5 середній час очікування ПФЕ 
6 середній час очікування ДФЕ 
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Хід виконання роботи 
1) вивчити теоретичні відомості (розділ 6.2); 
2) провести тактичне планування експерименту; 
3) провести стратегічне планування експерименту; 
4) провести серію експериментів у відповідності з побудованим планом; 
5) на основі отриманих результатів побудувати регресійне рівняння 
відгуку моделі, пояснити результати моделювання; 

6) скласти й оформити звіт. 
Зміст звіту 

1) завдання до роботи; 
2) формальна модель системи (мережа МО або мережа Петрі); 
3) результати тактичного планування експерименту; 
4) результати стратегічного планування експериментів; 
5) результати проведення серії експериментів; 
6) регресійне рівняння відгуку моделі; 
7) результати дослідження, отримані з регресійного рівняння відгуку; . 
8) висновки про переваги використання методів планування при прове-
денні серії експериментів, про отримані результати моделювання, про 
точність отриманих результатів. 

 
10.7. Лабораторна робота  

«Відшукання моделі оптимальної складності  
методами самоорганізації моделей» 

 
Завдання до роботи 
Для визначення параметрів моделі за даними навчальної 

послідовності потрібно використати програму, яку було складено на 
лабораторній роботі «Ідентифікація об‘єкта за даними спостережень». 

1) Скласти програму відшукання моделі оптимальної складності ви-
користовуючи в залежності від варіанту завдання однорядний або багато-
рядний алгоритм самоорганізації моделей, критерій регулярності, критерій 
мінімуму зсуву або комбінований критерій, а також заданий клас опорних 
функцій. 

2) Перевірити програму на даних, які точно або приблизно відпові-
дають наперед відомій моделі. 

3) Знайти модель оптимальної складності, що відповідає наведеним у 
варіанті завдання даним. 

4) Проаналізувати результати. 
5) Оформити звіт та здати лабораторну роботу. 
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Варіанти 
Перша підгрупа виконує завдання за допомогою однорядного алгоритму 

самоорганізації моделей, а друга – за допомогою багаторядного алгоритму. 
1) Використати функції виду 5

5
2

210 ... xbxbxbby +++=  та критерій міні-
муму зсуву для пошуку моделі оптимальної складності самоорганізації мо-
делей за такими даними спостережень:  

 

x 1 5 9 13 17 21 25 29 
y 312,89 1612 4225 8043 12900 18560 24740 31070 

x 33 37 41 45 49 53 57 61 
y 37160 42510 46600 48820 48510 44960 37370 24910 

2) Використати функції виду 
xbxbxbxbby n

n
n

n cossin...cossin 212210 +++++= −  та комбінований критерій для 
пошуку моделі оптимальної складності самоорганізації моделей за такими 
даними спостережень: 

x 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 

y 1,79 2,005 2,225 2,41 2,526 2,553 2,489 2,349 

x 3,2 3,6 4 4,4 4,8 5,2 5,6 6 

y 2,161 1,954 1,76 1,603 1,504 1,478 1,531 1,661 

3) Використати функції виду nn x
b

x
bby 1...1

10 +++=  та критерій мі-

німуму зсуву для пошуку моделі оптимальної складності самоорганізації 
моделей за такими даними спостережень: 

x 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 
y 14 18,222 18 17,216 16,444 15,778 15,219 14,749 
x 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 
y 14,352 14,014 13,722 13,469 13,248 13,052 12,879 12,724 

Хід виконання роботи 

1) вивчити теоретичні відомості (розділ 9); 
2) виконати розподіл даних на навчальну та перевірочну послідовності; 
3) скласти програму відшукання моделі оптимальної складності; 
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4) перевірити програму, яку склали, за даними, що відповідають наперед 
відомій функції а)точно, б) з похибкою у 5%, в) з похибкою у 10%; 

5) визначити завадостійкість побудованого алгоритму самоорганізації 
моделей; 

6) дослідити вплив розподілу даних на відшукання істинної моделі; 
 
Зміст звіту 
1) завдання до роботи; 
2) лістинг програми; 
3) результати перевірки алгоритму: а) дані та функція, якій вони точно 
відповідають; б) знайдена модель оптимальної складної за даними, 
які точно відповідають наперед відомій функції; в) дані та функція, 
якій вони відповідають з точністю 5% (10%); г) знайдена модель 
оптимальної складної за даними, які відповідають наперед відомій 
функції з точністю 5% (10%); 

4) результати пошуку моделі оптимальної складності: а) графік внут-
рішнього та зовнішнього критерію в залежності від складності мо-
делі; б) функція з визначеними коефіцієнтами; в) таблиця заданих 
значень відгуку моделі та значень відгуку моделі, розрахованих за 
функцією; 

5) висновки про результати застосування методів самоорганізації мо-
делей. 
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Розділ 11 
ЗАВДАННЯ ТА МЕТОДИЧНІ ВКАЗІВКИ  

ДО ВИКОНАННЯ КУРСОВОГО ПРОЕКТУ 
 

11.1 Вказівки до виконання курсового проекту 
 

Для виконання курсового проекту кожному студенту видається за-
вдання, що містить текстовий опис об'єкта моделювання і чисельні дані про 
змінні та параметри об'єкта моделювання, а також про впливи зовнішнього 
середовища, характеристики процесу функціонування об'єкта, що необхід-
но оцінити в процесі моделювання. 

Студент, закінчуючи черговий етап роботи (відповідно до графіка ви-
конання курсового проекту), подає готовий матеріал (описи, схеми алгори-
тмів і програм, машинні роздруківки і т.п.) для перевірки правильності 
отриманих проміжних результатів і напрямку ходу подальших робіт із мо-
делювання процесу функціонування конкретної системи. 

У ході виконання курсового проекту студент повинний виконати фо-
рмалізацію опису об'єкта моделювання в термінах відомих математичних 
схем, розробити алгоритм імітації роботи моделі, виконати перевірку алго-
ритму імітації, одержати статистичні оцінки заданих характеристик моделі, 
побудувати і провести факторний експеримент із заданою ціллю. 

Після ряду прогонів моделі, яка побудована, і отримання результатів 
факторного експерименту з необхідною точністю необхідно провести їх 
інтерпретацію й аналіз у термінах об'єкта моделювання, а потім оформити 
пояснювальну записку курсового проекту. 

За результаті виконання курсового проекту оформлюється пояснюва-
льна записка, що містить опис розробленого алгоритмічного і програмного 
забезпечення моделювання системи, результатів факторного експерименту 
з моделлю системи, рекомендацій по використанню моделі при досліджен-
ні і розробці реальної системи, та, документацію з алгоритмів і програм 
моделювання. 

 
11.2. Рекомендований зміст  

пояснювальної записки курсового проекту 
 

Пояснювальна записка оформлюється згідно вимог до оформлення 
технічної документації. Для складання пояснювальної записки рекоменду-
ються наступні розділи: 

Вступ 
1. Постановка задачі. 
2. Концептуальної моделі системи. 
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3. Формалізація моделі системи. 
4. Алгоритмізація моделі системи і її машинна реалізація. 
5. Верифікація моделі. 
6. Дослідження моделі. 
7. Інтерпретація результатів моделювання системи, формулю-

вання висновків та пропозицій 
Висновки 
Додатки (лістинги програм, лістинги результатів моделювання, ре-

зультатів проведення факторного експерименту) 
У вступі указується актуальність і мета дослідження, що проводиться 

у курсовому проекті. У постановці задачі наводиться текст завдання до ку-
рсового проекту. Концептуальна модель система представляє деталізоване 
представлення системи, що моделюється, в якому виділяються і описують-
ся підсистеми, елементи та зв’язки між елементами системи. Доцільно ви-
користовувати при описі концептуальної системи рисунки, що представля-
ють структурні зв’язки системи, маршрути слідування об’єктів обслугову-
вання і т.і.  

Формалізація моделі системи виконується з використанням засобів 
мереж масового обслуговування і мереж Петрі (див. розділ 3). Для опису 
формалізованої моделі рекомендується використовувати приклади, 
розв’язанні в розділі 3. 

В описі побудови алгоритму імітаційної моделі указуються обрані ви-
конавцем спосіб просування модельного часу та спосіб просування стану 
моделі в часі (див. розділ 5), наводиться детальний опис алгоритму з опи-
сування найважливіших змінних, що використовувалися в алгоритмі, ука-
зується обране програмне забезпечення для реалізації моделі. 

У розділі „Верифікація моделі” описуються результати перевірки від-
повідності побудованого алгоритму імітації алгоритму функціонування мо-
делі системи. Указуються значення змінних, при яких виконувалась переві-
рка і відповідне змінювання вихідних змінних. 

Дослідження моделі проводиться методами регресійного або диспер-
сійного аналізу (див. розділ 6). У пояснювальній записці указуються  

1) відгук моделі, що досліджується; 
2) фактори, вплив яких досліджується, та області змінювання факто-
рів; 

3) матриця планування, за якою проводився експеримент; 
4) результати експериментів; 
5) опис статистичної обробки результатів факторного експерименту; 
6) висновки про вплив факторів. 
У заключному розділі усі числові результати, які отримані в ході мо-

делювання, набувають словесної інтерпретації, осмислюються і формують-
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ся у висновки та пропозиції щодо поліпшення функціонування системи, яка 
досліджується. 

У висновках указується імітаційна модель системи, що побудована, та 
результати її дослідження. Також описуються припущення, які були зроб-
лені, та умови задачі, які не набули відтворення в імітаційній моделі в 
зв’язку з їх складністю. Формулюється висновок про успішне або не успі-
шне імітаційне моделювання системи. Надаються пропозиції щодо пода-
льшого дослідження системи. 

 
11.3. Варіанти завдань до курсового проекту 

 
Завдання до курсового проектування складені за відомими навчаль-

ними підручниками та посібниками з моделювання систем [Прицкер], [Ке-
льтон], [Томашевський]. 

 
Рівень складності DE 

 
Завдання 1. На складальну ділянку цеху підприємства через інтервали 

часу, які розподілені за експоненціальним законом із середнім значенням 
10 хвилин, надходять партії, кожна з який складається з трьох деталей. По-
ловина всіх деталей, що надходять, перед зборкою повинна пройти попере-
дню обробку протягом 7 хвилин. На зборку подаються оброблена і необро-
блена деталі. Процес зборки займає усього 6 хвилин. Потім виріб надхо-
дить на регулювання, що продовжується в середньому 8 хвилин (час вико-
нання її розподілений за експоненціальним законом). У результаті зборки 
можлива поява 4% бракованих виробів, що не надходять на регулювання, а 
направляються знову на попередню обробку. 

Визначити можливі місця появи черг і їхні статистичні характеристи-
ки. Виявити причини виникнення черг, запропонувати заходи для їх усу-
нення і знайти середню кількість деталей, що находиться на складальній 
ділянці цеху, для зміненої системи. 

Завдання 2. На комплектувальний конвеєр складального цеху кожні 
5±1 хвилин надходять 5 виробів першого типу і кожні 20±7 хвилин надхо-
дять 20 виробів другого типу. Конвеєр складається із секцій, що вміщають 
по 10 виробів кожного типу. Комплектація починається тільки при наявно-
сті деталей обох типів у необхідній кількості і триває 10 хвилин. При недо-
стачі деталей секція конвеєра залишається порожньою. 

Визначити ймовірність пропуску секції, середні і максимальні черги 
по кожному типу виробів. Визначити економічну доцільність переходу на 
секції по 20 виробів із часом комплектації 20 хвилин. 

Завдання 3. У системі передачі даних здійснюється обмін пакетами 
даних між пунктами А і В по дуплексному каналу зв'язку. Пакети надхо-
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дять у пункти системи від абонентів з інтервалами часу між ними 10±3 мс. 
Передача пакета займає 10 мс. У пунктах є буферні регістри, що можуть 
зберігати два пакети (включаючи переданий). У випадку приходу пакета в 
момент зайнятості регістрів пунктам системи дається вихід на супутникову 
напівдуплексну лінію зв'язку, що здійснює передачу пакетів даних за 10±5 
мс. При зайнятості супутникової лінії пакет одержує відмову. 

Визначити частоту викликів супутникової лінії і її завантаження. У 
випадку можливості відмов визначити необхідний для безвідмовної роботи 
системи обсяг буферних регістрів. 

Завдання 4. Спеціалізована обчислювальна система складається з 
трьох процесорів і загальної оперативної пам'яті. Завдання, що надходять 
на обробку через інтервали часу 5±2 хвилин, займають обсяг оперативної 
пам'яті розміром у сторінку. Після трансляції першим процесором протя-
гом 5±1 хвилин їхній обсяг збільшується до двох сторінок і вони надходять 
в оперативну пам'ять. Потім після редагування в другому процесорі, що за-
ймає 2,5±0,5 хвилин на сторінку, обсяг зростає до трьох сторінок. Відреда-
говані завдання через оперативну пам'ять надходять у третій процесор на 
рішення, що потребує 1,5±0,4 хвилин на сторінку, і залишають систему, 
минаючи оперативну пам'ять. 

Визначити характеристики заняття оперативної пам'яті по всім трьом 
видам завдань. 

Завдання 5. З ливарного цеху на ділянку обробки і зборки надходять 
заготовки через 20±5 хвилин. Третина з них обробляється протягом 60 хви-
лин і надходить на комплектацію. Дві третини заготівок обробляється за 30 
хвилин перед комплектацією, що потребує наявності однієї деталі першого 
типу і двох деталей другого. Після цього всі три деталі подаються на збор-
ку, що займає 60±2 хвилин для першої деталі і 60±8 хвилин для двох інших, 
причому вони беруть участь у зборці одночасно. При наявності на виході 
одночасно всіх трьох деталей виріб залишає ділянку. 

Визначити місця утворення і характеристики можливих черг. 
Завдання 6. На обчислювальний центр через 300±100 хвилин надхо-

дять завдання довжиною 500±200 байт. Швидкість введення, виведення й 
обробки завдань - 100 байт/хвилин. Завдання проходять послідовно вве-
дення, обробку і виведення, буферуючись перед кожною операцією. Після 
виведення 5% завдань виявляються виконаними неправильно внаслідок 
збоїв і повертаються на введення. Для прискорення обробки завдання в 
чергах розташовуються по зростанню їхньої довжини, тобто короткі повід-
омлення обслуговують у першу чергу. Завдання, виконані невірно, повер-
таються на введення і в усіх чергах обслуговуються першими. 

Визначити необхідну ємність буферів і функцію розподілу часу об-
слуговування завдань. 
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Завдання 7. Розподілений банк даних системи збору інформації орга-
нізований на базі двох комп’ютерів, сполучених дуплексним каналом зв'яз-
ку. Запит, що надходить, обробляється на першому комп’ютері і з ймовір-
ністю 50% необхідна інформація виявляється на місці. У противному випа-
дку необхідне посилання запиту в другий комп’ютер. Запити надходять че-
рез 10±3 секунд, первинна обробка запиту займає 2 секунди, видача відпо-
віді потребує 18±2 секунди, передача по каналу зв'язку займає 3 секунди. 
Часові характеристики обох комп’ютерів однакові. 

Визначити середній час і функцію розподілу часу обробки запиту в 
інформаційній системі, завантаження комп’ютерів. 

Завдання 8. Деталі, необхідні для роботи цеху, знаходяться на цехо-
вому і центральному складах. На цеховому складі зберігається 20 комплек-
тів деталей, потреба в яких виникає через 60±10 хвилин і становить один 
комплект. У випадку зниження запасів до трьох комплектів формується 
протягом 60 хвилин вимога на поповнення запасів цехового складу до пов-
ного обсягу в 20 комплектів, яка посилається на центральний склад, де про-
тягом 60±20 хвилин відбувається комплектування і за 60±5 хвилин здійс-
нюється доставка деталей у цех. 

Визначити ймовірність простою цеху через відсутність деталей і се-
реднє завантаження цехового складу. Визначити момент поповнення запасу 
цехового складу, при якому ймовірність простою цеху буде дорівнювати 
нулю. 

 
Рівень складності BC 
 
Завдання 9. На обробну ділянку цеху надходять деталі в середньому че-

рез 50 хвилин. Первинна обробка деталей відбувається на одному із двох вер-
статів. Перший верстат обробляє деталь у середньому 40 хвилин і має до 4% 
браку, другий - відповідно 60 хвилин і 8% браку. Всі браковані деталі повер-
таються на повторну обробку на другий верстат. Деталі, що потрапили в роз-
ряд бракованих двічі, вважаються відходами. Вторинну обробку проводять 
також два верстати в середньому 100 хвилин кожний. Причому перший верс-
тат обробляє наявні в накопичувачі після первинної обробки деталі, а другий 
верстат підключається при наявності в накопичувачі більше трьох деталей. 
Всі інтервали часу розподілені за експоненціальним законом. 

Визначити завантаження другого верстата на вторинній обробці і мо-
жливість появи відходів. Визначити, як вплине зменшення умови підклю-
чення другого верстату до двох або одної деталі на завантаження другого 
верстата на вторинній обробці. 

Завдання 10. На регулювальну ділянку цеху через випадкові інтервали 
часу надходять по два агрегати в середньому через кожні 30 хвилин. Первин-
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не регулювання здійснюється для двох агрегатів одночасно і займає біля 30 
хвилин. Якщо в момент приходу агрегатів попередня партія не була обробле-
на, агрегати на регулювання не приймаються. Агрегати, які одержали відмо-
ву, після первинного регулювання надходять у проміжний накопичувач. З на-
копичувача агрегати, що пройшли первинне регулювання, надходять попарно 
на вторинне регулювання, яке виконується в середньому за 30 хвилин, а ті, 
що не пройшли первинне регулювання, надходять на повне регулювання, що 
займає 100 хвилин для одного агрегату. Всі величини задані середніми зна-
ченнями, розподілені за експоненціальним законом.  

Визначити ймовірність відмови в первинному регулюванні і заванта-
ження накопичувача агрегатами, що потребують повного регулювання. Ви-
значити параметри і ввести в систему накопичувач, що забезпечує безвід-
мовне обслуговування агрегатів, що надходять. 

Завдання 11. Система передачі даних забезпечує передачу пакетів да-
них із пункту А в пункт С через транзитний пункт В. У пункті А пакети 
надходять через 10±5 мс. Тут вони буферуються в накопичувачі ємністю 20 
пакетів і передаються по будь-якій із двох ліній АВ1-за час 20 мс або АВ2-
за час 20±5 мс. У пункті В вони знову буферуються в накопичувачі ємністю 
25 пакетів і далі передаються по лініях ВС1 (за 25±3 мс) і ВС2 (за 25 мс). 
Причому пакети з АВ1 надходять у ВС1, а з АВ2 - в ВС2. Щоб не було пе-
реповнення накопичувача, у пункті В вводиться граничне значення його 
ємності - 20 пакетів. При досягненні чергою граничного значення відбува-
ється підключення резервної апаратури і час передачі знижується для ліній 
ВС1 і ВС2 до 15 мс. 

Визначити ймовірність підключення резервної апаратури і характери-
стики черги пакетів у пункті В. У випадку можливості його переповнення 
визначити необхідне для нормальної роботи граничне значення ємності на-
копичувача. 

Завдання 12. На ділянку термічної обробки виконуються цементація і 
загартовування шестерен, що надходять через 10±5 хвилин. Цементація за-
ймає 10±7 хвилин, а загартовування - 10±6 хвилин. Якість визначається су-
марним часом обробки. Шестерні з часом обробки більше 25 хвилин зали-
шають ділянку, із часом обробки від 20 до 25 хвилин передаються на по-
вторне загартування і при часі обробки менше 20 хвилин повинні пройти 
повторну повну обробку. Деталі із сумарним часом обробки менше 20 хви-
лин вважають другим сортом. 

Визначити функцію розподілу часу обробки і ймовірності повторення 
повної і часткової обробки. При виході продукції без повторної обробки 
менше 90% забезпечити на ділянці заходи, що дають гарантований вихід 
продукції першого сорту 90%. 
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Завдання 13. Магістраль передачі даних складається з двох каналів 
(основного і резервного) і загального накопичувача. При нормальній роботі 
повідомлення передаються по основному каналі за 7±3 секунд. У основно-
му каналі відбуваються збої через інтервали часу 200±35 секунд. Якщо збій 
відбувається під час передачі, то за 2 секунд включається резервний канал, 
що передає перерване повідомлення із самого початку. Відновлення основ-
ного каналу займає 23±7 секунд. Після відновлення резервний канал ви-
ключається й основний канал продовжує роботу з чергового повідомлення. 
Повідомлення надходять через 9±4 секунд і залишаються в накопичувачі до 
закінчення передачі. У випадку збою передане повідомлення передається 
повторно по резервному каналу. 

Визначити завантаження резервного каналу, частоту відмов каналу і 
число перерваних повідомлень. Визначити функцію розподілу часу переда-
чі повідомлень по магістралі. 

Завдання 14. Транспортний цех об'єднання обслуговує три філії А, В і 
С. Вантажівки перевозять вироби з А в В і з В в С, повертаючись потім в А 
без вантажу. Навантаження в А займає 20 хвилин, переїзд з А в В триває 30 
хвилин, розвантаження і навантаження у В - 40 хвилин, переїзд у С - 30 
хвилин, розвантаження в С-20 хвилин і переїзд в А - 20 хвилин. Якщо до 
моменту навантаження в А і В відсутні вироби, вантажівки ідуть далі по 
маршруту. Вироби в А випускаються партіями по 1000 штук через 20±3 
хвилин, у В - такими ж партіями через 20±5 хвилин. На лінії працює 8 ван-
тажівок, кожна перевозить 1000 виробів. У початковий момент усі вантажі-
вки знаходяться в А. 

Визначити частоту порожніх перегонів вантажівок між А і В, В і С і 
порівняти з характеристиками, отриманими при рівномірному початковому 
розподілі вантажівок між філіями й операціями. 

Завдання 15. На обробку до інформаційної системи приймаються три 
класи завдань А, В і С. Завдання класів А і В можуть вирішуватися інфор-
маційною системою одночасно, а завдання класу С вимагають, щоб систе-
ма була вільна від інших завдань. Завдання класу А надходять через 20±5 
хвилин, класу В - через 20± ±10 хвилин і класу С - через 30±10 хвилин і по-
требують для виконання: клас А - 20±5 хвилин, клас В - 21±3 хвилин і клас 
С - 28±5 хвилин. Завдання класів А і В можуть дозавантажуватись до зада-
чі, що вирішується. 

Визначити завантаження інформаційної системи. Розглянути різно-
манітні засоби управління чергами і визначити той із них, при якому число 
завдань у чергах мінімально. 

Завдання 16. У системі передачі цифрової інформації передається мо-
влення в цифровому виді. Мовні пакети передаються через два транзитних 
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канали, буферуючись у накопичувачах перед кожним каналом. Час переда-
чі пакета по каналу складає 5 мс. Пакети надходять через 6±3 мс. Пакети, 
що передавалися більш 10 мс, на виході системи знищуються, тому що їхня 
поява у декодері значно знизить якість переданого мовлення. Знищення 
більш 30% пакетів неприпустимо. При досягненні такого рівня система за 
рахунок ресурсів прискорює передачу до 4 мс на канал. При зниженні рівня 
до прийнятного відбувається відключення ресурсів. 

Визначити частоту знищення пакетів і частоту підключення ресурсу. 
Завдання 17. Вантажі прибувають для відправлення в аеропорт у кон-

тейнерах із швидкістю два контейнери в 1 хв. вантажному аеропорті немає 
фіксованого розкладу, а літаки відправляються в міру їхнього повного зава-
нтаження. У розпорядженні є два типи літаків для перевезення вантажів. Є 
три літаки з вантажопідіймальністю 80 контейнерів і два літаки з вантажопі-
діймальністю 140 контейнерів. Час польоту кожного літака туди й назад 
розподілено нормально з математичним сподіванням 3 години, середньоква-
дратичним відхиленням 1 година, мінімумом 2 години, максимумом 4 годи-
ни. Керуючим аеропортом намагається якнайчастіше використовувати літа-
ки меншої вантажопідіймальності. Літаки, що піднімають 140 контейнерів, 
використовуються тільки тоді, коли інших немає в наявності.  

Визначити статистичні оцінки часу чекання контейнерів із вантажами 
і завантаження літаків обох типів. Припустити при цьому, що часом ванта-
ження можна зневажити. Змінити систему, увівши час вантаження 1 хв на 
конвеєр, і проаналізувати результати. 

Завдання 18. Магістральний канал передачі даних складається із зага-
льного накопичувача та двох каналів – основного і резервного. Повідом-
лення поступають в систему через 9±5 секунд і чекають в накопичувачі пе-
редачі. У нормальному режимі роботи повідомлення передаються по осно-
вному каналу за 7±3 секунд. В основному каналі через інтервали часу 
200±35 секунд трапляються збої. Якщо збій трапляється під час передачі 
повідомлення, то відбувається його переривання. При цьому за 2 секунди 
запускається резервний канал, який передає повідомлення з самого почат-
ку. Відновлення основного каналу займає 70±7 секунд. До відновлення ос-
новного каналу повідомлення передаються по резервному каналу. Після 
відновлення резервний канал відключається і основний канал продовжує 
роботу із чергового повідомлення. 

Прибуток від передачі одного повідомлення через основний канал скла-
дає 50 грошових одиниць, а при передачі через резервний канал – 25 грошових 
одиниць. Існує можливість підвищити надійність роботи основного каналу. 
При збільшенні середнього часу напрацювання на відмову на k секунд прибу-
ток з кожного повідомлення зменшується на 0,03k грошових одиниць. 

Визначить найкращий режим роботи системи, відповідні завантажен-
ня резервного та основного каналу, частоту переривання повідомлень і фу-
нкцію розподілу часу передачі повідомлень по магістралі. 
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Завдання 19. Філія банку з п’ятьма касами обслуговує клієнтів протя-
гом робочого дня. Інтервали часу між надходженням клієнтів є випадкова 
величина, що має експоненціальний закон розподілу із середнім значенням 
1 хвилина. Час обслуговування клієнтів є випадкова величина, що має екс-
поненціальний розподіл із середнім значенням 4,5 хвилини. 

До кожної каси формується окрема черга. Клієнт, що надійшов на об-
слуговування, обирає найкоротшу чергу, при цьому, якщо найкоротших 
черг декілька, то клієнт обирає ту, що зліва. 

В зв’язку з тим, що керівництво банку цікавлять поточні витрати та 
якість послуг, що надаються клієнтам, ставиться питання про можливість 
зменшення кількості кас. 

 
Рівень складності A 
 
Завдання 20.  На обробку до інформаційної системи приймаються три 

класи завдань А,В і С. Виходячи з наявності оперативної пам‘яті ЕОМ за-
вдання класів А і В можуть виконуватися одночасно. Тобто завдання класу 
А можуть виконуватися паралельно із завданням свого класу або із завдан-
ням класу В. Аналогічно, завдання класу В можуть виконуватися паралель-
но із завданням свого класу або із завданням класу А. Завдання класу С мо-
нополізують інформаційну систему. Завдання класу А поступають через 
інтервали часу, які розподілені за експоненціальним законом з інтенсивніс-
тю 0,2 завдання/хвилину, класу В - з інтенсивністю 0,066 завдання/хвилину 
середньому через 15 хвилин і  виконуються: клас А –протягом інтервалу 
часу, що є випадковою величиною, яка розподілена за експоненціальним 
законом  з інтенсивністю 0,25 завдання/хвилину,  клас В - з інтенсивністю 
0,166 завдання/хвилину,  клас С - з інтенсивністю 0,083 завдання/хвилину. 

Дисципліна обслуговування визначається комбінацією пріоритетів за-
вдань. Можливі такі комбінації: 
o А – вищий, В – середній, С – низький; 

§ В – вищий, А – середній, С – низький; 
§ С – вищий, В – середній, А – низький; 
§ С – вищий, А – середній, В – низький; 
§ С – вищий, А і В –  низький; 

Метою моделювання є визначення впливу різних дисциплін обслуго-
вування при різних значеннях інтенсивності надходження на такі парамет-
ри інформаційної системи: 

§ середня час обслуговування завдання в системі; 
§ середня кількість завдань, що очікують обслуговування; 
§ середній час очікування в чергах. 
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Завдання 21. У хімчистці виконується обробка костюмів-двоєк. Костю-
ми надходять у середньому з інтервалом 10 хвилин. Всі костюми спочатку 
проходять обробку у оператора 1. Якщо оператор зайнятий, то костюми очі-
кують у черзі з дисципліною обслуговування FIFO. Після обробки у операто-
ра 1 одна частина костюму (піджак) надходить до оператора 2, а інша частина 
(брюки) - до оператора 3. Під час обробки піджака оператором 2 ймовірність 
його пошкодження складає 0,05, а ймовірність пошкодження брюк операто-
ром 3 – 0,1. Після обробки у оператора 2 піджаки надходять у чергу до опера-
тора 4. Брюки після обробки оператором 3 надходять теж до оператора 4, але 
в іншу чергу. Оператор 4 збирає частини костюму в один костюм. Якщо оби-
дві частини зібраного костюму не пошкоджені, костюм повертається клієнту. 
Якщо одна або обидві частини костюму пошкоджені, костюм надходить до 
відділу роботи з клієнтами, де працює оператор 5. Всі інтервали часу за при-
пущенням мають експоненціальний розподілю Середні значення часу оброб-
ки кожним оператором указані у таблиці. 

 

Номер операто-
ра 

Середній час обслуговування, 
хвилини 

1 6 (костюм) 
2 5 (піджак) 
3 4 (брюки) 
4 5 (непошкоджений костюм) 
4 8 (пошкоджений костюм) 
5 12 (костюм) 

 

Визначити: 
 максимальний та середній час перебування костюмів у хімчистці для 
обох типів костюмів – пошкоджених та непошкоджених; 

 максимальну та середню довжину кожної черги; 
 коефіцієнт завантаження кожного оператора. 
Завдання 22. Студентське кафе в університеті намагається поліпшити 

якість обслуговування. У час найбільшого напливу клієнтів, що спостеріга-
ється з 11.30 до 13.00, клієнти надходять групами по 1, 2, 3 та 4 студенти з 
ймовірностями 0,5; 0,3; 0,1 та 0,1 відповідно. Інтервали часу між прибуттям 
груп клієнтів мають експоненціальний закон розподілу з середнім значен-
ням 30 секунд. Кожний клієнт обирає один із трьох маршрутів по кафете-
рію: 

§ пункт видачі гарячих блюд, пункт видачі напоїв, каса; 
§ пункт видачі холодних закусок, пункт видачі напоїв, каса; 
§ пункт видачі напоїв, каса. 
Ймовірності вибору маршрутів складають 0,8; 0,15 та 0,05 відповідно. 

На видачі гарячих блюд та на видачі холодних закусок клієнтів обслугову-



 367 

ють по одному. На видачі напоїв організовано самообслуговування так, що 
на цьому пункті ніколи не виникає черга. На пункті каса клієнтів обслуго-
вують дві каси. У кожної каси своя черга клієнтів. З двох черг студенти 
обирають ту, що більш коротка. Перехід клієнтів з однієї черги в іншу не 
можливий. 

Час обслуговування у пункті видачі гарячих блюд розподілений рів-
номірно в інтервалі від 50 до 120, у пункті видачі холодних закусок – рів-
номірно від 60 до 180, у пункті видачі напоїв – від 5 до 20. Час обслугову-
вання у пункті каса розраховується в залежності від того на яких пунктах 
побував клієнт до каси. Якщо клієнт обслуговувався у пункті видачі гаря-
чих блюд, то до часу його обслуговування на касі додається випадкова ве-
личина, що рівномірно розподілена в інтервалі від 20 до 40. Якщо клієнт 
обслуговувався у пункті видачі холодних блюд, то до часу його обслугову-
вання на касі додається випадкова величина, що рівномірно розподілена в 
інтервалі від 5 до 15. Якщо клієнт обслуговувався у пункті видачі напоїв, то 
до часу його обслуговування на касі додається випадкова величина, що рі-
вномірно розподілена в інтервалі від 5 до 10. 

Визначити максимальний та середній часу очікування в усіх чергах; мак-
симальну та середню кількість клієнтів в усіх чергах; максимальний та серед-
ній час очікування клієнта у чергах окремо по кожному маршруту; максималь-
ну кількість клієнтів в кафетерії; середню кількість клієнтів в кафетерії. 

Завдання 23. П’ятиповерхову офісну будівлю обслуговує один ліфт. Ін-
тервали часу між надходженням людей на перший поверх є випадковою вели-
чиною, що розподілена за експоненціальним законом із середнім значенням 1 
хвилина. Для кожного з інших поверхів ймовірність того, що людина прямує 
саме на цей поверх, дорівнює 0,25.Час. потрібний для переміщення ліфту на 
один поверх складає15 секунд. Час, потрібний для завантаження та розванта-
ження ліфту, не враховується. На певному поверсі людина залишається протя-
гом часу, що є випадковою величиною рівномірно розподіленою в інтервалі 
від 15 до 120 хвилин. Коли людина залишає поверх (2,3,4,5), то з ймовірністю 
0,7 вона прямує на перший поверх  і з ймовірністю 0,1 прямує на один із ін-
ших поверхів. Місткість ліфту – 6 людей. Якщо людина не вміщується у ліфт, 
то вона залишається в очікуванні ліфту на своєму поверсі. На початку моде-
лювання ліфт знаходиться на першому поверсі. 

Ліфт має таку логіку управління: 
§ ліфт піднімається уверх, якщо в ньому є пасажир, що прямує на 

верхні поверхи, або на верхньому поверсі є людина, що очікує ліфту; 
§ ліфт спускається униз, якщо в ньому є пасажир, що прямує на 

нижні поверхи, або на нижньому поверсі є людина, що очікує ліфту; 
§ якщо ліфт прямує уверх і проходить повз поверху, на якому ліфт 

очікує пасажир, що прямує униз, то ліфт не зупиняється; 
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§ якщо ліфт вільний, то він знаходиться на першому поверсі; 
§ на кожному поверсі ліфт визначає, куди він прямує далі – уверх 

чи вниз, між поверхами ліфт не змінює напрямок руху. 
Визначити середній час очікування в усіх чергах (на кожному поверсі 

у двох напрямках вверх і униз); долю часу, коли ліфт перевозить пасажирів, 
коли рухається без пасажирів, коли не рухається; максимальну та середню 
кількість людей у ліфті; долю пасажирів, що не могли сісти у ліфт з причи-
ни його переповнення. 

Завдання 24. У вузол комутації повідомлень, що складає з вхідного 
буфера, процесора, двох вихідних буферів і двох вихідних ліній, надходять 
повідомлення з двох напрямків. Повідомлення з одного напрямку надхо-
дять у вхідний буфер, обробляються в процесорі, буферуються у вихідному 
буфері першої лінії і передаються по вихідній лінії. Повідомлення з другого 
напрямку обробляються аналогічно, але передаються по другій вихідній 
лінії. Застосовуваний метод контролю потоків потребує одночасної прису-
тності в системі не більш трьох повідомлень на кожному напрямку. Повід-
омлення надходять через інтервали 15±7 мс. Час обробки в процесорі дорі-
внює 7 мс на повідомлення, час передачі по вихідній лінії дорівнює 15±5 
мс. Якщо повідомлення надходить при наявності трьох повідомлень у на-
прямку, то воно одержує відмову. 

Визначити завантаження пристроїв і ймовірність відмови в обслуго-
вуванні через переповнення буфера напрямку. Визначити зміни у функції 
розподіли часу передачі при знятті обмежень, внесених методом контролю 
потоків. 

Завдання 25. Для забезпечення надійності АСУ ТП у ній використо-
вується два комп’ютери. Перший комп’ютер виконує обробку даних про 
технологічний процес і генерування керуючих сигналів, а другий знахо-
диться в "гарячому резерві". Дані до АСУ надходять через 10±2 секунди, 
обробляються протягом 3 секунд, потім посилається керуючий сигнал, що 
підтримує заданий темп процесу. Якщо до моменту посилки наступного 
набору даних не отриманий керуючий сигнал, то інтенсивність виконання 
технологічного процесу зменшується вдвічі і дані посилаються через 20±4 
секунд. Основний комп’ютер кожні 30 секунд посилає резервній ЕОМ сиг-
нал про працездатність. Відсутність сигналу означає необхідність вклю-
чення резервного комп’ютеру замість основного. Характеристики обох 
комп’ютерів однакові. Підключення резервного комп’ютеру займає 5 се-
кунд, після цього він заміняє основний комп’ютер до відновлення, а процес 
повертається до нормального темпу. Відмови комп’ютера відбуваються че-
рез 300±30 секунд. Відновлення комп’ютера займає 100 секунд. Резервний 
комп’ютер абсолютно надійний. 
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Визначити середній час перебування технологічного процесу в зага-
льмованому стані і середню кількість пропущених через відмови даних. 

Завдання 26. Зібрані телевізори на заключній стадії виробництва про-
ходять ряд пунктів контролю. У останньому з цих пунктів здійснюється пе-
ревірка настроювання телевізорів. Якщо при перевірці виявилося, що теле-
візор працює неякісно, він направляється в пункт настроювання, де на-
строюється наново. Після перенастроювання телевізор знову направляється 
в останній пункт контролю для перевірки якості настроювання. Телевізори, 
що відразу або після декількох повернень у пункт настроювання пройшли 
фазу заключної перевірки, направляються в цех упаковування. Час між 
надходженнями телевізорів у пункт контролю для заключної перевірки 
розподілено рівномірно на інтервалі 3,5-7,5 хвилин. У пункті заключної пе-
ревірки паралельно працюють два контролера. Час, необхідний на перевір-
ку одного телевізора, розподілено рівномірно на інтервалі 6-12 хвилин. У 
середньому 85% телевізорів проходять перевірку успішно з першого 
пред'явлення і направляються на упаковування. Інші 15% повертаються в 
пункт настроювання, який обслуговується одним робітником. Час настро-
ювання розподілено рівномірно на інтервалі 20-40 хвилин. 

Визначити час, що витрачається на обслуговування кожного телевізо-
ра на останньому етапі виробництва, а також завантаження контролерів і 
настроювача. Ввести такі зміни в модель і проаналізувати результати: 1) на 
пункт контролю одночасно прибувають щоразу два телевізори; 2) настрою-
вач направляє 40% настроєних телевізорів прямо на упаковування, а 60% із 
них - контролеру; 3) додайте ще один етап контролю, у результаті якого 
знижується на 0,1 ймовірність напрямку телевізора до настроювача; додат-
ковий етап здійснюється протягом 5 хвилин. 

Завдання 27. Система, що моделюється, складається з одного бульдо-
зера, чотирьох самоскидів і двох механізованих навантажувачів. Бульдозер 
згрібає землю до навантажувачів. Для початку навантаження перед наван-
тажувачами повинні лежати хоча б дві купи землі. Час, що затрачається бу-
льдозером на підготовку фронту робіт до початку навантаження, має роз-
поділ Ерланга і складається із суми двох експоненціальних величин, кожна 
з яких має математичне сподівання, рівне 4 (це відповідає розподілу Ерлан-
га з математичним сподіванням 8 і дисперсією 32). Крім наявності землі 
для початку навантаження потрібно навантажувач і порожній самоскид. 
Час навантаження має експоненціальний розподіл з математичним споді-
ванням 14 хвилин для 1-ого навантажувача і 12 хвилин для другого. Після 
того, як самоскид завантажений, він їде до місця розвантаження, розванта-
жується і знову повертається на вантаження. Час перебування самоскида в 
дорозі розподілено нормально, причому у завантаженому стані він витрачає 
на дорогу в середньому 22 хвилини, а в порожньому - 18 хвилин. Серед-
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ньоквадратичне відхилення в обох випадках дорівнює 23 хвилини. Час роз-
вантаження розподілено рівномірно на інтервалі від 2 до 8 хвилин. Після 
вантаження кожного самоскида навантажувач повинний «відпочивати» 
протягом 5 хвилин, а потім знову може приступати до вантаження. 

Визначити характеристики черг партій вантажу, самоскидів і наван-
тажувачів. Дослідити можливість зменшення черг. 

Завдання 28. У кар’єрі вантажівки доставляють руду від трьох екска-
ваторів до одної дробівки. Вантажівки приписані до певних екскаваторів, 
так що кожна вантажівка завжди повертається до свого екскаватора після 
того, як вивантажила руду біля дробівки. Використовуються вантажівки 
двох видів; вантажопідіймальністю 20 і 50 тон. Вантажопідіймальність 
впливає на час вантаження машин екскаватором, час переїзду до дробівки, 
час розвантаження та час повернення до екскаватору. Числові характерис-
тики цих величин наведені у таблиці. 

 

 
Процес 

Час для 
20-тонної вантажівки 

Час для 
50-тонної вантажівки 

Вантаження Випадкова величина з 
експоненціальним роз-
поділом із середнім зна-
ченням 5 хвилин 

Випадкова величина з експо-
ненціальним розподілом із 
середнім значенням 
10 хвилин 

Переїзду до 
дробівки 

Постійна величина 2,5 
хвилини 

Постійна величина 
3 хвилини 

Розвантаження Випадкова величина з 
експоненціальним роз-
поділом із середнім зна-
ченням 5 хвилин 

Випадкова величина з експо-
ненціальним розподілом із 
середнім значенням 
4 хвилини 

Повернення до 
екскаватору 

Постійна величина 1,5 
хвилини 

Постійна величина 
2 хвилини 

 

До кожного екскаватору закріплені дві вантажівки 20-тонна та 50-
тонна. Всі черги до екскаваторів мають дисципліну обслуговування FIFO. 
У черзі до дробівки машини стоять у порядку зменшення їх вантажопідій-
мальності, а при однаковій вантажопідіймальності – за правилом FIFO. 

Метою моделювання є визначення: 
• середньої кількості вантажівок у кожного екскаватора та у дробівки; 
• коефіцієнти завантаження кожного екскаватора та дробівки. 

 
Завдання 29. У супермаркеті планується ввести систему управління 

запасами холодильників. Час між надходженнями замовлень на холодиль-
ники має експоненціальний розподіл з математичним сподіванням 0,2 тиж-
ні. Якщо покупцю знадобився холодильник тоді, коли його в запасі немає, 
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він у 80% випадків відправляється в інший найближчий магазин, представ-
ляючи тим самим продаж, що не відбувся для даного універмагу. У 20% 
таких випадків робиться повторне замовлення, і покупці чекають надхо-
дження наступної партії вантажу. Магазин використовує періодичну сис-
тему перегляду стана запасів, у якому запас проглядається кожні 4 тижні і 
приймається рішення про необхідність здійснення замовлення. Стратегія 
прийняття рішення складається в розміщенні замовлення, що доводить за-
пас до контрольного рівня, що складає 72 холодильники. Поточний стан 
запасу визначається як наявний запас плюс замовлені раніше приймачі і 
мінус невдоволений попит. Якщо поточний стан запасів менше або дорів-
нює 18 холодильникам (точка замовлення), здійснюється розміщення замо-
влення. Час доставки (час між розміщенням замовлення і його одержання) 
постійний і складає 3 тижні. Початкові умови: стан запасу - 72 холодиль-
ника, невдоволеного попиту немає. 

Визначити середню кількість холодильників у запасі, середній час 
між продажами, що не здійснилися.  

Завдання 30. В африканському порту танкери завантажуються сирою 
нафтою, що морським шляхом доставляють потім по призначенню. Потуж-
ності порту дозволяють завантажувати не більш трьох танкерів одночасно. 
Танкери, що прибувають у порт через кожні 11±7 годин, відносяться до 
трьох різних типів. Значення відносної частоти появи танкерів даного типу 
і часу, необхідного на вантаження, приведені нижче: 

 

Тип  Відносна часто-
та 

 Час вантаження, годин 

1 0,25 18±2 
2 0,55 24±3 
3 0,20 36±4 

 

У порту є один буксир, послугами якого користуються всі танкери 
при причалювання та відчалюванні. Причалювання та відчалювання за-
ймають приблизно 1 годину, причому, якщо послуг буксира потребують 
відразу декілька танкерів, пріоритет віддається операції причалювання. Су-
дновласник пропонує дирекції порту укласти контракт на перевезення наф-
ти в Англію і забезпечити виконання умов контракту за допомогою п'ятьох 
танкерів особливого, четвертого типу, що на вантаження потребують 21±3 
годин. Після вантаження танкер відчалює і випливає в Англію, там розван-
тажується і потім знову повертається в африканський порт для вантаження. 
Час циклу обертання танкера, включаючи час розвантаження, складає 
240±24 годин. Фактором, що ускладнює процес перевезення нафти, є што-
рми, яким піддається порт. Інтервал часу між штормами має експоненціа-
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льний розподіл з математичним сподіванням 48 годин, причому шторм 
продовжується 4±2 години. Під час шторму буксир не працює. 

Перед укладанням контракту керівництво порту вирішило визначити 
вплив, що вчинять п'ять додаткових танкерів на час перебування в порту 
інших судів. Оцінювані величини - час перебування в порту додаткових та-
нкерів і вже працюючих танкерів трьох типів.  

 Завдання 31. Досліджувана система являє собою потік транспорту в 
двох напрямках по дорозі з двостороннім рухом, одна сторона якої закрита 
в зв'язку з ремонтом протягом 500 метрів. Світлофори, розміщені на обох 
кінцях односторонньої ділянки, управляють рухом на ньому. Світлофори 
відкривають рух на ділянці в одному з напрямків протягом заданого про-
міжку часу. Коли загоряється зелене світло, машини слідують по ділянці з 
інтервалом 2 секунди. Автомобіль, що під'їжджає до ділянки, їде по ньому 
без затримки, якщо горить зелене світло і перед світлофором немає машин. 
Автомобілі під'їжджають до світлофорів через інтервали часу, які мають 
експоненціальний розподіл з математичним сподіванням 12 секунд для 1-
ого напрямку і 9 секунд для 2-ого напрямку. Світлофор має такий цикл: зе-
лений у 1-ом напрямку, червоний в обох напрямках, зелений у 2-ом напря-
мку, червоний в обох напрямках. Червоне світло горить в обох напрямках 
протягом 55 секунд для того, щоб автомобілі, що слідують через ділянку 
дороги, яка ремонтується, змогли покинути його до переключення зеленого 
світла на інший напрямок. 

Визначити такі значення «зелених» інтервалів для обох напрямків, 
при яких середній час очікування всіх автомобілів буде мінімальним. 

Завдання 32. Майстерня по ремонту машин складається з цеху ремон-
ту, у який надходять і ремонтуються вузли, і цеху контролю, в якому від-
ремонтовані вузли перевіряються і випускаються з майстерні або направ-
ляються на доробку. У цеху ремонту є три однакових (рівнобіжних) робо-
чих місця, а в цеху контролю знаходиться один контролер. Вузли потрап-
ляють у систему через розподілені за експоненціальним законом інтервали 
часу з математичним сподіванням 10,25 одиниць часу. Час ремонту вузла 
має ерланговий розподіл із математичним сподіванням 22 і дисперсією 242. 
У цеху ремонту в першу чергу обслуговуються вузли з найменшим часом 
ремонту. Черга відремонтованих вузлів до контролеру упорядкована за 
правилом FIFO. Перевірка вузла займає 6 од. часу. Після перевірки вузол 
відправляється на доробку з ймовірністю pn, де p=0,15, а n кількість разів, 
що вузол направлявся на доробку. Спрямовані на доробку вузли стають у 
чергу до цеху ремонту. Задаються такі початкові умови: 1) два робочих мі-
сця в цеху ремонту зайняті на обслуговуванні, яке закінчать через 1,0 і 1,5 
одиниць часу відповідно; 2) перше надходження вузла станеться в нульо-
вий момент часу; 3) контролер вільний. 



 373 

Визначити такі величини: 1)завантаження обслуговуючих пристроїв; 
2) математичне сподівання, середньоквадратичне відхилення і гістограму 
загального часу чекання вузлів, що ремонтуються; 3) середнє число вузлів 
у системі; 4) математичне сподівання, середньоквадратичне відхилення і 
гістограму якості циклів ремонту кожного вузла. Зміните правило диспет-
черування вузлів в цеху ремонту так, щоб повернуті на доробку вузли об-
роблялись перед вузлами, що надійшли знову, а серед вузлів, що поверну-
лися на доробку, пріоритет віддавався б тим, що провели в системі найбі-
льший час, і проаналізуйте результати. 

Завдання 33. Конвеєрна система складається з п'ятьох обслуговуючих 
пристроїв, розташованих уздовж стрічки конвеєра. Деталі надходять на 
опрацювання на перший пристрій із постійною швидкістю, рівної 4 одини-
ці за 1 хвилину. Тривалість обслуговування на кожному пристрої розподі-
лена за експоненціальним законом з математичним сподіванням 1 хвилина. 
Вільного місця перед кожним конвеєром немає, тому пристрій може зняти 
деталь із конвеєра, тільки якщо знаходиться в стані «вільний». Якщо пер-
ший пристрій вільний, то деталь обробляється на ньому. По закінченні об-
робляння деталь залишає систему. Якщо перший пристрій зайнятий у мо-
мент надходження деталі, деталь по конвеєру надходить до другого при-
строю. Інтервал проходження деталі між пристроями дорівнює 1 хвилина. 
Якщо при прямуванні деталі по конвеєру всі пристрої були зайняті, вона 
повертається до першого пристрою з затримкою 5 хвилин. 

Визначити статистичні характеристики часу перебування деталі в сис-
темі, завантаження обслуговуючих пристроїв і числа зайнятих пристроїв. 
Оцінити, наскільки поліпшиться робота конвеєра, якщо перед кожним при-
строєм буде буфер для однієї деталі. На основі отриманих результатів ви-
значити найкраще розміщення перед кожним із п'ятьох пристроїв буферів із 
сумарною ємністю десять деталей. Дайте ваші рекомендації щодо того, як 
оцінити поступку між зменшенням числа обслуговуючих пристроїв на кон-
веєрі і збільшенням розміру буфера перед кожним пристроєм. 

Завдання 34. Розглядається модель банку, у якому два касири сидять 
у помешканні, а два обслуговують клієнтів, що під'їжджають на автомобі-
лях. Частина клієнтів, що надходять у банк, намагається спочатку обслужи-
тися в автомобільних касирів. Час між надходженнями клієнтів цих клієн-
тів розподілено за експоненціальним законом з математичним сподіванням 
0,75 хвилини перед автомобільними касирами обмежено. У черзі до першо-
го касира можуть знаходитися три автомобілі, а в черзі до другого - чотири. 
Час обслуговування першим автомобільним касиром нормально розподіле-
но з математичним сподіванням 0,5 хвилина і середньоквадратичним від-
хиленням 0,25 хвилина. Тривалість обслуговування другим касиром розпо-
ділена рівномірно на інтервалі 0,2±1,0 хвилина. Якщо прибулий на автомо-
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білі клієнт не може встати в чергу до автомобільних касирів через відсут-
ність вільного місця, він залишає машину на стоянці і йде до касирів, що 
сидять у будівлі банку. Відзначимо, що ці касири починають роботу на го-
дину пізніше автомобільних. Інша частина клієнтів поступає прямо на об-
слуговування до касирів у помешканні банку. Інтервал між їхніми прибут-
тями розподілено за експоненціальним законом з математичним сподіван-
ням 0,5 хвилина. встають в одну чергу з клієнтами, що прибули на автомо-
білях. До обох касирів стоїть одна черга. У черзі не може стояти більш 7 
клієнтів. Клієнти, що надійшли в банк, коли черга заповнена до границі, не 
обслуговуються і залишають банк. Час обслуговування в обох касирів у бу-
дівлі банку має трикутний розподіл на інтервалі 0,1±1,2 хвилина із модою 
0,4 хвилина. 

Визначите завантаження автомобільних касирів і касирів у банку, се-
редні довжини черг, а також ймовірність того, що клієнт піде з банку не об-
слугованим. Модифікуйте модель із метою урахування операції оформлен-
ня кредиту для ряду клієнтів, що обслуговуються касирами в приміщенні 
банку. Оформлення кредиту здійснюється управителем банку і стосується 
тільки нових клієнтів, що складають 10% клієнтів даної категорії. Управи-
тель одержує від клієнта необхідну інформацію і відкриває кредит, що за-
ймає від 2 до 5 хвилин (розподіл рівномірний). Час оформлення кредиту 
розподілений за експоненціальним законом з математичним сподіванням 5 
хвилин. Упродовж цього часу клієнт очікує в окремій кімнаті. Керуючий 
може одночасно оформляти кредит необмеженій кількості клієнтів. Після 
оформлення кредиту клієнт, що його оформив, знову обслуговується упра-
вителем, причому йому віддається перевага перед тими клієнтами, що ще 
не були в управителя. Перед тим, як виписати кредитну картку (це займає 1 
хвилина), управитель повинний закінчити поточне опитування іншого клі-
єнта. П'ять відсотків клієнтів одержують відмову в кредиті і не потрапля-
ють до касирів. Час, необхідний на негативну відповідь, розподілений за 
експоненціальним законом очікуванням 10 хвилин. 

Завдання 35. У банку для автомобілістів є два віконця, кожне з яких 
обслуговується одним касиром і має окрему під'їзну смугу. Обидві смуги 
розташовані поруч. З попередніх спостережень відомо, що інтервали часу 
між прибуттям клієнтів у годину пік розподілені за експоненціальним за-
коном з математичним сподіванням, рівним 0,5 одиниць часу. Через те, що 
банк буває переобтяжений тільки в годину пік, то аналізується тільки цей 
період. Тривалість обслуговування в обох касирів однакова і розподілена за 
експоненціальним законом з математичним сподіванням, рівним 0,3 оди-
ниць часу. Відомо також, що при рівній довжині черг, а також при відсут-
ності черг, клієнти віддають перевагу першій смузі. В усіх інших випадках 
клієнти вибирають більш коротку чергу. Після того, як клієнт в'їхав у банк, 
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він не може залишити його, доки не буде обслугований. Проте він може 
перемінити чергу, якщо стоїть останнім і різниця в довжині черг при цьому 
складає не менше двох автомобілів. Через обмежене місце на кожній смузі 
може знаходитися не більш трьох автомобілів. У банку, таким чином, не 
може знаходитися більш восьми автомобілів, включаючи автомобілі двох 
клієнтів, що обслуговуються в поточний момент касиром. Якщо місце пе-
ред банком заповнено до границі, то клієнт, що прибув, вважається втраче-
ним, тому що він відразу ж виїжджає. Початкові умови такі: 1) обидва ка-
сири зайняті, тривалість обслуговування для кожного касира нормально 
розподілена з математичним сподіванням, рівним 1 одиниць часу, і серед-
ньоквадратичним відхиленням, рівним 0,3 одиниць часу; 2) прибуття пер-
шого клієнта заплановано на момент часу 0,1 одиниць часу; 3) у кожній че-
рзі очікують по два автомобіля. 

Визначити такі величини: 1) середнє завантаження кожного касира; 2) 
середнє число клієнтів у банку; 3) середній інтервал часу між від'їздами 
клієнтів від вікон; 4) середній час перебування клієнта в банку; 5) середня 
кількість клієнтів у кожній черзі; 6) відсоток клієнтів, яким відмовлено в 
обслуговуванні; 7) кількість змін під'їзних смуг. 

Модифікуйте модель, увівши подію «від'їзд автомобіля від банку на 
вулицю». Автомобілі, що від'їжджають від банку, можуть потрапити на ву-
лицю тільки при достатньому інтервалі між автомобілями, що їдуть по ній. 
Автомобілі рухаються по вулиці з інтервалом, рівномірно розподіленим від 
0,3 до 0,5 хвилини. Між банком і вулицею може вмістити не більш трьох 
автомобілів, що очікують можливості виїзду на вулицю. Як ці зміни впли-
нуть на вихідні характеристики моделі. 

Завдання 36. В оптовому магазині використовується нова процедура 
обслуговування клієнтів. Клієнти, потрапляючи в магазин, визначають по 
каталогу найменування товарів, які вони хотіли б придбати. Після цього 
клієнт обслуговується клерком, що йде на розташований поруч склад і 
приносить необхідний товар. Кожний із клерків може обслуговувати одно-
часно не більш шести клієнтів. Час, що витрачає клерк на дорогу до складу, 
рівномірно розподілений на інтервалі від 0,5 до 1,5 хвилини. Час пошуку 
товару потрібного найменування залежить від числа найменувань, які 
клерк повинний знайти на складі. Цей час нормально розподілений із мате-
матичним сподіванням, рівним потроєному числу шуканих найменувань, і 
середньоквадратичним відхиленням, рівним 0,2 математичного сподівання. 
Отже, якщо, наприклад, із складу треба взяти товар одного найменування, 
час на його пошук буде нормально розподілено з математичним сподіван-
ням, рівним 3 хвилини, і середньоквадратичним відхиленням, рівним 0,6 
хвилини. Час повернення зі складу рівномірно розподілений на інтервалі 
від 0,5 до 1,5 хвилин. Після повернення зі складу клерк розраховується з 



 376 

усіма клієнтами, яких він обслуговує. Час розрахунку з клієнтом рівномір-
но розподілений на інтервалі від 1 до 3 хвилин. Розрахунок відбувається в 
тому порядку, у якому до клерка поступали вимоги на товар. Інтервали між 
моментами надходження вимог на товари від клієнтів розподілені за експо-
ненціальним законом з математичним сподіванням, рівним 2 хвилини. Клі-
єнтів у магазині обслуговують три клерки. 

Визначити такі величини: 1) завантаження клерків; 2) час, необхідний 
на обслуговування одного клієнта з моменту подачі вимоги на товар до 
оплати рахунку на покупку; 3) кількість вимог, що задовольняються клер-
ком за один вихід на склад.  

Зміните процедуру обслуговування клієнтів таким чином, що у випа-
дку обслуговування тільки одного клієнта клерк чекає протягом 1 хв мож-
ливої появи інших клієнтів перед тим, як відправитися на склад. Визначите 
вплив цієї стратегії обслуговування на характеристики часу очікування клі-
єнта і завантаження клерків. Введіть ймовірність доставки неправильно об-
раного клерком товару, рівну 0,15. Коли це відбувається, клерк негайно по-
вертається на склад для відшукання товару потрібного найменування. Крім 
того, із ймовірністю 0,1 викликаного товару може на виявитися на складі. 
Коли це відбувається, клієнт із ймовірністю 0,25 замовляє інше наймену-
вання. Оціните вплив цих уточнень моделі на завантаження клерка і час 
очікування клієнта. 

Завдання 37. У цеху є шість верстатів, що здійснюють різні операції. 
За попередньою оцінкою час виконання роботи на кожному верстаті розпо-
ділено за експоненціальним законом з математичним сподіванням, рівним 
20 хвилин, причому значення часу виконання роботи округляється до ціло-
го і не може бути менше 1 хвилини. Дійсний час виконання роботи дорів-
нює часу по попередній оцінці плюс випадкова величина, що має нормаль-
ний розподіл із нульовим математичним сподіванням і середньоквадратич-
ним відхиленням, рівним 0,3 хвилини, від часу по попередній оцінці (ця 
випадкова компонента є білим шумом). Відзначимо, що виробництво в це-
ху організовано таким чином, що середній час виконання роботи на кож-
ному верстаті однаковий. Роботи в цех поступають з інтервалом, розподі-
леним за експоненціальним законом з математичним сподіванням, рівним 
25 хвилин. Інтервал між надходженням робіт округляється до цілого і не 
може бути менше 1 хвилини. Кожна робота складається з набору операцій, 
здійснюваних на розміщених у цеху верстатах. Число операцій, із яких 
складаються роботи, нормально розподілена з математичним сподіванням, 
рівним 4 хвилини, і середньоквадратичним відхиленням, рівним 1 хвилині. 
При цьому жодна з робіт не може містити менше трьох і більш шести опе-
рацій. Ймовірності включення k операцій у роботу можуть бути отримані з 
таблиць нормального розподілу і мають такі значення: 
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Кількість операцій  
на роботу 

Ймовірність 

3 0,3085 
4 0,3830 
5 0,2417 
6 0,0668 

 

Маршрут роботи призначається випадковим способом. Єдиним керую-
чим параметром із погляду планувальника є порядок, у якому виконуються 
роботи. У даній системі пропонується такий спосіб визначення порядку. 
Пріоритетними є роботи з негативним рівнем. Рівень роботи визначається як 
час готовності мінус поточний час, мінус оцінка часу виконання операцій, що 
залишилися, мінус час, що враховує фактор безпеки. Таким чином, роботи 
перед кожним верстатом діляться на два класи, причому роботи в кожному 
класі упорядковані в порядку зростання оцінки часу їхнього виконання. 

Визначити статистичні характеристики часу виконання роботи, заван-
таження верстатів, кількість робіт у чергах; середній інтервал часу між 
надходженнями робіт; кількість робіт, виконаних із запізненням, тобто піс-
ля часу готовності; середнє «запізнення» робіт до моменту готовності. Змі-
ните процедуру визначення часу готовності, збільшивши його на середнє 
«запізнення» і проаналізуйте результати. 

Завдання 38. У лікарню поступають хворі таких трьох типів: 1) хворі, 
що пройшли попереднє обстеження і направлені на лікування; 2) хворі, що 
бажають потрапити в лікарню, але не пройшли цілком попереднє обсте-
ження; 3) хворі, які тільки що поступили на попереднє обстеження. Часи 
обслуговування хворих різноманітних типів у приймальному відділенні 
розподілені відповідно до такої таблиці: 

 

Тип 
 хворого 

Відносна частота Середній час 
реєстрації, хв 

1 0,9 до 10.00 і 0,5 після 10.00 15 
2 0,1 у будь-який час від 0.00 до 

10.00 
40 

3 0,4 після 10.00 30 
 

При надходженні в приймальне відділення хворий стає в чергу, якщо 
обидва чергових лікарі зайняті. Лікар, що звільнився, вибирає в першу чер-
гу тих хворих, що вже пройшли попереднє обстеження. Після заповнення 
різноманітних форм у приймальне відділення хворі 1 типу ідуть прямо в 
палату, а хворі типів 2 і 3 направляються в лабораторію. Троє супровідних 
розводять хворих по палатах. Хворим не дозволяється направлятися в пала-
ту без супровідного. Якщо всі супровідні зайняті, хворі очікують їхнього 



 378 

звільнення в приймальному відділенні. Як тільки хворий доставлений у па-
лату, він вважається тим, що завершив процес прийому до лікарні. Супро-
відному потребується 3 хвилини для того, щоб повернутися в приймальне 
відділення після доставки хворого в палату. Хворі, що спрямовуються в ла-
бораторію, не потребують супроводу. Після прибуття в лабораторію хворі 
стають у чергу в реєстратуру. Після реєстрації вони ідуть у кімнату очіку-
вання, де чекають виклику до одного з двох лаборантів. Після здачі аналізів 
хворі або повертаються в приймальне відділення (якщо їх приймають у лі-
карню), або залишають лікарню (якщо їм було призначено тільки попере-
днє обстеження). Після повернення в приймальне відділення хворий, що 
здав аналізи, розглядається як хворий типу 1. Приймальне відділення від-
крите з 7.00 до 17.00. Проте попередні обстеження (тип 3) не призначають-
ся до 10.00 через ранкове переобтяження лабораторії. Хворі, що поступа-
ють після 16.00, направляються в профілакторій. Проте хворі типу 2, що 
повертаються з лабораторії, приймаються до 17.00, тобто доти, поки черго-
ві лікарі не закінчать роботу і приймальне відділення не закриється. У на-
ступній таблиці приводяться дані по тривалості дій (у хвилинах): 

 

Величина Розподіл 
Час між прибуттями в приймальне 
відділення 

Експоненціальний з матема-
тичним сподіванням 15 

Час проходження в палату Рівномірний від 3 до 8 
Час проходження з приймального 
відділення в лабораторію або з ла-
бораторії в приймальне відділення 

Рівномірний від 2 до 5 

Час обслуговування в реєстратуру 
лабораторії 

Ерланга з математичним 
сподіванням 4,5 і k=3 

Час проведення аналізу в лаборато-
рії 

Ерланга з математичним 
сподіванням 4 і k=2 

 

Визначити час, проведений хворим у системі, тобто інтервал часу, 
починаючи з надходження і закінчуючи доставкою в палату (для хворих 
типу 1 і 2) або виходом із лабораторії (для хворих типу 3). Визначити також 
інтервал між прибуттями хворих у лабораторію. Припустити, що всі черги 
мають необмежену довжину й організовані за правилом FIFO. 

 
Завдання 39. У приватній телефонній мережі для здійснення зовніш-

нього виклику необхідна наявність телефонних ліній двох типів: 1) лінія 
для переговорів (голосова), називана надалі Л1, 2) лінія для передачі циф-
рової інформації (номера телефону), називана надалі Л2. Оскільки передача 
номера займає значно менший час, чим розмова, у мережі встановлено 10 
ліній Л1 і одна лінія Л2. Як показали результати статистичних досліджень, 
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інтервали часу між зовнішніми викликами розподілені за експоненціальним 
законом з математичним сподіванням 1 хвилина (мінімум дорівнює 0 хв, а 
максимум дорівнює 60 хвилин). Якщо всі лінії Л1 зайняті в момент викли-
ку, абонент «повисає» на телефоні і набирає набраний номер знову з інтер-
валом Т хвилин, де Т - нормально розподілена величина з очікуванням 15 
хвилин, середньоквадратичним відхиленням 2 хвилини, мінімумом 0 і мак-
симумом 60 хвилин. При вільній лінії Л1 абонент, якщо це необхідно, очі-
кує звільнення лінії Л2. Лінія Л1 займається на час очікування лінії Л2. Ко-
ли лінії обох типів вільні, абонент набирає номер, причому час набору но-
мера розподілено за експоненціальним законом з очікуванням 0,2 хвилини, 
мінімумом 0,1 хвилини і максимумом 0,5 хвилини лінія Л2 звільняється, а 
лінія Л1 займається на весь час розмови, що розподілений за експоненціа-
льним законом з математичним сподіванням 10 хв, мінімумом 3 хвилини і 
максимумом 30 хвилин.  

Визначити статистичні характеристики наступних величин: тривалос-
ті набору номера; тривалості телефонної розмови; загального часу здійс-
нення зв'язку; завантаження ліній Л1 і Л2; частоти невдалих спроб здійс-
нення зв'язку.  

Завдання 40. Фірма має в місті 6 точок роздрібного продажу. Попит на 
товари (в од. товару) у цих точках має розподіл Пуассона із математичним 
сподіванням 10 одиниць товару в день. Торгові точки обслуговуються опто-
вим магазином. На передачу запиту торгової точки в магазин потрібно 1 
день. Товари за запитом поступають з оптового магазина в торгову точку в 
середньому через 5 днів після одержання запиту. Ця величина має логнор-
мальний розподіл із дисперсією 1. Оптовий магазин кожні 14 днів розміщує 
замовлення на фабриці. Час, протягом якого магазин одержує вантаж із фаб-
рики, розподілено нормально з очікуванням 90 днів, середньоквадратичним 
відхиленням 10 днів; проте замовлення при цьому ніколи не виконується ра-
ніше 60 днів і пізніше 120 днів. Задати такі початкові умови: перший запит 
поступає в нульовий момент часу; поточний запас товару в кожній торговій 
точці складає 70 одиниць, нормативний запас - також 70 одиниць; запас у 
магазині складає 1920 одиниць; із фабрики відправлені три вантажі, у кож-
ному з яких знаходиться по 1800 одиниць товару, причому перший вантаж 
надійде в магазин на 30-й день, другий - на 60-й, а третій - на 90-й. 

Визначити статистичні характеристики таких величин: рівень запасу 
в оптовому магазині, ймовірність невдоволеного запиту торгової точки. За-
пропонуйте таку стратегію керування роздрібними торговими точками й 
оптовим магазином, яка забезпечить нульову ймовірність невдоволеного 
запиту торгової точки при найменшому рівні запасу в оптовому магазині. 

Завдання 41. Багатопроцесорна обчислювальна система складається з 
двох процесорів із загальною оперативною пам'яттю обсягом 131 сторінка, 
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чотирьох накопичувачів на дисках, кожний із яких доступний обом проце-
сорам, і одного каналу передачі даних. Завдання поступають у систему із 
середньою інтенсивністю, рівною 12 завданням у хвилину відповідно до 
розподілу Пуассона. Загальний час, необхідний процесору на обробку за-
вдання, розподілено нормально з математичним сподіванням 10 секунд і 
середньоквадратичним відхиленням 3 секунд. Час обробки процесором 
включає переривання, необхідні для здійснення обміну по каналу вводу-
виводу. Інтервали між перериваннями мають негативний експоненціальний 
розподіл, математичне сподівання якого дорівнює оберненій величині се-
редньої інтенсивності операцій вводу-виводу завдання. Середня інтенсив-
ність операцій вводу-виводу розподілена рівномірно на інтервалі від 2 се-
кунд до 10 секунд. Операції вводу-виводу призначаються конкретному 
диску. Завданню, що поступає в систему, призначається пріоритет, що має 
залежність, обернену потрібності в пам'яті. Потрібність завдання в пам'яті 
розподілена рівномірно на інтервалі від 20 до 60 сторінок. Як тільки па-
м'ять виділяється в розпорядження завдання, один із вільних процесорів 
починає його обробку. При видачі запиту на здійснення вводу-виводу за-
вдання може продовжувати використання процесора доти, поки в черзі за-
лишиться тільки один запит. Таким чином, якщо зроблений запит на здійс-
нення вводу-виводу й один запит уже очікує черги, процесор звільняється, 
а запит на введення-виведення поміщається в чергу. Після виконання пото-
чного запиту вводу-виводу процесор може відновити обробку завдання в 
тому випадку, якщо вона вільна. Після переривання процесора автоматично 
виконується запит вводу-виводу з призначеним завданню диском. Таким 
чином, здійснюється прямий доступ до диска з процесора. Передбачається, 
що час позиціонування диска розподілено рівномірно на інтервалі від 0,0 
до 0,075 секунд. Одночасно може здійснюватися тільки одна операція по-
зиціонування диска. Після позиціонування здійснюється обмін даними по 
каналу вводу-виводу. Час обміну дорівнює 0,001⋅(2,5+η), де η - рівномірно 
розподілена на інтервалі від 0 до 25 величина. Після здійснення обміну за-
пит вводу-виводу вважається виконаним. 

Визначити загальний час виконання завдання в системі, а також ста-
тистичні оцінки завантаження усіх чотирьох дисків, каналу вводу-виводу й 
обох процесорів. Крім того, необхідно одержати оцінку середнього викори-
стання пам'яті, статистику про кількість завдань, які очікують виділення 
ресурсу, і часу очікування. 

Завдання 42. Завдання поступають на верстат у середньому один вер-
стат у час. Розподіл величини інтервалу між ними експоненціальний. При но-
рмальному режимі роботи завдання виконуються в порядку їхнього надхо-
дження. Час виконання завдання нормально розподілений з математичним 
сподіванням 0,5 години і середньоквадратичним відхиленням 0,1 година. Пе-
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ред виконанням завдання відбувається наладка верстата, час здійснення якої 
розподілений рівномірно на інтервалі від 0,2 до 0,5 години. Завдання, викона-
ні на верстаті, направляються в інші відділи цеху і вважаються такими, що 
залишили систему. Верстат страждає від поломок, при яких він не може про-
довжувати виконання завдання. Інтервали між поломками розподілені норма-
льно з математичним сподіванням 20 годин і середньоквадратичним відхи-
ленням 2 години. При поломці виконуване завдання виймається з верстата і 
поміщається в початок черги завдань до верстата. Виконання завдання відно-
вляється з того місця, на якому воно було перервано. Коли верстат ламається, 
починається процес усунення поломки, що складається їх трьох фаз. Трива-
лість кожної фази розподілена за експоненціальним законом з математичним 
сподіванням, рівним 3/4 години. Оскільки загальна тривалість усунення по-
ломки є сумою незалежних і експоненціально розподілених випадкових вели-
чин з однаковими параметрами, вона має ерланговий розподіл.  

Визначити статистичні оцінки завантаження верстата і часу виконання 
завдання. Модифікувати модель у такий спосіб і проаналізувати результати. 
Ввести умову: якщо в черзі на обробку до верстата в момент його поломки 
знаходиться більш трьох завдань, усі завдання, крім трьох останніх, направ-
ляються на обробку до субпідрядника. Незавершене завдання також направ-
ляється до субпідрядника. Врахувати можливість переривання ремонту вер-
стата на 3 години для одержання необхідних запасних частин. Час між пере-
риваннями ремонту розподілено за експоненціальним законом з математич-
ним сподіванням 100 годин. Якщо така перерва виникає в той час, коли ре-
монт не відбувається, ніякої дії не здійснюється.  

Завдання 43. Флот, що складається з 15 танкерів, здійснює перевезення 
сирої нафти з Валдиза (штат Аляска) у Сіетл (штат Вашингтон). Передбача-
ється, що всі танкери при необхідності можуть бути завантажені у Валдизі 
одночасно. У Сіетлі є тільки один розвантажувальний док, із якого що роз-
вантажується нафта поступає в сховище, а потім по трубопроводі - на очис-
ну установку. Нафта поступає в сховище з танкеру, що розвантажується в 
доці, з постійною швидкістю 300 тб/день. Сховище безупинно постачає си-
рою нафтою очисну установку з постійною швидкістю 150тб/день. Розван-
тажувальний док працює з 6.00 до 24.00. Правила безпеки вимагають при-
пинення розвантаження в момент закриття доку. Розвантаження танкера за-
кінчується, коли об'єм нафти, що залишилася у танкері, стає менше 7,5тб. 
Ємкість сховища дорівнює 200тб. Коли сховище заповнене до границі, роз-
вантаження переривається доти, поки обсяг нафти в сховище не знизиться 
до 80% його ємності. Коли сховище стає майже порожнім (менше 5тб), по-
стачання очисної установки припиняється доти, поки об'єм нафти в сховище 
не стане рівним 50тб. Це робиться для усунення можливості частих припи-
нень і запусків очисної установки. Характеристики танкерів наступні: номі-
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нальна вантажність дорівнює 150тб; час у дорозі завантаженого танкера роз-
поділений нормально з математичним сподіванням 5,0 днів і середньоквад-
ратичним відхиленням 1,5 дня; час у дорозі порожнього танкера розподіле-
ний нормально з математичним сподіванням 4,0 днів і середньоквадратич-
ним відхиленням 1,0 день; час навантаження розподілений рівномірно на 
інтервалі від 2,9 до 3,1 дня. Початкові умови відповідають ситуації, коли 
сховище заповнене наполовину, а танкери прибувають під навантаження з 
інтервалом 0,5 дня, починаючи з нульового моменту часу. 

Одержати статистичні характеристики наступних величин: викорис-
тання розвантажувального і навантажувального доку; час, протягом якого 
очисна установка постачається нафтою. Об'єм нафти в сховищі. Час повно-
го рейса танкера. Час очікування танкера; кількість танкерів, що очікують 
розвантаження. 

Завдання 44. Експериментальна роботизована гнучка виробнича сис-
тема має два верстати із числовим пультом керування, три роботи, пункт 
прибуття і склад оброблених деталей. Деталі прибувають на пункт прибут-
тя кожні 40 секунд згідно з експоненціальним законом розподілу, захоп-
люються одним з вільних роботів і переміщуються ним до першого верста-
та, після чого робот звільняється. Після завершення обробки на першому 
верстаті деталь захоплюється одним з роботів і переміщується на другий 
верстат, а після обробки на другому верстаті – одним з роботів переміщу-
ється на склад оброблених деталей. Кожний з верстатів може одночасно 
обробляти до трьох деталей. 

Час переміщення робота між пунктом прибуття і першим верстатом, 
першим і другим верстатом, другим верстатом і пунктом зберігання оброб-
лених деталей складає відповідно 6, 7, і 5 секунд незалежно від того, холос-
тий це хід, чи ні. Роботу потрібний час 8±1 секунд на захоплення або виві-
льнення деталей. Час обробки на першому верстаті розподілений за норма-
льним законом із середнім значення 60 секунд і має стандартне відхилення 
10 секунд. Середній час обробки на другому верстаті дорівнює 100секунд і 
має експоненціальний закон розподілу. 

Визначить найкращий (з точки зору підвищення пропускної здатності 
гнучкої виробничої системи) спосіб закріплення роботів до операцій. Мож-
ливі варіанти закріплення: 
а) по одному роботу на кожний з трьох шляхів переміщення деталей 

(пункт прибуття – перший верстат, перший верстат – другий верстат, 
другий верстат, склад); 

б) кожний робот може використовуватися на кожному шляху перемі-
щення деталей(при цьому повинен займатися найближчий з роботів). 
Знайдіть розподіл часу проходження деталей, коефіцієнти викорис-

тання роботів і верстатів, максимальну місткість місця зберігання деталей 
на ділянці прибуття. 
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Завдання 45. Служба замовлення таксі має 5 каналів для одночасного 
прийняття замовлень по телефону. Час між спробами виклику таксі розподіле-
ний за законом Ерланга другого порядку із середнім 180 секунд. Абонент за-
трачає 30 секунд для набирання номера і, якщо застає всі канали служби замов-
лення зайнятими або після з‘єднання з‘ясовує, що черга на обслуговування пе-
ревищує 10 замовлень на таксі (в такому випадку замовлення не приймаються), 
то через 60 секунд він повторює набирання. Після 4 спроб абонент припиняє 
набирання. Служба замовлення таксі має в своєму розпорядженні 10 машин для 
обслуговування замовлень. Час, витрачений для проїзду до клієнта, залежить 
від відстані. Імовірності можливих відстаней наведені в таблиці: 

 

Відстань, км 5 8 9 11 12 20 
Імовірність 0,1 0,2 0,25 0,17 0,23 0,05 

 

Вартість проїзду до клієнта клієнтом не сплачується. Швидкість руху 
машин рівномірно розподілена в інтервалі 35±5 кілометрів за годину. Час 
обслуговування клієнта рівномірно розподілений в інтервалі 40±10 хвилин. 
Вартість попереднього замовлення складає 20 гривень, вартість проїзду 1 
кілометру дорівнює 3 гривні. 

Знайдіть оцінку інтервалу часу виконання замовлення (час від момен-
ту замовлення таксі до моменту доставки клієнта на місце). 

Вважаючи, що оператори-телефоністи та водії таксі взаємозаміються, 
перерозподіліть їх по дільницях роботи так, щоб мінімізувати час виконан-
ня замовлень (штат служби не повинен перевищувати 15 осіб). 

Знайдіть таку кількість операторів-телефоністів на телефонах та воді-
їв таксі, при якій максимізується добуток служби за добу роботи (денна за-
робітна плата кожного з робітників становить 1000 гривень). 

Завдання 46. У вузол комутації повідомлень, що складається з одного 
спільного вхідного буфера, процесора, двох вихідних буферів і двох вихід-
них ліній, поступають повідомлення з двох напрямів. Повідомлення у пер-
шому і другому напрямках поступають через інтервали часу, розподілені 
нормально з параметрами 6 та 1, 5 та 1 відповідно. 

Повідомлення з першого напрямку поступають у вхідний буфер, об-
робляються в процесорі, накопичуються у вихідному буфері першої лінії і 
передаються по першій вихідній лінії. Повідомлення з другого напрямку 
передаються аналогічно, але передаються через другий вихідний буфер по 
другій лінії. Застосовуваний метод контролю вимагає одночасної присут-
ності в системі не більше трьох повідомлень з кожного напрямку. Якщо 
повідомлення поступає при наявності в системі трьох повідомлень зі свого 
напрямку, то воно дістає відмову і знищується. Час обробки в процесорі 
дорівнює 2±1 мікросекунд, час передачі повідомлення по першій вихідній 
лінії дорівнює 7 мікросекунд, по другій лінії – 8 мікросекунд. 

Прибуток від обслуговування повідомлення з першого напряму ста-
новить 20 грошових одиниць, з другого напряму – 40 грошових одиниць. 
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Існує можливість прискорити процес передачі повідомлень по вихід-
них лініях. Зменшення на одну одиницю середнього часу передачі повід-
омлення по першій лінії вимагає 2 грошових одиниці, по другій лінії – 4 
грошових одиниці. 

Метою моделювання є визначення таких характеристик роботи вихід-
них ліній, при яких досягається максимальна економічна ефективність вуз-
ла комутації повідомлень. 

Завдання 47. Відділ з комп’ютерного обслуговування готує носії з про-
грамами для металорізальних верстатів із числовим програмним керуван-
ням. Креслення деталей поступають з конструкторсько-технологічного від-
ділу. Програміст вивчає креслення і пише програму керування верстатом 
при обробці заготовки. Програмування займає інтервал часу, розподілений 
за експоненціальним законом із середнім часом 90 хвилин. Програма нала-
годжується на комп’ютері і записується на носій (тривалість операції – ве-
личина, яка розподілена за експоненціальним законом із середнім часом 70 
хвилин). Потім носій з програмою ставиться на відповідний верстат для ви-
пробувань та редагування. Цей процес займає проміжок часу, розподілений 
за експоненціальним законом із середнім часом 60 хвилин. 

Замовлення на підготовку носіїв з програмами поступають через промі-
жки часу, розподілені рівномірно в інтервалі 100±20 хвилин. У момент над-
ходження замовлення для нього визначають директивний термін визначаєть-
ся сумою часу надходження замовлення і технологічного часу виконання ро-
боти. Технологічний час виконання робіт – це загальний час обробки плюс 
додатковий час, рівномірно розподілений в інтервалі 40±10 хвилин. 

Керівництво відділу перевіряє декілька способів черговості обробки 
замовлень з метою визначення найкращого з них. Запропоновано чотири 
можливих порядки виконання замовлень, що очікують у кожній з черг: 

1) спочатку виконуються ті замовлення, на виконання яких затрачу-
ється найменше загального часу обробки; 

2) спочатку виконуються ті замовлення, на виконання яких затрачу-
ється найбільше загального часу обробки; 

3) спочатку виконуються ті замовлення, на виконання яких затрачу-
ється найменший загальний час, що залишився; 

4) спочатку виконуються ті замовлення, які мають найближчий дире-
ктивний термін. 

Запропонуйте декілька критеріїв оцінки і оцініть запропоновані дис-
ципліни вибору з черги. Час моделювання необхідно вибирати так, щоб 
модель працювала у перехідному режимі. 

Завдання 48. На маршруті приміського сполучення працюють два мік-
роавтобуси (А і В), кожний з яких має n місць. Мікроавтобус А користується 
більшою популярністю, ніж автобус В, оскільки водій мікроавтобуса А їздить 
акуратніше і швидше. Тому пасажир, який підійшов до зупинки, сідає в мік-
роавтобус В тільки у випадку, коли автобуса А немає. Мікроавтобус відправ-
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ляється на маршрут, якщо всі місця в ньому зайняті. Пасажири підходять до 
зупинки через 0,5±0,2 хвилин і , якщо немає мікроавтобусів, утворюють чер-
гу. Якщо черга більша, ніж 30 осіб, то пасажир не стає у чергу і йде до іншого 
маршруту. Припускається, що всі пасажири їдуть до кінця маршруту. На про-
ходження маршруту мікроавтобус А витрачає 20±5 хвилин, а мікроавтобус В 
- 30±5 хвилин. Після того, як пасажири звільнили автобус (протягом часу 5±1 
хвилин), він їде у зворотному напрямку тим же чином. 

Плата за проїзд складає 2 гривні. Авто підприємство стільки ж втра-
чає (недоотримує), якщо пасажир, прийшовши на зупинку, не стає у чергу і 
обирає інший маршрут. 

Метою моделювання є визначення 
- часу очікування пасажира у черзі; 
- кількості місць n (не більше 25), при якому час очікування в черзі 

пасажира буде мінімальним; 
- виручку автопідприємства за день від маршруту, якщо мікроавтобу-

си працюють 10 годин на добу.   
Завдання 49. Для підвищення своїх прибутків працівники рекламного 

бізнесу знаходять все нові й нові засоби впливу реклами на людину. Їхнє до-
сягнення – моментальне рекламне повідомлення. Компанія має у своєму 
розпорядженні декілька розвішаних по місту гучномовців, по яких протягом 
дня транслюються кращі радіопрограми зі вставками рекламних повідом-
лень. Протягом добового мовлення (час мовлення за добу – 16 годин) ком-
панія має декілька пауз для розміщення реклами  (тривалість пауз однакова, 
кількість пауз задати самостійно; загальна тривалість рекламних пауз не по-
винна перевищувати 10% від добового мовлення). Інтервал надходження ре-
кламних повідомлень розподілений за законом Ерланга другого порядку із 
середнім часом 20 хвилин. Одне рекламне повідомлення виходить в ефір 
лише під час однієї рекламної паузи. Розмір рекламного повідомлення є ве-
личиною, рівномірно розподіленою на інтервалі 3±0,5 хвилин. 

Вартість однієї хвилини мовлення обходиться компанії 100 гривень. За 
одну хвилину рекламного повідомлення замовник сплачує компанії 300 гри-
вень. Якщо рекламне повідомлення виходить в ефір відразу, то компанія одер-
жує 300×”тривалість одного повідомлення” гривень. Якщо рекламне повідом-
лення не може бути розміщене цілком, то замовник, який замовив рекламу, 
сплачує тільки за час розміщеної частини повідомлення, і при цьому йому ще 
надається знижка 10%. Якщо рекламне повідомлення не зразу виходить в ефір, 
то воно стає в чергу. Після 4 годин чекання рекламне повідомлення „застарі-
ває” і видаляються з черги. За розміщене рекламне повідомлення, що знаходи-
лося в черзі, компанія одержує на 30% менше від початкової суми. Якщо в ре-
кламній паузі після розміщення рекламного повідомлення залишився вільний 
час, то компанія сплачує за нього як за звичайне мовлення. 
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Одноразові витрати (вартість устаткування, право мовлення і т.і.) 
компанії становлять 1000000 гривень. 

Знайдіть оцінку періоду окупності  Т у роках (компанії): 

p
zST +

=  

де p – прибуток, одержуваний за один рік, грн.; z – вартість місячного мов-
лення, грн. 

Визначить кількість рекламних пауз, за якої період окупності буде мі-
німальним. 

Завдання 50. Є регіональна мережа обчислювальних машин з 7 вузлами, 
в яких знаходяться сервери і маршрутизатори. До кожного серверу приєднано 
10 віддалених абонентів. Кожний абонент має свій унікальний номер в мере-
жі. Абоненти обмінюються повідомленнями між собою. Довжина вхідних і 
вихідних повідомлень, що передаються, розподілена за гамма-розподілом із 
середнім значенням 75 Кбайт і стандартним відхиленням 0,4 Кбайт. Всі по-
відомлення при передачі поділяються на пакети довжиною 4 Кбайти. Кожний 
пакет забезпечений адресою необхідного абонента. Сервери закольцовані між 
собою, крім того , між собою з‘єднані перший і сьомий сервери. Пакети пере-
даються до серверу, за яким закріплені абоненти, потім по каналу між серве-
рами, що має менше завантаження, і збираються в повідомлення в абонента-
одержувача. Швидкість передачі від абонента до серверу і від сервера до або-
нента 2400 байт в секунду, швидкість обміну між серверами – 96 Кбайт секу-
нду. Потік повідомлень, що поступають від абонентів, є пуассонівським із се-
реднім значенням 45 повідомлень за годину. 

Завдання 51. Виробнича система складається з п’яти автоматизованих 
робочих місць. На теперішній момент міста 1,2,3,4,5 включають відповідно 
3,2,4,3 і 1 однакових станків. Роботи надходять у систему з інтервалами, що 
є незалежними величинами, що розподілені за експоненціальним законом із 
середнім значенням 0,25 години. Існує три типи робіт: 1,2 і 3, що виника-
ють із ймовірностями 0,3, 0,5 і 0,2. Для робіт 1,2,і3 потрібно виконання 4,3 
та 5 завдань відповідно. Завдання повинні виконуватися на указаних місцях 
у визначеному порядку. Для різних типів робіт використовуються наступні 
технологічні маршрути: 

 

Тип роботи 
Робочі місця у відповідності до технологічного марш-

руту 
1 3,1,2,5, 
2 4,1,3 
3 2,5,1,4,3 
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Отже, якщо надходить робота типу 2, то буде виконано три завдання: 
перше – на 4-ому робочому місці, друге – на 1-ому робочому місці, а третє 
– на 3-ому робочому відповідності. якщо робота надійшла на певне робоче 
місце у той момент, коли всі станки, закріплені за цим робочим місцем, за-
йняті, то займає місце у черзі очікування цього робочого місця за правилом 
FIFO. Час виконання завдання на кожному станку є незалежною випадко-
вою величиною, що має закон розподілу Ерланга 2-ого порядку із середнім 
значенням, що залежить від типу роботи та від робочого місця, за яким за-
кріплений станок. Середній час обслуговування для кожного типу робіт та 
кожного завдання за дані в наступній таблиці: 

 

 
Тип роботи 

 

Середній час обслуговування кожного завдання 
у відповідності до технологічного маршруту роботи, 

години 
1 0,5; 0,6; 0,85; 0,5 
2 1,1; 0,8; 0,75;  
3 1,24; 0,25; 0,7; 0,9; 1,0 

 

Таким чином, для роботи 2 потрібний час для виконання 1,1 година 
на робочому місці 4, 0,8 години на робочому місці 1 та 0,75 години на тре-
тьому робочому місці. 

Визначити середній час. витрачений роботами на очікування; серед-
ній час виконання роботи; коефіцієнти завантаження робочих місць. 

Завдання 52. Кораблі надходять до гавані із часом між надходження-
ми, що є випадковою величиною з експоненціальним розподілом і середнім 
значенням 1,25 дня. У гавані є док з двома якірними стоянками та двома 
кранами для розвантаження кораблів. Кораблі, що надійшли у момент, коли 
обидві якірні стоянки зайняті, очікують у черзі з дисципліною обслугову-
вання FIFO, Час, потрібний для розвантаження одним краном одного кора-
бля, рівномірно розподілений між 0,5 та 1,5 дня. Якщо у гавані тільки кора-
бель, розвантаженням корабля займаються обидва крани і час розванта-
ження (час, що залишився) зменшується вдвічі. Якщо надходить ще один 
корабель, то один кран без затримки відправляється його розвантажувати. 
Інший кран продовжує розвантажувати корабель, що надійшов раніше, а 
час, що залишився на його обслуговування збільшується вдвічі.  

Визначити мінімальний, максимальний та середній часу обслугову-
вання кораблів у гавані; завантаження якірних стоянок та кранів. 
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Розділ 12 
ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ  

З ДИСЦИПЛІНИ „МОДЕЛЮВАННЯ СИСТЕМ” 
 

1. Маркер – це 
a.  модель найпростішої системи; 
b. елемент мережі Петрі; 
c. назва критерію, за допомогою якого оцінюють адекват-

ність моделі; 
d. елемент мережі масового обслуговування. 

2. Існують такі мови імітаційного моделювання систем: 
a. Pascal, Delphi, Visual C; 
b. GPSS, SIMULA, Arena; 
c. Mathlab, Mathcad, Cadcam; 
d. MODSYS, SIMOD, SIMSIM. 

3. Фактори розрізняють: 
a. кількісні та якісні; 
b. лінійні та нелінійні; 
c. прості та складні. 

4. Законами розподілу неперервних випадкових величин являються: 
a. експоненціальний, Гауса, рівномірний ; 
b. рівномірний, Пуассона, біноміальний; 
c. Пірсона, Колмогорова, Джонсона; 
d. Вейбулла, Пуассона, Лейбніца 
e. поліноміальний, степеневий, тригонометричний.  

5. Мережі Петрі – є 
a. засобом формального опису дискретних систем; 
b. засобом аналітичного розрахунку динамічних систем; 
c. складовою частиною мереж масового обслуговування. 

6. Аналітичні моделі мереж масового обслуговування не можна за-
стосовувати для систем, в яких: 

a. є розгалуження маршрутів; 
b. є блокування маршрутів; 
c. є обмеження на довжину черги; 
d. закони розподілу випадкових величин експоненціальні. 

7. Точність результатів імітаційного моделювання залежить від: 
a. кількості прогонів та часу моделювання; 
b. кількості елементів в моделі та їх складності; 
c. середнього значення результату; 
d. значення критерію регулярності. 
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8. Розрізняють такі задачі моделювання: 
a. моделювання, управління, ідентифікації, оптимізації, 

прогнозування; 
b. прості, складні та складені; 
c. коректні та некоректні, визначувані та невизначувані, 

реальні та нереальні. 
9. Мережа масового обслуговування складається з таких елементів: 

a. позиції, переходи, маркери; 
b. комп’ютери, сервери, канали зв’язку; 
c. вимоги, пристрої, черги. 

10. Зовнішніми критеріями селекції моделей є 
a. критерій регулярності, критерій мінімуму зсуву; 
b. критерій найменших квадратів, критерій завадостійкості; 
c. критерій Фішера, критерій Ст’юдента. 

11. Мережа Петрі складається з таких елементів: 
a. позиції, переходи, маркери; 
b. комп’ютери, сервери, канали зв’язку; 
c. вершини, дуги. 

12. Математичний опис мережі Петрі здійснюється за допомогою 
таких матриць та векторів: 

a. матриця переходів, матриця суміжності, вектор фішку-
вання; 

b. матриця входів, матриця виходів, вектор маркірування; 
c. вектор входів, вектор виходів, матриця змінювань. 

13. Експериментальне дослідження системи проводиться з метою: 
a. дослідження впливу факторів; 
b. перевірки правильності функціонування моделі; 
c. вивчення теоретичних основ експериментальних дослі-

джень; 
14. Алгоритм імітації відтворює: 

a. процес функціонування моделі в часі; 
b. розв’язання рівнянь динаміки моделі; 
c. процес пошуку оптимальних значень моделі. 

15. Внутрішніми критеріями селекції моделей є 
a. критерій регулярності, критерій мінімуму зсуву; 
b. критерій найменших квадратів, критерій Ст’юдента; 
c. критерій Фішера, критерій Кочрена. 

16. Метою тактичного планування експерименту є 
a. визначення такту експерименту, необхідного для зада-

ної точності експерименту; 
b. дослідження модельного часу, що потрібний для визна-

чення відгуку моделі; 
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c. визначення часу моделювання та кількості прогонів, що 
забезпечують задані точність та довірчу ймовірність 
визначення відгуку моделі. 

17. При побудові алгоритму імітації дискретних систем використо-
вується спосіб просування модельного часу, який називається: 

a. принцип дискретності t; 
b. принцип мінімакса; 
c. принцип особливих станів. 

18. Ідентифікація закону розподілу проводиться із застосуванням 
критерію 

a. мінімуму зсуву; 
b. хі-квадрат; 
c. Фішера. 

19. Розрізняють такі методи моделювання: 
a. аналітичне моделювання, імітаційне та математичне 

моделювання; 
b. системне моделювання, дискретне та неперервне моде-

лювання; 
c. класичне моделювання, ускладнене та  прогресивне 

моделювання. 
20. Плани факторного експерименту бувають: 

a. повні та дробові; 
b. загальні та залишкові; 
c. прозорі та напівпрозорі. 

21. Коефіцієнт екстраполяції при розрахунку критерію мінімуму 
зсуву потрібно брати в межах: 

a. від 0,3 до 1,0; 
b. від 1 до 3 ; 
c. від 3 до 7. 

22. Метою стратегічного планування експериментів являється 
a. вивчення стратегії проведення експериментів; 
b. дослідження впливу факторів; 
c. побудова плану експерименту. 

23. Обробку результатів факторного експерименту проводять; 
a. ідентичну; 
b. статистичну; 
c. регулярну. 

24. Ідентифікація закону розподілу полягає у  
a. побудові гістограми частот; 
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b. генеруванні випадкових чисел за заданим законом роз-
поділу; 

c. визначенні закону розподілу та його параметрів. 
25. Апроксимація функціональної залежності здійснюється 

a. методом найменших квадратів; 
b. методом найбільших кубів; 
c. методом точних коефіцієнтів. 

26. Випадкова величина, розподілена за експоненціальним законом 
розподілу з середнім значенням 0,5, генерується за формулою: 

a. ζξ ln
5,0

1
−= ; 

b. ζξ ln5,0−= ; 
c. ζξ ln5,0=  

d. ζξ −= 1

5,0
1 e . 

27. Для визначення зовнішнього критерію таблицю даних поділя-
ють на частини: 

a. прагматичну та емпіричну; 
b. початкову та кінцеву; 
c. навчаючу та перевірну. 

28. Законами розподілу дискретних випадкових величин являються: 
a. Пірсона, Колмогорова, Джонсона; 
b. експоненціальний, Гауса, рівномірний ; 
c. рівномірний, Пуасона, біноміальний; 

29. Випадкова величина, розподілена за нормальним законом роз-
поділу з параметрами а і σ, генерується за формулою: 

a. 







−⋅+= ∑

=

6
12

1i
iat ζσ ; 

b. 







−⋅+= ∑

=

6
12

1i
iat ζσ ; 

c. 







−⋅+= ∑

=

12
12

1i
iat ζσ  

30. Розрізняють алгоритми самоорганізації моделей 
a. однорядні та багаторядні; 
b. зовнішні та внутрішні; 
c. типу А та типу В. 
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31. Яка з наведених матриць планування складена правильно: 
a.  

22 х0 х1 х2 х1х2 у 
1 - + + +  
2 - - + -  
3 - + - -  
4 - - - +  

b.  
22 х0 х1 х2 х1х2 у 
1 + - - +  
2 + - + -  
3 + + - -  
4 + + + +  

c.  
22-1 х0 х1 х2 х3 у 
1 + + + +  
2 + - + -  
3 + + - -  
4 + - - -  

d.  
22 х0 х1 х2 х0х2 у 
1 + + + +  
2 + + - -  
3 + - - -  
4 + - + +  

e.  
22-1 х1 х2 х3 х1х2 у 
1 + + + +  
2 + + - -  
3 + - - -  
4 + - + +  

32. Множина моделей-претендентів комбінаторного алгоритму са-
моорганізації у випадку, коли найскладніша модель має вид 

2
1421322110 xbxxbxbxbby ++++= , складається з : 

a. 31 моделі; 
b. 64 моделей; 
c. 15 моделей; 
d. 107 моделей. 
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33. Для визначення критерію мінімуму зсуву таблицю даних поді-
ляють на частини А та В у відношенні: 

a. 1:1; 
b. 2:1; 
c. 3:2; 
d. 5:3. 

34. Для визначення критерію регулярності таблицю даних поділя-
ють на частини А та В у відношенні: 

a. 1:1; 
b. 2:1; 
c. 3:2; 
d. 2:3. 

35. Рівняння моделі, що може бути отримане в результаті факторно-
го експерименту типу 22, має вигляд: 

a. 21322110 xxbxbxbby +++= ; 
b. 3322110 xbxbxbby +++= ; 
c. 3143322110 xxbxbxbxbby ++++= . 

36. Для визначення критерію регулярності використовують форму-
лу: 

a. 
∑

∑

=

=

−
=∆ NB

i

T
i

NB

i

M
i

T
i

y

yy
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2

1

2

2

)(

)(
; 

b. 
∑

∑
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=

−
=∆ NB
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c. 
∑

∑
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37. Коефіцієнти моделі за табличними даними знаходяться за фор-
мулою: 

a. yXXХb ТТ 1)( −⋅= ; 
b. yXXXb T 1)( −⋅⋅= ; 
c. yXXXb TT ⋅⋅= −1)( ; 

38. Розмір вибірки р, що забезпечує задану точність ε та довірчу 
ймовірність β результату моделювання, у випадку нормально-
го закону розподілу визначається за формулою: 
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a. 2

22

ε

σ ϕtp = , де σ – середнє квадратичне відхилення ре-

зультату моделювання; 

b. 
)1(2

2

βε
σ

−
=p , де σ2 – дисперсія результату моделюван-

ня; 

c. 
)1(2

2

βσ
ε

−
=p , де σ – середнє квадратичне відхилення 

результату моделювання. 
39. В результаті факторного експерименту отримано рівняння виду  

436215443322110 xxbxxbxbxbxbxbby ++++++= . Факторний експе-
римент якого типу проводився: 

a. 24; 
b. 46-2 ; 
c. 24-1

; 
d. 32. 

40. Для визначення критерію мінімуму зсуву використовують фор-
мулу: 

a. ∑
∑ −

=

j

T
j

i

B
i

A
i

зсуву y

yy
n 2

2

2

)(

)(
; 

b. ∑
∑ −

=

j

T
j

i

B
i

A
i

зсуву y

yy
n 2

2

2

)(

)(

α ; 

c. ∑
∑ −

=

i

B
i

i

T
i

A
i

зсуву y

yy
n 2

2

2

)(

)(

α
. 

 
Відповіді на тестові завдання: 
1. b 2. b 3. a 4. a 5. a 6. b,c 7. a 8. a 9. c 10. a 11. a 12. b 13. a 14. a 15. b 16. c 
17. c 18. b 19. a 20. a 21. b 22. b 23. b 24. c 25. a 26. b 27. c 28. c 29. a 30. a 
31. b 32. a 33. a 34. b 35. a 36. b 37. c 38. a  39. c 40. b  
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