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О б щ е е    в в е д е н и е  
 
    Книга содержит новую главу фундаментальной квантовой механики и квантовой теории 
поля  о времени как квантовой наблюдаемой, канонически сопряжённой энергии, для систем 
с непрерывными и дискретными спектрами энергии. Эта глава в нынешнем  или схожем 
законченном виде до сих пор не содержится ни в одной научной монографии и ни в одном 
вузовском учебнике по квантовой механике на каком-либо языке, поскольку она просто не 
могла быть ранее написана из-за ряда математических проблем. Решение этих проблем в 
области теории операторов в гильбертовых пространствах для систем с непрерывным 
спектром энергий уже давно знали некоторые математиков, исходя из [1-3], но их решение 
было практически полностью неизвестно никому из физиков, кроме автора и его друга 
коллеги Э.Реками. Преодоление этих и других математических проблем (в частности, для 
систем с дискретным спектром энергий), реализованное по частям главным образом в 
авторских статьях [4-7] и полностью в [8-12], позволило, наконец, написать главу о времени 
как квантовой наблюдаемой, канонически сопряжённой энергии, для систем с непрерывными 
и дискретными спектрами энергий в нынешнем виде как часть I. 
    Кроме того, на основе новой главы квантовой механики в ней изложены временной анализ 
квантовых процессов и парадоксов туннелирования, а также ряд применений по временному 
анализу квантовых столкновений и ядерных процессов, разработанных на протяжении ряда 
лет автором, частично совместно с сотрудниками его лаборатории и с его коллегами из 
разных стран (в основном из Италии, России, немного из Польши), но в первую очередь с 
Э.Реками. 
    Книга содержит и ряд перспектив дальнейших возможных применений временного анализа 
квантовых процессов, парадоксов и проблем. 
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Часть I.  
 

 1. Введение.  
 

     Уже долгое время (около 90 лет, начиная с работы Паули [1]) известно, что время не 
может быть представлено самосопряжённым линейным оператором, за исключением, как 
выяснилось позднее, особых абстрактных систем. Такая ситуация  явно не укладывалась в 
рамки обычных ожиданий того, что время, как и пространство, в одних случаях играет роль 
простого параметра, а в других является физической наблюдаемой, которую следовало бы 
представить ператором. Это же породило бесконечную серию дискуссий о выводе и 
интерпретации соотношения неопределённости энергия-время, начиная с дискуссии [2,3]. 
     Список работ, посвящённых удачным и неудачным попыткам решения проблемы времени 
в квантовой механике, довольно обширен (см., напр., [4-44], и приведенные там списки 
ссылок). То, что время не может быть представлено самосопряжённым оператором, именно 
следует из полуограниченности непрерывных спектров энергий (обычно они снизу 
ограничены нулём). Только для электрически заряженной частицы в бесконечном 
однородном электрическом поле и для некоторых особых систем непрерывный спектр 
энергий не ограничен и расположен на всей оси энергий от –∞  до ∞.  И для них время может 
быть представлено самосопряжённым оператором. Время может быть представлено 
самосопряжённым оператором и для других особых абстрактных систем с непрерывным 
спектром энергий, ограниченным как снизу, так и сверху.  
     Та же ситуация имеет место и в квантовой электродинамике, а также и в релятивистской 
квантовой теории поля (см., напр., [11,42-44]).    
     Первая серия известных и цитируемых работ по времени в квантовой механике и 
квантовой теории поля (после [1-3]) – это [4-18]. Вторая серия работ по времени как 
квантовой наблюдаемой [19-44] публиковалась с конца восьмидесятых, но главным образом 
в девяностых годах в поисках в основном самосогласованного определения длительности 
квантовых столкновений и времени туннелирования и позднее. Однако в ряде работ этой 
второй серии была проигнорирована математическая теорема Наймарка из [45], которая 
ранее явилась важнейшим основанием результатов [12-15,19,20,25,26,38,42-44]. В этой 
теоремe Наймарка говорится [45], что неортогональное спектральное разложение E (λ) 
эрмитового оператора H принадлежит к типу Карлемана (и оно единственно для 
максимального эрмитового оператора), т.е. оно может быть аппроксимировано 
последовательностью самосопряжённых операторов, спектральные разложения которых 
слабо сходятся к спектральному разложению E (λ) оператора H. В этом доказательстве 
Наймарк сослался на книгу Карлемана [46], в которой доказывается аппроксимация 
(максимального и не только максимального) эрмитового оператора H такой 
последовательностью ограниченных самосопряжённых операторов, ортогональные 
спектральные разложения единицы которых  слабо сходятся к спектральному разложению 
единицы  E (λ) оператора H . 
     Именно с помощью этой теоремы Наймарка было показано в [12-15,19,20,25,26,38,42-44], 
что время может быть введено как квантовомеханическая наблюдаемая, канонически 
сопряжённая энергии, для физических систем с непрерывными спектрами энергий. При этом 
было показано, что оператор времени для таких систем обычно является максимальным 
эрмитовым оператором. А в [19 (вторая ссылка), 26] (см. также [42-44]) было выяснено, что 
для систем с дискретными спектрами энергий время также является квантово-механической 
наблюдаемой, канонически сопряжённой энергии, а оператор времени является квази- 
самосопряжённым оператором (точнее, в случае систем с более чем одним связанным 
состоянием оператор времени с любой степенью точности может быть выбран практически 
самосопряжённым). 
    В литературе также используется восходящий к ранним версиям квантовой теории 
измерений подход меры значений положительного оператора, или подход POVM  (the 
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positive-operator-value-measure approach), нередко используемый даже поныне (см., в 
частности, [21-24,27-37,39-41]). Этот подход, в общем, известен в квантовой теории 
измерений примерно с 60-х годов и был использован в простейшей форме в иллюстративных 
целях для описания свободного движения ещё в [47]. Именно в [21-24,27-37,39-41] (зачастую 
с определёнными упрощениями и сокращениями) утверждалось, что обобщённое разложение 
единицы (или POV мера) воспроизводится из любого самосопряжённого расширения 
оператора времени в расширенное Гильбертово пространство (с отрицательными значениями 
энергии E на левой полуоси) с цитированием теоремы расширения Наймарка [48]. Однако 
фактически это было реализовано только в простейших случаях, например, для свободного 
движения частицы. Итоговая работа этого направления [41], вообще говоря, относится во 
многом к явно не законченной теории квантовых измерений, а не к фундаментальной 
квантовой механике. 
    Наш же подход основывается на другой теореме Наймарка (см. ссылку [45] выше), причём 
без какого-либо расширения физического пространства Гильберта обычных волновых 
функций (волновых пакетов) с последующей обратной проекцией на предыдущее 
пространство волновых функций; и, более того, он был опубликован в [12,13,15] (и 
независимо в [14]) ранее, чем работы [21-24,27-37,39-41]. Основанный на теореме Наймарка 
[45], опубликованной ранее, он намного более прямой, простой и общий, и в то же время 
математически не менее строгий, чем POVM подход, и относится к фундаментальной 
квантовой механике.  
 
2. Время как наблюдаемая в нерелятивистской квантовой механике и общее 
определение средних времён и средних длительностей одномерных квантовых 
процессов. 
 
    Следуя [12-15,19,20,25,26,38,42-44], для систем с непрерывными спектрами энергий для 
времени может быть введён следующий простой оператор $t , канонически сопряжённый 
энергии: 
   

                   $t = t               во  временном представлении,                                                     (1а)                    

                   $t = –ih
E∂
∂   в энергетическом (E-) представлении.                                        (1б) 

 
Он является не самосопряжённым, но эрмитовым и действует на квадратично 
интегрируемые пространственно-временные волновые пакеты в представлении (1a), и на  их 
Фурье-преобразования в представлении (1б) при исключении точки E=0 (т.е., если 
используются только движущиеся волновые пакеты, когда исключены неподвижные задние 
хвосты), а также случая нулевого потока. И при этом исключение точки E=0 не ограничивает 
физической общности, поскольку состояния “покоя” с нулевой скоростью, волновые пакеты 
с неподвижными задними хвостами ненаблюдаемы. Этого условия, кстати, вполне 
достаточно, чтобы оператор (1a,б) был эрмитовым оператором [12-15,19,20,25,26,38,42-44], 
в соответствии с терминологией [49].  
        Оператор (1б) определяется как действующий на пространство P непрерывных 
дифференцируемых квадратично интегрируемых функций f (E), удовлетворяющих условиям  

             ∫
∞

0
|f (E)|2 dE < ∞;  ∫

∞

0
|∂f (E) / ∂E|2 dE < ∞;  ∫

∞

0
|f (E)|2 E2 dE< ∞                  (2) 

и                        
                                                                 f(0)=0.                                                                          (3) 
         
Пространство P плотно в Гильбертовом пространстве квадратично-интегрируемых функций 
L2 , определённых (только) на полуоси 0 ≤ E < ∞. Вполне очевидно, что оператор (1a,b) 
эрмитов, т.е. соотношение  (f1,  $t f2) = (( $t f1), f2) имеет место тогда и только тогда, когда все 
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квадратично интегрируемые функции f(E), в пространстве которых он определён, исчезают в 
точке E=0.  
    Строго говоря, оператор времени (1б) не является самосопряжённым оператором с 
равными между собой индексами дефекта, а максимальным эрмитовым (или 
симметрическим) оператором с неравными индексами дефекта (0,1) и обладает 
единственной обобщённой (не-ортогональной) функцией спектральной функцией 
(обобщённым разложением единицы). Из последнего свойства следует однозначность 
результатов вычисления интегралов  
 

                         ∫ ∫
∞

∞−

∞ •∗ ≡
∂
∂

−= ),ˆ,(),())(,(),(),( 2120 11 gtgdEExg
E

iExgdttxttx hϕϕ  

 

где   ϕ 1,2 (x,t) = ∫
∞

−
0 2,1 )/exp(),( dEiEtExg h  - квадратично-интегрируемые волновые пакеты. 

    Оператор $t  не имеет эрмитовых расширений, ибо в противном случае можно было бы 
найти хотя бы одну функцию f0 (E), удовлетворяющую условию f0(0)≠0, но это несовместимо 
со свойством эрмитовости. Поэтому, в соответствии с [15,49], $t  является максимальным 
эрмитовым оператором. 
     Именно в силу этих причин Паули ранее отверг использование оператора времени (см., 
напр., [1]) и это более чем на 50 лет практически остановило изучение времени как 
квантовой наблюдаемой (потому что математическая работа Наймарка [45], равно как и 
более давняя работа Карлемана 1923 г [46], были долго неизвестны исследователям 
проблемы времени в квантовой механике). Но тем не менее, фон Нoйман ещё в [50] 
утверждал, что использование только самосопряжённых операторов в квантовой механике 
может быть слишком большим ограничением. Для пояснения такой своей мысли он сам 
выдвинул такой пример [50]:  Рассмотрим частицу, свободно движущуюся  в пространстве с 
полуосью x (0≤ x< ∞), которое ограничено жёсткой стенкой вдоль плоскости x=0.  Оператор 
x-компоненты импульса для такой частицы  

                                                                       
x

ipx ∂
∂

−= hˆ  , 
 
определён действующим в пространстве непрерывных дифференцируемых квадратично 

интегрируемых функций  f (x),  удовлетворяющих условиям   ∫
∞

0
|f (x)|2 dx < ∞;     

                                ∫
∞

0
|∂f (x) / ∂x|2 dx < ∞;    ∫

∞

0
|f (x)|2 x2 dx < ∞ и   f(0) = 0 . 

 
Это пространство функций Q плотно в Гильбертовом пространстве L2 функций, 

определённых (только) на пространственной полуоси 0≤x<∞. Поэтому оператор 
x

ipx ∂
∂

−= hˆ  

имеет те же математические свойства, что и оператор $t  (1a,б), и, следовательно, является не 
самосопряжённым оператором, но максимальным эрмитовым оператором. Тем не менее, он 
продолжает оставаться наблюдаемой с очевидным физическим смыслом. 
    Удивительно, что фон Нойман [50] подчеркнул, что операторы, подобные оператору $t , 
могут представлять физические наблюдаемые, даже если они не самосопряжённые. Oн 
именно рассмотрел оператор - ih (∂/∂x), связанный с частицей, движущейся в правой полу-
плоскости, ограниченной жёсткой стенкой, которая расположена в x=0; этот оператор не 
самосопряжённый в применении к волновым пакетам, движущимся только на 
положительной x-оси), но тем не менее он очевидно является x-компонентой наблюдаемого 
импульса этой частицы. Такими же свойствами обладает и оператор радиального импульса 

rr
ipr

1ˆ +
∂
∂

−= h  (0<r<∞).  
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Рис.1 – Для частицы Q, движущейся в полупространстве, ограниченной жёсткой стенкой, оператор  
-ih∂/∂x (на рис.1 для упрощения использована система ед. с h =1) имеет ясный физический смысл x-
компоненты импульса частицы, даже если он не самосопряжённый (ср. с фон Нойманом [50]).  
  
    Любопытно, что давно также было замечено (см., напр., [5]), что в случае гипотетических 
квантовомеханических систем с непрерывными спектрами энергий, ограниченных снизу и 
сверху (Emin<E<Emax) оператор времени (1a,б) будет реальным самосопряжённым 
оператором и обладать дискретным спектром времён, с “квантом времени” τ = h / d , где  d = 
⏐Emax – Emin⏐.      
     Для завершения изучения времени как наблюдаемой в квантовой механике  остаётся 
решить вопрос с определением наблюдаемых средних моментов времени и средних 
длительностей движений и столкновений частиц. А для этого, в свою очередь, необходимо 
решить вопрос о мере (или весовой функции) усреднения по времени  в согласовании с 
процедурами усреднения и известными принципами квантовой механики. В случае 
одномерного и однонаправленного движения частицы такая мера (или весовая функция) 
может быть получена с помощью простой величины 
 

                                                             W (x,t)dt = 
∫
∞

∞−
dttxj

dttxj

),(

),(   ,                                                   (4) 

 
где вероятностная интерпретация of j(x,t) (именно во времени) соответствует плотности 
потока вероятности прохождения частицей через точку x в момент t (более точно, 
прохождения частицей через точку x в течение единичного интервала времени с центром в 
момент t), при движении частицы в положительном x-направлении. Эта мера не 
постулируется, а просто-напросто является прямым следствием известной вероятностной 
(пространственной) интерпретации плотности вероятности ρ(x,t) и уравнения 
непрерывности    

                                                              ∂ρ (x,t)/∂t + div j(x,t) = 0                                                      (5) 
 
при движении частицы в поле любого гамильтониана, описываемого одномерным 
уравнением Шредингера. Вспомним, что здесь ρ(x,t) есть вероятность нахождения 
движущейся частицы в единичном пространственном интервале с центром в точке x в 
момент времени t. Плотность вероятности ρ(x,t) и плотность потока вероятности j(x,t) 
связаны с волновой функцией Ψ (x,t) частицы обычными соотношениями ρ(x,t)=|Ψ(x,t)|2 и 
j(x,t)=Re[Ψ*(x,t)(h/iμ)∂Ψ(x,t)/∂x]. Мера (4) впервые была введена и исследована в 
[15,19,20,25,26].  
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       Если плотность потока j(x,t) меняет свой знак, то величина W(x,t)dt  уже не является 
положительно определённой величиной и приобретает физическое значение плотности 
вероятности только в течение тех ограниченных интервалов времени, в которых плотность 
потока j(x,t) сохраняет свой знак. В этом случае естественно ввести две меры, разделяя 
положительные и отрицательные значения потоков вероятности по знаку:  
  

                                                       W±(x,t)dt=
∫
∞

∞−
±

±

dttxj

dttxj

),(

),(                                                 (4a) 

 

с j±(x,t)=j(x,t)Θ(±j), где Θ(z) – ступенчатая функция Хэвисайда, равная нулю при z < 0 и 
единице при z > 0 (см. Приложение III).  
      Cреднее значение <t(x)> в момент времени t, в который частица проходит через точку x 
(проходя её в одном только направлении x), и среднее значение <t± (x)> в момент времени t, в 
который частица проходит через точку x, проходя её в положительном или отрицательном 
направлении оси x, можно определить как 
 

                   <t(x)>=

∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

dttxj

dttxtj

),(

),(
= 2

0

0

),(

)],(ˆ),(),(ˆ),([
2
1

∫

∫
∞

∗∗
∞

+

ExGdEv

ExGtExvGExvGtExGdE
,           (6a) 

 
где G (x,E) – Фурье-преобразование движущегося одномерного (1D) волнового пакета 
 

                       Ψ(x,t)=
0

∞

∫ G(x,E)exp(–iEt/h)dE=
0

∞

∫ g(E)ϕ(x,E)exp(–iEt/h)dE                      (7) 

 
при переходе от временного представления к энергетическому представлению, и 
 

                                                      <t± (x)> = 

∫

∫
∞

∞−
±

∞

∞−
±

dttxj

dttxtj

),(

),(
 ,                                                 (6б) 

 
соответственно, а также и средние длительности 1D прохождения частицы от точки xi   к 
точке xf   > xi  и 1D отражения частицы от области (xi , ∞) в область  xf  ≤  xi : 
 

                    <τT (xi ,xf)> = <t+ (xf)> –<t+(xi)>   и   <τR (xi ,xf)> = <t– (xf)>–<t+(xi)>,            (6в) 
 
соответственно.  
     Дисперсию распределения времён прохождения частицы через точку x, проходя её в 
положительном или отрицательном направлении оси x, можно определить как 
 

                                             Dt± (x) = ∫
∞

∞-

t 2 W± (x, t)dt  - [<t± (x)>]2 .                                  (7) 

 
      Единственность неортогональной спектральной функции оператора времени позволяет 
обосновать однозначность вычисления не только средних длительностей и дисперсий 
распределения длительностей любых квантовых процессов в любом возможном 
представлении (временном, энергетическом и, как позднее увидим, импульсном), но и 
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средних значений любой аналитической функции времени при разложении последней в 
сходящийся ряд типа n

n
ntc∑ . 

3.Соотношение неопределённости энергии и времени для систем с непрерывным 
спектром энергий. 

 
      Нетрудно видеть, что два канонически спряжённых оператора, оператор времени (1) и 
оператор энергии  
 

                              ⎧ E          в энергетическом (E-) представлении, 
                       $E = ⎨                                                                                                               (8) 

                               ⎩ ih
t∂

∂            во временном (t-) представлении, 

 
удовлетворяют типичному коммутативному соотношению: 
 

                                                                [ $E , $t ]= ih .                                                            (9) 
 

   Отметим, что в соответствии с теоремой Стоуна и фон Неймана [51] соотношение (9) 
интерпретируется как имеющее место только для пары самосопряжённых канонически 
сопряжённых друг другу операторов в обоих представлениях и оно до сих пор не было прямо 
обобщено для максимальных эрмитовых операторов. Тем не менее, трудность прямого 
обобщения практически преодолена косвенно (обойдена) введением $t с помощью 
однозначного преобразования Фурье (Лапласа) от  t-оси (–∞ < t < ∞)  к  E-полуоси (0 < E < ∞) 
и использованием особых математических свойств максимальных симметрических 
операторов (как в [15,19,25,42,43]), детально описанных, напр., в [49].  
         Из соотношения (9) может быть прямо выведено соотношение неопределённостей  
 

                                                                   ΔE Δt ≥  h /2                                                       (10) 
 

(где неопределённости определены как среднеквадратичные отклонения Δa = √ Da, 
Da=<a2> – <a>2  - дисперсии распределения величины а,  a=E, t , при обозначении через 
<...>  усреднений по t  с использовании мер W(x,t)dt  или W± (x,t)dt  в t-представлении или 
усреднений по E при учёте однозначности правых частей (6а, б), (7) и (8) в E-представлении) 
с помощью простого обобщения преобразований, стандартных для самосопряжённых 
канонически сопряжённых величин (см. [15,19,26,42-44]). Более того, соотношение (10) 
удовлетворяет принципу соответствия Дирака, поскольку классические скобки Пуассона 
{q0 , p0} с q0=t и p0= –E  равны единице [52]. В [15] (см. также [19]) было также показано, что 
разности средних времён прохождения волновых пакетов через последовательную пару 
точек удовлетворяют принципу соответствия Эренфеста. Иначе говоря, этим самым 
фактически обобщена теорема Эренфеста. 
     Таким образом, для квантовомеханических систем с непрерывными спектрами энергий 
математические свойства максимальных эрмитовых операторов (описанные, в частности, в 
[41,42]), в том числе и оператора $t  в соотношениях (1), вполне достаточны для того, чтобы 
полагать их квантовыми наблюдаемыми: Именно, единственность разложения единицы 
(называемой также спектральной функцией) для операторов $t  и, кстати, $t n (n>1) 
гарантирует (несмотря на неортогональность такого разложения) эквивалентность средних 
значений любых аналитических функций времени, вычисленных как в t- , так и в E-
представлениях. Другими словами, существование такого разложения эквивалентно 
соотношению полноты для (формальных) собственных функций $t n (n≥1), соответствующих 
с любой степенью точности вещественным собственным значениям в области непрерывного 
спектра; такие собственные функции принадлежат пространству квадратично-
интегрируемых функций энергии E с граничным условиями типа (2)-(3).  
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     С этой точки зрения, нет никакого практического (физического) различия между 
самосопряжёнными и максимальными эрмитовыми операторами для систем с 
непрерывными спектрами энергий. Поэтому подчеркнём, что математических свойств $t n 
(n≥1) вполне достаточно для того, чтобы считать время квантовомеханической наблюдаемой 
(подобно энергии, импульсу, пространственным координатам,….) без введения новых 
физических постулатов.   
 
 
4. Об импульсном представлении для оператора времени. 
 
         В [14] было продемонстрировано, что в случае непрерывного спектра вместо 
энергетического (E-) представления с 0 <E <∞ , в (6а) и (7) можно также использовать и 
импульсное (k-) представление, с тем преимуществом, что значения импульсов k  занимают 
всю бесконечную ось от  - ∞  до ∞ :  
 

                                          Ψ(x,t) = ∫
∞

∞−

dk g(E)ϕ(x,E)exp(–iEt/h),                                        (11) 

 

где Е = h 2k2 /2μ , k≠ 0 . В таком случае оператор времени (1а,б) при действии на собственную 
функцию импульса еikх  на оси  - ∞ <k <∞  уже формально самосопряжённый при учёте 
граничных условий  
 

                                    ,0)()(
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∞=−∞= k
n

n

k
n

n

dk
kgd

dk
kgd  n=0,1,2,…,                             (12)  

 
за исключением того, что исключена одна точка k=0, исключение которой имеет физический 
смысл ненаблюдаемости покоя (отсутствия движения), что математически уже 
несущественно. И действительно, это ещё один аргумент в пользу того, что время 
наблюдаемая в том же смысле, что и любая другая величина, которой соответствует 
самосопряжённый оператор. 
      Сравним теперь выбор (11) с (7) и конкретно перепишем (11) в виде: 
 

         Ψ(x,t) = ∫
∞

0
dE (E)-1/2 g ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
h

2/1)2( Eμ ϕ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
h

2/1)2(, Ex μ exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

h

iEt + 

                                                                                                                                                                                                                   (13) 

                     + ∫
∞

0
dE (E)-1/2 g ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

h

2/1)2( Eμ ϕ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

h

2/1)2(, Ex μ exp ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

h

iEt . 

 
      Если теперь введём весовую функцию  
 

                                                      g~ (E)=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

))2((

))2((

2 2/1

2/1

4/1

2

h

h
h Eg

Eg

E μ

μ
μ                                (14) 

 
в качестве ”двухмерного” вектора, тогда 
  
                                                       ∫ ∫

∞

∞−

∞
=Ψ

0

22 )(~),( dEEgdxtx  < ∞ ,                             (15) 

 

где эвклидова норма двухмерного вектора 2)(~ Eg = )(~)(~ EgEg ⋅∗ > 0 . 
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      Если волновой пакет (11) однонаправленный и g(k) ≡ g(k)Θ(k), то интеграл ∫
∞

∞−
dk  перейдёт 

в интеграл ∫
∞

0
dk , а двухмерный вектор перейдёт в скаляр. В этом случае граничные условия 

(2) и (3) можно заменить условиями той же формы при замене E → k .   
 
5. О второй мере усреднения по времени (в случаях обитания частиц в 
пространственных областях). 
 
    Нетрудно видеть, что весовую функцию 
 

                                               dP(x,t) ≡ Z(x,t)dx = 
∫

∞

∞−
Ψ

Ψ

dxtx

dxtx
2

2

),(

),(
                                      (16) 

 
можно рассматривать как вероятность локализации (или sojourning или dwelling) частицы в 
пространственной области (x, x+dx) в момент времени t, в процессе движения. И вследствие 
этого, величина 
 

                                                 P(xi, xf , t) = 
dxtx

dxtxf

i

x

x

∫
∫

∞

∞−
Ψ

Ψ

2

2

),(

),(
                                              (17) 

 
будет иметь смысл вероятности локализации частицы в пространственном интервале (xi , xf) в 
момент t . Учитывая равенство 
 

                                                 ∫
∞

∞−
jin(x,t)dt = ∫

∞

∞−
Ψ dxtx 2),(  ,                                        (18) 

 
которое очевидно следует из одномерного уравнения непрерывности (5), среднее время 
локализации (the mean dwell time) нетрудно представить в такой форме: 
 

                                              < τdw (xi , xf) > = 
∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
Ψ

dttxj

dxtxdt

iin

x

x

f

i

),(

),( 2

 ,                                (19а) 

 
где обозначена плотностью потока вероятности jin плотность потока вероятности  заполнения 
области (xi , xf) при свободном начальном потоке движения через точку xi . Выражение (19а) 
может быть переписано в следующей эквивалентной форме  
 

                                     < τdw (xi , xf) > =
dttxj

dttxtjdttxtj

iin

if

),(

),(),(

∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

 ,                          (19б) 

 
учитывая уравнение непрерывности (5) для полной плотности потока вероятности j(x,t) в 
области (xi, xf) в момент времени t (детали подробного вывода можно, в частности, видеть в  
[18,38]). 
    Таким образом, в соответствии с двумя мерами усреднения по времени  (4)–(4а) и (19а,б) 
мы получаем два вида распределений по времени с разными физическими смыслами  
(относящиеся к движению, прохождению, передвижению частиц в случае мер (4)-(4а) и к 
заполнению или локализации (или dwelling или sojourning) частиц в случае мер (19а,б), 
соответственно). Неясно, однако, как определить явно дисперсии распределений времён 
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заполнения или локализации (а о неявном определении дисперсий распределений времён 
заполнения будет сказано в части II, разделе 2 на стр.36). 
 
6. Введение аналога ”гамильтониана” для оператора времени: новый гамильтонов 
подход для оператора времени. 
 
      В квантовой теории хорошо известно, что есть соответствие между энергией E и двумя 

операторами – оператором ih
t∂

∂  в t-представлении и гамильтоновым оператором  

$ ( $ , $,...)H p xx . Дуальность этих операторов можно усмотреть из уравнения Шредингера 

t
iH

∂
∂

=Ψ hˆ . Аналогичная дуальность должна иметь место и для времени в квантовой теории: 

кроме общей формы (1а, б), которая имеет место для любой физической системы (в области 
непрерывного спектра энергий), можно выразить оператор времени в терминах операторов 
координат и импульсов, используя коммутационное соотношение между гамильтоновым 
оператором и оператором времени. И таким образом, если сделать подстановку 
 

                                                  ⎧   $E →  $ ( $ , $,...)H p xx  , 
                                                  ⎨                                                                                (20) 
                                                  ⎩    $ $( $ , $,...)t T p xx→ , 
 
то можно получить 

                                                         [ $ , $H T ] = ih  ,                                                       (21) 

что подобно (3). Коммутационное соотношение (21) можно использовать, чтобы найти 
$( $ , $,...)T p xx  для любой конкретной физической системы с известным гамильтонианом 
$ ( $ , $,...)H p xx  (см., например, [10,17,18]). Однако следует отметить одну любопытную деталь, 
которая в некоторых случаях спровоцировала путаницу со знаком в (1б) и в правой части 
(21). Выбирая координатное или импульсное представление для $ ( $ , $,...)H p xx  и  $( $ , $,...)T p xx , 
мы не меняем формальное выражение для гамильтониана $ ( $ , $,...)H p xx , но можем поменять 
знак в формальном выражении для оператора времени $( $ , $,...)T p xx . Это легко увидеть для 
свободной частицы:  

                            ⎧ $ / , $p p i
xx x

2 2 μ
∂
∂

= − h   в координатном представлении,              (22a) 

                 $H  =    ⎨                                                                                             
                            ⎩  px

2/2μ        в импульсном представлении                                     (22б) 
 
и 

                       ⎧ ∫=+ −−− ...ˆ],ˆˆ[
2

111 dxippxxp xxx
h

μ в координатном представлении      (23a)               

   T̂ = ⎨                   

                        ⎩ 
x

xx p
ixpxxp

∂
∂μ

h=+
− −− ˆ],ˆˆ[
2

11   в импульсном представлении          (23б) 
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(в симметризованной форме).  Между прочим, формула (23б) эквивалентна  –ih
∂
∂E

 , так как   

E=px
2/2μ .  Для состояния плоской волны exp(ikx), в обоих представлениях, (23a) и (23б), мы 

получим один и тот же результат:      

                                                       T̂ exp(ikx) =
x
v

 exp(ikx),                                            (24) 

где 
x
v

  = это время свободного движения со скоростью v вдоль расстояния x . 
 
7. Время как наблюдаемая для квантово-механических систем с дискретными 
спектрами энергий. 
 
   Для систем с дискретными спектрами энергии естественно (следуя [19,42-44]) ввести 
волновые пакеты вида 

                                         ψ(x,t) = 
n=
∑

0

...

gnϕn(x)exp[–i(εn –ε0 )t/h ],                                            (25) 

где ϕn(x) – ортонормированные волновые функции связанных состояний системы, которые 

удовлетворяют уравнению  $H ϕn(x) = εn ϕn(x)  с гамильтонианом системы $H , 
n=
∑

0

...

| gn|2 = 1 и 

мы опустили несущественный фазовый множитель exp(–iε0 t/h) в силу его одинаковости для 

всех членов суммы 
n=
∑

0

...

) для описания эволюции систем в области чисто дискретного 

спектра. Без ограничения общности выберем момент времени t=0 как начальный момент.                           
       Вначале рассмотрим такие системы, для которых энергетические уровни отстоят друг от 
друга на расстояниях, для которых фактически существует максимальный общий делитель. 
Такими идеализированными системами являются гармонический осциллятор, частица в 
жёстком ящике и сферический ротатор. Для этих систем волновой пакет (25) является 
периодической функцией времени с периодом (временем цикла Пуанкаре)  T = 2πh/D, где D – 
максимальный общий делитель расстояний между энергетическими уровнями системы.                             
        В t-представлении оператор энергии и гамильтониан системы являются 
самосопряжёнными операторами, действующими в пространстве периодических функций 
времени, в то время как функция tψ(t) не принадлежит к тому же пространству. Но в 
пространстве периодических функций времени оператор времени t̂  даже в своём 
собственном представлении должен быть также периодической функцией времени. Эта 
ситуация вполне аналогична случаю азимутального угла ϕ , канонически сопряжённого 
угловому моменту $Lz  (см., напр., [53,54]). Используя тогда пример и результат, приведенный 
в [55], выберем вместо t  периодическую функцию 

                          t̂ = t – Τ ∑
∞

=on
Θ(t–[2n+1]Τ/2) + Τ ∑

∞

=0n
Θ (–t–[2n+1]Τ/2),                              (26) 

 

                                        t̂     
 
                                     Τ/2 
 
 
                  – Τ    –Τ/2      0      Τ/2      Τ                           t 
                                     
 
                                   –Τ/2 
 
Рис.2. Периодическая пилообразная функция для оператора времени (26). 
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представляющую собой пилообразную функцию  t  (см. рис.2). 
     Такой выбор вполне обоснован физически, поскольку периодическая функция оператора 
времени (26) является линейной функцией внутри каждого интервала Пуанкаре, т.е. время 
сохраняет свой ход и свой обычный смысл упорядочивающего параметра эволюции системы. 
 
8. Соотношение неопределённости энергии и времени для систем с дискретным 
спектром энергий. 
       Соотношение коммутации самосопряжённых операторов энергии и времени в этом 
случае (дискретные энергии и периодические функции времени) имеет вид:  

                                            [ Ê , t̂ ] = ih{1– Τ ∑
∞

=0n
δ (t–[2n+1]Τ )}.                                    (27) 

Теперь вспомним (см., напр., [55]) обобщённый вид соотношения неопределённостей: 
  

                                                       (ΔA)2 ⋅ (ΔB)2  ≥ h2[ <N> ]2                                                                     (28) 
 

для двух самосопряжённых операторов Â  и B̂ , канонически сопряжённых друг другу через 
коммутатор 
 

                                                                [ Â , B̂ ]=ih N̂ ,                                                        (29) 
 

где N̂  – третий самосопряжённый оператор.  И тогда нетрудно получить: 
 

                                                (ΔE)2 ⋅ (Δt)2  ≥ h2 [1 –
Τ Τ

Τ

Τ

| ( / )|

| ( )|
/

/

ψ γ

ψ

2 2

2

2

2

+

−

+

∫ t dt
] ,                               (30) 

 

где параметр γ (с произвольным значением между –Τ/2  и +Τ/2) введен для однозначности 
вычисления интеграла по dt в пределах от –Τ/2 до +Τ/2, по аналогии с процедурой, 
использованной в [53] (см. также [55]) в правой части соотношения (30). 
      Из (30) следует, что когда ΔE→0  (т.е. когда |gn|→δnn’), правая часть (30) стремится к 
нулю, поскольку | ψ(t)|2  стремится к константе. В этом случае распределение моментов 
времени прохождения волнового пакета через точку x в пределах одного цикла Пуанкаре 

становится однородным. Когда ΔE>>D и Т|ψ(Τ+γ)|2 << tt d|)(| 2
2/

2/

ψ∫
Τ

Τ−

, условие 

периодичности для Δt << Τ  становится несущественным, т.е. (30) переходит в соотношение 
неопределённостей (10), типичное для систем с непрерывными спектрами энергий.  
       В принципе можно получить выражение для оператора времени (26) и в энергетическом 
представлении, хотя оно станет довольно громоздким. Но имеет смысл его записать хотя бы 
из чисто теоретических причин. Если оценить среднее выражение <t(x)> для момента 
времени прохождение волнового пакета через точку x, то после долгих алгебраических 
вычислений получим выражение 1)  

                                                   $t = ∑
Δ
Δ

−
>′ ′

′− ′

nn nn

nNN nn
i

ε

t
h )1(
2

 ,                                          (31) 

 

где Nn = (En –E0 )/D  и появляются билинейные операторы. В частности, оператор 
t
Δ n  имеет 

смысл 
 

                                    An*  
t
Δ n’ An ≡ An*Δn’ An – An Δn’ An* ,      Δn’ An ≡ An’ – An  . 

__________________________________________________________                            
1) Естественно, следовало бы усреднять по плотности потока вероятностей, но простоты ради можно усреднять 
и по  ⎢Ψ (x,t)|2.           
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И в результате получаем 

                                                                <t(x)> =
n=

∞

∑
0

gn*ϕn*(x) $t gn ϕn (x) /  
n=

∞

∑
0

|gn ϕn (x)|2. 
 
Oператор (31), в простейшем случае двух уровней (n=0,1), приобретает форму, 
 

                                                        $t =  
−ih

t

2
Δ

Δε
  ;                                                             (31a) 

 

 она при D ≡ E1 – E0 → 0   переходит в дифференциальную форму  
 

                                                          $t = 
−ih

t

2
∂
∂ε

  ,                                                              (31б) 
 
которая подобна (1б) (см. также приложение II о билинейном эрмитовым операторе времени)  
для непрерывного спектра энергий. 
      В общих случаях возбуждённых состояний ядер, атомов и молекул расстояния между их 
энергетическими уровнями в дискретных спектрах не имеют строго определённого 
максимального общего делителя и, следовательно, не имеют строго определённого времени 
цикла Пуанкаре.   И также они не имеют чётко определённого перехода дискретной части 
спектра в непрерывную область спектра. Тем не менее, даже для этих систем можно ввести 
приближённое описание квазипериодической эволюции с квазициклами Пуанкаре (причём с 
любой степенью точности в пределах выбранного максимального предела ширин уровней, 
скажем, γlim). И для достаточно больших интервалов времени движения внутри таких систем 
(скажем, больших, чем h/γlim, и при пренебрежении распадами состояний, отвечающих 
отдельным уровням) их можно рассматривать как периодическое движение с любой 
степенью точности. Для таких систем можно выбрать (определить) время цикла Пуанкаре с 
любой желаемой точностью, включая в один цикл столько много квазициклов, сколько 
необходимо для требуемой точности. И тогда с той же точностью можно ввести 
квазисамосопряжённый оператор времени (20) и затем определить все временные 
характеристики. 

     В вырожденном случае, когда в состоянии (25) сумма 
n=

∞

∑
0
содержит только один член 

(gn→δnn’), эволюция во времени отсутствует. 
     Если система имеет обе области энергетического спектра (дискретную и непрерывную 
части), то естественно использовать форму (10) для непрерывной части спектра и форму (30) 
для дискретной части спектра. 

9. Время и энергия как канонически сопряжённые наблюдаемые в квантовой 
электродинамике. 

 
     Формальная математическая аналогия между зависящими от времени квантовыми 
уравнениями движения для нерелятивистских частиц и зависящими от времени уравнениями 
для распространения электромагнитных волн изучалась в [56,57]. Здесь мы будем иметь дело 
с зависящим от времени уравнением Шредингера для нерелятивистских частиц и с 
зависящим от времени уравнением Гельмгольца для электромагнитных волн, учитывая не 
только формальную математическую аналогию между ними, но и такое подобие 
вероятностной интерпретации волновой функции частицы и классическим 
электромагнитным волновым пакетом (являющимся в соответствии с [58]  “волновой 
функцией единичного фотона”), которое достаточно для одинакового определения средних 
моментов времени и длительностей (а также распределений длительностей) процессов 
распространения, столкновений и туннелирования для частиц и фотонов. Единственное 
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математическое различие в такой аналогии, обусловленное линейной зависимостью энергии 
и импульса для фотонов и квадратичной зависимостью энергии и импульса для 
нерелятивистских частиц с массой покоя, вызывает физическое различие в расплывании 
воновых пакетов частиц и фотонов. 
     Конкретно рассмотрим полый сýженный прямоугольный волновод типа изображённого на 
рис.3 (с поперечным сечением  a × b  в сýженной части,  a < b), который использовался для 
экспериментов с микроволнами [56].  

 
Рис.3. Когда радиоволны в микроволновом диапазоне распространяются вдоль волновода, сýженный 
сегмент (с поперечной шириной, меньшей длины волны отсечки) проявляется как фотонный барьер. 
 
Внутри него, зависящее от времени волновое уравнение для любого из векторов 

r
A , 

r
E , 

r
H   (

r
A  

- векторный потенциал с дополнительным  условием калибровки div 
r
A  = 0, 

r
E= –(1/c) ∂

r
A /∂ t  

- напряжённость электрического поля, 
r
H  = rot 

r
A   - напряжённость магнитного поля) имеет 

вид 

                                        Δ  
r
A  – (1/c2 ) ∂ 2

r
A /∂ t 2  = 0.                                                                  (32) 

 
     Как известно (см., например, [58,59]), для граничных условий 
 
                                           Ey  = 0           for    z = 0   and   z = a  ,                                               (33)   
              
                                           Ez  = 0           for   y = 0   and    y = b  , 
 
монохроматическое решение (26) может быть представлено в виде суперпозиции следующих 
волн: 

                    Ex = 0  , 
 

                    Ey
± = Eo sin(kz  z) cos(ky y) exp[i(ωt ± γ x)] ,                                                              (34) 

           

                    Ez
±  = –Eo (ky /kz ) cos (kz z) sin(ky y) exp[i(ωt ± γ x)]                                                      

                       

(для определённости мы выбрали TE-волны) с  kz
2 + ky

2 + γ 2 = ω2 /c2 = (2π /λ)2 ,    kz = mπ /a ,   
ky =nπ /b ,   m  и  n  - целые числа. Таким образом, 
 

                                      γ= 2π  [(1/λ)2 - (1/λc)2]1/2,  (1/λc)2 = (m/2a)2 + (n/2b)2 ,                         (35) 
 
где γ  - вещественно (γ  = Re γ ), если λ   <λ  c    и  γ  - мнимое (γ  = i χ em ), если λ   >λ  c . 
Подобные выражения для γ  были получены для TH-волн [58,59].   
     Вообще говоря, решение уравнения (32) может быть записано в виде волнового пакета, 
построенного из монохроматических решений (34), подобно решению зависящего от 
времени уравнения Шредингера для нерелятивистских частиц в форме волнового пакета, 
построенного из монохроматических волн. Более того, в представлении первичного 
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квантования вероятностная однофотонная волновая функция обычно описывается волновым 
пакетом для 

r
A   [60,61], например,  

 

                                    
r
A  (

r
r ,t) =

d k
ko

Ko

3

0>
∫ r

κ  (
r
k ) exp (i

r
k
r
r - iko t)                                             (36) 

в случае плоских волн, где  
r
r ={x, y, z},   

r
κ  (

r
k )= 

i =
∑

1

2

κi (
r
k ) 

r
e i (

r
k ),    

r
e i
r
e j =δ i j ,   

r
e i (

r
k )

r
k =0,                         

i,j=1,2 (или y,z, если 
r
k
r
r =kxx),  ko=ω/c=ε/h c,  k=|

r
k |=ko , κi (

r
k )  - амплитуда вероятности 

обладания фотоном импульса 
r
k  и поляризации i  -  и тогда величина  |κi (

r
k )|2 d

r
k   

пропорциональна вероятности того, что фотон обладает импульсом в интервале 
r
k  и 

r
k +d

r
k   в 

состоянии поляризации 
r
e i. И хотя невозможно локализовать фотон в направлении его 

поляризации, тем не менее, в определённом смысле для одномерного движения возможно 
пользоваться пространственно-временной вероятностной интерпретацией (36) вдоль оси x 
(направления движения) [61]. Это можно понять из следующих соображений. Обычно 
пользуются не плотностью вероятности и плотностью по тока вероятности на основе 
соответствующего уравнения непрерывности прямо, но плотностью энергии so и 
плотностью потока энергии sx  (хотя в общем они представляют компоненты не 4-мерного 
вектора, но тензора энергии-импульса) на основе соответствующего уравнения 
непрерывности [61], которое мы записываем в двухмерной (пространственно одномерной) 
форме:  
                                                           so /∂ t  +∂ sx /∂ x  = 0 ,                                                       (37) 
 
где 
                                     so  =( E

r
* E
r

 + 
r
H *

r
H )/ 8π  ,     sx  = c Re [

r
E*

r
H ]x /2π                               (38) 

  
и ось x направлена вдоль оси движения (среднего импульса) волнового пакета (36). 
Подчеркнём, что пространственно одномерное движение тензора энергии-импульса 
электромагнитного поля сводится к двухкомпонентной величине – скалярному члену so и 
одномерному вектору sx , для котрого уравнение непрерывности (37) лоренц-инвариантно.  
Тогда, в качестве условия нормировки мы выбираем равенство пространственных 
интегралов  so   и  sx  средней энергии фотона и среднего импульса фотона соответственно или 
просто единичной плотности потoка энергии sx . При этом обходя проблему невозможности 
прямой пространственной вероятностой интерпретации (36), можем определить условно 
плотность вероятности 

                                                           emρ  dx = So  dx / ∫ So  dx ,     So  =  ∫ so dydz                                 (39) 

 
фотона найти его (локализовать) в пространственном интервале (x,x+dx) вдоль оси x в 
момент времени t, и плотность потока вероятности 

                                                Jem,x   dt=Sx dt / ∫ Sx dt ,      Sx = ∫ sx dydz                                        (40) 

 
фотона пройти через точку (плоскость) x в интервал времени (t,t+dt), вполне аналогично 
вероятностным свойствам для нерелятивистских частиц. Оправдание и условность таких 
определений поддерживаются также совпадением групповой скорости волнового пакета и 
скорость транспорта энергии, которая принята для электромагнитных волн (по крайней мере, 
для обычных плоских волн) в [62-64]. Следовательно, (1) в определённом смысле, при 
временном анализе вдоль направления движения волновой пакет (36) полностью аналогичен 
волновому пакету для нерелятивистских частиц и (2) аналогично стандартной квантовой 
механике можно определить среднее время прохождения фотона (электромагнитного 
волнового пакета) через точку x [25,38]: 
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                                <t(x)> = 
−∞

∞

∫ t Jem,x dt  = 
−∞

∞

∫ t Sx(x,t)dt/
−∞

∞

∫ Sx (x,t)dt ,                                     (41) 

где для естественных граничных условий κi (0)=κi (∞)=0 в энергетическом представлении 
(ε=h cko) можно использовать ту же форму оператора времени, что и для частиц в 
нерелятивистской квантовой механике – и поэтому показать эквивалентность расчётов 
<t(x)>, Dt(x) и т.д. в обоих временном и энергетическом представлениях. Тогда для волновых 
пакетов типа на рис.3 при граничных условиях (33) при туннелировании образуются 
затухающие и возрастающие волны с  kx=γ  = ± i χ em .  
     В случае потоков, меняющих свои знаки, следуя [20,38], введём величины  Jem,x, ±

  = Jem,x⋅ 
⋅Θ( ± Jem,x ) с тем же физическим смыслом, что и для частиц. И тогда, выражения для средних 
значений и дисперсий времён распределений движения, туннелирования, прохождения и 
отражения можно получить точно так же, как и для нерелятивистских частиц в квантовой 
механике (с заменой J  на Jem ). 
     В частном случае квазимонохроматических волновых пакетов, используя метод 
стационарной фазы [65], получим аналогичное выражение для фазового времени 
туннелирования 2) 

                                            τ Ph 
tun,em = 2/c χ em          for     χ em L >>1.                                      (42) 

 

      Из (42) видно, что если χ em L > 2, эффективная скорость туннелирования  
                        
                                                           veff

tun = L /τ Ph
tun,em                                                                 (43) 

   
превосходит c, т.е. сверхсветовая. Этот результат согласуется с результатами измерений 
микроволнового туннелирования, представленным в [58] (и [56], где, более того,  эффективная  
скорость туннелирования отождествлена с групповой скоростью конечного волнового 
пакета, отвечающего одиночному фотону).  
 
 

10. Времена туннелирования в оптических экспериментах, основанных на слегка 
нарушенном полном внутреннем отражении света. 
            
     Результаты оптических экспериментов с туннелирующими фотонами, тоже согласующиеся 
с (32)-(41), описаны, в частности, в [66]. Схема этих экспериментов представлена на рис.4. 
Световой пучок проходит из диэлектрика в воздушный слой ширины a.  Для углов падения i , 
бóльших, чем критический угол ic  полного внутреннего отражения, бóльшая часть пучка 
 

                               x 
                                      δ i  
      

      glass 
 
                                      a     tunnelling                         air  
                                                         
                                                         i                               glass 
                                                       i  
                                                                                                     
                                                                                                                                                Z 
 

Рис.4. Принцип измерения времён туннелирования в экспериментах по оптическому 
туннелированию, основанных на слегка нарушенном полном внутреннем отражении света.  
 
 
-------------------------------------------------------------------------------------------- 
 2)  Определение фазовых времён  туннелирования дано в части II (разделе 2).  
 

D 
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отражается, а меньшая часть пучка туннелирует через воздушный слой. Исходя из 
соображений, приведенных в предыдущем разделе, можно убедиться в полной аналогии 
туннелирования частиц и оптических фотонов. Здесь туннелирование происходит в 
направлении оси z. Выходящий пик, возникающий от второй поверхности, подвергается 
временнóму сдвигу, который равен среднему фазовому времени туннелирования <τtun

Ph >, и 
пространственному сдвигу D вдоль оси z. Поскольку естественно предположить, что 
скорость распространения vz  вдоль оси y неизменна во время туннелирования, то 
  
                                                              D=vz<τtun

Ph> ,                                                       (44)  
                          
так что среднее фазовое время можно легко оценить через измерение D . 
      Поскольку туннелирование также изменяет среднюю энергию (или волновой вектор) и в 
то же время компоненты плоской волны с меньшими углами падения лучше проходят, чем 
компоненты с бóльшими углами падения, то возникающий пучок подвергается угловому 
отклонению δ i , что можно интерпретировать как вращение направления среднего пучка. В 
[66,67] было показано, что угловое отклонение δ i  связано с «потерей времени» loss

tunτ , 
которое имеет смысл среднеквадратичной флуктуации времени туннелирования, формулой 
 

                                                            δ i= Ω loss
tunτ ,                                                               (45) 

 
где Ω - скорость вращения, вычисленная в [66] и определяется i, коэффициентом 
преломления стекла и длиной Релея для пучка. Эти величины характеризуют внутренние 
свойства эволюции туннелирования в определённых условиях, наложенных на волновые 
пакеты. Поэтому заключение авторов [66] о неадекватном значении, основанном на <τtun

Ph>, 
основанное на неадекватном описании зависимости от волновой функции через exp(-χ x) 
вместо α exp(-χ x) + β exp(χ x), неверно.  При такой поправке можно видеть, что полученные 
очень малые значения  <τtun

Ph>  около 40 фемтосек при a=20 миллимикрон отвечают 
сверхсветовой пиковой скорости туннелирующего фотона около 5⋅1010 см/сек. 
 
11. Обобщение времени как квантовой наблюдаемой для уравнения Клейна-Гордона и 
уравнения Дирака. 
 
   В случае уравнения Клейна-Гордона [60] уравнение непрерывности будет типа (5), где 

после перехода в импульсное пространство для частиц ρ=|Ψ(x,t)|2= ∫
+ 0

3

k
kd 2)(kΦ , 

0

3

k
kd - 

элемент лоренц-инвариантной меры на гиперболоиде k2=μ0
2, Φ(k) и Ψ(x,t) связаны друг с 

другом соотношением Ψ(x,t) = ∫
+

−Φ ctikikxek
k
kd

0)(
2)2(

1

0

3

2/3π
, а плотность потока вероятности 

будет, аналогично нерелятивистской квантовой механике, равна jn=(2m)-1h(Ψ ∗knΨ- -Ψ knΨ ∗). 
Тогда мера усреднения по времени одномерно (1D) движущейся частицы (или античастицы) 
будет типа (4) или (4а), аналогично нерелятивистскому случаю.  
          Теперь рассмотрим 3- и 4-векторы положения для уравнения Клейна-Гордона. Обычные 
операторы положения, будучи эрмитовыми и, более того, самосопряжёнными, обладают 
вещественными собственными значениями, т.е. они дают точечно-подобную локализацию. В 
релятивистском же случае ситуация такова, что рождение пар запрещает локализацию с 
точностью, лучшей комптоновская длина волны. И собственные значения реалистического 
оператора позиции x̂  по-видимому должны представлять скорее пространственные области, 
чем точки. Следуя идеям [67], мы рассмотрим, что средние значения эрмитовой 
(самосопряжённой) части x̂  отвечают средней (точечной) позиции [68], в то время как 
средние значения антиэрмитовой (антисамосопряжённой) части x̂  отвечают размерам 
области локализации. Ограничимся рассмотрением релятивистских частиц со спином 0 в 
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естественных величинах (h=с=1) и с метрикой ( + – – – ). Оператор положения x̂ = i∇p   
можно расщепить (split) [68] на его эрмитовую и антиэрмитовую части.  Рассмотрим, далее, 
векторное пространство V комплексных дифференцируемых функций в трёхмерном фазовом 
пространстве, оснащённом внутренним произведением, определяемым как 
 

                                       (Ψ, Φ) = ∫  
0

3

p
pd Ψ * (p)Φ (p) ,                                             (46) 

 
где  p0 = [p2+m0

2]1/2.  Пусть функции в V , далее, удовлетворяют условию 
 

                                    lim    ∫
RS

 
0p

dS
Ψ *(p)Ψ (p) =0 ,                                                                  (47) 

                                  R→ ∞  
где интеграл берётся по поверхности сферы радиуса R.  Если U - дифференциальный 
оператор первой степени (V→ V), условие (46) позволяет определить транспонированный 
оператор U T   равенством  
 

                              (U TΨ, Φ)=(Ψ,UΦ)              для всех Φ, Ψ ∈ V ,                                         (48) 
 

где U  переходит в U T с помощью интегрирования по частям. Это позволяет далее ввести 
дуальное представление (U1 , U2) оператора U1

T+ U2   с помощью соотношения 
  
                                   (U1Ψ ,Φ) +(Ψ , U2Φ) = (Ψ , (U1

T + U2)Φ) .                                            (49) 
  
При таком дуальном представлении легко расщепить любой оператор на его эрмитовую и 
антиэрмитовую части 
 

               (Ψ,UΦ) = (1/2) [(Ψ,UΦ) + (U *Ψ, Φ )]  + (1/2) [(Ψ,UΦ) – (U*Ψ, Φ )].                    (50)  
 
Здесь пара  
                                            (1/2) (U *, U ) ≡ hU

t
 ,                                                                      (51a)  

 
отвечающая (1/2)( U+ U * T) , представляет эрмитовую часть, а пара 

   
                                             (1/2) (–U * , U ) ≡ aU

t
                                                                     (51б)

  
представляет антиэрмитовую часть. 
         Пусть теперь U  представляет Клейн-Гордоновский оператор положения  x̂ = i∇p . Если 
  

                                                          U = i 
jp∂

∂  ,                                                                            (52) 

то получим  
 

                                 (1/2) (U *,U) =  (1/2) (–i
jp∂

∂ ,i
jp∂

∂ )≡ (i/2) 
jp∂

∂
t

  ,                                      (53a)    

 

                                  (1/2) (–U *,U) =  (1/2) (i
jp∂

∂ , i
jp∂

∂ )≡ (i/2) 
jp∂

∂ +)(

t

  .                                    (53б) 

    
И из них получим операторы 
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                                      (1/2)(U + U * T) = i
jp∂

∂  – (i/2) 2
0

2 mp

p j

+
                                            (54a) 

и 

                                       (1/2)(U – U * T) = (i/2) 2
0

2 mp

p j

+
 .                                                       (54б) 

 
При этом, [68] оператор (54a) – не что иное, как обычный оператор Ньютона-Вигнера, а 
оператор (54b) можно интерпретировать [68-71] как дающий размеры области локализации 
(эллипсоида) с помощью определения его средних значений по заданному волновому пакету.  
       Подчеркнём, что эта выкладка реализует с математической точки формализм, 
использованный в [68-71]: В [68] оператор x̂  расщепляется в две билинеарные части 
(билинеарные операторы определены в приложении II) так: 
 
                                        x̂ = i∇p ≡ (i/2) p∇

t
+ (i/2) p

)(+∇
t

,                                                              (55) 
 
где Ψ * p∇

t
Φ ≡ Ψ *∇pΦ – Φ∇pΨ *   и   Ψ * p

)(+∇
t

Φ ≡ Ψ *∇pΦ + Φ∇pΨ *  и используются волновые 
пакеты. Его эрмитовая часть [68-71] 
  
                                               x̂ h   ≡ (i/2) p∇

t
 ,                                                                                (56) 

 
которая приводит к обычной точечной локализации, была выведена с помощью точного 
написания 

                                          (Ψ, x̂ Φ) = i∫ 
0

3

p
pd Ψ *(p)∇p Φ(p) 

и накладывания эрмитовости, т.е. вещественности диагональных элементов.  Расчёт показал, 
что  

                                         Re (Φ, x̂ Φ) = i∫  
0

3

p
pd Φ *(p) p∇

t
Φ(p) , 

в предположении лоренцевской инвариантности величины (55) от билинеарного эрмитового 
оператора. Далее, интегрируя по частям (с учётом исчезновения поверхностного  интеграла), 
мы также покажем, что (55) эквивалентно обычному оператору Ньютона-Вигнера: 

                                            x̂ h   ≡ (i/2) p∇
t

≡  i∇p – (i/2) 2
0

2 mp
p

+

r

.                                           (56a) 

    И теперь остаётся билинеарная антиэрмитовая часть  
 

                                                            x̂ a ≡ (i/2) p)(+∇
t

 ,                                                                (56б)  
 
чьи средние значения в рассмотренном состоянии (волнового пакета) рассматриваются как 
производящие [70,71] размеры эллипсоидальной области локализации. 
      После этого отступления с равенствами (55)-(56), вернёмся к настоящему формализму 
(представленному равенствами (46)-(55)). 
      В общем, оператор x̂  расширенного типа даёт 
 

                                            <Ψ| x̂ |Ψ> = (α
r  + Δα

r ) + i( β
r

 + Δ β
r

) ,                                              (57) 
 

где Δα
r  и Δ β

r
 - средние ошибки при измерении точечной позиции и размеров области 

локализации, соответственно. Вычислим коммутаторы ( i, j = 1,2,3) : 
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                                      [ (i/2)
ip∂

∂
t

, (i/2)
jp∂

∂ +)(

t

] = (i/2p0
2) (δij – 2pipj / p0

2 )  ,                                  (58) 

 
откуда следуют известные “корреляции неопределённости”: 
 

                                        Δα i ⋅  Δβ j  ≥  (1/4) |< (δij – 2pipj / p0
2 )/p0

2 >Ψ  |  .                                   (59) 
 
     Естественно ввести 4-оператор 4-координаты Можно предложить 4-оператор как 
величину  x̂ μ = x̂ h

μ  + i x̂ a
μ  , чья эрмитовая (лоренц-инвариантная) часть может быть 

записана:  

                                                        x̂ h
μ  ≡ – (i/2)

μp∂
∂
t

 ,                                                                  (60) 

 
будучи связанной с соответствующим “оператором” в пространстве 4-импульса: 
 

                                                       p̂ h
μ  ≡ + (i/2) 

μx∂
∂
t

 .                                                                (61) 

     Вначале вспомним пропорциональность между оператором 4-импульса и оператором 4-
плотности потока в пространственно-временном анализе  
 

                                      m0 ρ̂     ≡  0p̂   = (i/2)
t∂

∂
t

   ;                                                                                (62a) 
   

                                       m0 ĵ
r

    ≡   p̂r   = – (i/2)
rr
t

∂
∂       .                                                                                                      (62б) 

 
     Затем вспомним каноническое соответствие (в пространствах 4-положений и 4-
импульсов, соответственно) и введём в пространстве 4-импульсов операторы 4-положений:   
         

                                           t̂   =  – (i/2) 
0p∂

∂
t

;                                                                               (63a) 

 

                                            x̂r   =   (i/2) 
pr

t

∂
∂  .                                                                               (63б) 

 
      Теперь, вспоминая свойства оператора времени в нерелятивистском случае, 
рассмотренные в разделе 2, мы легко убедимся в том, что релятивистский оператор времени 
для случая Клейна-Гордона должен быть также билинейным эрмитовым оператором для 
непрерывного спектра энергий и максимальным эрмитовым линейным оператором 
вследствие ограниченности нулём снизу для кинетическиой энергии (или m0 снизу для полной 
энергии) для свободных частиц. 
      Наконец, сравнивая (62a,б) и (63a,б), можно заключить, что “oператор” 4-положений 
(62a,б) возможно рассматривать как оператор 4-плотности потока в пространстве энергии-
импульса [11].  
       И, разумеется, подобные выводы можно сделать также и для антиэрмитовых частей [11].   
    В случае уравнения Дирака [60] уравнение непрерывности тоже будет типа (5), где  ρ 
=|Ψ(x,t)|2,             
 

         jn = cΨ ∗(x,t)α nΨ (x,t), α n= ( )
0

0

n

n

σ
σ

, σ1= ( )
01
10

, σ2= ( )
0

0
i

i−
, σ2= ( )

10
01

−
,  

 

 где матрицы αn  эрмитовые, а мера усреднения по времени одномерно движущейся частицы  
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(или античастицы) будет также типа (4) или (4а).  
    И все аналогичные рассуждения, проведенные для уравнения Клейна-Гордона, можно 
также (хотя и не всегда так же просто) провести и для случая уравнения Дирака.  
    Что касается соотношения неопределённостей энергии и времени, то их вывод для 
релятивистских квантовых уравнений Клейна-Гордона и Дирака практически совпадает с 
соотношением неопределённостей в нерелятивистской квантовой механики.  
      Далее, ситуация с дискретным спектром энергий для оператора времени в 
релятивистской квантовой механике  тоже практически совпадает с дискретным спектром 
энергий для нерелятивистской квантовой механики.  
 
12. Выводы и перспективы. 
 
     1. Оператор времени (1) является общим для любого квантового столкновения и процесса 
движения в непрерывном спектре энергий в нерелятивистской квантовой механике и 
одномерной квантовой электродинамики. Разумеется, он не может быть определён для 
случаев с нулевыми потоками, а также с покоящимися частицами, для которых априори нет 
процессов движения вообще. Единственность максимального эрмитового оператора времени 
(1) прямо следует из однозначности Фурье-преобразований от временного представления к 
энергетическому. А что касается систем с дискретными спектрами энергии, форма (26) для 
оператора времени отвечает конкретному классу волновых функций связанных состояний в 
точности подобно ситуации с оператором азимутального угла. Этот оператор общий для 
процессов в дискретном спектре энергий (если система имеет чисто дискретный спектр либо 
имеет дискретный спектр как часть своего полного энергетического спектра). Оператор 
времени не может быть определён в случае одного связанного состояния с нулевым потоком 
и для покоящейся частицы, поскольку в этом случае нет никакой эволюции во времени.  
     Ещё раз подчеркнём, что в пределе бесконечно близких уровней формула (31a) переходит 
в формулу (1б) для систем с непрерывными спектрами (точнее в эквивалентную ей формулу 
(II,1) для бивалентного эрмитова оператора времени). 
      Все коммутационные соотношения, проанализированные здесь, (9) и (27), а также 
соотношения неопределённости (10) и (30) стоят рядом с другими парами канонически 
сопряжённых наблюдаемых (например, для координаты $x  и импульса $px в случае (7), и для 

азимутального угла ϕ  и углового момента $Lz  в случае (30)). Наши соотношения не 
заменяют, но существенно расширяют смысл соотношений неопределённости времени и 
энергии, данных в [72]. И они также совместимы с выводами дискуссии в [2,3], где, в 
частности, говорилось об отсутствии возражений против тех ограничений на измерения 
времени и энергии, которые могут быть выведены из математического формализма, 
связанного с введением адекватных операторов энергии и времени и соответствующими 
статистическими флуктуациями. И, несомненно, эти соотношения, которые выведены из 
применения свойств оператора времени прекратят бесконечные дебаты о статусе 
соотношения неопределённости времени и энергии. 
     2. И наконец, мы утверждаем, что не только оператор времени, но и любые другие 
величины, которым соответствуют максимальные эрмитовы операторы (например, 
импульс в полупространстве с жёсткой стенкой и радиальный импульс оба определены на 
полуограниченной полуоси от 0 дo ∞) могут рассматриваться как квантовые наблюдаемые в 
такой же степени, как и величины, которым отвечают самосопряжённые операторы, без 
введения новых физических постулатов. Тот же вывод имеет место и для квази-
самосопряжённых операторов типа (26) и (31). 
     3. Довольно интересным, a также однозначным и эквивалентным подходу с 
максимальным эрмитовым оператором времени является подход с билинейным оператором 
времени, а также подход с самосопряжённым импульсным представлением оператора 
времени и в нерелятивистской квантовой механике, и в релятивистской квантовой механике. 
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     4. Фактически после решения вопроса о том, что время является квантовой переменной, 
канонически сопряжённой энергии, и после окончательного вывода соотношения 
неопределённости энергия-время можно считать уже принципиально завершённой 
фундаментальную квантовую механику. Однако совокупная квантовая механика, включая 
теорию квантовых измерений, всё ещё далека от завершения и эта проблема остаётся 
актуальной (cм., напр., [73,74]), особенно с учётом проблемы редукции волновой функции в 
квантовой теории измерений в копенгагенской интерпретации. Это подтверждается, в 
частности, и явной внутренней незавершённостью большой коллективной монографии, 
содержащей проблемы измерения времён в квантовой механике [41].        
     5. Любопытна и ждёт своего будущего применения  дуальность оператора времени, такая 

же, как и дуальность оператора энергии (ih
t∂

∂  в t-представлении и гамильтониан $ ( $ , $,...)H p xx . 

Например, представляется перспективной задача временного анализа туннелирования 
зарождающейся Вселенной сквозь барьер, определяемый кривой квантовой гравитации в 
квазилинейном приближении во время начального периода инфляции, с использованием 
гамильтонова подхода к оператору времени, описанному в п.6 на основе операторного 

уравнения (15) и дуальных уравнений HΨ=ih
t∂
Ψ∂  и TΦ= - 

E
i

∂
Φ∂

h , где Φ - фурье-компонента 

волновой функции ∫
∞

Φ−=Ψ
0

)()/exp( EiEtdE h .  

      И вообще изучение эволюции стокновений и туннелирования с помощью уравнения  
TΨ =tΨ может оказаться полезным, в частности, для исследования влияния формы барьера 
на время туннелирования [19]. 
      6. В части I для уравнения Клейна-Гордона показано, что средние значения эрмитовой 
(самосопряжённой) части трёх-позиционного оператора x̂  приводят к среднему 
(точечному) положению, а средние значения анти-эрмитовой (антисамоспряжённой) части 
x̂  приводят к размерам области локализации. Далее, был введен 4-оператор в 4-импульсном 
пространстве, в котором действуют билинейный эрмитов оператор времени для 
непрерывных спектров энергий и/или максимальный эрмитов линейный оператор времени 
(вследствие ограниченности нулём снизу для кинетической энергии или  m0  снизу для 
полной энергии) в случае свободных частиц.  
     7. Довольно перспективным (хотя и не всегда простым) является развитие анализа 3- и 4-
операторов для других релятивистских операторов (уравнение Дирака, 2- и 3-мерной 
квантовой электродинамики,….). 
     8. Интересна перспектива распространения анализа, проведенного в части I, на 
совместное рассмотрение частиц и античастиц, а также для обоих направлений времени 
(положительного и отрицательного). 
     9. Представляет интерес временной анализ осциллирующих  волновых пакетов (как 
наборов связанных состояний) вместе с фотонной флуоресценцией возбуждённых состояний 
внутри любой системы (например, кристалла или ядра) с квазидискретным спектром, 
энергетические уровни которого разделены интервалами, кратными ''максимальному общему 
делителю'' D, и возможных мигрирующих лазероподобных  явлений (внутри кристаллов или 
возбуждённых ядер).      
 
Приложение I. 
  
Приближённые собственные значения и приближённые ортонормированные 
собственные функции оператора времени. 

      Следуя [5] (и см. также [15]), можно записать такие приближённые собственные значения 
т собственные функции оператора $t в равенстве (1) и одновременно оператора $t 2  : 
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                                                       $t )()( ,, EtE tt
ηδηδ ϕϕ ≈  ,                                                        (I,1) 

                                                       $t 2 )()( ,2, EtE tt
ηδηδ ϕϕ ≈  ,                                                      (I,2) 

где 

                                         )(, Et
ηδϕ = Cexp(iEt/ħ) fδ (E)gη (E) ,                                                    (I,3) 

 

C – произвольная константа, t  - непрерывное вещественное собственное знгачение 
оператора $t , 

                                                            fδ (E) = 2 
h

h

/
/sin

E
Eδ  , 

 

                                                ⎧  3(E/η)2  – 2(E/η)3      для  0 ≤ E ≤ η , 
                                   gη(Е)= ⎨                                                                                                                                  
                                                ⎩   1                                для  η ≤ E, 

δ - положительный параметр, описывающий ширину волнового пакета, построенного из 
функций exp(iEt/ħ); последовательность функций (E) имеет предел при η → 0, который равен 
обобщённой функции Θ(E); Θ(E) равна 1 при E>0 и 0 при E ≤ 0. Как нетрудно видеть из 
прямого анализа левых частей уравнений (I.1) и (I.2), функции )(, Et

ηδϕ аппроксимируют 
собственные функции операторов $t и  $t 2  тем более точно и тем более ортогональны друг 
другу при разных  t, чем лучше  выполняются 
 

                                                 δ/t   <<   (δη/ħ)1/2    <<  1                                                              (I,4) 
и  
                                                     (δ/t)2     <<   (δη/ħ)3/2                                                                 (I,5) 
 
при  δ → 0 and  η → 0 , а при выполнении условия  (I,4), дисперсия 
 

                              Dt = 〈 )(, Et
ηδϕ | $t 2 | )(, Et

ηδϕ 〉  –   |〈 )(, Et
ηδϕ | $t | )(, Et

ηδϕ 〉|2  
 

в состоянии )(, Et
ηδϕ  стремится 0. Константу C можно выбрать так, чтобы норма || )(, Et

ηδϕ || 
равнялась 1.  
         Любопытно, что функция (I,3) отличается от простых волновых пакетов вида 
 

                                                )(Et
δϕ = Cexp (iEt/ħ) fδ (E) , 

типичных для “собственных дифференциалов” в непрерывном спектре линейного 
самосопряжённого оператора [55] только отсутствием множителя  gη (E) → Θ(E). 
 
 
Приложение II. 
 
О билинейном эрмитовом операторе времени. 
 
    Можно переписать линейный оператор (1б) в форме билинейного оператора 
   



 28

                                                                     t
t

 =   (–ih/2)
E∂
∂
t

    ,                                  (II,1) 

 
где 

                                      (ϕ,(–ih/2)
E∂
∂
t

f) ≡ (ϕ,(–ih/2)
E∂
∂ f) + ((ih/2)

E∂
∂ ϕ, f),            (II,2) 

   
причём по сути не изменяя формы (1а). Такая билинейная форма оператора времени была 
впервые введена в [11]. При этом точка Е=0 автоматически исключается из обеих форм  (f, 
$t f) и из интеграла ∫

∞

∞−
t j(x,t)dt по времени в интеграле по энергии. Кстати, при этом 

результат от алгебраической суммы от двух слагаемых в правой части автоматически 
становится равным 0 при E=0. Такое “исключение” точки E=0  [11] оказывается не только 
проще, но и также более физическим по сравнению с другими вариантами исключения в 
работах, подобных [21-24, 27-37,39,40], полученными намного позже.   
     Эрмитов оператор t

t
 обладает собственным значением  t  и парой собственных функций  

( )(, Et
∗ηδϕ , )(, Et

ηδϕ  ).                 
 
Приложение III. 
 

Вывод выражений для весовых функций W± (x,t). 
 
      Формулы (4а) и (6б) были введены впервые в [20,38], где было приведено и их 
обоснование, начиная с переписывания уравнения непрерывности (5) для тех интервалов 
времени, для которых  j=j+ или  j= j–  , в форме: 
                    

                                   
x

txj
t

tx
∂

∂
−=

∂
∂ +> ),(),(ρ

   и 
x

txj
t

tx
∂

∂
−=

∂
∂ −< ),(),(ρ

,                               (III,1) 

 
соответственно (там же соотношения (I,1) рассматриваются и как формальные определения  

t∂∂ > /ρ  и t∂∂ < /ρ ). Проинтегрируем их по времени от ∞−  до ∞ и получим: 
 

                           ρ> (x, t) = ∫ ∞−

+ ′
∂

′∂
−

t
td

x
txj ),(

 , ρ< (x, t) = ∫ ∞−

− ′
∂

′∂
−

t
td

x
txj ),(

                         (III,2) 
 

при начальных условиях ρ> (x, -∞) = ρ< (x, -∞) = 0. Затем введём величины 
 

                             N> (x, ∞; t) ≡ 0),(),( >′′=′′ ∫∫ ∞− +

∞

> tdtxjxdtx
t

x
ρ                                         (III,3) 

 

                            N< (-∞, x; t) ≡ 0),(),( >′′−=′′ ∫∫ ∞− −∞− < tdtxjxdtx
tx

ρ ,                                     (III,4) 

 
которые имеют смысл вероятностей локализации частицы в момент времени t полу-оси  
(x, ∞) или (- ∞, x), соответственно, как функции плотностей потока j+(x,t) или j-(x,t) при 
условии, что выполнено условие нормировки 1),( =∫

∞

∞−
dxtxρ . Части последней пары 

уравнений получены при интегрировании правых частей выражений для  ρ> (x, t) и  ρ< (x, t) 
при принятии граничных условий j+(-∞, t) = j- (-∞, t) = 0.  Дифференцируя N> (x,∞ ; t) и  
N> (-∞, x ; t) по t, получим 
 

                                                    0),(
);,(

>=
∂

∞∂
+

> txj
t

txN
,                                                      (III,5) 
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                                                  0),(
);,(

>−=
∂

−∞∂
−

< txj
t

txN
.                                                     (III,6)    

И, наконец, из последних четырёх уравнений можно заключить, что  
 

                                                    W+(x,t)dt=
);,(
/);,(

∞∞
∂∞∂

>

>

xN
ttxN

                                                       (III,7) 

 

                                                    W-(x,t)dt=
);,(

/);,(
∞−∞

∂−∞∂

<

<

xN
ttxN

,                                                    (III,8)   

которые оправдывают вышеупомянутые в основном тексте интерпретации W± (x,t). Попутно 
отметим, что такой вывод не содержит никакого нового ad hoc физического постулата. 
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Часть II.  
 
  1. Введение. 
    Открытие эффекта туннелирования частиц и волновых пакетов через высокие 
потенциальные барьеры было одним из самых ярких успехов квантовой механики в третьей 
декаде 20-го ст. И до сих пор квантовое туннелирование остаётся одной из самых горячих тем 
в науке, с многочисленными применениями от молекулярных спектров, эмиссии электронов 
из металлов и альфа-распада до ряда астрофизических ядерных реакций, звёздного 
нуклеосинтеза, а возможно, и генезиса ранней вселенной [1]. 
        Кратко история первых работ по туннелированию частиц такова: Ф.Хунд в мае 1927г. 
указал на следствия проникновения (в дальнейшем получившего название туннелирования) 
волновых функций атомных ядер и дал первые оценки времён проникновения [2]. В конце 
1927г. Л.И.Мандельштам доложил на семинаре, им же руководимом, ещё не опубликованную 
работу, в которой изложил основы теории прохождения волновых пакетов и связанных с 
ними частиц через потенциальный барьер (она была опубликована им позднее в соавторстве с 
М.А.Леонтовичем в [3]). На этом семинаре присутствовал Г.А.Гамов, который в 1928г. 
опубликовал теорию альфа-распада на основе туннелирования альфа-частицы через 
кулоновский барьер материнского ядра практически одновременно с Дж.Генри и Е.Кондоном 
(об использовании этих работ будет говориться в конце раздела 4). Чуть ранее Дж. 
Оппенгеймер [4] в августе 1927г. впервые рассчитал прохождение частиц через барьер между 
двумя потенциальными ямами и применил свои результаты к атому водовода во внешнем 
электрическом поле. А в конце 1927г. Л.Нордгейм описал термическую эмиссию электронов 
через барьер, идеализированно изображающий поверхностный слой метала [5]; затем в марте 
1928г. роль проникновения при электронной эмиссии в сильном электрическом поле была 
рассмотрена Л.Нордгеймом и А.Фаулером [6]. История теоретических работ и экспериментов 
по туннелированию классических электромагнитных волн и фотонов кратко описана ниже (в 
примечании на стр.43 с указанием соответствующей ссылки [64]).      
      Часть II посвящена теоретическому временнóму анализу процессов туннелирования 
нерелятивистских частиц и фотонов с кратким описанием соответствующих экспериментов 
или изложением возможных экспериментальных перспектив. В разделе 2 рассмотрен наш 
метод, получивший в международной литературе название как метод Ольховского-Реками 
(the Olkhovsky-Recami approach), и показано, что все известные времена туннелирования 
являются частными случаями времени, определяемого методом Ольховского-Реками. В 
разделах 3-5 рассмотрены общие свойства и специфика различий процессов туннелирования 
и сопутствующих многократных внутренних отражений для одномерных, двумерных и 
трёхмерных барьеров, причём обзор работ по анализу этих процессов в случае одномерных 
барьеров проведен либо впервые, либо более детально, чем в [7,8], с целью прояснения 
генезиса многократных внутренних отражений внутри барьера, а в cлучае последних двух 
типов барьеров проведен вообще впервые. Заключительный раздел 6 посвящён основным 
выводам из проведенного анализа проблем, успехов и парадоксов, а также дальнейшим 
перспективам временного анализа квантовых процессов в изучении задач в разных областях 
физики и естествознания.        
 
2. Метод Ольховского-Реками по определению времени туннелирования. 
 
     Ограничимся обычным случаем частиц, движущихся вдоль направления оси x, и 
рассмотрим не зависящий от времени барьер V(x) в интервале (0, а), который заключён в 
более широкий интервал (xi , xf), содержащий область самого барьера. 
      Хорошо известно, что в случае прямоугольного барьера высоты 0V , стационарная 
волновая функция для частицы с массой m  и энергией 0VE <  имеет обычную форму: 
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Рис.1. Схема туннелирования и отражения частицы сквозь потенциальный барьер. 
 
 

где h/)2( 2/1mEk = , [ ] h/)(2 2/1
0 EVm −=χ ,  RA , α, β и TA  амплитуды отражённой, 

затухающей, возрастающей волны, соответственно. 
      Внутри барьера мы не имеем обычных движущихся волн, а суперпозицию затухающих 
(evanescent) и возрастающих (анти-затухающих или anti-evanescent) волн с мнимым волновым 
числом iχ. Именно поэтому для туннелирования частиц (с подбарьерной энергией) через 
барьер в реальности нет прямого классического предела. Однако есть прямой классический 
предел для волн (строго, говоря, для зависящих от времени туннелирующих волновых 
пакетов). Мы позднее ( в выводе 1 радела 6) вернёмся к этому пределу. 
       Следуя определению длительностей столкновений в [7-11] и изложенной в части I 
(разделе 2), определим среднее значение времени, в которое частица проходит через точку x, 
двигаясь в положительном или отрицательном направлении оси x, и дисперсию 
распределения этих времён, соответственно, как  

                                   < t± (x) > = ∫
∞

∞-

t j± (x,t)dt / ∫
∞

∞-

j± (x,t)dt                                          (2a)                       

и  

                                         Dt± (x) = ∫
∞

∞-

t 2 j± (x, t)dt   ,                                                 (2b)       

где  j±(x,t) – положительные или отрицательные значения, соответственно, плотности потока 
вероятности j(x,t)=Re[(ih/m) Ψ (x,t)∂ Ψ *(x, t)/∂x] для движущегося нормализованного волнового 
пакета Ψ (x,t). Здесь мы напомним об эквивалентности канонически сопряжённых 
временного и энергетического представлений, с соответствующими мерами усреднения, в 
следующем смысле: <...>t = <...>E (индекс t опустим во всех выражениях для <...>t для 
простоты). Эта эквивалентность является следствием существования однозначного оператора 
времени.  
     Для перехода из области I в область  III имеем                                      
           
                                            <τ T (xi, xf )> = <t+(xf )> – <t+(xi )>                                             (3) 
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и                            
                                               Dτ T (xi, xf ) = Dt+(xf ) + Dt+(xi )                                                 (4) 
                                       

при –∞ < xi < 0 и a < xf < ∞ . Для процесса просто туннелирования имеем   
                                   
                                      <τ tun  (0,a)> = <t+(a)> –  <t+(0)>                                                 (5)                       
и 
                                              Dτ tun (0,a) = Dt+(a) + Dt+(0).                                                     (6)   
 

Аналогичные выражения получаем для временнӹх величин <τ pen (xi, xf )>  и  Dτ pen(xi , xf ), 
описывающих проникновение в область II  при –∞ < xi < 0 и  0 < xf  < a.  Для отражений в 
любую точку xf < a имеем 
 
                                       <τ R (xi , xf )> = <t–(xf  )> – <t+(xi )>                              (7 )           
и                  
                                        Dτ R (xi, xf ) = Dt–(xf ) + Dt+(xi ).                                                        (8) 
       
       В асимптотических случаях, когда  |xi | >> a, 
 
                                    <τ T

as (xi , xf )> = <t(xf )>T  – <t(xi )> in                                                (3a)         
и 
                              <τ T

as
 (xi, xf )> =  <τ T (xi, xf )> + <t+(xi )> – <t(xi )>in   ,                                         (9)  

 

где <...>T  и <...>in обозначают усреднения по потокам, отвечающим ψT  = AT  exp (ikx)  и  ψin 
= exp (ikx) , соответственно. 
       Для начальных волновых пакетов 
                      

                                          Ψ in  (x, t) = ∫
∞

0

g (k– k ) exp(ikx–-iEt/h) dk                                                       

 (где  E=h2k2/2m,  ∫
∞

0

|g(k– k )|2 dE =1,  g(0)=g(∞)=0,   k>0)  с достаточно малыми  разбросами 

энергий (импульсов), когда 
 

                               ∫
∞

0

vn  |gAT |2 dE  ≅   ∫
∞

0

vn  |g|2 dE,     n=0,1,    v = h k/m,  

получаем:  
 
                                  <τ T

as(xi, xf )> ≅  <τ T
Ph(xi, xf )>E   ,                                                 (10) 

 
где 

                                     <...>E  = ∫
∞

0

dE v |g(k– k )|2...  / ∫
∞

0

dE v |g(k– k )|2 
, 

и  
                                τ T

Ph(xi, xf ) = (1/v)( xf  – xi ) + h d(arg AT ) /dE                               (11) 
 
называется фазовым временем перехода, полученным методом аппроксимации стационарной 
фазы. В том же приближении и при малом вкладе Dt+(xi) в дисперсию Dτ T(xi , xf ) (что может 
быть реализовано при достаточно больших разбросах энергий, т.е. для коротких волновых 
пакетах) получим: 
 

                                  Dτ T (xi, xf ) = h 2 <(d|AT|/dE)2 >E /<|AT |2>E .                       (12) 
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Для противоположного случая очень малых разбросов энергий (квазимонохроматические 
частицы) следует, что вместо выражения (12), действует общее выражение (4).                                                        
      В квазимонохроматическом пределе |g|2 δ→ (E-Ε), где Ε=h2 k 2/2m,  получаем в точности 
обычное фазовое время без усреднения: 
  
                                                           <τ T 

as(xi, xf) ≅  τ T 
ph(xi, xj ).                                             (10а)  

  
      Для прямоугольного барьера высоты V0  при χ a >>1 (где χ =[2m(V0 –E )]1/2/h ), выражения 
(10а) and (12) для xi  = 0, xf = a  и  am/h k  >> Dt+ (xi),  переходят в известные выражения  
 

                                                              τ tun
Ph  =  2/vχ                               (11a) 

 
(что совпадает с известным выражением для фазового времени туннелирования – см., в 
частности,[7,12])  и 
 

                                (Dτ tun
Ph)1/2 = ak/v χ .                      (12a) 

 

     Переходя теперь к формуле (19б) из части I для времени заполнения (локализации) <τdw (xi , 
xf)> и учитывая, что j(xi ,t) = jin(xi ,t) + jR (xi ,t)+jint(xi ,t),  а  j(xf ,t) = jT(xf ,t),  где jin(xi ,t),  jR (xi ,t), 
jint(xi ,t) и jT(xf ,t) отвечают волновым пакетам Ψin ,ΨR  и ΨT, построенным из стационарных 
волновых функций ψin , ψR =AR exp(-ikx) и ψT , соответственно, а вклад в общий поток jint , 
возникающий из интерференции между Ψin  и ΨR , равен 
 

                                                jint(xi ,t) = Re(ih /m)[Ψin(xi ,t) xtxtxxtx inRR ∂Ψ∂Ψ+∂Ψ∂ •• /),(),(/),( ]               (13) 

и 

                                                     ∫
∞

∞−
= 0),( dttxj inin  ,                                                                                                                             (14) 

 
получим соотношение 
 

                                   <τdw (xi , xf)>= <T>E <τT (xi, xf )> + <R(xi)><τR (xi, xf )>,                          (15) 
 

где  <T>E =<⎜AT⎜v>E /<v>E , <R(xi)>E =<R>E +< r(xi)>, <R>E = <⎜AR⎜v>E /<v>E , <T>E + <R>E =1         
и 

                                           < r(x)> = 
∫

∫
∞

∞−

∞

∞− + −

dttxj

dttxjtxj

inin

in

),(

)],(),([
. 

 
Величина < r(x)> является отрицательной и стремится к 0 при условии, что x стремится к  
- ∞. 
      Если Ψin (xi ,t ) и ΨR  (xi ,t ) хорошо разделены во времени и, следовательно, < r(x)> =0, то 
получаем простое хорошо известное (см., например, [13]) правило взвешенного среднего: 
 

                                     <τdw (xi , xf)>= <T>E <τT (xi, xf )> + <R>EτR (xi, xf )>,                              (16) 
 

       Для прямоугольного барьера при χa >>1 и для квазимонохроматических частиц, 
отношения (15) и (16) с xi =0 и xf =a  переходят в известные (см., в частности, [7,8]) 
выражения 

                                                    <τdw (0 ,a;k)>= <hk/χV0>E                                                            (15а) 
 
(где учтён интерференционный член < r(x)> ) и 
 

                                                       τdw (0 , a;k)= (2/vχ )E                                                                   (15б) 
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(где интерференционный член < r(x)> уже равен 0). Ранее (в части I, разделе 5, стр.13) 
говорилось, что неясно, как определить явно дисперсии определения времени заполнения 
(локализации). Но их возможно определить неявно, например, с помощью соотношения (16), 
пользуясь стандартными среднеквадратичными отклонениями σ (τT) и σ (τR) распределений 
времён перехода и отражения. 
     В [14,15] был предложен мысленный эксперимент для измерения длительности рассеяния 
в виде отношения θ /ω , где θ - угол, на который поворачивается магнитный момент μ  (или 
электрический дипольный момент) рассматриваемой частицы в малом однородном 
магнитном поле В = В0 ẑ  направленном вдоль оси z (или соответственно в малом однородном 
электрическом поле), предположительно присутствующем в области рассеяния, а частота ω ≡ 
2μВ0 /h  - частота ларморовской магнитной (или соответственно электрической) прецессии 
(см. рис.2). Для магнитного поля в интервале (xi ,xf ) и для начальной частицы (движущейся 
вдоль оси x) со спином ½,  
 

                  
 
Рис.2. Ориентации спина и магнитного поля для случая “ларморовских часов”. 
 

поляризованном вдоль оси x угол θ  оказывается пропорциональным средней компоненте 
спина <sy>, а именно θ = -2<sy>T/h , или θ = -2<sy>R/h  для прошедшей или отражённой волны, 
соответственно. В этом случае ларморовские времена );,( kxx fi

La
уTτ  и );,( kxx fi

La
yRτ  становятся 

равными фазовым временам плюс, однако, члены, осциллирующие с изменением kxi  и kxf   
[16]. В частном случае прямоугольного барьера  получим: 
 

                                              );,0( kaLa
уTτ = );,0( kaLa

yRτ = τdw (0,а; k)= hk/χV0                                           (17) 
 
     В [17,18] (см. также [7,8]) описывается также не только прецессия вдоль оси y, но и эффект 
прыжка спин-флип по оси z (или к спин-вверх или к спин-вниз) в магнитном поле вместе с 
зеемановским расщеплением уровней и соответствующий результат: 
 

                                                     );,0(, kaLa
tunnzτ  = ma/hk  .                                                          (18)  

       
       В измерении времени туннелирования методом “часов Буттикера-Ландауэра” [18-20] время 
связывается с осцилляцией барьера (и поглощением или испусканием квантов ”модуляции”) 
во время туннелирования. И в этом случае время Буттикера-Ландауэра совпадает с (18).  
      Наконец, для изучения и расчёта среднего времни туннелирования, усреднённого по всем 
возможным путям с одними и теми же началом и концом, использовался фейнмановский 
подход к квантовой механике [21-24] c комплексным весовым множителем exp [iS(x(t))/h], где 
S – действие, связанное с путём x(t). Именно такое взвешивание времён туннелирования 
обусловливает их распределение с вещественной и мнимой компонентами (причём мнимое 
время связывается со стандартной средне-квадратичной флуктуацией в распределении 
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времён). В [21] вещественная и мнимая части полученного комплексного времени были 
получены равными <τ y,tun

La  > и  – <τ z,tun
La > , соответственно. Полноты ради упомянём, что 

имеется также определение времён туннелирования, связанных с распределением по 
вигнеровским путям [25]. 
    Введение такого большого количества времён для простого столкновения (т.е.только 
процессов прохождения и отражения) физически не оправдано. Любопытно, что все частные 
случаи времён, полученные разными авторами (см., например, (11a), (17), (18) ), являются 
частными случаями одного подхода Ольховского-Реками для различных упрощений или 
предельных переходов [7,8,11]. При этом, оказывается, что все случаи, когда выражение для 
времени не зависит от ширины барьера, оказываются средними временами, а в тех случаях, 
когда зависят от ширины барьера, они оказываются не средними временами, а средне-
квадратичными флуктуациями (корнем из дисперсии) .       
 
3. Эффект Хартмана в туннелировании через потенциальный барьер. Его обобщения и 
расширения. 
 
     Рассмотрим его вначале в обычной упрощённой картине формально плоских бегущих, 
затухающих или анти-затухающих волн  
 
                        ψ I (k, x) = ψin+ψR ≡ exp (ikx) + AR exp (–ikx),                      – ∞ < x <0,  
  
                       ψ II (k, x) = ψevan+ψantievan ≡ α exp (–χx) + β exp (– χx),      0 < x < a,                (19) 
 
                         ψIII (k, x) = ψT  ≡ AT  exp (ikx) ,                                                  a < x < ∞, 
 
подразумевая при этом сразу же, что фактически стационарная картина столкновений – это 
скрытая временная картина с  выбором  квазимонохроматических бегущих, затухающих или 
анти-затухающих волн типа 
 

       Ψin → ∫
∞

−
0

]/exp[)( hiEtikxkdkg ,                                          – ∞ < x <0,  

 

        ΨR → ∫
∞

−−
0

]/exp[)( hiEtikxAkdkg R ,                                      0 < x < a,           

  

        Ψevan  → ∫
∞

−−
0

]/exp[)( hiEtxkdkg χα ,                                     0 < x < a,                           (20)                       

 

        Ψantievan  → ∫
∞

−
0

]/exp[)( hiEtxkdkg χβ ,                                    0 < x < a, 

 
        ΨT     → ∫

∞
−

0
]/exp[)( hiEtikxAkdkg Т ,                                      a < x < ∞ 

 

(где 1)( 2

0
=∫

∞
dkkg  и при условии квазимонохроматичности |g|2 δ→ (E-Ε) ). В (19) и (20) 

полагаем E= = 2h к2/2m и χ =[2m(V0–E)]1/2/h  (m –масса частицы). Индексы I, II и III в (1) 
соответствуют областям I, II и III на рис.1 (в случае прямоугольной формы одномерного 
потенциального барьера V(x)≡V0 при 0≤ x≤ a). 
        При этом также обычно используется метод стационарной фазы, согласно которому 
групповая скорость движения частицы автоматически равна v ≡ v = mk /h . Но в случае 
необходимости более строгого анализа, например, при учёте разбросов импульсов (энергий) в 
волновых пакетах, следует вводить в рассмотрение явное движение реальных волновых 
пакетов с использованием Фурье-преобразований между пространственно-временными и 
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импульсно-энергетическими представлениями, а также усреднениями с соответствующими 
мерами и интегралами [7-11].     
    Впервые эффект насыщения Хартмана был обнаружен и изучен в [12] для 1-D движения 
квазимонохроматического нерелятивистских частиц, туннелирующих сквозь потенциальные 
барьеры в рамках метода стационарной фазы. Он состоит в независимости от ширины а 
достаточно широкого барьера т.н. фазового времени туннелирования 
                          
                                                             Ph

tunτ   = hd(argAT+ka) /dE                                                (21) 
 
(т.е. среднего времени туннелирования < tunτ >, определённого в приближении стационарной 
фазы при условии, когда можно пренебречь интерференцией между падающей и отражённой 
от барьера волной [6,9]). В частности, для прямоугольного барьера 
   

                                                                                         
Ph
tunτ →  2/(υχ)  при  χa >>1.                                           (21а) 

 
     После опубликования обзора [7] в научной литературе завязалась определённая дискуссия 
по поводу вычислений зависимости среднего времени туннелирования от ширины барьера в 
разных подходах, связанных вначале со стандартной (копенгагенской) и бомовской 
интерпретациями квантовой механики ([26-28]), которая чуть позднее была расширена с 
включением и других исследований [29-31]), связанных с разными версиями тех же 
интерпретаций. При встрече авторов [26] и [27] (на международной конференции 30июля-
2августа 1996г. в Триесте) дискуссия между ними частично разрешилась. Позднее вся эта 
дискуссия закончилась с публикацией работы [32], в которой было показано, что подход 
Ольховского–Реками (развитый в [7] и [27,31]) является наиболее последовательным в 
копенгагенской интерпретации квантовой механики, а бомовский подход тем не менее 
приводит практически к тем же результатам.  
       Нетрудно установить наличие эффекта Хартмана и для многих других известных 
теоретических выражений для средних времён туннелирования. Так, для среднего времени 
проживания < Dw

tunτ >, среднего ларморовского времени <τ y tun
L

, > и для вещественной части 
комплексного времени туннелирования, полученного при усреднении по фейнмановским 
траекториям Re F

tunτ , которые равны hk/(κV0) для квазимонохроматических частиц и широких 
прямоугольных барьеров, как показано в [8] (cм. также [33,34]), отсутствует зависимость от 
ширины барьера и, следовательно, имеет место эффект Хартмана (в другой форме). 
      Наличие эффекта Хартмана для среднего времени туннелирования в рамках подхода 
Oльховского-Реками (О-Р), можно увидеть из вычисления выражения 
  
                                 < tunτ (0,a)> = <t+(a)> – <t+(0)>  =  < Ph

tunτ  >E  – <t+ (0)>                         (22) 
 
(где  <...>E  означает усреднение по разбросу энергий в пакете падающих частиц и 
 

                          <t±(x)>= ∫
∞

∞−

tj ± (x,t)dt/ ∫
∞

∞−

j ± (x,t)dt with j ± (x,t)=Θ( ± j)j(x,t) ;                     (23)  

 
здесь  j(x,t) – плотность потока вероятности для волнового пакета, движущегося вдоль оси x 
сквозь барьер, локализованный в интервале (0,a) ). Это было подтверждено, в частности, 
многочисленными результатами расчётов в [8,27,31,34] для электронных гауссовских 
волновых пакетов с узкими разбросами импульсов. 
     Эффект Хартмана имеет место и для среднего времени туннелирования <τ tun(0,a)>. На 
рис.3 представлены зависимости средних значений <τ tun(0,a)>, определённых  методом 
Ольховского-Реками (О-Р), т.е. по формулам (4)-(5)), от a для электронных гауссовских 
волновых пакетов и прямоугольных барьеров при тех же параметрах, что и в [9] (Vo =10 эВ; 



 39

при средних энергиях электронов E=2.5, 5, 7.5 эВ с разбросами импульсов Δ k = 0.02 A-1 
(кривые1a, 2a, 3a, соответственно) и при средней энергии E=5 эВ с разбросами Δ k =0.04 A-1 и 
0.06 A-1 (кривые 4a, 5a, соответственно) ). Кривые < Ph

tunτ >, усреднённые по волновым пакетам 
и отвечающие разным энергиям и разбросам Δ k, сливаются практически в одну кривую 6. 
Поскольку  зависимость < Ph

tunτ > от a очень слабая и отсутствует при больших ширинах a, 
зависимость <τ tun(0,a)> от a определяется в основном зависимостью <t+(0)> от a (кривые1b-
5b, отвечающие 1a-5a, соответственно). 
                                  

 
Рис.3. Зависимости <τ tun(0,a)>, < Ph

tunτ >  и  <t+(0)> от  a. 
 
Расчёты показали отрицательные значения величины <t+(0)>. Такое “акаузальное” 
опережение можно интерпретировать как результат наложения и интерференции падающей и 
отражённой волн: пакет отражённых волн гасит заднюю часть пакета падающих волн, и чем 
больше ширина барьера, тем бóльшая задняя часть пакета падающих волн гасится 
накладывающимся пакетом отражённых волн – вплоть до насыщения, когда вклад пакета 
отражённых волн станет практически постоянным и не зависящим от a. Поскольку все 
значения <t+ (0)> отрицательные, значения <τ tun (0,a)> будут положительными и, более того, 
бóльшими, чем <τ tun

Ph >.  
       Эти результаты получены для прозрачных сред (без поглощения и диссипации). Как было 
теоретически показано в [35], в рамках нерелятивистской квантовой механики эффект 
Хартмана исчезает для барьеров при наличии поглощения. Как следует из [35], при описании 
поглощения при помощи добавления мнимого члена –iV1  (V1  >0)  к  V0 в случае малых 
поглощений, когда V1 <<V0 и V1 m1/2 vχa /[2(V0 – E)]3/2 <<2, эффект Хартмана не исчезает и 
остаётся практически в силе. Это было подтверждено экспериментально для 
электромагнитного (микроволнового) туннелирования в [36].         
      В соответствии с результатами [7,8,34], второе ларморовское время туннелирования  
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                                   L
tunz ,τ  = h [<(d⏐AT⏐/dE)2>/<⏐AT⏐2>]1/2 ,                                                                   (24)     

а также время туннелирования Бyттикера и Ландауера  LB
tun

−τ  [19,37] и мнимая часть 
комплексного времени туннелирования Im F

tunτ  [21], полученная в рамках фейнмановского 
подхода, равны am/hχ (cм. часть II, раздел 2), т.е. пропорциональны ширине барьера a для 
прямоугольного широкого барьера. Эти времена не являются  средними временами, а средне-
квадратичными флуктуациями в распределении времён туннелирования, поскольку они 
равны [Ddynτtun]1/2 , где Ddynτtun =Dτtun – Dt+(0) и Dτtun = < τtun

2> – <τtun>2 , <τtun
2> = <[t+(a) –

<t+(0)>]2> + Dt+(0) (как было показано в [7,9,34]). Таким образом, они не связаны с 
пиковыми (или групповыми) скоростями туннелирующих частиц, но с распределением 
врёмен туннелирования и, следовательно, скоростей туннелирования в барьерной области.  
       Перейдём теперь к  падающим волновым пакетам с широким разбросом импульсов и с 
начальным условием движения центра волнового пакета из удалённой точки 0xx =  (при 
⏐x0⏐>>a) в момент времени 0=t  с тем, чтобы изучить влияние довольно быстрого времени 
уширения падающего волнового пакета перед входом в барьер [38].  Волновые пакеты Ψ (x, t) 
конструируются из стационарных волновых функций (1) так: 

                                            ∫
∞

−=Ψ
0

0 )/exp(),()(),( dkiEtxkkgtx hψ                                       (25) 

с весовой амплитудой  
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где 2/12/3 ])2[( −Δ= kC π  – нормировочный коэффициент. Поскольку в расчётах учитывались только 
подбарьерные энергии в Фурье-разложениях волновых пакетов, интегрирование по k  в (25)  
производилось только в пределах от 0 до h/)2( 2/1

0mV  [38].  
     Пакет из падающих волновых функций при этом принимает форму  
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и его центр смещается из точки 0xx =  в момент 0=t , движется вдоль оси x  слева направо со 
скоростью v , пересекая в отсутствие барьера точку 0=x  в момент vxt /00 −= . 
       Плотность потока ]/),(),()2/Re[(),( xtxtxmitxj ∂Ψ∂Ψ= ∗h , как обычно в подходе O-Р,  
рассматривается как функция времён прибытия в точку x , поэтому среднее время 
прохождения частицы через точку ax =  (среднее время выхода частицы из барьера) 
определялось как 

                                         ∫∫
∞∞

=><
00

),(/),()( dttajdttatjat ,                                                    (28) 

а среднее время прохождения частицы через точку 0=x  (среднее время входа частицы в 
барьер) определялось соотношением  

                                        ∫∫
∞

+

∞

++ =><
00

),0(/),0()0( dttjdtttjt ,                                                 (29)  

 
где ),0( tj+  описывает положительные значения плотности потока ),0( tj , соответствуя таким 
образом направлению движения частицы слева направо (входа в барьер), а интегрирование 
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ограничивалось только положительными временами вследствие начального условия (27). 
Время туннелирования τ  определим как 
 
                                                 τ ≡ >< tunτ  = >< )(at – >< + )0(t .                                          (30) 
     
       Процедура расчёта времени туннелирования (30) для волнового пакета (27) описана в 
Приложении I.  
       Рис.4 представляет результаты расчётов времени туннелирования τ  как функции ширины 
a барьера для электронов с энергией E0 = 5 эВ сквозь прямоугольный потенциальный барьер с 
высотой 10 эВ и x0 = – 6 /Δk. Из него видим проявление эффекта Хартмана для Δk=0.01 Å-1 

(кривая (a)) при асимптотическом приближении времени туннелирования к постоянному 
значению с ростом a. Кривые (b) и (c) показывают, напротив, сильное уменьшение времён 
туннелирования, когда волновые пакеты характеризуются бóльшим разбросом импульсов Δk 
=0.05 Å-1  и  Δk =0.1 Å-1, а при Δk = 0.1 Å-1 время туннелирования становится даже 
отрицательным. И явно видно нарушение эффекта Хартмана.  
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Рис.4. Время туннелирования τ  как функция ширины барьера a при разных значениях Δk: 

(a) Δk=0.01
0
A ,   (b) Δk=0.05

0
A ,  (c) Δk=0.1

0
A . 

 
    Такое нарушение эффекта Хартмана можно объяснить таким образом [38]: время 
расплывания гауссовского волнового пакета (9) описывается соотношением 
 
                                          Δt  ≅ Δ0t {1+[(Δv)2m/2h ]2t2}1/2 ,                                                   (31)  
 
где Δ0t ∼ h/ΔE,  Δv = hΔk/m . Величина Δt сильно возрастает со временем t для больших 
разбросов скоростей Δv и поэтому с приближением центра падающего волнового пакета 
протуннелировавший волновой пакет появится даже ранее вследствие заметно бóльшего 
возрастания времени расплывания Δt со временем t (пропорционального Δk при больших t), 
чем уменьшение |x0|, пропорциональное 1/Δk.  Для центра выходящего волнового пакета в 
точке x=a такая задержка будет значительно меньше, поскольку значение τ  меньше, чем 
ограниченное значение < Ph

tunτ   >E, вследствие опережения, обусловленного различием между 

j+(0,t) и  jin(0,t), где jin = Re[
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h ]. Поэтому можно ожидать, что время перехода центра 
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волнового пакета между входом в барьер и выходом из него должно быть меньше, чем в 
случае обычного действия эффекта Хартмана, и при достаточно больших разбросах скоростей 
Δv может стать даже отрицательным. 
       Рис.5 показывает качественно поведение временного сдвига выходящего волнового 
пакета по отношению к падающему волновому пакету при разных разбросах импульсов Δk. 
Значения t0, t0′, t0′′ представляют моменты времени прохождения пика волнового пакета через 
начальную точку x=0 барьера, а значения tf, tf ′ и tf ′′ моменты прохождения через конечную 
точку x=a барьера, соответственно.  

ρ
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Рис.5.  Качественное описание временного смещения между пиками волнового пакета tf, tf ′, tf ′′  и t0 , 

t0′, t0′′ для плотности вероятности ρ(x=a,t) и ρ(x=0,t) волнового пакета. 
 
          Туннелирование через двойной барьер и фазовое время нерезонансного туннелирования 
через оба широких барьера. Рассмотрим формально стационарную картину 1D 
туннелирования частицы с массой m и кинетической энергией E=h2k2/2m=mv2/2 через 
потенциал V (x), состоящий из двух одинаковых прямоугольных барьеров высоты V0 (V0>E) и 
ширины a, расстоянием l между ними (см. рис.6).  
 

 
 

Рис.6. Туннелирование сквозь два последовательных потенциальных барьера. 
 
 
        В областях I (x ≤ 0), II (0 ≤ x ≤ a), III (a ≤ x ≤ l+a), IV (l+a ≤ x ≤ l+2a) и  V (x ≥ l+2a) 
стационарные волновые функции имеют вид: 
  
                                               ψ I  = e ikx + A1R e –ikx  ,                                              (32a) 
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                                               ψ II  = α1e–χx + β1 eχx   ,                                             (32b) 
                         
                                               ψ III  = A1T  [e ikx + A2R  e –ikx] ,                                  (32c) 
 
                                               ψ IV =  A1T  [α2e–χ (x–l–a) + β2 eχ (x–l–a)] ,                     (32d) 
 
                                                ψ V =  AT  eikx,   AT ≡ A1T A2T ,                                  (32e) 
 
где χ = [2m(V0–E)]1/2 /h , амплитуды A1R , A2R , A1T , A2T , α1 , α2 , β1 и β2 – амплитуды отражения, 
проникновения и коэффициенты затухающих и анти-затухающих (возрастающих) волн в 
барьерах 1 и 2, соответственно. Эти 8 величин могут быть легко определены через условия 
сшивки функций ψ I,II,III,IV,V  и их производных dψI,II,III,IV,V /dx в точках x = 0, a, l+a, l+2a. Их 
выражения для широких барьеров, когда χa → ∞, таковы:  
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        Из (33) можно получить такое выражение для фазового времени туннелирования: 
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точно такое же, что и для одного барьера и не зависящее не только от ширины барьера a, но и 
от расстояния l между ними. Такой результат является поразительным обобщением эффекта 
Хартмана, впервые полученным в [39]. Однако следует сразу же отметить, что этот результат 
верен лишь для нерезонансного туннелирования, т.е. при энергиях, весьма удалённых от 
резонансов.  
        В [40] этот результат был обобщён для нерезонансного туннелирования сквозь 
произвольное число одинаковых конечных прямоугольных широких барьеров и было 
показано, что общее фазовое время туннелирования не зависит ни от ширины барьера, ни от 
расстояния между ними.  
        В [41,42] изучалось резонансное туннелирование через два произвольных (не 
обязательно широких) барьера в области резонанса и в [52] была получена любопытная 
формула для фазового времени 
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справедливая для любого резонансного туннелирования через два барьера. Первый член 
отвечает времени свободного пролёта частицы вдоль расстояния l между двумя барьерами, а 
второй член отвечает резонансному времени задержки (Er и β – резонансная энергия и 
полуширина резонанса, определяемые формой двух-барьерного потенциала с нулевым 
потенциалом между обоими барьерами). В [43] изучалось туннелирование через один, два, 
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три и четыре одинаковых барьера в «пределе частиц» (когда волновые пакеты по своим 
размерам намного меньше расстояний между барьерами) и в «пределе волн» (когда 
рассматривалось квазимонохроматическое движение плоских волн). При этом для 2, 3 и 4 
барьеров изучалось резонансное  туннелирование (наряду с нерезонансным).   
 
        Время проникновения частиц в барьер с заслонкой (или заглушкой или стопором). В 
реалистическом случае конечного барьера имеет место суперпозиция затухающих и 
возрастающих волн, для которых полный поток внутри барьера (даже стационарный) – всегда 
ненулевой. Но для бесконечно широкого прямоугольного барьера, а также для конечного, с 
открытым входом с одной стороны и заслонкой (или заглушкой или стопором) с другой 
стороны, имеются только волны с нулевым стационарным потоком (см. ниже). Поэтому 
вместо туннелирования сквозь такой барьер имеет место заполнение барьера волнами. Для 
изучения времени заполнения такого барьера вначале опишем соответствующие 
стационарные решения для такого барьера (см. рис.7) : 
  

 
 

Рис.7. Потенциальный барьер с заслонкой (или заглушкой или стопором). 
 
                            ψ I (k, x) = ψin+ψR ≡ exp (ikx) + AR exp (–ikx),                         x <0,  
  
                          ψ II (k, x) = ψevan+ψantievan ≡ α exp (– χx) + β exp (–χx),       0 < x < a,        (36) 
 
                            ψIII (k, x) = 0 ,                                                                             x ≥ a. 
 
Из условий сшивания волновых функций и её производной в точках х = 0 и х = а легко 
получить явные аналитические выражения для AR , α и β , причём  β = – α e– 2χ a    и  
ψ II (k, x) = α exp (–χx)  + β exp (–χx) = α (e– χx – e–2χ a e+ χx ) c явно вещественной функцией в 
круглых скобках и, следовательно, нулевым стационарным потоком внутри барьера, как и в 
случае только затухающих волн. При χa >>1 в области II   ψ II (k, x) → α e– χ x. В дальнейшем 
ограничимся только этим приближением.  
      Теперь найдём время заполнения барьера, изображённого на рис.7, квази-
монохроматическим волновым пакетом, описываемым в приближении χa >>1 третьей 
строкой равенств (2) и выразим функцию ψevan (k, x) в форме интеграла Фурье в импульсном 
пространстве, вводя множитель exp (iqx) c интегрированием по q от – ∞  до +∞ (см. 
приложение II, где цитируются новые ссылки [44-50], а также инстантонный метод). Для 
квазимонохроматических волновых пакетов (т.е. в приближении стационарной фазы), следуя 
[8] и приложению II, можно определить время заполнения τ fill-up  как сдеднее время 
заполнения τ fill-up(q) для каждого импульса q в разложении Фурье функции ψ II (k,x), 
проинтегрированной по q с мерой |Cη,- (k,q)|2 : 
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,       τ fill-up (q) = t(χ, –⏐q⏐, x = 0) – t(χ, +⏐q⏐, x = 0),     (37) 

 

где t(χ, ±⏐q⏐, x = 0) ≡ ± x/vq +τ – (χ, ±⏐q⏐),   vq = h q/m  и τ – (χ, q) –  время задержки или 
опережения для входящих бегущих волн (q>0) или отражённых бегущих волн (q<0), 
соответственно. После соответствующих выкладок с учётом функций С(k, q) (cм. приложение 
II и ссылки [44-47]) получим: 
 
                                                            τ fill-up      →   1/ vχ ,                                                      (38) 
                                                           χа→ ∞ 
 
где  v = h k/m  для квазимонохроматических частиц (и v = c  для квазимонохроматических 
фотонов [44]).     
    Проблема резонансов для таких барьеров (а следовательно, и возрастаний τ fill-up) была 
рассмотрена в [44] (и кратко в [8]). Такие резонансы реально наблюдались в экспериментах, 
описанных в [51]. 
 
 
4. О туннелировании электромагнитных волн и фотонов. 
 
        Теоретическое расширение временного анализа процессов с частицами на процессы с 
электромагнитными волнами и фотонами представлено в разделах 9 и 10 части I, из которой 
нетрудно усмотреть, что при наличии «фотонных барьеров» электромагнитные волны или 
фотоны через них туннелировать через них подобно туннелированию частиц через 
потенциальные барьеры3). Такие барьеры были сконструированы для изучения движения 
электромагнитных волн в микроволновом диапазоне через волноводы (cм. рис.8), в 
оптическом диапазоне в устройствах с нарушенным полным отражением (см. рис.9) и т.п. 
Основой многих парадоксов при туннелировании фотонов является эффект Хартмана, 
неизбежно приводящий к сверхсветовым временам туннелирования фотонов через 
достаточно широкие барьеры, а иногда даже к опережению выходного пика по отношению к 
входному. Так, из формул (28) и (29) части I легко видеть, что при aχem > 2 эффективная 
скорость туннелирования будет превышать скорость света. Этот результат согласуется с 
известными экспериментальными данными, полученными для туннелирования микроволн. 
(см., напр., [57] из части I и [56,57] этой части II) и рис.8, где представлена схема результатов 
этих работ).  
____________ 
3) Туннелирование классических затухающих электромагнитных волн впервые было экспериментально 
изучено ещё в [64] (см.ниже)  с использованием двухпризмовой схемы типа изображённой на рис.8б. 
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Рис.8. На этой схеме представлен один из экспериментальных результатов Нимтца из [57] из части I и 
[56,57] этой части II, согласно которым средняя скорость пересечения пучком узкого сегмента  
зависит от его длины и превышает скорость света с для достаточно длинных «фотонных барьеров». 
Такой результат явился одним из первых подтверждений эффекта Хартмана. 
 
       Далее, из [58-63] известны результаты оптических экспериментов с туннелированием 
фотонов (см., напр., схему из [61], представленную на рис.8а). Рисунок 8а отдельно был 
представлен и рассмотрен в разделе 10 части I.  

 
                                        (а)                                                                         (б) 
 
Рис.9. (а) Нарушенное полное внутреннее отражение и туннелирование затухающих волн. (б) Более 
поздняя схема из [63], учитывающая эффект Гуса-Хэнчена. 
 
 
        На рис.9б, где представлено устройство с двумя призмами, ещё было предсказано 
Ньютоном и предварительно подтверждено Ф.Гусом и Х.Хэнченом пространственное  
смещение отражённого и прошедшего пучков по отношению к тому, что ожидается от 
геометрической оптики. Этот эксперимент не так давно был опубликован в [63], где 
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обращалось внимание на сильную зависимость такого сдвига от ширины пучка и особенно от 
угла падения. 
         Наконец, появились и экспериментальные работы  по изучению обобщённого эффекта 
Хартмана для двух барьеров, теоретически изложенного в предпоследней части предыдущего 
раздела (и в [39,42]). Они были выполнены для движения (нерезонансного) как 
электромагнитных волн в микроволновом диапазоне через волноводы [65] (cм. рис.9), так и 
для оптических фотонов в волоконной оптике [66] (см. рис.10 и 11). Поскольку 
туннелирование в обоих случаях было в области частот, далёкой от резонансов, общее 
фазовое время туннелирования оказалось не зависящим не только от ширин барьеров, но и от 
расстояния между барьерами. На рис.11 конкретно      
   

 
 
Рис.9. Туннелирование электромагнитных волн микроволнового диапазона через два узких 
сегмента. 
 
показаны в виде сплошной кривой теоретические расчёты времени туннелирования < ph

tunτ >, а 
отдельными экспериментальными точками – представлены временные измерения < ph

tunτ > , 
время же прохождения светового импульса, настроенного далеко от запретной зоны 
волоконных решёток,           

 
 

Рис.10.Реализация двумя решётками в оптическом волокне двух фотонных барьеров в [66]. 
  
 
представлено штриховой кривой (на вертикали представлены значения времён 
туннелирования в пикосекундах, на горизонтали – расстояние между барьерами в мм ). 
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Рис.11. Зависимость внерезонансного времени туннелирования от расстояния между барьерами  для 

прямоугольной двухбарьерной волоконно-оптической структуры, изображённой на рис.10. 
 
 
             Проблема физической интерпретации сверхсветовых скоростей туннелирования 
фотонов. Явления сверхсветовых скоростей, наблюдаемых в экспериментах с 
туннелированием фотонов и затухающих электромагнитных волн [56-63,65,66] и в ряде 
последующих работ, породили серию дискуссий по релятивистской причинности, начиная с 
разделов 9 и 10 части I, а также в [8,34,56-63, 65-101] и ряде других. До сих пор не достигнут 
консенсус в результате этих дискуссий, они в принципе продолжаются,  как продолжаются 
также и эксперименты (см., напр., [102-107]). Обычно обсуждаются такие интерпретации 
сверхсветовых скоростей туннелирования фотонов:     
       1) Интерпретация сверхсветовых групповых скоростей туннелирования фотонов без 
нарушений причинности или специальной теории относительности предлагалась в 
[58,59,68,69,75,78-81], исходя из переформирования (или реконструкции) в процессе 
ослабления импульса, обсуждавшейся в классическом пределе ранее в [108-110]: поздние 
части входящего импульса ослабляются сильнее, так что в результате выходящий импульс 
сдвигается к передним частям, эффективно усиливая их (и тем самым эффективно увеличивая 
групповую скорость) строго каузальным образом. Такая схема вполне совместима с обычной 
идеей причинности (cм., напр.,[8,67-69]: Если полное ослабление импульса очень велико и во 
время туннелирования ведущий край импульса ослабляется меньше, чем  хвостовая часть, то 
временная огибающая выходящего малого потока может полностью располагаться под 
исходной временной огибающей входящего импульса (см. также обсуждение в [89]). И если 
AT зависит от энергии намного слабее, чем весовая амплитуда исходного волнового пакета, 
тогда спектральное разложение, а следовательно, и геометрическая форма вышедшего 
волнового пакета будет практически такой же, что и у входящего волнового пакета (т.е. будет 
иметь место переформирование, или восстановление исходной формы). Если же, напротив, 
зависимость AT  от энергии не будет слабой, то форма и ширина импульса могут сильно 
измениться (т.е. будет иметь место «реконструкция» формы).       
       2) Такое интересное явление, как независимость времени внерезонансного 
туннелирования через два барьера от расстояния между ними можно качественно объяснить, 
исходя из интерференции межу волнами, выходящими из первого барьера и 



 49

распространяющимися в области между барьерами, и волнами, отражёнными от второго 
барьера обратно в область между двумя барьерами. Эта интерференция вполне может 
привести в результате к «опережению» (т.е. к эффективному ускорению пролёта) бегущих 
волн, что полностью аналогично рассмотренному выше опережению в результате 
интерференции между волнами,налетающими на первый барьер, и волнами,отражёнными от 
первого же барьера назад (см. обсуждение кривых на рис.2 в связи с отрицательными 
значениями величины <t+(0)>, а также обсуждение в [89]). Явление опережения фотонов 
обсуждалось также в [99].  
        3) Заслуживает отдельного внимания любопытная идея «сверх-осцилляций», выдвинутая 
в [111]. Её целесообразно рассмотреть подробно в специальной статье.   
        4) В принципе наличие сверхсветовых явлений при туннелировании частиц и фотонов 
можно, по крайней мере частично, интерпретировать и  нелокальностью барьеров, связанной 
с одновременным изменением самой пространственно-временнóй метрики в целом внутри 
всей области барьера в области, где  энергии налетающих волновых пакетов не превышают 
высоты барьера (подробнее см. в [44-47,95] и в соответствующих ссылках, приведенных там). 
Поскольку Эйнштейновская причинность автоматически проявляется только для локальных 
теорий, именно нелокальность той или иной формы может привести к её нарушению. В этом 
отношении эффект Хартмана является, подобно эффекту Эйнштейна, Подольского Розена, 
свидетельством проявления нелокальности квантовой физики. 
             
5. Метод многократных внутренних отражений в одномерных (1-D),   двумерных  
(2-D) и трёхмерных (3-D) задачах туннелирования частиц и фотонов. 
 
       Одномерное туннелирование. Анализ многократных внутренних отражений в области 1-D 
потенциалов (включая потенциальные барьеры) проводится уже достаточно давно (см., напр., 
[112-115,47]). Эта задача довольно тривиальна для потенциалов притяжения и для 
надбарьерных энергий внутри барьеров. Но ситуация резко меняется для подбарьерных 
энергий, т.е. при туннелировании. В этом случае затухающие и возрастающие волны в 
отдельности обладают нулевыми потоками (как стационарными, так и нестационарными, 
усреднёнными по времени). Ненулевым потокам отвечают только линейные суперпозиции 
затухающих и возрастающих волн вместе. Поэтому затухающие и возрастающие волны сами 
по себе не могут рассматриваться в качестве физических бегущих волн.  
       Для корректного анализа многократных последовательных отражений от внутренних 
стенок барьера при туннелировании через него воспользуемся формализмом  временного 
анализа процессов туннелирования, разработанным в [7-11], при этом учитывая результаты 
[112-115,47]. Ограничимся простейшим случаем прямоугольного барьера высоты V0  в 
интервале (0, а) (см. рис.1), а эволюцию туннелирования опишем нестационарным описанием 
актуально движущимися волновыми пакетами типа (2), составленными из стационарных 
решений (1) и избавившись от надбарьерных энергий с помощью дополнительного 
преобразования )(kg → )(kg Θ(E–V0) (где Θ(E–V0) – ступенчатая функция Хевисайда). 
Вместо обычного сшивания стационарных волновых функций (1) в точках x = 0 и x = a при 
нахождении аналитических выражений для AR , AT , α  и β , перейдём к анализу прохождения 
начального волнового пакета через первую стенку потенциального барьера, 
(1) без учёта влияния второй (конечной) стенки потенциального барьера, поскольку волновой 
пакет ещё не достиг её вследствие конечной скорости движения, 
(2) без нарушения требования конечности волнового пакета в случае бесконечно широких 
барьеров (поскольку возрастающие стационарные волны не вводятся пока в рассмотрение), 
(3) конструируя волновые пакеты на последующих этапах многократных внутренних 
отражений таким образом, чтобы они были аналитическими продолжениями 
соответствующих выражений, отвечающих бегущим волнам для надбарьерных энергий. 
            И таким образом рассмотрим три последовательных этапа в эволюции процесса 
туннелирования: 
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            Первый этап: Частица начинает процесс туннелирования сквозь барьер с пересечения 
первой стенки барьера при x = 0. На этом начальном этапе в области I имеем падающий 
волновой пакет 
    
                             Ψin (x, t) = ∫ dEg(E)ψin(x, k)exp(–iEt/h ),                    x< 0 ,                   (39) 
       
плюс внешне отражённый от первой стенки барьера волновой пакет 
                                                      
                              0

RΨ  (x, t) = ∫ dEg(E) 0
Rψ (x, k)exp(–iEt/h ),                 x< 0 .                    (40) 

        
              Сумма  волновых пакетов (39) и (40) непрерывно переходит при прохождении через 
начальную стенку барьера в волновой пакет внутри барьера (II). В предположении 
прямоугольной формы и в случае гипотезы, что туннелирующий пакет ещё не чувствует 
конечной стенки барьера, проникший под барьер волновой пакет вначале содержит только  
затухающие волны:  
 
                              1

penΨ  (x, t) = ∫ dEg(E)α 0 exp (–χx)exp(–iEt/h ),     0 < x < a                  (41) 
  
[через α0 обозначен коэффициент начального проникновения]. Далее, из условий сшивания 
стационарных волновых функций в точке x = 0 получим два линейных неоднородных  
уравнения для неизвестных 0

RA  и α 0 . Подчеркнём, что стационарный поток для α 0 exp (–χ x) 
и полный поток для 1

penΨ (x, t), проинтегрированный по времени, оба равны 0. 
           Второй этап: Частица проходит вторую стенку барьера в точке x = a. При 
прохождении второй стенки барьера после проникновения внутрь барьерной области II 
волновой пакет трансформируется в два пакета – (а) протуннелированный и 
распространяющийся в области III и (б) отражённый от второй стенки барьера и 
проникающий назад в область II. Из сшивания стационарных волновых функций в точке x = a 
во втором этапе аналогично первому этапу получим 2 линейных неоднородных уравнения для 
неизвестных 0

TA  (амплитуду стационарной волны, прошедшей через вторую стенку в область 
III) и β 0 (амплитуду возрастающей волны, отражённой от второй стенки в область II). 
           Третий этап: Частица, отражённая назад от второй стенки, проходит снова через 
первую стенку, пересекая её, двигаясь в направлении отрицательной полуоси x. Волновой 
пакет, отражённый от второй стенки, налетает внутри барьера на первую стенку. И далее он 
трансформируется в 2 пакета – (а) прошедший через эту стенку (в дополнение к пакету, 
отражённому на первом этапе назад в область I) и (б) отражённый от той первой стенки 
вперёд внутри области II. Из сшивания волновых функций в точке x = 0, как и в случае 
первых двух этапов, получим снова два линейных неоднородных уравнения для неизвестных 

1
RA  (амплитуду стационарной волны, прошедшей через первую стенку назад в область I) и α 1 

(амплитуду стационарной затухающей волны, отражённой от первой стенки назад в область 
II). Этот третий этап отвечает естественно первому внутреннему отражению. И процесс 
второго и третьего этапов можно итерировать с учётом последовательных процессов 
внутренних отражений постепенно ослабевающего (по мере увеличения номера предыдущих 
внутренних ударов частицы о стенки) волнового пакета от стенок барьера (с частичными 
выходами через стенки наружу). Такое описание процесса туннелирования неизбежно 
включает в себя подход многократных  внутренних отражений [112-115,47]. Нетрудно 
видеть, что любой из последующих этапов может быть сведён к одному из первых трёх 
рассмотренных выше этапов. Более того, получим из требований непрерывности волновых 
функций следующие реккурентные соотношения          
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для неизвестных коэффициентов  αn , βn , n

TA  и 1+n
RA  (n=0,1,…)  последовательных этапов 

эволюции туннелирования волнового пакета. Число n нумерует последовательный этап 
эволюции волнового пакета внутри барьера, начиная с n = 0 (начиная с проникновения 
волнового пакета внутрь барьера). При n ≠ 0 номер соответствующего этапа эволюции связан 
с внутренним отражением от любой стенки барьера до прибытия к другой стенке.  
         Нечётные значения n = 2μ +1 отвечают отражениям от первой стенки барьера с 
амплитудами αμ , в то время как чётные значения n = 2(ν +1) отвечают отражениям от второй 
стенки с амплитудами αν .  
          Общая эволюция падающего волнового пакета, туннелирующего сквозь барьер, 
описывается с помощью суммирования всех возможных этапов. И нетрудно видеть, что  
 

                       AT  =∑
∞

=0n

n
TA = 4iχ k exp(–χa–ika)/F,      AR =∑
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=0n

n
RA = 2

0k D– /F ,                    (43) 

                                                                                                                                                                                                                           

                    α =∑
∞

=0n
nα = 2k(k+iχ) / F ,        β =∑

∞

=0n
nβ = 2k(iχ – k) exp(– 2χ a) / F, 

 

где  F = (k2 – χ 2
 )D–  + 2ikχD+ ,  ±D = 1 ± exp(– 2χa) ,  2

0k = k2  + χ 2 = 2mV0 / 2h   . 
 

          Все эти результаты для  α , β , AT  и AR  совпадают с результатами, полученными при 
стандартном сшивании стационарной волновой функции, удовлетворяющей решению 
уравнений (1) и также входящими в нестационарный волновой пакет, удовлеворяющий 
уравнениям (2) (см., напр., [47]). Более того, при замене   iχ→ k1 , где  k1 = [2m(E–V0)]1/2/h  – 
волновое число при надбарьерных энергиях (E>V0), все выражения (43) для  α , β , AT  и AR  
переходят в те выражения тех же величин, которые получены при изучении движения 
обычных частиц над барьером в терминах многократных внутренних отражений (см., напр., 
[47]).     
            Промежуточные и полные времена туннелирования и отражения. С учётом 
многократных внутренних отражений изучим фазовые времена для квазимонохроматических 
волновых пакетов (39)-(40), следуя [47], и в результате получим: tin = Eg ∂∂ /)(argh  для 
падающего волнового пакета в начале барьера (x = 0) – выберем его за начальное (нулевое) 

время; 
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является фазовым временем внешнего отражения в первом этапе; и 
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        Аналогично получим такие выражения для времён отражения и туннелирования для n-го 

этапа [47]: 
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фазовые времена полного туннелирования и отражения  определяются  [47]: τtun  = 
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            Двумерное туннелирование: Введение. Одномерное (1-D) проникновение и 
туннелирование нерелятивистских частиц и фотонов сквозь потенциальный барьер изучалось 
в стационарном и нестационарном подходах в ряде работ (см., например, [7,8,44-47,112-115] и 
соответствующие ссылки в них). Здесь будет описано, следуя [116], в 
квазимонохроматическим приближении движение нерелятивистских частиц, описываемое 
стационарным двумерным (2-D) стационарным уравнением Шредингера  

                   0),()]},()(/2({ 2
2

2

2

2

=Ψ++
∂
∂

+
∂
∂ yxyxVEm

yx
h                                     (44) 

где ),( yxΨ  - стационарная волновая функция, m – масса частицы, ),( yxV - потенциал 
(барьер) и E полная энергия. Области I и II определены как области с нулевыми потенциалами 
V(x) = V(y) = 0 (I для –∞ < x ≤ 0 ,  –∞ < y < ∞ и II для a ≤ x< ∞, –∞ <y<∞). Область III содержит 
барьер V(x) = V0 >0, и V(y) = 0  (0 ≤ x < ∞ ,–∞ < y < ∞). Все три области бесконечны вдоль оси y 
(параллельно поверхностям раздела между  I и II, а также между II и III), и имеет место 
трансляционная симметрия вдоль оси y  во всех трёх областях (поскольку V(y)=0 везде). Из-за 
бесконечности всех трех областей вдоль оси y граничными эффектами пренебрежём.  
          Далее, используя аналогию движения частиц и фотонов, рассмотренную в [8,52-56], 
изучим движение фотонов, распространяющихся в изотропной стеклянной среде I и III, 
проникающих или туннелирующих через изотропный слой воздуха II.  
           Изучение 2-D проникновения и туннелирования квазимонохроматических 
нерелятивистских частиц через потенциальный барьер. В стационарной схеме (см. рис.11) 
начальная 2-D плоская волна )exp( rki rr  с k

r
= {kx , ky},  rr ={x , y}, 22

yx kkkk +=≡
r

,  

,2/ 222
xx Emk =h  222 2/ yy Emk =h  и с полной энергией (и в тоже время кинетической энергией в 

I и III)  E = 2
xE + 2

yE  описывает в I свободную частицу, движущуюся по направлению к точке 
(x=y=0). Проанализируем надбарьерное проникновение с Ex > V0.  В точке (x=y=0)  возникает 
первая внешне отражённая плоская волна 1,ex

RA )exp( rki R
rr

, где 1,ex
RA  – амплитуда первого 

отражения от левой границы раздела в I, ex
Rk
r

={– ex
xk , ky}, и первая прошедшая (в II) волна 

)exp(11 rkiA penpenII
rr

=ψ , где 1
penA  – амплитуда первого проникновения (в II), 

h
r

/)(2},,{ 0VEmkkkk x
pen
xy

pen
xpen −== , 0VEx > . Далее, в первой точке выхода (x=a, y = Δy), Δy 

– первый сдвиг вверх в II (из-за движения с ky вдоль оси y), возникают первая пройденная 
плоская волна )exp(11 rkiATIII

rr
=ψ , где 1

TA  - амплитуда первой пройденной (в II) волны, и первая 
отраженная (внутри II) волна )exp( 1,1, rkiA in

R
in
R

rr
, где 1,in

RA  – амплитуда первой отраженной 
(внутри II) волны, },{ y

pen
x

in
R kkk −=
r

.Сдвиг  Δy , очевидно, может быть определён как 
 
                                                Δy = a tanθ ′ , tanθ ′= pen

xy kk / ,                   (45а) 
или 
                                               Δy=( penPh

xy mk ,)/ τh = a tanθ ′ ,                   (45b) 
 
где penPh

x
,τ =am/ħ pen

xk  – фазовое время движения частицы вдоль расстояния a со скоростью 
mkx /h  (т.е. время прохождения квазимонохроматической частицы вдоль оси x в II от точки 

x=0 до точки  x=a, определяемое в приближении стационарной фазы). 
          Далее, в точке (x=0, y=2Δy) возникают вторая прошедшая (в II) волна, или вторая 
внутри отраженная (от левой границы раздела II) волна )exp(2 rkiA penpen

rr
, где 2

penA ≡ 2,in
RA  – 

амплитуда второй прошедшей (в II) волны, или, что тоже самое, второй внутренне 
отраженной (от левой границы раздела II) волны, и вторая внешне отраженная (в I) 
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волна )exp(1, rkiA R
ex
R

rr
, где 1,ex

RA  - амплитуда второй внешне отраженной (в I) волны). И так 
далее... (это можно продолжить до произвольной n-й внешне отражённой (в I) волны 

)exp(1, rkiA R
ex
R

rr
, n ≥ 2). 

        Из условий сшивки для волн и их первых производных 
x∂

∂  в точках (x=y=0), (x=a, y=Δy), 

(x=0, y=2Δy), (x=a, y=3Δy), …,  получим  (пренебрегая вследствие трансляционной симметрии  
в обеих границах раздела плоской волной exp(i yk y) ):     
 
 
 
 

 
 
Рис.12. Схематическое изображение многократных 2D отражений, надбарьерных проникновений и 
прохождений нерелятивистской частицы. 
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       В случае k= xk , когда θ=0 (см. рис.12), т.е. начальная плоская волна перпендикулярна к 

первой границе раздела и Δy=0, нетрудно видеть, что 
21,21 es

Rpen
x

pen
x AA
k

k
+ =1 и 

2121,21
Tx

in
R

pen
xpen

pen
x AkAkAk += , вследствие сохранения потока в первом прохождении через 

точки (x=y=0) и (x=0, y=a).  В случае 1-D проникновения (при θ =0, когда начальная плоская 
волна перпендикулярна к первой границе раздела и Δy=0) все выражения, включая последние 
выражения n=1,2,…, в (46)-(50) совпадают с соответствующими 1-D выражениями в [47], 
представленными с помощью прямого временного анализа к одномерному туннелированию в 
предыдущем подразделе (одномерное туннелирование). Здесь проведено очевидноe 
обобщение для  2-D cлучая многократных 1-D внутренних отражений из [47]. 
       Теперь проанализируем подбарьерное туннелирование при Ex < V0.  Если угол θ 

достаточно велик ( crit
x

y
crit k

k
tan

2
=>> θθπ , где crit

xk  определяется равенством 

mkx 2/)( 2crit2h =V0), то xE < V0  и значения pen
xk - мнимые, т.е. pen

xk = iχ  с χ >0 и имеет место 
подбарьерное туннелирование, 222 χ+= kk y . В этом случае, вместо надбарьерного 
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проникновения, описываемого формулами (30)-(34), для описания под-барьерного 
туннелирования следует ввести χ  вместо pen

xk  при помощи подстановки pen
xk = iχ.  И вместо 

распространения в II волн )exp( xik pen
x± , появятся затухающая и возрастающая волны 

)exp( xχm , а вместо амплитуд n
penA  и nin

RA ,  волн )exp( xik pen
x±  введём, как обычно, 

коэффициенты nα и nβ , соответственно. Соответствующая картина представлена на рис.13.  

 
 
Fig. 13. Схематическое изображение многократных нерелятивистских 2-D отражений, подбарьерных 
проникновений и прохождений нерелятивистской частицы 
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В этом случае фактически используется аналитическое продолжение из области 
действительных (надбарьерных) волновых чисел в область мнимых (подбарьерных) волновых 
чисел аналогично тому, как это было сделано [47]. Полученные результаты, схожие с (46)-
(50) при заменах pen

xk → iχ, n
penA → nα , nin

RA , → nβ ,  совпадают с соответствующими 1-D 
результатами в [47]. И те же самые результаты получаются при использовании разложения 
Фурье по пространству виртуальных импульсов и в инстантонном подходе (оба эти метода 
также представлены в [47] и в приложении II). 
     Вместо сдвига Δy вдоль оси y, определяемого для надбарьерного прохождения 
уравнениями (45a) и (45b) и изображённого на рис.12, следует использовать близкие к (45b) 
выражения 
 
                               Δn y=( nexPh

axRTy mk ),(
)0(),()/ =τh ,                                       (45с) 

где 

                              nPh
axT

,
, =τ = +

xv
a

h arg
E∂
∂ n

TA      (n=1,2,…),                                                 (51) 

и 
 

                               nex
R

nexPh
xR A

E
,,

0, arg,,

∂
∂

== hτ      (n=1,2,…).                                       (52) 

 
Величины nPh

axT
,

, =τ  и nexPh
xR

,
0,

,,
=τ  представляют фазовые времена движения (т.е. времена движения 

квазимонохроматической частицы в приближении стационарной фазы) для n-го шага при 
подбарьерном туннелировании через точку x=a и n-го шага при внешнем отражении от 
первого барьера в точке x=0, соответственно (см., например, [7,8]). Конечно, сдвиги Δny с 
различными значениями n=1,2,3,… - различны (вследствие небольшого численного 

возрастания h arg
E∂
∂ n

TA  и nex
RA

E
,arg

∂
∂

h  для возрастающих чисел n, но всегда 

пропорциональны 2/vχ  в пределе χa → ∞). Протуннелированные и внешне отраженные 
волны возрастающего порядка, благодаря множителю exp(–χa) в выражениях для n

TA  и nex
RA , , с 

возрастанием номера n быстро затухают и, в конце концов, исчезают.     
           В [117] без строгого теоретического обоснования и в пренебрежении многократными 
внутренними отражениями и прохождениями (вместо аналитического продолжения, 
использованного в [47,112-115]) была использована для kx - компоненты внутри области II 
только одна обычная линейная комбинация волн )exp()exp( xx χβχα +−  и для ky -компоненты 
внутри области II только одна волна )exp( yik y и было получено следующее выражение для 
только одного сдвига вдоль оси у во второй границе раздела (между II и III) 
 
                                                   Δy =( Ph

axTy mk =,)/ τh ,                                      (45d) 
 

который представлен на рис.14, где 
 

                                                Ph
axT =,τ  =τtun = a/v + h∂argAT/∂E =  

                            =(vχ)–1[ 2
,0 xk sh(2χa)+2χa 2

xk (χ2–k2)]/[4 2
xk χ2+ 2

,0 xk sh2(χa)]                       (53) 
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и  AT = xxx
n

n
T FaikaikA /)exp(4

1
−−=∑

∞

=

χχ , +− +−= DikDkF xxx χχ 2)( 22 , )2exp(41 aD χ−±=± , 

2
0

222
,0 /2 hmVkk xx =+= χ  и в результате была получена только одна прошедшая (в III 

область) 2-D волна )exp( yikA xT )exp( yik y , которая движется в параллельном направлении к 
падающей волне.  
           Итак, представлены два приближения (подхода) для 2-D подбарьерного 
туннелирования нерелятивистской частицы. Первый представлен рис.13 с бесконечной 
серией внутренних отражений и пройденных волн, с помощью формул (46)-(50), с заменами 

pen
xk → iχ, n

penA → nα , nin
RA , → nβ , а также с помощью сдвигов (29c,d). Второй представлен на 

рис.14 с только одним сдвигом при туннелировании и только одной прошедшей волной, 
которая движется параллельно падающей волне, в полном пренебрежении многократными 
внутренними отражениями и прошедшими волнами.     
 

 
 
Рис.14. Схема 2-D туннелирования с одной отражённой и одной прошедшей волной, движущейся 
параллельно падающей волне. 
 
 
 
      Оба подхода указывают на нелокальное поведение подбарьерного туннелирования, 
которое приводит к эффекту Хартмана для фазового времени туннелирования в пределе χa → 
∞. Этот эффект состоит в независимости фазового времени туннелирования от ширины 
барьера (см., например, [7,8]): точно это время равно 2/vχ для любого фазового времени (39) и 
(40), n=1,2,3,…, точно так же, как и для основного времени туннелирования (21а) в 
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обоих случаях. И остаётся только окончательное тщательное подтверждение того, какой из 
подходов реально описывает подбарьерное туннелирование. Пока только наш подход (рис.13) 
подтверждён несколькими методами, описанными в [47], и предварительно подтверждён 
давними (однако без реальной обработки данных) экспериментальными наблюдениями, 
опубликованными в [118-119]. 
        2-D  проникновение и туннелирование фотона через барьер. C учётом аналогии 
движения фотона и частицы, рассмотренной в [8,52-56], распространим полученные 
результаты на 2-D проникновения и туннелирования фотона. Рис.12-14 могут также быть 
использованы для фотонов, распространяющихся в изотропной стеклянной среде I и III, 
проникающих или туннелирующих через изотропный воздушный слой. В этом случае 
величина 
 

                                                          n=
′

θ
θ

sin
sin                                         (54) 

 
представляет собой коэффициент преломления света в стекле (если положить коэффициент 
преломления света в воздухе равным 1), и на рис.12 описано проникновение фотонов через 

слой II для углов меньше критического угла crit
x

y
crit k

k
tan=θ , т.е. угла полного внутреннего 

отражения для падающих фотонов, поляризованных перпендикулярно к плоскости x-y 
падения света. 
        Рис.13 и 14 описывают нарушенное полное внутреннее отражение поляризованного 
света, туннелирующего через слой II, для углов падения critθθ >  (нарушенное в смысле 
частичного прохождения через слой II в стеклянную среду III) в обоих приближениях, или 
применяя 2-D туннелирование частицы с многократными внутренними отражениями, 
представленными здесь (и также ранее в иной форме для света в [118-119]) (рис.12), или 
используя описание 2-D туннелирования нерелятивистской частицы и фотона, 
представленное в [117] (рис.13). Мы надеемся, что соответствующим образом уточнённые 
окончательные оптические эксперименты смогут дать ясную демонстрацию многократных 
внутренних отражений и многократных пройденных волн, как это было ранее предварительно 
проанализировано в [118-119]. 
  
           Трёхмерное туннелирование: Введение. К такой задаче проще всего было бы 
приступить, естественным образом расширяя двумерную задачу туннелирования (в осях х и у) 
на трёхмерную (в осях х, у и z) и полагая поверхности раздела двумерными (параллельными 
плоскости осей у и z ) с прежним направлением туннелирования вдоль оси х. Оставляя 
решение такой задачи на усмотрение читателей, перейдём далее к сферически симметричной 
задаче туннелирования, где основная роль возлагается на радиальную координату, что 
типично для простейших задач ядерной и атомной физики. Подобная задача обычно до сих 
пор излагается не только во многих монографиях по квантовой механике и по теории ядра, но 
и даже в ряде современных статей по ядерной физике в рамках ВКБ-приближения либо в 
сильно упрощённом стационарном подходе, либо с использованием элементарного 
временного подхода в конкретных задачах альфа-распада (см., напр., [120-123]). 
         Туннелирование и рассеяние частиц в трёхмерной потенциальной яме с внутренней 
жёсткой сердцевиной и внешним кулоновским барьером. Здесь ограничимся рассмотрением 
туннелирования и рассеяния нерелятивистских частиц в сферической трёхмерной 
прямоугольной потенциальной яме с внутренней жёсткой сердцевиной и с внешним 
кулоновским барьером, не используя приближение ВКБ и следуя статье [134]. Для простоты 
рассмотрим нулевое орбитальное квантовое число (l=0) и формально стационарные волновые 
функции (подразумевая фактически пользование квазимонохроматическим приближением 
реальных волновых пакетов). 
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      Опишем столкновение частиц как последовательность таких двух процессов: на первом 
этапе входящий волновой пакет туннелирует сквозь барьер внутрь потенциальной ямы, 
порождая отражённые волны во внешнюю область; на втором этапе расходящиеся из 
потенциальной ямы волны (которые появляются после вхождения падающего 
туннелирующего волнового пакета) туннелирует обратно сквозь барьер наружу и отражённые 
волны во внутреннюю область. Затем опишем подбарьерное низко-энергетическое рассеяние 
в целом и получим соотношение между S-матрицей и всеми амплитудами вероятностей 
(обоих туннелирований и всех отражений). В заключение покажем наличие многократных 
внутренних отражений от внутренней стенки кулоновского барьера (и от жёсткой 
сердцевины).    
         Столкновение снаружи. Схема столкновения снаружи представлена на рис.15. Область I 
с r>R2 описывает внешнюю область с медленно стремящимся к нулю кулоновским 
потециалом; область II, ограниченная R1 и R2 , описывает подбарьерную область; область III с 
R0 < r < R1 описывает потенциальную яму; в области IV с r < R0 находится бесконечно 
жёсткая сердцевина с нулевой волновой функцией. Вертикаль r = R2 отделяет внешнюю 
надбарьерную область (где кинетическая энергия частицы E превышает барьер кулоновского 
отталкивания) от внутренней подбарьерной области II (где E ниже кривой барьера 
кулоновского отталкивания); вертикаль r = R1 отделяет яму III от максимальной высоты 
барьера кулоновского отталкивания.  
                                                     

 
Рис.15. Схематическое описание столкновения сходящейся волны с барьером кулоновского 

отталкивания снаружи. 
 
          Стационарная радиальная волновая функция для картины рис.15, которая удовлетворяет 
радиальному уравнению Шредингера, имеет вид:  
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)(ex
IIΦ формально такова же, что и )(ex

IΦ ,                                          21 RrR <≤ ,   (55) 
 

ρ2)( ikin
T

ex
III eA −=Φ ,                                                       0Rr −=ρ ,      10 RrR << .  

 
Здесь k1 и E=ћ2k1

2/2m есть волновое число и кинетическая энергия частицы,  k2 =[2m(V0 + 
E)](1/2) / ħ . Для барьера кулоновского отталкивания 
 

                                             
r

ezzVc

2
21= , R1 ≤ r < ∞,                             (56) 

где ez1  и ez2  – заряды взаимодействующих частиц (ядер). Кулоновские функции G0 (k1,η, r) и  
F0 (k1,η, r) имеют асимптотику 
 

                  )2lncos(),,( 1110 σηη +−⎯⎯ →⎯ ∞→ rkrkrkG r ,                                           (57) 

                  )2lnsin(),,( 1110 σηη +−⎯⎯ →⎯ ∞→ rkrkrkF r ,          
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k
mezz

h
=η  – параметр Зоммерфельда,  σ =arg Γ(1+iη). 

 
Амплитуды AR

(ex) и AT
(in) – амплитуды внешнего отражения и проникновения внутрь 

потенциала при первом туннелировании, соответственно. Аналитические выражения для 
AR

(ex) и AT
(in)  могут быть найдены из условий непрерывности для обеих волновых функций и 

их первых производных в точках r=R2 и r=R1: 
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       Нетрудно показать, что 
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если учесть известное соотношение для вронскиана 10000 =′−′ FGGF  (здесь 0G′  и 0F ′  – 
производные 0G  и 0F  по k1R1, соответственно. Равенство (60) является следствием закона 
сохранения плотности потоков вероятностей. 
             Для очень малых k1 , когда 01 →k  (более точно, когда 112 Rk>>η ) 
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γ=1.781… – постоянная Эйлера. Если (2k1

2 / k2
 2η / 11Rk )[lnγ- -1(2π 11Rk  )-1/ 2] <<1,  то 

вероятность проникновения снаружи через кулоновский барьер внутрь прямоугольной 
потенциальной ямы ⏐A in

T ⏐2   принимает вид 
 

                                        )2exp(
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Итак, в отличие от 1-D ВКБ-приближения, часто используемого при анализе низко-
энергетических ядерных столкновений в ядерной астрофизике, в 3-D случае даже при очень 
малых k1 необходимо учитывать не только экспоненциальный множитель )2exp( πη− , но и 

предэкспоненциальный множитель 
1

2
2

1

Rk
kπ . 

       Эмиссия наружу от  барьера. Схема эмиссии наружу от барьера показано на рис.16. 
 

 
 
Рис.16. Схематическое описание эмиссии внутренней расходящейся волны через барьер кулоновского 

отталкивания. 
 
Стационарная радиальная волновая функция в этой задаче имеет вид: 
 
              ρρ 22)( ikin

R
ikin

III eAe −+=Φ ,                              10 RrR << , 



 62

               )(ex
IIΦ  формально та же, что и )(in

IΦ ,                                 21 RrR <≤                    (62) 
               )],,(),,([ 00

)( rkiFrkGAex
T

ex
I ηη +=Φ ,       0Rr −=ρ ,    ∞<≤ rR

1
. 

 
Из условий непрерывности стационарных волновых функций и их производных в точках r=R2 
и r=R1 нетрудно найти аналитические выражения для амплитуд in

RA  и ex
TA : 
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Как следствие закона сохранения потоков вероятностей, имеет место равенство  
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           Повторяя для (65) те же рассуждения, которые были сделаны для очень малых k1, когда 
k1 → 0, при получении (61a) из (60), получим: 
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Aex
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           Как и в случае (61a), в отличие от 1-D ВКБ-приближения, типичного для 
низкоэнергетических ядерных столкновений, в 3-D случае при очень малых k1 следует 
учитывать не только экспоненциальный множитель )2exp( πη− , но и предэкспоненциальный 

множитель 
12 Rk

π . 

            В простейшем случае прямоугольного барьера (вместо кулоновского) при 21 RrR <≤  и 
нулевого потенциала при  R2 < r < ∞  вместо кулоновского барьера, простая проверка фазовых 
времён внутреннего отражения внутрь ямы от внутренней стенки барьера и туннелирования 
сквозь барьер подтверждает наличие эффекта Хартмана, – иначе говоря, даёт его 
элементарное  обобщение c 1-D туннелирования на 3-D туннелирование (см.. [124]). 
 
         S-матрица. Теперь объединим вышеописанные два этапа столкновения в одно событие 
рассеяния, вводя S-матрицу и учитывая многократные внутренние отражения внутрь 
потенциальной ямы. Для этой цели опишем рассеяние схемой, изображённой на рис.17, и 
стационарную радиальную волновую функцию представим как 
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Рис.17. Схема описания рассеяния в целом. 
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Из условий непрерывности для стационарных волновых функций и их производных в точках 
r=R2 и r=R1, найдём аналитические выражения для S-матрицы и амплитуды A:  
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Нетрудно видеть, что =S 1; а из прямого сравнения A и S  с ex

RA , ex
TA , in

RA  и in
TA  можно найти: 
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      Физический смысл члена in
RA+1

1  обусловлен наличием бесконечной последовательности 

когерентных многократных внутренних отражений, описываемых стационарными волновыми 
функциями: 
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для сходящихся и расходящихся волн, соответственно, поскольку имеются многократные 
внутренние отражения между жёсткой сердцевиной и диаметрально противоположными 
точками внутренней 3-D стенки сферически симметричного кулоновского барьера. 
Разумеется, их временнýю последовательность физически естественно исследовать в прямом 
временнóм подходе, просто обобщая подход, изложенный в подразделе одномерное 
туннелирование раздела 4. В случае сферически симметричных ядер при этом следует 
учитывать, что пакет расходящихся волн внутри ядра (равномерно сферически размазанный 
внутри ядра), двигаясь радиально по направлению к внутренней сферической стенке 
кулоновского барьера, отражается от неё внутрь и затем движется уже радиально внутрь как 
пакет сходящихся волн к сферической стенке жёсткой сердцевины и далее отражается от неё 
внутрь потенциальной области, где снова движется как пакет расходящихся волн к 
внутренней стенке кулоновского барьера и всё повторяется многократно вплоть до 
постепенного полного выхода волнового пакета наружу.        
      Такие когерентные многократные внутренние отражения обычно имеют место для 
элементарных заряженных налетающих частиц (протонов, позитронов, π – -мезонов и т.п.). И 
они имеют место как для нерезонансного, так и резонансного рассеяния.  
        Но если бомбардирующая заряженная частица является кластером, как например альфа-
частица, и имеет место резонансное рассеяния с образованием альфа-радиоактивного 
составного ядра, то тогда может иметь место более сложный некогерентный процесс: альфа-
частица исчезает («растворяется») внутри составного (материнского) ядра и спустя 
определённое виртуальное и реальное время проживания τsoj (включая движение под 
поверхностью перед исчезновением и после нового формирования), альфа-частица снова 
появляется вблизи ядерной поверхности и проникает сквозь кулоновский барьер наружу (см., 
напр., ссылки [135-138]).  
         Полагая, что после каждой выходящей «порции» вероятностного волнового пакета α-
частицы в последовательности соударений и туннелирований наружу в бесконечной серии 
многократных внутренних отражений вероятность каждого последующего удара на 
внутреннюю стенку барьера кулоновского отталкивания уменьшается на множитель | in

RA  |2 по 
сравнению с предшествующим ударом, можно представить полную вероятность α-распада 
(очевидно, равную 1) в виде бесконечной суммы уменьшающейся геометрической 
прогрессии:  
 

                 (k1/k2)| 
2ex

TA  |2 [1+ | in
RA  |2 + | in

RA  |2| un
RA |2 +…] = (k1/k2) 

2ex
TA / [1 – | in

RA  |2] = 1.    (72) 
 
При этом также полагаем, что все многократные последовательные внутренние отражения 
внутри материнского ядра после формирования α-частицы вблизи ядерной поверхности до её 
последующего исчезновения внутри материнского ядра не когерентны друг относительно 
друга вследствие независимости последовательных процессов исчезновения и, следовательно, 
должны суммироваться не амплитуды вероятностей, но вероятности в цепочке многократных 
внутренних отражений. И далее естественно полагать, что на каждом этапе некогерентных 
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многократных внутренних отражений α-частицы полная средняя длительность τsoj  
виртуального и реального нахождения α-частицы внутри материнского ядра между двумя 
последовательными внутренними отражениями равны сумме среднего времени исчезновения 
и последующего формирования α-частицы, среднего времени её отражения внутри ядра и 
среднего времени её кинематического движения после отражения внутрь и потом к 
поверхности после её формирования. И величина τsoj одинакова для каждой пары 
последовательные ударов α-частицы о ядерную поверхность. 
          Эффективное или среднее значение виртуального и реального времени проживания 
альфа-частицы внутри материнского альфа-радиоактивного ядра между двумя 
последовательными некогерентными многократными внутренними  отражениями в течение 
долгого альфа-распада может быть оценена феноменологическим путём на простой основе 
экспериментального экспоненциального закона α-распада со средним временем жизни τ  
[124,128]: 
 
                                                            L (t) = exp (–t/τ).                                                     (73) 
 
Если  τsoj << τ ,   то в течение τsoj  вероятность распада уменьшается на величину 
 
                                                    ΔL = 1 – | un

RA  |2 = τsoj /τ .                                                     (74) 
 
И таким образом, с учётом (64), получим:  
 
                τsoj /τ = (k1/k2) | ex

TA  |2      и     τsoj = (k1/k2) | in
TA  |2 τ = P τ.,                   (75) 

 
где P = (k1/k2)| AT |2  . 
        Формула (75), переписанная при замене ν= 1 / τsoj  и τ =1/λ  в виде известной формулы 
(см., напр., [120,121]) 
  

                                                              λ =νP,                     (75a) 
 
фактически описывает новый феноменологический подход к физическому смыслу 
предэкспоненциального множителя.  
         Вычислим τsoj , например, для  210Po (при значениях E =5.407 MэВ, V0 =16.7 MэВ, R1 

=8.76 фм и R1 =8.975 фм [124,126]) с τ = 138.376 дней = 11955686.4 сек. Тогда получим 
τsoj = 2.434 ⋅ 10–20 сек  и τsoj = 5.740 ⋅ 10–20 сек, и следовательно теперь ν = 1/τsoj = 4.108⋅1019 
сек–1 и 1.742⋅1019 сек–1, соответственно. Полученные здесь значения ν = 1/τsoj отличны от 
Гамовского предэкспоненциального множителя v0 /2R1 ≡ [2(E+V0)/m]1/2/2R1 , оцененного как 
простое классическое число чисто кинетических ударов о ядерную поверхность за ед. 
времени, а также и от оценки Ландау [129] предэкспоненциального множителя в виде D/2πh 
(D – среднее расстояние между энергетическими уровнями в рассматриваемом интервале 
энергий).  
         Численно наше значение сильно разнится с Гамовской оценкой:  для выбранных в 
[136,138] E = 5.407 MэВ, V0 = 16.7 MэВ, R1 = 8.76 фм и R1 = 8.975 фм ,  v0 /2R1 = 1.881⋅1021 

сек–1 и 1.836⋅1021 сек–1, соответственно. Такое различие можно объяснить физически весьма 
малым временем движения внутри потенциальной ямы по сравнению с длительностью 
процессов исчезновения и формирования альфа-частицы внутри ядра. И можно также видеть, 
что значение R0  не влияет существенно на значения AR ,  AT  и τsoj . 
         Для D = 100 кэВ  значение  D/2πh = 2.418⋅1019 сек–1 и наши результаты уже не так сильно 
отличаются от оценки Ландау, приведенной в [129], возможно, потому, что обе величины 
связаны с фундаментальными внутренними свойствами внутри материнского ядра (тем более 
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что величина D  качественно близка к циклу Пункаре для оператора времени квантово-
механической системы  в области квазидискретного спектра),   
 
6. Заключение: выводы и перспективы. 
 
1)Хотя и нет прямого предельного перехода к классической механики для туннелирующих 
под барьером частиц, для подбарьерного движения волновых пакетов затухающих и 
антизатухающих волн существует явно прямой классический предел:  вспомним аналогичное 
движение во времени волновых пакетов, описываемых суперпозициями затухающих и 
антизатухающих волн в классической оптике и в классической акустике [137,138]. 
2) В [7,8] установлено, что практически все ранее известные частные определения и рецепты 
определения времён туннелирования оказались в рамках общего подхода Ольховского-
Реками простыми частными случаями или среднего времени туннелирования, или средне -
квадратичной флуктуацией в распределении времён туннелирования (или переходящими в 
них при особых идеализированных граничных условиях). В некоторых статьях (как, 
например, [32]) подход Ольховского–Реками был признан наиболее самосогласованным 
подходом в рамках стандартной квантовой механики (в копенгагенской интерпретации). 
           В части II также представлены:  
3) результаты теоретического  и экспериментального  изучения разных форм эффекта 
Хартмана не только для фазовых времён, но и известных видов средних времён 
туннелирования, а также его обобщения и усиления (до опережения)  для случаев разных 
распределений импульсов падающих волновых пакетов и нескольких разделённых барьеров 
(как для частиц, так и для фотонов);  
4) теоретические результаты об отсутствии эффекта Хартмана при наличии поглощения, а 
также для среднеквадратичных распределений времён туннелирования ;  
5) результат о  времени заполнения барьера с заглушкой (для частиц и фотонов); 
6) результаты изучения многократных внутренних отражений при  1-D, 2-D и 3-D случаях 
туннелирования (частиц и фотонов), включая внутренние отражения затухающих и 
возрастающих  волн внутри барьеров; 
7) дальнейшее развитие (углубление) физической и математической интерпретации формулы 
Гамова для альфа-распада;  
8) вывод об учёте многократных 3-D внутренних отражений при самосогласованном 
квантовом (причём без ВКБ-приближения) в квантовых и ядерных столкновениях и распадах 
с заряженными системами (ядрами) в начальных и конечных каналах.  
      А полученные при рассмотрении 3-D туннелирования результаты могут быть 
использованы как начальный этап во временном подходе к ядерным реакциям и распадам для 
любого значения l и для несферических случаев, а также и к подбарьерным астрофизическим 
реакциям ядерного синтеза. В последнем случае важно принимать во внимание не только 

множитель проникновения (61a), но и множитель in
RA+1

1 , который возникает вследствие 

многократных внутренних отражений между жёсткой сердцевиной и диаметрально 
противоположными точками внутренней стенки сферического 3-D кулоновского барьера. Оба 
эти множителя отсутствуют в 1-D приближении, обычно используемом в статьях по ядерной 
астрофизике (см., напр., [130-134] и соответствующие ссылки в них).  
 
      В части II к тому же рассмотрены и проанализированы: 
8) парадокс сверхсветовых скоростей  фотонного туннелирования, иногда объясняемый 
смещением максимума волнового пакета вперёд вследствие физического переформирования 
или реконструкции импульса во время туннелирования либо интерференцией падающей и 
отражённых волн при движении к первому барьеру или между барьерами, а иногда 
нелокальностью пространственно-временной  метрики внутри барьера; 
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9) проблема отрицательных скоростей или времён опережения (выход раньше входа) при 
туннелировании (см. рис.2,3 и 4 с обсуждением отрицательных значений <t+(0)> и сильного 
расплывания падающих и туннелирующих волновых пакетов при больших разбросах 
импульсов (см. также [9,стр.170]). В принципе проявление времён опережения возможно не 
только при интерференции падающих и отражённых волн, но  и при переформировании или 
реконструкции туннелирующего импульса.           
 
       Дальнейшие перспективы:  
1) изучение туннелирования и временного анализа туннелирования тождественных частиц  
и ядер  друг через друга; 
2) изучение эффекта Хартмана при наличии квантовой микродиссипации под барьером; 
3) в продолжение и уточнение оптических экспериментов [118,119] целесообразно провести 
новый эксперимент по решающему сравнению двух теоретических подходов для двумерного 
туннелирования оптических фотонов, изложенных в разделе 4 (в подразделе 2-D  
проникновение и туннелирование фотона через барьер), с возможным измерением времён 
прохождения и отражения;  
4) целесообразно провести сравнительный временной анализ парадоксов сверхсветовых 
скоростей в эффекте Эйнштейна, Подольского, Розена и в эффекте Хартмана для 
туннелирования как частиц, так и фотонов (и их объяснений);  
5) изучение и обзор всех проблем парадокса Клейна, включая проблемы временного анализа 
туннелирования релятивистских частиц со спином 0 или 1/2 или 1 (см., в частности, 
[135,136]);  
6) изучение проблем, возникающих при начинающихся экспериментах по изучению 
туннелирования солитоноподобных электромагнитных волновых пакетов;      
7) временной анализ более сложных процессов, таких как образование и распады 
метастабильных состояний (рассмотренных в части III) и временных корреляций флуктуаций 
различных величин в многочастичных процессах с участием процессов туннелирования, 
должен проводиться на основе адекватных формализмов описания таких процессов, которые 
ещё не разработаны и только намечены в [19] (списка литературы части I) для простейших 
приближений.      
8) неожиданные перспективы применения  временного анализа процессов туннелирования  
могут обнаружиться при изучении кинетики ряда процессов в квантовой биофизике 
(биохимии), молекулярной биологии и в генетических структурах клеток и организмов. 
 
 
                                                             Приложение I. 
 
К процедуре расчёта времени туннелирования  для волнового пакета (27). 
 
       В этом приложении рассматривается процедура расчёта времени туннелирования (30) для 
волнового пакета (27).  
      Плотность потока ),( taj , нужного для расчёта <t(a)> по формуле (28), содержит 
волновую функцию 
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где ),( akTψ  – значение стационарной волновой функции (1) в точке ax = . Используя 
обычное аналитическое выражение для AT  при прямоугольном барьере, перепишем ),( akTψ  
в виде 
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Нормировочный интеграл в (28) 
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можно вычислить, подставляя (I.2)-( I.4), после чего получим : 
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Если точка 0x  выбрана достаточно далеко слева от барьера, то вклад ),( taj  в интеграл (I.4) от 
значений 0≤t  будет пренебрежимо малым. В этом случае нижний предел интегрирования по 
t в (I.5) можно выбрать равным ∞− . Тогда интегрирование по времени даст 

)()/(2 kkkm ′−δπ h  и интеграл (I.5) примет форму  
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          Оценим теперь интеграл 
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Используя (I.5) и (I.6), можем записать 
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что в свою очередь может быть переписано как 
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где ),(Re),(1 akak Tψψ ≡ , ),(Im),(2 akak Tψψ ≡ . После дифференцирования (I.10) по 
k ,получаем:                                                                     
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Из (I.6) и (I.11) следует, что, при надлежащем выборе 0x , среднее время >< )(at  может быть 
определено простым соотношением 
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Что касается вычисления 0τ , волновая функция, входящая в плотность потока ),0( tj , имеет 
вид: 
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Для вычисления >< + )0(t  по формуле (29) следует брать только положительные значения 

),0( tj  и интегралы 

∫
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∞− ++ = dtttjI ),0(  и ∫
∞

∞− ++ = dttjN ),0(  в (I.10) можно вычислить только численным путём.  
 
 
Приложение II. 
 
Интерпретация волнового пакета, составленного из затухающих волн, с помощью 
метода разложения в интеграл Фурье по виртуальным импульсам и в подходе 
инстантонов. 
 
         Здесь будет рассмотрена интерпретация волнового пакета (41), составленного из 
затухающих волн, с помощью метода разложения в интеграл Фурье по виртуальным 
импульсам и в подходе инстантонов.   
         Разложение в интеграл Фурье. Разложим волновой пакет (36) или просто exp(–χx) в 
интеграл Фурьу по виртуальнім импульсам (–∞ < q < ∞ ) :  
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Для прямоугольного барьера в (0, a) на рис.7 затухающие волні не проходят вне барьера, так 
что (II.1a) приобретает вид                            
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Однако, чтобы провести временной анализ (II.1) – (II.1б), следует быть уверенным о 
применимости оператора времени внутри  барьера. Это возможно только для ненулевых 
потоков. Такое условие достигается простым исключением точки q = 0 в интеграле (II.1) с 
помощью бесконечно малого интервала (-η,η) (η>0, η→0+) введением в (II.1) такой почти 
ступенчатой функции: 
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при η→ 0+   и целым  n. Итак, (II.1) становится  
                                      exp(–χx) = ∫

∞

∞−
Cη, - (χ, q)exp (iqx)dq                                         (II.3) 

с 
                                           Cη, - (χ, q) = gη (q)C- (χ, q) .                                                    (II.4)     
 
Теперь оценим вклад ступенчатой фугкции gη (q) в интеграл (II.3): 
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                 η→0+   
 
где O(η2) – член порядка η2 . И тогда для чётных n, с точностью до членов второго порядка η2  
в интервале 0 ≤ q  ≤η,  отношения (II.1) и (II.3a) coвпадают. 
     Разложим волновой пакет (41) в интеграл Фурье по виртуальным импульсам (–∞ < q < ∞ ) :  
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где  бесконечно узкая ступенчатая функция gη (q) вводится, следуя [54-57], для исключения 
точки q = 0. Вводя переменную ε = E – Eq  (c Eq = 2h q2 / 2m), перепишем (II.1) в виде 
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      В (II.1а) бегущие волны  exp(iqx–i Eqt/h )  и осциллирующий множитель exp(–iεt/h ) 
угасают со временем. И главный вклад в (II.1а) дают бегущие волны, удовлетворяющие 
условию  
                  

                                                    ε →  0        ⇐⇒           Eq   ≅  E  ,                                        (II.6) 
 
для которых  гашения практически нет даже для больших t, а более точно когда 
 
                                                                 ε t / h ≤ 1 ,                                                               (II.6a)                        
 
а также для q внутри интервала 
 
                                                             – χ ≤  q ≤  χ .                                                               (II.7) 
             
          Подход инстантонов.  Проанализируем распространение волнового пакета (41), 
используя известный метод преобразования пространственно-временной метрики внутри 
барьера при помощи перехода к мнимой временной оси t →  iτ , типичного для подхода 
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инстантонов (см., напр., [57-60] и соответствующие ссылки там). В таком случае χ становится 
величиной χ′, которая является мнимой величиной χ′ = – iχ (где уже χ > 0), и следовательно, 
приходим к ненулевому потоку вдоль оси τ  для (41): 
 
                                              1

penΨ = ∫ dEg(E)α0 exp(iχx +Eτ /h ).                                       (II.8) 
                    
              Вводя Фурье-преобразование к виртуальным энергиям (–∞ < E~ < ∞ ) 
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выражение (II.8) можем переписать в виде 
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где  Eχ = m2/22 χh . И таким образом вдоль оси  τ  внутри барьера функции (II.8а) описывают 
движение волновых пакетов со скоростями ±dEχ/⎜dχ⎜=h ⎜χ⎜/m, сопровождаемые 
осцилляциями, описываемыми множителем exp[i(Eχ+ E~ )τ /h ], затухающим при τ → ∞.         
        Кстати, в ряде работ [44,46,57] даже определяют среднее время туннелирования как 
полуклассическое мнимое время, получаемое как время прохождения через перевёрнутый 
потенциальный барьер.    
          В (II.8а) можно видеть бегущие волны exp(iχx–iEχτ /h )  и осциллирующий множитель 
exp[i(Eχ + E~ ) /h ], затухающий со временем. А главный вклад в (II.8а) формируется бегущими 
волнами, удовлетворяющими условию   
            
                                           ⎜Eχ + E~ ⎜τ / h  << 1,                                                                     (II.11) 
 
когда затухание практически отсутствует, а также при нахождении E~  в области 
 
                                             – E ≤ E~  ≤  E.                                                                            (II.12) 
            
     Как условия (II.11) и (II.12), так и условия (II.6) и (II.7) удовлетворяются при нахождении 
энергий E и Eχ внутри интервала ΔE (при нахождении k и χ  внутри интервала Δk= -

h/2mE ), определяемого весовой амплитудой g(E).  
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Часть III.  
  
 1. Введение. 
 
     Прямые измерения длительностей ядерных известны в ядерной физике. Прежде всего, 
простейшие эксперименты, которые установили экспоненциальную форму закона распада, и 
измерения времён жизни радиоактивных и возбуждённых ядер, которые живут достаточно 
долго (от 10–9 сек дo 1014 лет, а в некоторых случаях до 1018 -1020 лет и более) уже давно 
известны с самого рождения ядерной физики. Возбуждённые состояния ядер с энергиями 
ниже порога испускания нуклонов распадаются через электромагнитные переходы с 
характерными временами 10–15 -10–9 сек. Для временных измерений в этой области были 
развиты различные экспериментальные методы на основе кулоновского возбуждения, 
эффекта Доплера, задержанных совпадений, резонансного γ - рассеяния и др. (см., например, 
[1] и более поздние материалы по временам жизни возбуждённых ядер). Что касается времён 
жизни ядер в возбуждённых состояниях с энергиями, превышающими энергии диссоциации 
(т.е. составных ядер), то их характерные времена заполняют интервал от примерно 10–22 сек 
до, по крайней мере, 10–15 сек. Экспериментальные методы измерений таких длительностей, 
такие, как метод изучения эриксоновских флуктуаций сечений, метод использования эффекта 
теней (блокировки), метод и использования эффекта  интерференции тормозного излучения, 
метод окрестностного рассеяния и др., начали развиваться примерно от 60-х гг. 20-го ст. (см., 
в частности, [1] и [2-5], а также последнее приложение настоящей части (V), в котором был 
развит и применён метод определения длительностей рассеяния медленных нейтронов 
ядрами на основе экспериментальных данных по сечениям с учётом оптической теоремы и 
знака длины рассеяния или условия причинности), но и в настоящее время они довольно 
ограниченны и не слишком точные. Однако теоретическое изучение кинетики ядерных 
реакций неизбежно включает в себя анализ их длительностей и эволюции. И с 80-х гг. 
прошлого ст. известна серия ядерных процессов, промежуточных между прямыми 
процессами (которые характеризуются временами порядка времени свободного пролёта 
бомбардирующих частиц через область ядра с диаметром порядка 10–13 –10–12 см) и  
процессами, идущими через стадию образования составного ядра. Это предкомпаудные 
процессы и многоступенчатые процессы образования составного ядра (см., например, [6-8]). 
В последующих разделах 2-9 на основе временного анализа ядерных реакций, разработанного 
на основе применений времени как квантовой наблюдаемой, канонически сопряжённой 
энергии (изложенных главным образом в [1] и самих разделах 2-9 с соответствующими 
ссылками в них), мы проанализируем некоторые общие выражения для ядерных (и атомных) 
столкновений, затем проанализируем различные члены в длительностях одноканального 
рассеяния, некоторые нетривиальные особенности в интерференционных явлениях между 
искажёнными одним-двумя резонансами и нерезонансным фоном, несколько интересных 
правил сумм в области неразрешённых сильно перекрывающихся резонансов и, наконец, 
новое явление временных резонансов (взрывов) в высокоэнергетических ядерных реакциях. В 
разделе 10 будут изложены выводы и некоторые перспективы.  
 
2. Общие выражения для длительностей столкновений (ядерных реакций).  
 
    Ограничиваясь двухчастичными каналами i,f и пренебрегая простоты ради спинами частиц, 
окружая область квантового столкновения i → f , в системе центра масс (C- системе), сферой 
радиуса R  при R ≥ ai,f  (ai,f  - радиус короткодействущего ядерного взаимодействия или 
экранированного кулоновского взаимодействия, которое практически полностью исчезает вне 
ai,f ), можно так определить длительность трёхмерного столкновения i → f , используя 
соответствующие результаты из [1] :  

             <τ fi > = < tf >f   – < ti >i  ≡  dttrjdttrtj frffrf ff ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

),(/),( ,,
rr  – ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

dttzjdttztj iziizi ii
),(/),( ,, ≡ 
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                       ≡<⎜Tfi(E,Ωf)⎜2[h∂ arg Gf Tfi /∂εf  + zf /vf ]> – <[h∂ arg Gi /∂εi  + zi /vi ]> ,                  (1) 
 

где jν (zν , t) = Re (ψν,(–ih /2μν ∂ /∂ zν)ψν)ν - zν-я компонента плотности потока вероятности; ν = 
i, f ; скобки (…)ν  обозначают интегрирование по всем координатам, входящим в волновые 
функции ϕν  кроме zν ;  zν -ось, направленная вдоль средней скорости < vr >ν  относительного 
движения пары частиц с приведенной массой μν , радиусом-вектором относительного 
движения, и их волновой функцией внутреннего движения |ν> с энергией eν  : vr ν = νk

r
h /μν , εν 

=h 2 2
νk / 2μν ≡E– eν;  скобки <…>ν  обозначают усреднение вида  

    

                     <A>ν = ∫ |Gν|2 A dE dων  / ∫ |Gν|2 dE dων  ,  ν = i, f ; 

                       ψ i  = |i>(2π)–3/2 ∫ Gi(E, ωi)exp(i ii rk rr –iEt/h) dEdωi ; 

                        ψ f  = |f>(2π)–3/2 ∫ Gf(E, ωf) Tfi(E, Ωf)exp(i ff rk rr
–iEt/h) dEdωf ; 

 

Gf = Λf (εf,ωf) Gi (E,ωi), где  Gi (E,ωi) – весовая функция начального волнового пакета 
сталкивающихся частиц; функция Λf (εf,ωf), которая без потери общности может быть 
выбранной вещественной, описывает разрешающие свойства детекторов конечных частиц; ων  
- угловые переменные, описывающие разбросы направлений скоростей vν  вокруг средних 
значений < νvr >; Tfi(E, Ωf) – элемент T-матрицы, E –полная энергия системы, Ωf - набор 
угловых координат, описывающих направления эмиссии продуктов реакции i → f (в системе 
центра масс), и  zf  ≥ R,  zi ≤ –R.  Для центральных взаимодействий и бесспиновых частиц Tf i 

(E, Ωf) сводится к выражению    
 

                Tfi(E,θf) = –(h 2/4πμf)F(E,θf) = ∑
J

Tfi 
(J)(E) )12(4 +Jπ ΥJ0(θf) ≡ 

                                    

                   ≡ –h 2(8πiμf)–1(kf ki)–1/2 ∑
J

[Sfi
(J) – 1] )12(4 +Jπ ΥJ0(θf) ,                                  (2) 

 F(E,θf) – амплитуда реакции;  θf  = arcos fk
r

ik
r

/kf ki - набор угловых координат, описывающих 
направления эмиссии продуктов реакции  i → f (в системе центра масс). Предположим, что 
разброс энергий ΔE  в волновых пакетах сталкивающихся и конечных частиц удовлетворяет 
условию ΔE = Δεν  << εν  , а угловые разбросы Δωi and Δωf  настолько малы, что переменными 
ωi and ωf в функциях Gi и Gf , а также интегрированиями по dωi  and  dωf  можно пренебречь. 
Тогда индекс ν  in <…>ν  можно также опустить. Когда далее искажение формы 
сталкивающихся волновых пакетов можно проигнорировать и таким образом 
  

                                                                           ⎜<∂argGi /∂εi>⎜<< ⎜<∂argTfi /∂εf>⎜, 
  

                            ⎜<⎜Tfi(E, θf)⎜2∂argGi /∂εi >–<∂argGi /∂εi >⎜<< ⎜<∂argGi /∂εi >⎜, 
то 
                                              <τ fi > = zf /vf  +  ⎜zi⎜/vi  + <Δτ fi (E, θf)>,                                              (1a) 
где 
                                <Δτ fi (E, θf)> = h<⎜Tfi(E, θf)⎜2∂argTfi /∂εi >/<⎜Tfi(E, θf)⎜2>                                (3) 
 
- среднее парциальное время задержки. При обычных упрощениях центральных 
взаимодействий и бесспиновых частиц можно пользоваться парциальными временами 
задержки <Δτ (J)

fi (E)> , определёнными как  
 

                      <Δτ (J)
fi (E)> = h <⎜T(J)

fi(E)⎜2∂arg T(J)
fi(E) /∂εi >/<⎜T(J)

fi(E)⎜2> .                             (4) 
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      Наконец, определяя дисперсию распределений длительностей как 
 
                          Dτfi = <(tf  – <ti>)2>  – (<tf > – <ti>)2  = < tf

2
 > – <tf>2                                          (5) 

 
и применяя технику оператора времени (1b) из части I, получим выражение 
 

                     <tf
2> = <[(h∂ argGfTfi /∂εf + zf /vf )2  + h 2 (∂⎜GfTfi⎜/∂E)2]> / <⎜Tfi⎜2>. 

      
    Для достаточно больших длительностей столкновений, когда  ⎜∂ argGf /∂εf ⎜<< ⎜∂ argTfi /∂εf ⎜,     
zf /vf << h∂ argTfi /∂εf  и  ⎜∂⎜Gfi⎜/∂εf ⎜<< ⎜∂ argTfi /∂εf ⎜, дисперсия распределения длительностей 
принимает вид 
  

 Dτfi ≈ h 2{< [⎜Tfi ⎜2(∂ argTfi /∂εf)2 + (∂⎜Tfi⎜/∂εf)2]/<⎜Tfi ⎜2>–[<⎜Tfi ⎜2∂ argTfi /∂εf>/<⎜Tfi ⎜2>]2}.   (6) 
 
 
3. Длительность одноканального рассеяния. 
 
      В наиболее простом случае центральных взаимодействий и бесспиновых частиц одного J-
парциального рассеяния можно вывести из (2) такое выражение  для одномерной и 
одноканальной T-матрицы 
                                Tii (E, θi) = ∑

J
Tii

(J)(E) )12(4 +Jπ ΥJ0(θi) ≡ 

                                

                              ≡ –h 2[8πiμiki]–1/2 ∑
J

[Sii
(J) – 1] )12(4 +Jπ ΥJ0(θi) ,                                  (7) 

и отсюда можно получить хорошо известное для так называемой фазовой1)парциальной 
временной задержки для одноканального рассеяния в квазимонохроматическом приближении 
( |Gf (ε,af )|2→ δ (ε –E)  ) 
                                              Δτii

(J) (E) =  h dδJ (E) / dE ,                                                            (8) 
 

где δJ -вещественный фазовый сдвиг, определяемый соотношением Sii
(J)(E)≡SJ(k)= exp(2iδJ) 

(где E =h2k2/2μ). Для широкого класса взаимодействий, которые либо полностью исчезают, 
либо убывают достаточно быстро вне конечной области r<R,   SJ (k) может быть представлена 
в следующей общей форме [9] 
 

                       SJ (k) = kie α2− ∏
λ J

J
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,             (9) 

 

где α ≤ R; kλJ = iχλJ (χλJ >0); kμJ = iχμJ (χμJ <0); kνJ = iχνJ (ReχνJ >0, ImχνJ <0) – полюса, 
отвечающие cвязанным, виртуальным a и резонансным состояниям, соответственно, или в 
случае достаточной удалённости от точки E=0, в следующей упрощённой форме: 
 

                                                           SJ (k)≈ )(~ kS J ∏ Γ+−
Γ−−

ν νν

νν

2/
2/

)()(

)()(

JJ

JJ

iEE
iEE

,                                               (10) 

      
--------------------------------------------------------- 

1) т.у. определённым методом стационарной фазы для групповой скорости волнового пакета в квази 
монохроматическом приближении.  
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где )(~ kS J =exp(2iδJ) - “фоновая” (нерезонансная) S-матрица; )( JEν =h 2 ⎢kνJ ⎢2/2μ ; )( J
νΓ =– 2kIm 

kνJ h 2/2μ  (for J =0). Используя представление (9), можно переписать выражение (8) в такой 
форме: 

           Δτii
(J) (E) = [ – α – ∑ +λ λ

λ

χ
χ

22
J

J
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22
J

J

k
– ∑

+−

+

ν νν

νν

22222

22

)(Im4)(

)(Im2

JJ

JJ

kkkk
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v = hk/μ . Исходя из (11), учитывая результаты [9], можно видеть, что для значений r, 
превосходящих некоторое минимальное значение R~  ≥ R/2 + J0λχ /4, где J0λχ  отвечает 
связанному состоянию системы, состоящей из рассеивателя и бомбардирующей частицы с 
энергией связи минимального абсолютного значения, а условие причинности выполняется в 
форме: 
  

                                                              Δτii
(J) (E)  + 2r/v ≥ 0.                                                       (12) 

 
     Далее, из (11) для только одного связанного или одного виртуального состояния прямо 
следует, что в пределе E → 0 

 
                                                 Δτii

(J) (E)      ––→     – a / v[1+ k2a2] ,                                          (13) 
                                                                     E→ 0 
   

где a, длина рассеяния, равна  ( Jλχ )–1 >0  или  ( Jμχ )–1  < 0. 
       В области одного изолированного резонанса среднее время задержки <Δτii

(J)(E)> 
определяется выражением 

                                   <Δτii
(J) (E)> = 

[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Γ<<ΔΓ+−Γ

Δ<<ΓΓ

.for,4/)(2/

,for ,/

22 EEE

E

rh

h
                           (14) 

 
Одновременно расчёт в соответствии с равенством (8) показывает, что при EΔ<<Γ  
дисперсия  
   
                                                       Dτii

(J) ≈  (Δτii
(J))2 = ( Γ/h )2 .                                                   (15) 

 
Оба соотношения (14) и (15) при EΔ<<Γ  типичны для экспоненциального закона распада. 
       Если интервал ΔE содержит набор резонансов с  
 

                                                                  ΔE >> ΓJ >> DJ ,                                                      (16) 
 

где  ΓJ  и  DJ   -средняя ширина и среднее расстояние между  J- резонансами, тогда расчёт 
Δτii

(J) (E)  на основе (4) с использованием (10) даёт 
 

                                      <Δτii
(J) (E)> = h∑ ≈

Γ+−
Γ

ν νν

ν
2)(2)(

)(

)2/()(
2/

JJ

J

EE
πhρJ  ,                            (17) 

   

где ρJ = DJ
–1. Таким образом, среднее время задержки в области (14) определяется плотностью 

резонансов, а не их шириной. Заметим, что выражение (15) получено в приближении 
континуума: ( ∫∑ → J

JdE ρν
ν

)( ). Когда интервал ΔE  содержит семейство хорошо 

разделённых резонансов, т.е. ΔE  >> DJ  >> ΓJ  , то нетрудно видеть, что если ширины всех 
уровней практически равны между собой ( )( J

νΓ = ΓJ), то 

 

                                                                <Δτii
(J) (E)> ≅ h /  ΓJ  ,                                                       (18) 
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как в случае изолированного резонанса той же ширины. В случае очень сильного перекрытия 
резонансов, когда 
                                                              DJ << ΔE < ΓJ ,                                                               (19)     
 

                       <Δτii
(J) (E)> ∼ h 22 ]2/)([)(

2/)(
)(

min
EEE

E
EEd

J

J

E ′Γ+′−
′Γ′′∫

∞

ρ  ,                                        (20) 

 

где нижний предел должен удовлетворять очевидным условиям Emin < E – ΓJ   и ρJ (Emin) < 
(ρJ)min . Очевидно, что при эквидистантном распределении резонансов (ρJ (E)=const) и не 
зависящих от энергии ширин ( ΓJ =const ) для всех возможных значениях энергии <Δτii

(J) (E)> 
∼ πhρJ , мы снова получим равенство  (17).  
        Длительность рассеяния в пороговой области будет рассмотрена в Приложении IV. 
 
4. Изолированный резонанс в сечении и экспоненциальный распад соответствующего 
метастабильного состояния составного ядра. 
 
     Попытаемся вначале объяснить, как типичный лоренцевский (Брейт-Вигнеровский) 
резонанс в сечении квантового столкновения или ядерной реакции α → β, связан с 
экспоненциальным законом распада функции соответствующего радиоактивного или 
составного ядра (в определённом смысле обобщая подобные выкладки из [10] и cледуя [11]). 
Амплитуда реакции fαβ (E) представляется как 
  

                                                            fαβ (E) = 
2/Γ+− iEE

C

r

αβ  ,                                              (21) 

 

где Cαβ   - константа или плавная функция кинетической энергии E конечной частицы в 
области (Er – Г/2, Er + Г/2), Er и Г  - энергия и ширина резонанса, соответственно. 
      Волновой пакет конечной частицы в одномерном радиальном асимптотическом пределе 
описывается как           

                                           ∫
∞

− −=Ψ
0

1 ]/exp[)()(d),( hiEtikrEfEEgrtr βαββββ                      (22) 

 

где g(E) – плавная весовая амплитуда с энергетическим разбросом ΔE (обычно ΔE<<Er), mβ и 
rβ –масса и радиальная координата конечной частицы соответственно, k = h/2 Emβ  . Для 
короткодействующих  взаимодействий (включая также экранированные кулоновские 
потенциалы), он может быть переписан как 
 

                                    [ ]∫
∞

−=Ψ
0

/exp)()(d),( hiEtikzETEEgtz βαβββ  ,                                 (23) 

 

при Tαβ(E) = Nβ(E) fαβ(E), Tαβ(E) – элементы T-матрицы, связанные с S-матрицей известным 
соотношением Tαβ = δαβ - Sαβ ,  Nαβ(E) – несущественная плавная функция E, zβ – ось вдоль 
направления эмиссии конечной частицы, обусловленная геометрией регистрации, zβ ≥Rβ , Rβ  - 
радиус взаимодействия в конечном канале. В простейшем случае можно фиксировать zβ = Rβ  
в 

                                                  [ ]∫
∞

−=Ψ
0

/exp)(~)(d),( hiEtETEEgtz αβββ  ,                          (24) 
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где )(~ ETαβ = Tαβ exp(ikRβ) –плавная функция E: в соответствии с аналитической теорией S-
матрицы, Tαβ(E) coдержит фактор exp(-ikRβ) и, следовательно, этот фактор аннулируется 
множителем exp(ikRβ) в ~T αβ(E). При условии  
   
                                                                        Γ<< ΔE << Er                                                 (25) 
 
Можно переписать (24) в следующей упрощённой форме     
 

                                                 ∫
∞

Γ+−
−

=Ψ
0 2/

]/exp[d),(
iEE

iEtEAtR
r

h
ββ  ,                                        (26) 

 

гдe A -константа.  В приближении (25) и  Γ = constant получим 
 

                             ),( tRββΨ  
[ ]

⎩
⎨
⎧

<
>Γ−−

=
0для        ,0
0для  ,)2/(/exp

t
tttiEB r hh

                     (27) 

 
(сдвигая нижний предел интегрирования в (26) от 0 дo –∞  и используя теорему о вычетах). 

Здесь B – константа и более точно здесь должно быть t - tin   (с 
E

gtin ∂
∂ arg

h= ) вместо  t.  Форма 

(27) сохраняет свой вид даже в случаях, когда  Γ ∼ E1/2   или  Γ - линейная функция E (см., 
например, [11, вторая ссылка]). 
      Эволюция составной системы, отвечающей метастабильному состоянию с комплексной 
энергией Er + iГ/2, при прохождении конечной частицы β  через точку zβ  в течение интервала 
единичного времени с центром в точке t, описывается  плотностью потока вероятности 
  

                                           jβ (zβ ,t) = Re [Ψβ (zβ ,t) (ih/2m) ∂ Ψ*β (zβ ,t)/ ∂ zβ ]    

с адекватной нормализацией ∫
∞

∞−

 jβ (zβ ,t)dt =1 .  Вероятность излучения (за единицу времени) в 

окрестности составного ядра (около zβ = Rβ ) 
                                                                                                             

                                                                I (t) = 

∫
∞

∞−

),(d

),(

tRtj

tRj

ββ

ββ                                                 (28) 

равна 
 

                                                                                     I(t) = (Г / h )exp(–Гt /h ).                                              (29) 
 
 
Функцию I(t), вообще говоря, определяемую (28) и конкретно (29), иногда называют 
функцией распада (см., например, [1,11]). Более детальное изучение (см., например, [10-14]) 
показывает, что даже для изолированного резонанса экспоненциальная форма закона распада 
приближённо выполняется в интервале времён, ограниченном снизу t1 ∼ t0 Γ/Er и сверху t2 ∼t0 

ln (Γ/ Er), где t0 ∼h / Γ, а точность описания экспоненциальной функцией тем  лучше, чем 
меньше отношение Γ/Er. Во времена, большие, чем t2, заметные отклонения от 
экспоненциального закона могут иметь место. В конечном счёте, они происходят, во-первых, 
вследствие того, что энергетический континуум ограничен снизу нулём, во-вторых, 
вследствие наличия полюсов S- матрицы, отвечающих другим резонансам и иным 
сингулярностям S- матрицы и, в-третьих, вследствие зависимости  Γ от Е, отличной от E1/2 

или от линейной функции E [11, вторая ссылка]).   
   Эволюцию выживания составного ядра (за время t жизни составной системы и распада 
после его образования) можно очевидно описать  следующей функцией [11]:   
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                                                   Lc (t) = 1 – ∫
t

)0(

dt I (t),                                                   (30) 

 
которая при тех же условиях, что и  (28), равна  
 

                                                     Lc (t) = exp (–Гt /h ).                                                                  (30a) 
 
     Функция W(t) = 1 – Lc(t) , очевидно описывает вероятность распада метастабильной 
системы. Она равна 0 при t = 0 и стремится к 1 в пределе t → ∞ .  
      При получении (29), и следовательно, и (30a), мы приняли во внимание, что 
                                    

                                 lim     (–ih / mβ)Tαβ ∂ [exp(ikzβ)]∂ zβ= v αβT~                                        (31) 
                               zβ →  Rβ             

 (v=h k/mβ).     
       Если Ψβ (Rβ ,t) имеет форму (27), то Фурье-трансформа Ψβ  равна       

  ∫ ∫
∞ ∞
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r

r hhhββ  ;         (32) 

 
она пропорциональна амплитуде (21).                         
              При zβ >Rβ  можно переписать (23) таким образом:          
 

                                      Ψβ (zβ ,t) = ∫
∞

−
+−0 00

)/exp(
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)()(d hiEtikz
kkkk

kDkGk β ,                       (33) 

где 
                                  G(k) = g(h 2k2/2mβ)(dE/dk) ,  D(k) =(2mβ /h 2)Nβ (E)Cαβ  , 
  

            k0 =(1/ 2 ) ( 224224
rrrr kkikk −+−++ γγ ) ,  kr = h/2 rEmβ ,  γ =Γmβ /h 2  .  

 
Поскольку G(k) и D(k) – плавные функции  k, 
  

                                      Ψβ (zβ ,t) ≅ ∫
∞

∞−

−
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)/exp(
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kDkGk β                       (34)  

 
и при условии (25), вводя новую переменную 
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2 t
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m
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h ββ
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−                                                (35) 

 
после выполнения преобразований, подобных тем, которые использовались в [1,10], получим: 
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           (36) 

 

где vr=h k/mβ. Волновая функция (36) может быть использована для макроскопических 
расстояний zβ, вблизи детектора, регистрирующего частицы β.  
       Вспомним теперь, что экспоненциальный закон (29) и асимптотика (36) применимы 
только при условии (25), т.е. когда все энергии (или состояния континуума) вокруг Er 
полностью заселены в большой области ширины ΔE >> Γ.  Если же, наоборот,  
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                                                                  ΔE << Γ ,                                                       (37) 
 

то вероятность излучения  неэкспоненциальна и существенно зависит от ΔE и от формы g(E). 
Если предположить лоренцевскую форму также для g(E), т.е.  
  

                                                        g(E’) =  
2/

0

Γ+−′ iEE
g

                                             (38) 

 

с g0=const или плавной внутри ΔE при условиях (25) и (37), вместо (27) получим выражение 
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(с  v=h k/mβ   и  
E

g
tin ∂

∂ 00 arg
h= ). В этом случае сечение  

                                                       σαβ ∼ ∫
∞

mint

dt jβ (zβ , t),                                                        (40) 

 

где знак ∼ обозначает “пропорционален”, tmin = zβ / v+ tin
0  и   (tmin , ∞) представляет 

оперативную регистрацию для времени работы детектора, после интегрирования  в (40) 
приобретает форму Брейта-Вигнера     
 

                                                     
4/)(

const 
22

2

Γ+−
==

rEE
fαβαβσ .                                            (41) 

 
5. О сечениях рассеяния и длительностях нуклон-ядерного рассеяния вблизи 
изолированного компаунд-резонанса, искажённого нерезонансным фоном, в системе 
центра масс и в лабораторной системе. 
 
             В [15-21] было обнаружено и изучалось явление временного опережения вместо 
ожидаемого времени задержки вблизи резонансов составного ядра, искажённых 
нерезонансным фоном, в системе центра масс (в Ц-системе). Это явление обычно 
сопровождается минимумом сечения в той же области энергий. Естественно, возникает 
вопрос: имеет ли место это явление и в лабораторной системе (в Л-системе)? 
      В [15-24] было обнаружено, что стандартные формулы преобразования сечений из  Л-
системы в Ц-системy и обратно неприменимы в случаях двух (и более) механизмов 
столкновения. В Ц-системе отсутствует движение самой Ц-системы, а в Л-системе имеется 
движение долгоживущего медленно распадающегося составного ядра и это движение 
составного ядра совпадает с движением центра масс в Л-системе. Известные стандартные 
чисто кинематические преобразования из Л-системы в Ц-системy и обратно имеют место 
только для одного прямого (быстрого) механизма столкновения.  
      А теперь напомним о явлении задержки-опережения в упругом рассеянии нуклонов 
ядрами вблизи резонанса, искажённого нерезонансным фоном, в Ц-системе, которое было 
обнаружено в [15-21]. Обычно (см., например, [15-17]) амплитуда FC(E, θ) упругого рассеяния 
нуклонов сферическими ядрами вблизи изолированного резонанса в Ц-системе может быть 
записана в виде 
  
                                                  FC(E, θ) = f (E, θ) + f l, res (E, θ),                                              (42) 
 
где    ∑

≠

− −++=
l

b
λCoul iiPλikEfEf

λ
λλ δηθθθ ]1)2)[exp(2exp()(cos)12()2(),(),( 1

,      
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                 [ ] ],1
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iEE
iEE
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resb
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FCoul (E,θ) – амплитуда кулоновского рассеяния, k – волновое число, θ  - угол рассеяния в Ц-
системе, δl

b и ηl – фаза фонового ядерного l-рассеяния и фаза кулоновского l-рассеяния, 
соответственно.  Здесь •E , •

resE и Γ - энергия возбуждения, энергия и ширина резонанса 
составного ядра, соответственно, и мы пренебрегаем спин-орбитальным взаимодействием  и 
предполагаем рассеиваемой ядро достаточно тяжёлым. Переписывая (42) в виде  
 

                  FC (E, θ) = [A(E* – E*res) + iBΓ/2] (E* – E*res +iΓ/2)-1  ,                                    (42a) 
 
гдe  
                  A = f (E, θ)  +  (k)-1 (2l+1)Pl(cosθ)exp (2iηl +iδl

b) sin δl
b ,  

 
                  B = f (E, θ)  +  (ik)-1 (2l+1)Pl(cosθ)exp (2iηl +iδl

b) cos δl
b , 

 
можем получить, следуя [15] на основе [1], такое выражение для полной длительности 
рассеяния τ C(E,θ):   
 

                    τ C(E,θ) = 2R/v + ħ∂ argF/∂E  ≡  2R/v + Δτ C(E,θ)                                             (43) 
 

в квазимонохроматическом приближении при очень малых разбросах энергий ΔE<<Γ , когда 
можно пользоваться методом стационарной фазы для аппроксимации групповой скорости 
волновых пакетов.  В формуле (43), v=ħk/μ  - скорость налетающей, R – эффективный радиус 
взаимодействия, а ΔτC  - время задержки (или опережения) 
 
           τ C(E,θ) = –(ħReα /2)[(E* –E*res –Imα /2)2 +(Reα )2/4]-1 +Δτres,                                (44) 
 
где Δτres = (ħΓ/2)[(E* – E*res)2 + Γ 2/4]-1, α  = ΓB/A. Подчеркнём, что полная длительность 
рассеяния определяется как длительность микроскопического рассеяния областью нуклон-
ядерного взаимодействия эффективного радиуса R  (ср. с [15-17]).   
        Как видно из (44), если 0<Reα<Γ , величина Δτ(E,θ) оказывается отрицательной в 
интервале энергий ∼ Reα  вокруг центра с энергией E*res+Imα /2. Когда 0<Reα /Γ <<1, 
мигнимальное время задержки может достигать значения –2 αRe/h <0. Таким образом, корда 
Reα → 0+, интерференция резонансного и фонового рассеяния может привести к довольно 
значительному опережению вместо задержки! Такая ситуация математически описывается 
нулём E*res+ iα /2, наряду с полюсом E*res –-iΓ/2, амплитуды FC (E, θ) (или соответствующей 
T-матрицы) в нижней нефизической полуплоскости комплексных значений энергии E. 
Отметим, что очень большое время опережения может привести к проблеме нарушения 
причинности (см., например, примечание в [16]). Явление задержки-опережения в Ц – 
системе было изучено в [15-17] для нуклон-ядерного упругого рассеяния, а в других случаях в 
[18-21]).  
        Диаграмма столкновения с двумя механизмами (прямым процессом и с промежуточным 
образованием поставного ядра). Следуя общему подходу из [22-24], опишем выходной канал 
в столкновении 
 

                                        x + X            →           y + Y                                                           (45) 
                                      (начальный канал)         (конечный канал) 
 
движением двух выходящих волновых пакетов (см. рис.1a,b), каждый из которых имеет 
форму вида  cn exp[i(knrn –εnt/ħ)] G(rn –vnt), где εn= ħ2kn

2/2μn , vn= ħkn/μn , cn – нормировочные 
константы,  n=1,2. Эти волновые пакеты практически являются плоскими волнами в пределах 
функций G(rn –vnt) пространственной (радиальной) ширины >>1/kn (для квази-
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монохроматических частиц), движущихся с постоянными групповыми скоростями vn. [25].  
Эти групповые скорости практически совпадают с кинематическими скоростями. По крайней 
мере, одна из частиц (обычно y) проходит макроскопическое расстояние до детектора r1, 
регистрирующего её, т.е. r1 ≅ v1⋅ t. 
           На рис.1a, b представлены диаграммные схемы обоих процессов столкновения в Л-
системе, описывающие быстрый (прямой) и более медленный механизм с образованием 
промежуточного составного ядра, соответственно. Оба механизма практически неразличимы 
макроскопически в кинематическом отношении, будучи при этом микроскопически разными 
процессами:   
 

                                                 
     

             Рис.1,a. Диаграмма прямого процесса.                        Рис.1,б. Диаграмма процесса с  
                                                                                                       образованием составного ядра. 
 
     Рис.1,a описывает прямой процесс быстрого испускания продуктов реакции из точки 
столкновения C0 малой длительности τdir. Рис.1,б описывает движение составного ядра Z∗  из 
точки C0  в точку C1 , где оно распадается с испусканием конечных частиц y + Y после 
прохождения расстояния между точками C0 и C1, равного ∼VC Δτres  перед своим распадом (VC  
- скорость движения составного ядра, равная скорости движения центра масс в лабораторной 
системе отсчёта, а Δτres = (ħΓ /2) / [(EZ –Eres,Z)2 +Γ 2/4]  - приближённое усреднённое (по 
разбросу энергий ΔE) время движения ядра Z∗ перед его распадом (14), если положить 
разброс энергий ΔE падающих частиц x очень малым по сравнению с резонансной шириной Γ 
, EZ = E*, Eres,Z = E*res). Для ясности различения обоих процессов во времени  наложим 
очевидное практическое условие 
 

                             τdir<<Δτres(EZ)  в области  (EZ –Eres,Z)2 ≈Γ  2  /4  .                                                            (46) 
 
        В случае больших макроскопических расстояний r1 (около детектора конечной частицы y) 
и малых угловом и энергетическом разрешениях (Δθ1<<θ1 и Δk1<<k1 ), углы θ1 и 1

~θ  , а также 
импульсы k1 и 1

~k , можно полагать практически совпадающими, поскольку θ1– 1
~θ ∼Δr1 /r1 и k1–

1
~k ∼Δr1 /r1, где |Δr1| = |r1– 1

~r |. Используя обычное макроскопическое определение сечения (см., 
например, [22-24]) и здесь в приложении I, после серии преобразований для асимптотических 
волновых пакетов конечных частиц канала y + Y, было получено следующее выражение для 
сечения σ  реакции (45) в Л-системе: 
 

                                                   σ = σ0
(incoh) + σ1

(interf)  ,                                                           (47) 
где 

                                    
4/)( 22

,

2)(
2)()(

0 Γ+−
+≅

•→

ZresZ

C
ZLCL

dir
incoh

EE

J
f

γ
σ ,                                              (48) 



 86

                        ),( 11
)()( CCC

dirLC
L

dir EfJf ϑ→= , += ),( 11
)( CC

C
C

dir Eff ϑ                                         (49) 

                                    + )1()(cos)12(
2

1 22
1

1

−+′ ′′
′

≠′
∑ ll iiC

l
ll

C eePl
ik

δηϑ ,            

 

                                     Φ
Γ+−

= •→• cos
2/

2
,

)(2/1
)()(int

1 iEE

J
f

ZresZ

C
ZLCL

dir
erf

γ
σ ,                                                 (50) 

                                        

                                           ==
Γ+−

•

),(
2/

),(
11,

,

21
)(

CC
resl

ZresZ

L
Z Ef

iEE
EE

ϑ
γ

 

                            
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
Γ+−

Γ−−
+ 1

2/
2/

)(cos)12(
2

1 212
1

1 iEE
iEE

eePl
ik C

res
C

C
res

C
iC

lC
ll δηϑ , 

        Φ=χ+β+ϕ, χ=arg( )(2/1 L
ZLCJ •→ γ )–arg( )(L

dirf ) , β=arg( 2/). Γ+− iEE ZresZ )-1 ,                        (51) 

                                         ϕ = k1Δr1+k2 Δr2 , Δr1,2 = V⊥(1,2)Δτres , 
   
V⊥(1,2)- проекция скорости Z∗-ядра на направление 2,1k

r
,  fC  - амплитуда кулоновского рассеяния, 

ηl - l-парциальная фаза кулоновского рассеяния, δl - l-парциальная фаза фонового ядерного 
(потенциального) рассеяния. Формулы (47)-(51) были получены для 
квазимонохроматического пучка бомбардирующих частиц x (ΔE<<E) и малых угловых и 
энергетических разрешений (Δθ1<<θ1, ΔE<<Γ) детектора конечных частиц. Для простоты мы 
пренебрегли спин-орбитальной связью и положили абсолютные значения всех разностей rn / 
vn–rp / vp (n≠p=1,2) намного меньшими временного разрешения. Здесь JC→L –стандартный 
Якобиан чисто кинематических преобразований из Ц-системы в Л-систему. Формулы (47)-
(51) просто совпадают с формулами (I,9)-(I,12), выведенными в приложении I. 
 
6. Отсутствие временного опережения вблизи любого изолированного резонанса 
составного ядра в Л-системе. 
 

      Подчеркнём, что формулы (47)-(51) для сечения σ, полученные здесь, следуя  [22-24], 
определены обычным макроскопическим образом и при этом учитывают реальное 
микроскопическое движение составного ядра, что их сильно отличает от стандартного 
кинематического преобразования σC(E,θ)=|FC(E,θ)|2 из Ц-системы в Л-систему именно 

интерференцией амплитуд )(L
dirf  и 

2/,

)(2/1

Γ+−
•→

iEE
J

ZresZ

C
ZLC γ

⋅exp(iϕ), ϕ = k1Δr1+k2 Δr2 (гдеΔr1,2 =Vproj1,2 

Δτres). Параметр ϕ отражает влияние движения составного ядра. 
         В более ранних работах (например, в [1,15]) обычно анализ амплитуд, сечений и 
длительностей упругого рассеяния проводился на основе формул (1) → (1a) в Ц–системе, в 
которой движение составного ядра в Л-системе во внимание не принималось. Но при учёте 
движения распадающегося составного ядра в Л-системе выражения для амплитуды процесса 
идущего с образованием возбуждённого составного ядра в области резонанса в Ц- и Л-
системах отличаются не только стандартными кинематическими преобразованиями {E C, θ 
C}↔ {E L, θ L}, но и учётом движения распадающегося составного ядра вдоль расстояния VC 

Δτres , как показано на рис.1а,б. В [1,15] формулы (1) и (1a) записывались в Ц-системе и 
описывали когерентную сумму интерферирующих членов как для сечения σC(E,θ) =|FC(E,θ)|2 , 
так и для времени задержки ΔτC(E,θ) без учёта микроскопического движения распадающегося 
составного ядра от точки C0 к точке C1. Можно оценить общую длительность столкновения в 
Л-системе, взяв суперпозицию волновых пакетов прямого рассеяния и рассеяния, идущего с 
образованием промежуточного составного ядра (в соответствии с диаграммами 1а и 1б, 
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соответственно), которая была получена в [22], и в асимптотической области (при r→ ∞) 
после всех упрощений с учётом сохранения энергии-импульса принимает вид  
 
                                        Ψ ∞→1r ≈ const⋅ exp (–i 0

fE t /ħ)⋅exp (ik 0
1 r1 + ik 0

2 r2)× 
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                                                                                              ⎧  t > ti + r1 / V 0

1   
                                            × exp [ik 0

1 Δr1 + ik 0
2 Δr2] }   for  ⎨      

                                                                                               ⎩  t >  ti +Δτres +  1
~r  / V 0

1   , 
  
где  V 0

2,1 = ħ 0
2,1k /m1,2  , Δr1,2 = V⊥ (1,2) Δτres  ,  V⊥ (1,2)  - проекция скорости движения ядра Z∗ на 

направление k1,2 , ti  - начальный момент времени, определяемый фазой амплитуды начального 
весового множителя gi , выбранного простоты ради в лоренцевской форме [const/(E1–
E 0

1 +iΔE)] с очень малым разбросом энергий ΔE <<Γ; El = ħ2k 2
l / 2ml – кинетическая энергия l-й 

частицы с массой ml (l=1,2), отвечающей частицам y и Y, соответственно. Тогда, применяя 
общий подход из [1] для средней длительности столкновения   
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(с <tinitial> ≈ ti  для квазимонохроматических частиц), получим после всех упрощений, 
упомянутых в [22] и использованных здесь, результат, заключающийся в том, что общее 
время задержки вполне соответствует соотношению неопределённости энергии-времени 
<τgeneral> ΔE∼ħ для квазимонохроматических частиц (для которых ΔE <<Γ и Δτres ΔE<<1).  
         Таким образом, получим тривиальное среднее время задержки в приближении ΔE <<Γ и 
Δτres⋅⋅ΔE<<1 для Л-системы без какого-либо опережения, обусловленного “виртуально 
неподвижным” составным ядром в Ц-системе. Формулы (47)-(51) являются результатом 
самосогласованного подхода к реалистическому анализу экспериментальных данных сечений 
нуклон-ядерного рассеяния в Л-системе. A любая попытка описать экспериментальные 
данные сечений нуклон-ядерного рассеяния вблизи изолированного резонанса, искажённого 
нерезонансным фоном, в Л-системе на простой основе формулы (42) в Ц-системе с 
последующим использование стандартных кинематических соотношений {E C,θ C}↔{E L,θ L} 
в Л-системе не имеет никакого практического физического смысла.  И причина этого состоит 
в том, что в этом случае мы пренебрегаем реальным движением составного ядра.  
  
7. Расчёты энергетической зависимости сечения нуклон-ядерного упругого рассеяния 
вблизи искажённого резонанса с помощью реалистического описания 
экспериментальных данных на основе формул (47)– (51). 
 
      Если в [22] были представлены только простейшие иллюстрации  чисто абстрактных 
расчётов, то здесь мы приводим результаты конкретных расчётов сечений нуклон-ядерного 
рассеяния, исходя из сравнения с экспериментальными данными. Для упругого рассеяния 
протонов ядрами 12C и 16O были выполнены расчёты функций возбуждения σ (E) в Л-системе 
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вблизи искажённых резонансов для тех же значений параметров амплитуд прямого и 
резонансного рассеяния и при тех же упрощениях (пренебрежение спин-орбитальной связи и 
приближение тяжёлых ядер), что и в  [17] (θ1

L =75.4o, δ0=1.0, δ1=1.2, δ2=0.22) и в [16] (θ1
L 

=150o, δ0=π/8, δ1=–π/2), соответственно, и для стандартного известного Якобиана JC → L. Для  p 
+ 12C и p + 16O были выбраны резонансные параметры E res = 1,734 Mev, Γ= 47 keV (l=2)  и  Eres 
=2,67 MeV, Γ= 14,5 keV (l=1), соответственно. Подгоночный параметр χ  был выбран равным 
0.01π   и  π   для p +  12C и p + 16O, соответственно.   
    Результаты расчётов, выполненных по формулам (47)-(51) в сравнении с 
экспериментальными данными, взятыми из [16-17] для p+ 12C  и  p+16O , представлены на рис. 
2 и 3, соответственно. А результаты расчётов по стандартным кинематическим формулам 
преобразований из Ц-  в  Л-систему вычисляются по тем же формулам (47-(51) , но с с ϕ ≡ 0  
(т.е. без учёта диаграммы, изображённой на рис.1б) , и которые, как правило, не удаётся 
согласовать так же хорошо, как и кривые 2 и 3. 

 
                                              Fig. 2.  Функция возбуждения для 12C (p, p).     

 

 

  

 
                                                 Рис.3. Функция возбуждения для  16O (p, p). 
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        Также были выполнены расчёты функций возбуждения σ (E) низко-энергетического 
упругого рассеяния нейтронов ядрами 28Si , 52Cr , 56Fe и 64Ni в области искажённых 
изолированных резонансов  Eres=55.67 кэВ и Γ=0.48 кэВ, Eres=50,5444 кэВ и Γ=1,81 кэВ,  
Еres=27.9179 кэВ и Γ=0.71 кэВ, Eres=24.7402 кэВ и Γ=0.695 кэВ, соответственно. Значения 
параметров амплитуд прямого и резонансного рассеяния в отдельности в Ц-системе при l =0 
(и, естественно, без кулоновских фаз) в формулах (47)-(51) были подобраны с помощью 
стандартной процедуры. Подгоночный параметр χ  был выбран равным 0.68π  или 0.948 π или 
0.956 π  или π, соответственно. 
    Результаты расчётов, выполненных по формулам (47)-(51) без кулоновского рассеяния в 
сравнении с экспериментальными данными, взятыми из [26] для n + 28Si, n + 52Cr,  n +  56Fe,  n 
+ 64Ni, представлены на рис. 4-7, соответственно. Результаты расчётов, выполненных по 
формулам (47)-(51) без кулоновского рассеяния в сравнении с экспериментальными данными, 
взятыми из [13] для n + 28Si, n + 52Cr,  n +  56Fe,  n + 64Ni, представлены на рис. 4-7, 
соответственно. А результаты расчётов, выполненных по стандартным кинематическим 
формулам преобразований из Ц-  в  Л-систему , по формулам (47)-(51) без кулоновского 
потенциала (отсутствующего для нейтронов) и с ϕ ≡ 0 (т.е. без учёта диаграммы, 
изображённой на рис.1б), представлены на рис. 4а-7а. При этом видно, что при ϕ ≡ 0 
минимумы явно не заполняются полностью. 
  
 

 
Рис.4. Функция возбуждения для 28Si (n, n). 
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Рис.4a. Функция возбуждения для 28Si (n, n) при ϕ ≡0. 
 
 
 
 
.  

 
 
                                                  Рис.5. Функция возбуждения для 52Cr(n,n). 
 

 
 
                                                   Рис.5а. Функция возбуждения для 52Cr(n,n)  при ϕ ≡0. 
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                                                   Рис.6. Функция возбуждения для 56Fe(n,n).                      
 

 
 
Рис.6а. Функция возбуждения для 56Fe(n,n) при ϕ ≡0. 
 

 
 Рис.7 .  Функция возбуждения для 64Ni(n,n). 
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Рис.7а .  Функция возбуждения для 64Ni(n,n) при ϕ ≡0. 
 

    В приложении II  выведены формулы для переходов сечений из Ц-системы в Л-систему для 
реакций с выходными трёхчастичными каналами. 
 
8. Длительность резонансных процессов многоканального рассеяния. 
 
     При исключении малых пороговых областей  со своей спецификой можно воспользоваться  
представлением Симониуса [29] многоканальной S-матрицы: 
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где унитарная матрица )(ˆ JU и матрицы проектирования )(ˆ JPν  ( )(ˆ JPν = •)(ˆ JPν = 2)(JPν , Tr )(ˆ JPν  =1) 

практически не зависят от энергии, ij
TJU )ˆ( )( = )( J

ijU  (i,j=1,2,…,n), n – число открытых каналов, 
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)()( ~~ δ  . Представление (52) пригодно, строго говоря, только для 

двухчастичных (бинарных) реакций. Оно обладает тем преимуществом, что в нём, в отличие 
от представлений с аддитивными наборами резонансных членов явно учтено свойство 
унитарности 
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а в отличие от представлений вида 1)()()( )ˆ1)(ˆ1(ˆ −−+= JJJ KiKiS  нет обратных матриц, 
операции с которыми сильно затрудняют анализ. 
     Используя эрмитову матрицу  

                                                        
dE

ESdESiEQ
J

JJ )(ˆ
)(ˆ)(ˆ

)(
)()(

•

= h   ,                                           

введенную в [30], нетрудно показать с учётом (52) справедливость следующего соотношения:        
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которое не зависит от матриц )(ˆ JU   и )(ˆ JPν , т.е. от плавного (практически постоянного) фона, 
связанного с потенциальным рассеянием  и прямыми реакциями [31]. Усредняя равенство (54) 
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внутри области, в которой расположены резонансы, в соответствии с процедурой <   >  и в 
предположении условий (16) получаем: 

                                                                          Tr >=< )(ˆ )( EQ J  T 
J  
 ,                                                             (55) 

где T 
J  

=2 JD/hπ  -время цикла Пуанкаре (точнее говоря, время цикла Пуанкаре для такой 
системы с эквидистантным расположением чисто дискретных уровней, для которой 

J
JJ DEE =−+

)()(
1 νν  и ΓJ =0 ). Используя преобразования 
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где величиной Im >< dEdS J
ii /)(  при достаточно больших ΔE в приближении случайных фаз 

можно пренебречь, и равенство 0/
2)( >=< dESd J

ij  прямо следует из условия унитарности 

(53), получаем из (55) следующие два правила сумм  для >Δ< )(J
ijτ  и >Δ< )(J

iτ  : 
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впервые найденные в [31]. С учётом определений (4) и (4а) правила сумм (56а) можно 
переписать в виде   
 

                     ∑∫ ∑ +>=<>Δ<Ω
ji J

jjiijjjij JEkkEd
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)12(),(),( πϑσϑτ T 
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.    

 
     Если предположить одинаковые длительности во всех каналах, т.е. 

>Δ>=<Δ>=<Δ< )()()( JJ
ji

J
i τττ  (i,j=1,2,…,n), то в приближении 0)( >≈< J

iiS  (что, как будет 
видно ниже, может иметь место при π2/JJ nD>>Γ  в так называемом прибилижении 
эквивалентных входных каналов [31], то получим: 
 

                                                      >≅Δ< )( Jτ  T 
J
 / 2n  .                                                          (57)  

 

     Eсли же 1Re )( −=><∑ nS
i

J
ii , что возможно в так называемом ньютоновском случае 

полной корреляции между амплитудами распада всех резонансов в приближении одинаковых 
матриц проектирования J

J PP ˆˆ )( =ν   (ν=1,2,…,N) и 1ˆ )( =JU  , когда унитарная S-матрица имеет 

вид  JJ
J PiS ˆ]12[exp(1̂ˆ )( −+= δ , то  

                                                                                                >=Δ< )( Jτ  T J  / 2  .                                                 (58)     
 
  Результат (58) был получен в [32]. 
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      Если  JJ
J

ii nDS /1Re )( Γ−>=< π , что, как будет видно ниже, может иметь место при 
π2/JJ nD<<Γ , то J

J Γ>=Δ< /)( hτ , как и в случае одного изолированного резонанса с 
полной шириной EJ Δ<<Γ .  

       Если исходить из прямого определения (4) для >Δ< )(J
ijτ , то в приближении J

J PP ˆˆ )( =ν   (ν 
= 1,2,…,N), нетрудно показать, что при условии (16)  
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Результат (60а,б) был впервые получен в [1].                                                                   
      В приложении III выведено третье правило сумм, связывающее среднее время задержки 
составного ядра, дисперсию распределений времён задержки составного ядра  с  
характеристиками составного ядра - средними резонансной плотностью и шириной ρJ и ΓJ , 
впервые выведенное в [33]. 
 
9. Явление временных резонансов (взрывов). 
 
      Введение. В широкой области энергий бомбардирующих частиц свыше 1-10 ГэВ/нуклон 
(например, [34-40]) и для большого их числа (от p дo 20Ne), числа  мишеней и регистрируемых 
конечных фрагментов наблюдаются бесструктурные, экспоненциально убывающие 
инклюзивные, а также и не всегда инклюзивные спектры энергий. Для более тяжёлых 
бомбардирующих частиц эти же явления наблюдаются и для меньших энергий (см., 
например, [41]). При анализе реакций с тяжёлыми ионами с энергиями до 1ГэВ/нуклон в 
какой-то мере модель файербола может быть использована, а также модель внутриядерного 
каскада [42] и модель ядерной жидкости [43] работают при более высоких энергиях в 
предположении образования высокоплотных комплексов столкновений. Среди трудностей 
моделей файербола есть вопрос, почему даже при высоких возбуждениях (свыше 100 
МэВ/нуклон) образуется статистическое равновесие. В [44] была предложена иная модель 
“временного составного ядра” для альтернативного объяснения высокоэнергетических 
ядерных реакций. Эта модель использовала предварительные результаты собственных 
состояний специфического оператора времени в гамильтоновом подходе [45]. Она 
основывалась на введении формальной аналогии между метастабильными состояниями с 
собственными комплексными энергиями в качестве собственных состояний уравнения 
Шредингера и соответствующими Фурье-трансформатами с комплексными собственными 
значениями для уравнения с оператором времени, канонически сопряжённым гамильтониану. 
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Эта модель была только начальным шагом к подходу, зависящему от времени и не была до 
конца обоснована. 
       Нами предложена новая версия подхода временной эволюции, начиная не только с 
принципиальных идей [44], но и из известного соответствия между экспоненциальным 
уменьшением поведения любой величины и в любом (временном или энергетическим) 
представлении и лоренцевским поведением её Фурье-трансформаты в канонически 
сопряжённом (т.е. энергетическим или временном) представлении и затем используя 
результаты, полученные в [1,31,46] для свойств составных ядер в области неразрешённых 
сильно перекрывающихся энергетических резонансов. Здесь вводится конкретно явление 
временного резонанса и объясняется сходство между энергетическими резонансами и 
временными резонансами. А также анализируются энергетические и временные свойства 
составных ядер, которые связаны с взрывами временных резонансов в эволюции распада 
конечных частиц.  
      Теоретическое происхождение временных резонансов (взрывов). Наш теоретический 
подход основывается на [47-49]. Начнём пока с продолжения раздела 4 и выберем амплитуду 
реакции fαβ(E) и T-matrix ~Tαβ (E) в таких формах 

 

                                           fαβ(E) = Cαβ 
n exp(-Eτn /2ћ + iEtn / ћ)                                                 (61) 

и 
                                            ~Tαβ = ~T n

αβ  exp(-Eτn /2h+ iEtn/h ) ,                                                  (61a) 

 

Соответственно, в определённой области энергий Emin< E < ∞ , где τn и tn - константы (с 
размерностью времени), τn и tn определяют экспоненциальную зависимость от энергии для 
соответствующего сечения и линейную зависимость от энергии для фазы амплитуды, 
соответственно. ~T n

αβ  - константа или очень плавная функция (внутри ΔE) от энергии E 
конечной частицы. Резонансную структуру ~T n

αβ  пока не принимаем явно во внимание, 
предполагая её полностью усреднённой в пределах разброса энергий (или разрешения) ΔE, 
полагая таким образом ΔE<< 2h /τn.  
          В этом случае можно записать вместо (22) и (23,24) следующее уравнение   
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где A′  = ~ ( )T g Eαβ ′ . Используя простейшую прямоугольную форму g(E’),             
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где arg g – плавная функция E внутри ΔE, получим 
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    Если все энергии в большом интервале, начиная с Emin, полностью заполнены, т.е. 
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то  приходим к  
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Естественно называть такое поведение Ψβ β( , )R t  временным резонансом из-за Лоренцевской 

формы фактора 1
2t t in n− + τ /
в (66), или взрывом (при малых значениях τn). И обратно, если  

Ψβ β( , )R t имеет форму (66), фурье-трансформата Ψβ β( , )R t будет равной 
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Она пропорциональна амплитуде (61). 
       При zβ > Rβ  можно переписать (62) следующим образом: 
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Для малого разброса энергий (ΔE << E), используя функцию (63) для g(E’) и вводя новую 
переменную 
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вместо (35), окончательно получим: 
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где 
                                      A(t) = [t – tn – t 0n – zβ/v – iτn/2] / 2h . 
 
Сечение, определённое ранее формулой (41) для макроскопических расстояний, теперь имеет 
следующую экспоненциальную форму: 
 

                                                     σαβ = ⏐fαβ⏐2 = const⋅exp(-Eτn/h ) .                                         (71) 
 

Когда ~Tαβ  или  fαβ  имеет общую форму типа 

                                                    [ ]∑
=

+−=
ν

αβαβ τ
1

/2/exp
n

nn
n iEtEff hh                                         (72) 

        
с несколькими членами (ν=2,3,…), сечение σαβ = ⏐fαβ⏐2 coдержит не только экспоненциально 
спадающие члены, но и осциллирующие члены с множителями cos[E(tn–tn’)/ /h ] или sin[E(tn– 
-tn’)/h ]. В случае 2 членов (ν =2) в (62), формула (72) переходит в такую 
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                                     σαβ = ⏐f 1αβ⏐2  exp(-Eτ1/h )+⏐f 2αβ⏐2 exp(-Eτ2/h )+ 
  

                                     +2Re { f 1αβ f 2αβ*exp[iE(t1 – t2)/h - E (τ1 +τ2)/2h ]}                             (73) 
 

(где пренебрегаются члены с ΔE , если предположить, что ΔEtn<<Eτn и ΔEτn << Etn). 
       Эволюция выживания составного ядра (в момент времени t после его образования) 
описывается следующей функцией: 

                                                             L t dtI tc

t

t

( ) ( )= − ∫1
0

                                                            (74) 

 
где I(t) определяется формулой (28). Начальный момент t0 времени, текущего естественно 
выбрать в  момент tin

0 и предположить tin
0 = 0. Однако нужно учитывать неопределённость δt 

=h /ΔE  длительности начального волнового пакета перед столкновением. Поэтому 
 

                                                    t0≅ tn
0 – δ t = –δ t = –h /ΔE. 

 
В область временного резонанса (70) функция Lc(t) существенно неэкспоненциальна даже при 
аппроксимации t0 = 0. Качественная форма Lc(t) может быть проиллюстрирована с помощью 
сильно упрощённых примеров, используя (68) для весьма узкого интервала вблизи t = tn , и 
также для всех значений t, когда 
 

                        jβ(Rβ,t)=Re[Ψβ(Rβ,,t)⋅(ih/mβ)⋅
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где v  определяется интегральной теоремой о среднем значении, а именно выражением 
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(v появляется здесь после применения (31) или (75) ). Tогда 
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и 
                                                [ ] ntntty

nty
c ytL τ

τπ /)0(2
/02)(arctan)/1(1)( −−=

=−=    .                          (78) 
 

Поскольку кривая arctan (y) имеет форму, изображённую на рис.8, в случае 2t0/τn → –∝ 
(величина τn мала) функция Lc(t) имеет форму, изображённую на рис.9 (кривая 1).  
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Рис.8. Функция arctan(y)  для  2t0/τn → – ∞ . 

 
 

 
 

Рис.9. Lc(t) (кривая 1) и I(t) (кривая 2) 
  
В этом случае            
                                               [ ]2/)/)(2(arctan1)( 0
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      Из простой формы рис.9, нетрудно видеть, что tn можно интерпретировать как период 
Пуанкаре внутреннего движения составного ядра (после его образования и перед его 
распадом), когда tn>>τn. Такое поведение Lc(t) исследовалось в [48,49].  
      Если точно учесть компаунд-резонансную структуру Tαβ , то будет иметь место сильно 
неэкспоненциальная форма Lc(t) и I(t), как изображено на рис.9, при сильно перекрытии 
энергетических резонансов, когда 
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                                                          ГJSΠ << N JSΠ / 2π ρJSП                                                                      (80) 
 

(ГJSП и ρJSП – средние резонансные ширина и плотность уровней, NJSП – число открытых 
каналов, JSП – значения полного момента количества движения, спина и чётности, 
соответственно). Малую вероятность распада составного ядра для t < tn (внутри цикла 
Пуанкаре) можно объяснить как следствие многократных внутренних переходов между 
сильно неортогональными волновыми функциями метастабильных состояний в области 
сильно перекрывающихся энергетических резонансов. В случае нескольких временных 
резонансов это может означать суперпозицию нескольких сильно перекрывающихся групп 
энергетических резонансов с разными значениями JSП того же самого составного ядра или 
образование нескольких составных ядер с разными количествами участвующих нуклонов. 
      В частности, для инклюзивных энергетических спектров k-го конечного фрагмента можно 
пользоваться следующим выражением:   

                              σinc,k(Ek)= −∑
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n itC exp[(
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/)2/ kn Eτ ]h |2= )/exp(

2

1

2
hnk

n
n EC τ−∑

=

+           (81)      

                                 + }/]2/)()(exp{[Re2 211221 hkEttiCC ττ +−−
∗

.   
                                                                      
       Cравнение с экспериментальными данными. Для анализа наблюдаемых 
экспериментальных спектров одиночного конечного фрагмента нужно просуммировать (или 
усреднить) выражения типа (73) или (81) по подсемействам конечных состояний (с разными 
квантовыми числами JSΠ, где J,L,S и Π  - квантовое число полного момента количества 
движения, орбитального момента, спина и чётности, соответственно) и каналам, иногда 
когерентно и иногда некогерентно. И для инклюзивного энергетического спектра k-го 
конечного фрагмента будем пользоваться выражением (81). 
      На рис.10-13 представлены несколько вычисленных инклюзивных энергетических 
спектров σinc,k (Ek) в полулогарифмической шкале в сравнении с экспериментальными 
данными из [41,43,44].  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

a) 
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б) 

Рис.10. Инклюзивный процесс p + C → 7Be +X (протоны 2.1 ГeВ), экспериментальные данные взяты 

из [43]. 

   a) C1= 0.04, C2= 0.36 (θ = 90°);  

   б) C1= 0.35, C2= 0.05 (θ = 160°) . 

 
a) 
 

 
б)  
 
Рис.11. Инклюзивный процесс 4He + Ta → t+ X (720 MэВ/нуклон), экспериментальные данные взяты 
из [44]. 
a) C1=0.18, C2=1.02 (θ=60o);  
б) C1=1.13, C2=0.07 (θ=90o); 
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a) 
 

 
б) 
 
Рис.12. Инклюзивный процесс 20Ne +U → p+ X (1045 MэВ/нуклон), экспериментальные данные взяты 
из [44].  
a) C1=0.35, C2=5.65 (θ=90o);   
б) C1=5.65, C2=0.35 (θ=150o); 
 

 
a) 
  

 
б) 
Рис.13. Инклюзивный процесс 40Ar + 51V → p+ X (41 MэВ/нуклон); экспериментальные данные взяты 
из [41].  
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а) C1=0.002, C2=0.03 (θ=97o);   
б) C1=0.03, C2=0.022 (θ=129o). 
 
 На рис.10-13, θ  - детектируемый угол k-го фрагмента эмиссии. Значения τ1, τ2 и t2 – t1, 
которые были найдены в [48] из подгонки теоретических кривых к экспериментальным  
данным, приведены в таблице 1. 
 

 

 

                Taблица1. Параметры временных резонансов для некоторых инклюзивных спектров 

 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
  Поскольку наклон энергетических спектров существенно возрастает с возрастанием угла , 
это означает, что возрастающий вклад состояний составного ядра с бóльшими значениями tn и 
τn связан с образованием более тяжёлых составных ядер при меньшей скорости (в 
лабораторной системе). Это согласуется с наблюдаемыми в [42,44,48] явлениями более 
чётких осцилляций для промежуточных углов эмиссии. 
    Возможно, для самой лёгкой составной системы (p+C), представленной здесь, имеет место 
суперпозиция прямого процесса (т.е. n = 0 вместо n = 1) и временного резонанса (n = 2), 
поскольку разность t2 – t1(0) заметно больше, чем обычно. 
    Несколько позднее были проведены новые расчёты и их сравнение с экспериментальными 
данными из [50,51].Они представлены на рис.14-15. 

 
Рис.14.Инклюзивный энергетический спектр 4He + U → p+ X, of 400 MэВ/нуклон,  экспериментальны 

данные взяты из[50]. 
 

                               
       Реакция 

Энергия бомб. 
частицы, 
ГэВ/нукл 

τ 1, 10-23 сек τ 2,  10-23 сек t2 - t1, 10-22 сек 

     P + C → 7Be + X 2.1 10.45 17.0 5.95 
20Ne + Al  → p + X 0.393 0.1 0.99 1.7 
4He + Ta  → t + X 0.72 1.72 3.15 1.22 
20Ne + U  → p + X 1.045 0.92 1.7 1.72 
20Ar + V  → p + X 0.041 7.5 9.0 0.20 
132Xe + Au → p + X 0.044 6.0 7.0    1.0 
20Ne + U  → p + X 0.4 1.7 2.2 0.10 
20Ne + U  → d + X 0.25 4.2 7.2 0.10 
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Рис.15. Инклюзивный энергетический спектр  20Ne+ U → p+ X, of 400 MэВ/нуклон, 

экспериментальные данные взяты из[51]. 
  

    Значения τ 1, τ 2 и t2 – t1 в сек., которые были найдены в [49] из согласования теоретических 
кривых с экспериментальными данными, представлены в табл.2 и 3 для рис.14 и 15, 
соответственно. 
                      Taблица 2                                                                              Taблица 3 
 

  
θ 

 

 

τ
1 

(10-23с) 
)

 

τ
2  

(10-23с) 

 
t2-t1 
(10-23с) 

  

C
1  

 

  

C
2 

 

   
θ 

 
τ
1  

(10-23с) 

τ
2 

(10-23с) 

 
t2-t1 
(10-23с) 

  

C
1  

 

  

C
2 

 
300 0.38 0.38 0.25 2.8 2.8 300 0.25 0.25 0.25 5 5
600 0.64 0.64 0.25 2.6 2.6 600 0.6 0.6 0.25 4.5 4.5
900 1.5 1.5 0.25 2.5 2.5 900 1.2 1.2 0.25 4.2 4.2
1200 2.1 2.1 0.25 2.3 2.3 1200 1.7 1.7 0.25 3.6 3.6

   
 
    Объяснение структуры временних резонансов в сечениях высокоэнергетических ядерных 
реакциій в области плотно расположенных сильно переркрывающихся резонансов. Как 
можно объяснить манипуляции со сравнительно плавным энергетическим поведением 
выражений (71) and (73) для сечений или выражений (61) и (72) для Tαβ или fαβ , которые 
отвечают временным резонансам и одновременно экспериментальным данным по сечениям,  
хотя реально амплитуды должны сильно флуктуировать с энергией в области сильно 
перекрывающихся резонансов при экстремально высоких энергиях? На первый взгляд, в 
области высоких энергий структура энергетических резонансов должна исчезать не только из-
за “сглаживания” энергетическими разбросами (поскольку ΔE>>ΓJSΠ,ρ-

JSΠ
-1), но и также de 

facto из-за сильного уменьшения вероятности формирования промежуточных долгоживущих 
многонуклонных состояний. Плотность компаунд-резонансов быстро растёт с энергией, 
начиная с низкоэнергетических хорошо разрешённых энергетических резонансов, где 
довольно успешно работают различные версии модели ферми-газа с оболочечными 
поправками и поправками коллективных моделей. Только вблизи 30-40 MэВ/нуклон в 
составной системе можно ожидать эффектов насыщения и дальнейшего сильного 
уменьшения плотностей. Однако именно для этих энергий  могут появиться резонансы 
другой структуры. Эти резонансы связаны с локальными возбуждениями  долгоживущих 
промежуточных многокварковых-глюонных состояний барионных подсистем (см. [52]). 
    Рассмотрим возможность вышеупомянутого объяснения структуры временных резонансов 
амплитуд более внимательно, ограничиваясь только парциальными JSП-амплитудами TJSП

αβ  

= δαβ – SJSП
αβ , где  SJSП

αβ  - элемент S-матрицы. 
     Как говорилось выше, при достаточно высоких энергиях, если пренебречь связанными и 
виртуальными состояниями и пороговыми особенностями, S-матрица может быть описана 
аналитическим выражением (28), где теперь индексы JSП (и ранее даже индекс J) были 
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опущены простоты ради, унитарная фоновая (нерезонансная) матрица Û  и матрица проекции 
резонансов $Pn  ( $Pn = $Pn

+= $Pn
2, Trace $Pn =1), медленно меняющиеся с полной энергией ε  или 

почти не зависели от ε , $U T  - матрица, транспонированная $U . При простейших условиях 
Базя-Ньютона (см. [32]), когда флуктуациями $Pn  можно пренебречь ( $Pn =< $P >),  S-матрица 
(52) приобретает такую форму:   
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где $ $ $S UUb
T= и $ $ $ $a U P U T= < > . Усреднённая по энергии S-матрица < $S >Δε в этом случае в 

соответствии с [32]: 
 

                                              < $S >Δε  = aSb ˆˆ − [1 – exp(-πΓ/ρ)] 
 

для неразрешённых резонансов (ΔE>>ρ,Γ) и флуктуирующая S-матрица $S c  (или S-матрица 
составного ядра) равна  
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Повторим, что bŜ  и â  почти не зависят от энергии (медленно меняются с энергией). Для 
сильно перекрытых резонансов, когда π Гρ >>1 
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и усреднённое по энергии сечение, идущее через стадию образования составного ядра  
<σ cαβ>Δε ,  очевидно, пропорционально ⏐aαβ⎜ 2: 
                      

                                          <σ cαβ> ∼ < ⎜ S cαβ⎜ 2>Δε = ⎜ aαβ⎜ 2                                          (84) 
 

(здесь и ниже продолжим опускать индексы JSΠ). Если начальная энергия бомбардирующих 
частиц фиксирована и поэтому общая энергия ε  также фиксирована (с точностью Δε), 
сечение (84) может быть переписано в форме 
      

                                 <σ cαβ>ΔE  ∼ < ⎜ S cαβ⎜ 2>Δε =< ⎜ aαβ⎜ 2>Δε  ≅  ⎜ aαβ⎜ 2 ,                     (84a) 
 

где ΔE определено Δε и энергетическим разрешением детектора конечных фрагментов.  
         Можно видеть из разделов 3,8 (см., также [7,17]), что усреднённое по энергии время 
задержки составного ядра и вариация распределений времён задержки составного ядра 
определяется такими общими соотношениями 
 

                              <τ cαβ>=<|S cαβ|2h∂arg S c
αβ /∂E >/<| S c

αβ|2>                                (85) 
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соответственно (энергия E – кинетическая энергия конечного фрагмента). Из (83a) и (85) 
следует (см. также [1,48]), что среднее время задержки, усреднённое по всем каналам, равно  
 

                                      <τc> =<
4/)( 22

nn

n

n Γ+−

Γ
Σ

εε
h

>ΔE= 2π ρh                                      (87) 

     
в приближении континуума (
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d∑ ∫→ ρ ε  для усреднённых по энергии величин). И Dτ c
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том же приближении континуума равно: 
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      Теперь можно видеть математическое подобие (даже совпадение) между сечением 
составного ядра (88) при выше упомянутых условиях (условия Базя-Ньютона при $Pn =< $P > и 
сильном перекрытии резонансов, когда π Гρ >>1) и сечением временного резонанса (75) для 
короткого временного резонанса. Поэтому, возвращаясь к выражению Tαβ = δαβ – Sαβ  с Sαβ  → 
S c

αβ  , определяемому (83а) для сильно перекрытых резонансов (с πГρ >>1), можно 
переписать (88) приближённо в такой форме: 
 

                                               σ c(n)
αβ ~ ⎜ a(n)

αβ⎜ 2 ~ exp(–Eτn/h )                                        (90) 
 

(если h  /τn >>ΔE при малых ΔE). И при тех же условиях, что и в (92)-(93)  
 

                                                                Dτ c ≅ τn
2/4                                                           (91) 

 

(здесь и далее мы пишем Dτ c без индексов αβ). 
     Если τn <<2πhρ  (это возможно, когда ΔE >>ρ -1), то Dτ c ≅ τn

2/4 << (<τ c >)2  и мы имеем 
узкий временной резонанс (взрыв) составного ядра. 
     Когда имеется несколько независимых не-флуктуирующих проекторов $ $ ,( )P Pν

ν=< >  ν = 1, 
2… η (η намного меньше числа резонансов), можно получить при тех же соображениях 
результат, подобный (81) для σαβ  с осциллирующими членами. 
     При более реалистических условиях Любошица статистичеcки эквивалентных каналов 
распадов составного ядра [31] (см. также [1,48]), когда флуктуации $Pn  одинаковы во всех 
открытых каналах, можно показать, что 
                                                             NTc /2 ρπτ h>=<                                                (92) 
 

где T =1–exp(–2 )/ NΓπρ и суммой последних двух членов в правой части соотношения (86) 
для Dτ c можно пренебречь в приближении континуума. Из (92) ясно, что для сильно 
перекрытых каналах, когда N/Γπρ >> 1 и T→1, имеем: 
                                                               Nc /2 ρπτ h>=<                                                 (92а) 
 
      В[1,48] было показано, что при тех же условиях и когда Sb может рассматриваться как 
независимая от энергии ε (и E), Dτ c << <τ c>2. Если, далее, расширить простейшую версию 
формулы Хаузера-Фешбаха для сечений компаунд-ядерных реакций <σ c

αβ > в область 
процессов высоких энергий, то при тех условиях можно легко убедиться в таком поведении 
<σ c

αβ > ≅ N -1≅ exp(-Eτn/h ). При условиях Любошица для области сильно перекрывающихся 
резонансов, Dτ c ≅ τ 2

n/4 << <τ c>2 – и экспоненциальное уменьшение энергетических 
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спектров конечных фрагментов отвечает узкому временному резонансу (взрыву) составного 
ядра. Могут быть также и определённые ситуации в области сильно перекрывающихся 
резонансов, когда могут наблюдаться и один или несколько временных резонансов (взрывов) в 
сечениях.  
      Для слабо перекрывающихся энергетических резонансов (когда πρΓ/N<<1 при условияз 
Любошица) или для хорошо разделённых резонансов (когда πρΓ<<1 при условиях Базя-
Ньютона) уже нет никакого временного резонанса (никакого взрыва) даже несмотря на 
экспоненциальное поведени энергетических спетров (σαβ(E)).  
      Но реальные временные резонансы (взрывы_ составных ядер могут иметь место только 
для высокоплотных (ΔE >>ρ -1) и сильно перекрывающихся резонансов (π Гρ >>1 или даже  
π Гρ/N >>1).   
 
10. Общие выводы и перспективы. 
 
        Представленный здесь временной анализ экспериментальных данных по ядерным 
процессам позволяет сделать следующие выводы и перспективы:  
        1. Простое применение временного анализа квазимонохроматического рассеяния 
нуклонов ядрами в области изолированных резонансов ядрами, искажённых нерезонансным 
фоном в системе центра масс (в Ц-системе) приводит к парадоксальному явлению задержки-
опережения вблизи резонанса  в любом двухчастичном канале. Этот эффект перехода 
временной задержки во временное опережение обычно связывается с минимумом в сечении 
рассеяния, или нулём в аналитической плоскости амплитуды рассеяния (кроме резонансного 
полюса амплитуды рассеяния) около положительной полуоси кинетических энергий в нижней 
нефизической полуплоскости римановой поверхности. Здесь такой парадокс устраняется 
тщательным пространственно-временным анализом в лабораторной (Л-) системе.  
       2. Более того, также найдено то, что стандартные формулы перехода от лабораторной 
системы к системе центра масс непригодны в присутствии двух механизмов столкновения – 
быстрого (прямого или потенциального) процесса, когда центр масс практически не 
сдвигается в процессе столкновения, и задержанного процесса, когда долгоживущее 
составное ядро движется в Л-системе. И обнаруженное нами в 1994 году дополнительное 
изменение фазы амплитуды в Ц→ Л преобразованиях теперь согласуется устранением 
парадокса перехода времени задержки во время опережения и времена задержки для 
потенциального рассеяния и для изолированного компаунд-резонанса должны 
рассчитываться отдельно друг от друга, так же, как и расстояние, на которое смещается 
распадающееся составное ядро от точки столкновения до конечного распада в Л-системе. 
Полученные аналитические преобразования сечения из Ц-системы в Л-систему 
иллюстрируются расчётами энергетической зависимости сечений на нескольких примерах 
упругого рассеняи нуклонов ядрами 12C, 16O, 28Si, 52Cr, 56Fe и 64Ni в области искажённых 
резонансов в Л-системе.  
      3. Приведенные здесь результаты временного анализа квазимонохроматического 
рассеяния нуклонов ядрами в области изолированных резонансов ядрами, искажённых 
нерезонансным фоном, можно легко обобщить на случай рассеяния нуклонов ядрами в 
области двух-трёх  близких перекрывающихся резонансов.  
      4. Разумеется, новые формулы (47)-(51) могут также быть использованы для улучшения 
существующих общих методов анализа ядерных данных для двухчастичных каналов в 
нуклонядерных столкновениях в Л-системе и, более того, могут быть обобщены для более 
сложных столкновений, включая те,  которые изучались в [18-21]. 
      5. Применяя временной анализ упругого нуклон-ядерного рассеяния с двумя-тремя 
компаунд-резонансами, которые расположены близко друг к другу и перекрываются, можно 
также получить парадоксальное явление перехода задержки в опережение в Ц-системе. Но 
поведение амплитуд и длительностей в Л-системе может быть определённо более сложным, 
чем для изолированного резонанса. Поэтому изучение таких случаев может быть более 
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усложнённым, чем для изолированного резонанса, и оно должно быть довольно интересным и 
перспективным.   
      6. Временной анализ ядерных реакций в области неразрешённых и сильно 
перекрывающихся состояний позволил вывести по меньшей мере три правила сумм, 
связывающие времена задержки, а в одном случае и дисперсии распределения времён 
задержки, со средними плотностями резонансных уровней и ширин.  
      7. Временной анализ высокоэнергетических ядерных реакций (в области и выше 0.1-ГэВ 
на нуклон) при формировании конечных компаунд-фрагментов в области высоко плотных и 
сильно перекрывающихся резонансов результировал открытием явления временных 
резонансов (или взрывов) в таких формированиях.  При сравнении с экспериментальными 
данными достигнуто неплохое согласие теоретической модели с экспериментами.  
      8. Довольно перспективно изучать влияние окружения на ядерный распад в смысле 
изменения эволюции и среднего времени жизни распадающихся ядер внутри звёзд и планет с 
целью определения их возрастов. Предварительные исследования  при учёте возбуждённых 
ядер (в процессах радиационного захвата нейтронов - для звёзд и космического излучения – 
для планет (их верхних слоёв) представлены в [53-55]. Там, в частности, изучалось влияние 
распадов возбуждённых состояний α-радиоактивных ядер с эмиссией γ-квантов и их 
дальнейшего прохождения в огромных звёздных массах и конечным поглощением их 
другими ядрами с учётом отдачи и эффекта Доплера при отдаче в поглощении и 
последующем излучении в звёздах. А в планетах учитывалось влияние космического 
излучения на возбуждение α-радиоактивных ядер в поверхностных слоях, также как и 
влияние планетной предыстории – в моделях конденсации космической пыли и в моделях 
формирования планет из охлаждённых звёздных фрагментов, выброшенных во время 
пертурбаций  из ближайших звёзд. Простейшие оценки показывают, что эти влияния вполне 
могут уменьшить возраст звёзд и планет на несколько порядков (без учёта нуклеосинтеза). 
Ещё более сильное влияние на возраст звёзд могут оказать явления окружения на β-распад β-
радиоактивных ядер вследствие его сильного уменьшения (вплоть до 10 

-9 раз) из-за 
разрушения атомных оболочек внутри звёздной плазмы (см. выводы в [56]). Изучение этих 
проблем, может быть, наконец, продолжено при учёте достаточного количества 
возбуждённых состояний α- и β- радиоактивных ядер внутри звёзд и учёте главных звеньев  
цепочек распадов, и более того, при учёте нуклеосинтеза внутри звёзд в течение их 
эволюции. 
        9. Нарастает актуальность новых работ по временнóму анализу в ядерных реакциях, в 
ядерной хронометрии, а в дальнейшем и в квантовой космологии.      
 
      
 
Приложение I. 
 

Вывод связи перехода сечений двухчастичных реакций  из Ц-системы в Л-систему для 
изолированных резонансов, искажённых нерезонансным фоном.  
         
      Для весьма больших макроскопических расстояний углы θ1 и 1

~θ , как и импульсы k1 и 1
~k  

можно считать практически совпадающими. Действительно, θ1 - 1
~θ →Δr1 /r1  и  k1- 1

~k →Δr1/r1, 
где  |Δr1|=|r1 - 1

~r |. Для асимптотического волнового пакета вблизи детектора можно  записать 
выражение   
 
                                     Ψ   →    const ∫ dkx gi(kx) ∫ dk1gy(k1) ∫ dk2 δ(Ei -Ef) δ(ki -kf)  × 
                                                             r1 →∞ 
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используя общий формализм в [27,28]. Здесь gi(kx) и gy(k1) – весовые функции, описывающие 
разброс импульсов бомбардирующих частиц x и ограничения на разброс импульсов конечных 
частиц y , cоответственно,  а 
                                                                  )(L

dirf = )(C
dirLC ff →                                                        (I,2) 

- амплитуда реакции прямого процесса, )(C
Z •γ  - числитель резонансной амплитуды для 

процесса распада, •
ZE  - энергия возбуждения ядра Z∗, Eres,Z   и ΓZ  - энергия и полная ширина 

резонансного состояния ядра Z∗, JC→L – якобиан кинематических преобразований от системы 
центра масс в лабораторную систему, rk  и kr~  (k=1,2) – расстояния, отсчитываемые от точек С0  

и С1, соответственно, {Ei , ki} и {Ef , kf} – полная энергия и импульс в начальном и конечном 
каналах, соответственно, El = ll mk 2/22h  - кинетическая энергия l-й частицы с массой ml (l=1, 
2 отвечают частицам у и У, соответственно), {E1, θ1}- волновой вектор и угол (измеренный 
относительно движения бомбардирующей частицы) направления излучения l-й частицы, 
соответственно; δ(Ei -Ef) и  δ(ki -kf) описывают законы сохранения  энергии и импульса. 
Учтём, что E1+E2=Ef , и перейдём от переменных Yykk ,2,1 ≡  к переменным   

                                                           у1,2 = )( 2,12,10
2,1

2,1 t
rm

k
m

ti
h

h
−  

 

и учтём только проекции 0
2,1k  на средние скорости 0

2,1k ≡< 2,1k > соответственно, оставляя 
другие компоненты к 2,1  в выражении (I, 2). И теперь запишем gy простоты ради в 
лоренцевской форме  

                                                             gy ≈ 
EiEE Δ+− 0

11

1                                                           (I,3) 

и выберем очень малые ΔE (ΔE<<Γ), равно как и разброс энергий падающих частиц и разброс 
энергий ядра Y. Затем, используя результаты аналогичных расчётов из [16,17] и используя 
упрощения, обусловленные δ(Ei -Ef) ⋅ δ(ki -kf), получим:  
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                                                                                       ⎩  t > ti + τ  + 0
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где =Δ= 2,12,1
0

2,1
0
2,1 ,/ rmkV h V⊥(1,2)τ ,  V⊥(1,2)   - проекция скорости составного ядра на направления 

к1,2  , а ti  - начальный момент времени, определяемый фазой начальной весовой амплитуды gi . 

Средняя длительность τ  движения ядра Z∗ определяется известным выражением  

                                                τ = 
4/)(

2/
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EE Γ+−
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h  .                                                        (I,6) 

        Cечение рассеяния σ определяется временным интегрированием ∞→
•

∞→ ΨΨ
11 1̂ rr j  ( 1̂j  - 

оператор плотности потока вероятностей для частицы y) вдоль разрешения по времени 

(которое намного больше, чем временная протяжённость обычного волнового пакета) с 

одновременным пространственным интегрированием вдоль волнового пакета второй частицы 
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где  tmin  -минимальное значение между  ti +r1/ 0
1V   и  ti + 0

11 /~ Vr  , r2,max – максимальное значение 

между  )( 0
2

20
2 V

rttV i −−  и  )
~

( 0
2

20
2 V

rttV i −−− τ , а r2,min →0  для обычных малых (по сравнению с 

r2,max ) волновыми пакетами.  

       Легко убедиться, что в стандартных экспериментальных условиях (для квази-

монохроматического пучка и для изолированного резонанса составного ядра ( когда ΔE<<Γ, 

0<τ ≤  2 Γ/h , и если Γ≤ 2 τ/h ) , когда    
 

                                                                    ΔE⋅τ /h << 2                                                             (I,8а) 

 

и абсолютные значения всех разностей  
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будут значительно меньше, чем временное разрешение, получим: 
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где общая фаза Φ равна  

                                                                                                            Φ = δ + β + ϕ                                                     (I,12)     

c                           

                                                                                      δ = arg ( )(2/1 C
ZLCJ •→ χ )  - arg )(C

dirf  ,                                        (I,12a) 

                                                         β = arg{( 2/, ZZresZ iEE Γ+−• )-1},                                      (I,12b) 
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0
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при этом другие члены определяются равенствами 
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где ),( 11
CC

C Ef θ - амплитуда кулоновского рассеяния, l′η - l-парциальная кулоновская фаза, k-

волновое число относительного движения, b
l′δ - l-парциальная фаза фонового рассеяния. Мы 

основывались на определении сечения рассеяния через асимптотические волновые функции. 

В Ц-системе источник расходящихся волн для обоих процессов (быстрых и задержанных) 

один и тот же и неподвижный, так что интерференционная картина определяется обычной 

суперпозицией амплитуд обоих процессов. В Л-системе движение распадающегося 

составного ядра, которое совпадает с движением составного ядра, вызывает сдвиг источника 

расходящихся волн для задержанного резонансного процесса по отношению к быстрому 

прямому процессу, и результирующая интерференция будет более сложной.   
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Приложение II.  
 
О пространственно-временном анализе интерференционных явлений с тремя 
частицами в конечном канале. 
 
    Введение. Это приложение написано на основе [57]. Здесь изучаются интерференционные 
явления, когда 2 частицы детектируются одновременно (в том смысле, который будет 
высказан позднее) в ядерных реакциях с 3 частицами (ядрами) в конечном канале. 
    Пространственно-временное описание интерференции между различными механизмами с 
3 частицами в конечном канале. Оригинальная идея была представлена Подгорецким и 
Копыловым [83] для 2-чатичной эмиссии (испарения) из тяжёлых ядер. Здесь мы рассмотрим 
интерференцию между быстрыми прямыми и задержанными резонансными процессами в 
реакции типа 
 

                                                          x + X   → y + z + U .                                                       (II,1) 

 

На рис.1a,b представлены два возможных механизма для реакции (II,1).  

 

 

             
 
Рис.II,1a. Прямой процесс канала реакции.                   Рис.II,1б. Последовательный процесс канала 
реакции. 
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Рис.II,2. Одновременное представление прямого и последовательного процессов. 
 

Символы A и B, заключённые в квадраты, изображают детекторы, расположенные на 
макроскопических расстояниях r1 и r2 от точки столкновения C0 .  На рис.1a  изображён 
прямой (или т.н. одно- и двух-ступенчатый прямой) процесс и oдновременный быстрый 
вылет в точке C0 всех 3 конечных частиц. Рис.1б представляет задержанный 
последовательный процесс распада с эмиссией частицы y и формированием промежуточного 
возбуждённого ядра Z*, которое затем распадается на  z и U в точке C1, соответственно 
реакции 

 

                                            x + X →   y + Z*,  Z*  →  z + U                                             (II,2) 

       (задержанный последовательный процесс распада с излучением частицы z) 
 

На рис.2 суперпозиция прямого и последовательного излучения одной из финальніх частиц 
рассмотрена на одном и том же рис. Для макроскопических расстояний и при условии, 
записанном ниже, углы 2θ  и 2

~θ  , так же, как и импульсы k и k2 можно рассматривать как 
практически совпадающие. 
    Асимптотический волновой пакет вблизи детекторов A и B может бать описан таким 
выражением:  
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В этом выражении C – константа нормировки, gi, gf,1, gf,2 – амплитуды весовых функций, 
описывающие разброс импульсов начальной частицы x и конечных частиц y и z вследствие 
детекторного разрешения, 

                                     )()( C
dirLC

L
dir fJf →=                                                           (II,4) 
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и 

                               )()()(
*

C
Z

C
xyLCCR

C
Z

fJJf Γ= →→                                                       (II,5) 

 

-амплитуды прямого и задержанного последовательного процесса (индексы L и C относятся к 
лабораторной системе и системе центра масс, соответственно), )(C

xyf   и  
)(C

ZΓ  - амплитуда 
первого этапа прямого процесса x + X → y+ Z*  и ширина резонансного процесса распада Z*  
→ z + U ,соответственно, *

Zε , Zres,ε  и ΓZ – энергия возбуждения, энергия и полная ширина 
резонансного состояния ядра Z*; CRJ →  и LCJ →  - якобианы координатных преобразований от 
системы отдачи к системе центра масс (C.M.) и от C.M. системы к лабораторной, 
соответственно; rkm – расстояния от точек m (m = C0,Ci) к частицам k (где k = 1,2,3 
соответствуют y, z, U); Ei, ki и Ef,  kf  - полные энергии и импульсы в начальном и конечном 
каналах, соответственно; Ej = jj mk 2/22h  - кинетическая энергия j-й частицы, jθ  и kj –угол 
движения (относительно пучка падающей частицы x, направление) и волновой вектор 

частицы j, соответственно. В выражении (II,3) )( fi EE −δ  и )( fi KK −δ  выражают законы 
сохранения энергии и импульса. Выражение (II,3) написано на основе общего формализма, 
описанного в [33] с применением к асимптотическим стационарным функциям, введенным в 
[27,28] и принимая во внимание частицу U явно. Простоты ради множитель 
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CCC rrr опущен, как и внутренние координаты и спин. 

     Множитель e h/tiE f−  может быть переписан как  
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iEEEEi fete
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а первые три множителя выражения (II,3), скомбинированные с множителем (II,6), можно 
формально вложить в интегралы уравнения (II,3) как: 
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Чтобы преобразовать предыдущие интегралы, полезно провести замену переменных k1,2,3  к 
переменным 

                                               y1,2,3= )
r

k()( 3,2,13,2,10
3,2,1

2/1

3,2,1 t
m

m
ti

h

h
− .                                               (II, 7) 

 

Здесь взяты только проекции k1,2,3 на средние векторы ≡0
321 ,,k < k1,2,3 >, а другие компоненты  

k1,2,3  остаются в других частях (II,3). Множитель gf1,2 можно предположить имеющим форму 
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c
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а величину EΔ  очень малой ( EΔ << ΓZ), так же как и разброс энергий начальной частицы x. 
Используя известный результат для подобного вычисления (см., например, [16,20]), волновая 
функция приобретает вид 
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для 

                                                t < ti + 0
1

1 0

v
r C , t < ti + 0

2

2 0

v
r C , t < ti + 0

3

3 0

v
r C , 

                                      t < ti +τ + 0
2

2 1

v
r C , t < ti +τ + 0

3

3 1

v
r C                                              (II,10) 

и      

                 

] 3
0
32

0
2

0
3

3
0
2

1
0
1

0
3

0
2

0
1

0
0

0

2
rikrik

/)]
v

tt()
v

tt()
v

tt[(E

ZZ,res
*
Z

L
Z

/)]
v

tt()
v

tt()
v

tt[(E
L

dir

rCki

/tiE

ee
/i

f

efe

eC

iii*

iii
j

j

f

Δ+Δ
−+−+−Δ−

−+−+−Δ−

−

Γ+ε−ε
+

+
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
×

∑
×

××∝Ψ

h

h

h

3C2C01C

03C02C01C

r
-

r
-  

r
-

r
-

r
-  

r
-

                (II,11) 

 

для   

                                 t  > ti + 0
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v
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Здесь 321
0

321
0

321 ,,,,,, m/kv h= , начальный момент времени ti определён фазой амплитудного 
весового множителя gi ; среднее время τ  ядра Z* перед его распадом даётся известным 
выражением:  
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                                                    ,)3,2(3,2 τ⊥=Δ Vr                                                             (II,14) 
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)3,2(⊥V - проекция скорости движения ядра Z* на направление k2,3. Разброс энергий для 
частицы U – порядка EΔ , в соответствии с сохранением энергии-импульса. 

     Интерференционные явления могут иметь место только в случае одновременного 
прибытия (в пределах временного разрешения детекторов) частиц y и z  в A и B. 
Интенсивность скорости совпадений определяется временным интегралом  

                                                                  abab jj ΨΨ
∧∧

21
*  

 ( 2,1

∧

j  - плотность потока вероятности для частиц y и z) по интервалу времениΔ T, который 
велик по сравнению с временной протяжённостью волновых пакетов, и пространственным 
интегрирование по координатам частицы U, т.е.:  
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где t min – наименьшее значение среди 
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r3 max  - максимальное значение между  ))(( 0
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обычных  малых волновых пакетов. 
         В стандартных экспериментальных условиях, т.е. когда 
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( TΔ  - время разрешения схемы совпадений), можно записать 
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(в произвольных единицах), где 
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1
,

* )2/arg( −Γ+−= iZresZ εεβ , 

3
0
32

0
2 rkrk Δ+Δ=ϕ , 

 

Δr2,3  определяется (II,14). 
   Полученные результаты(II,18)-(II,20), с некогерентной суммой P0 , интерференционным  
членом P1 и фазой Φ, очевидно, обобщают результаты, полученные ранее нами в [22-24] для 
столкновений с 2-частичными каналами. Cравнивая эти результаты с полученными в 
стационарной модели [27,28], можно видеть, что последние подтверждаются настоящим 
самосогласованным пространственно –временным подходом в пределе ΔE <<ΓZ  и последние 
переходят при ΔE/ΓZ → 0 в стационарную модель типа [27,28]. 
    Такой же вывод действителен и для случаев, в которых формируются два промежуточных 
возбуждённых состояния, т.е. 
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при условиях yE Γ<<Δ   и ZE Γ<<Δ . 
 
Приложение III. 
 
Вывод правила сумм, связывающего среднее время задержки составного ядра, 
дисперсию распределений времён задержки поставного ядра  с  характеристиками 
составного ядра - средними резонансной плотностью и шириной ρJ и ΓJ. 
          
     Следуя [30] и вводя, вместо эрмитовой матрицы 
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 ,                                                    
 
которая была использована в разделе 9, новую матрицу 
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исследуем её Trace. Для простоты здесь и далее опустим индексы J.  
       После серии преобразований R̂  с использованием соотношения   
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прямо следующим из дифференцирования соотношения унитарности (53) для S-матрицы, 
получим такое соотношение 
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где Tik = δik – Sik  - теперь элемент парциальной T-матрицы. 
     Усреднением соотношения (III,3) по энергетическому разбросу волновых пакетов в 
начальном канале можно записать 
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где весовая функция 2)(Eg  нормирована условием dEEg
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в (III,4) для плавных весовых функций 2)(Eg  исчезает и может быть проигнорирована. 

Более того, суммой ∑
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в (III,4) можно также пренебречь, поскольку её величина  порядка, по 

крайней мере, (ΔE)–1 , как можно легко видеть после интегрирования (особенно для 
прямоугольной формы 2)(Eg ). Таким образом, в этом приближении можно записать 
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     Как можно видеть из выражений (5)-(6) для дисперсии длительностей столкновений Dτik  
(здесь в дисперсии для парциальных столкновений мы опустили индекс J) для достаточно 
больших длительностей столкновений, можно переписать соотношение (III,5) в виде 
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       Теперь изучим R̂  и <Trace R̂ >, используя представление Симониуса (82) для S-матрицы 
(как обычно опуская индексы J). Поскольку, очевидно, Trace R̂  =  Trace resR̂  с  
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       Принципиально простые, но довольно громоздкие вычисления дают 
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mm ss ,  ( mP~  - тоже проектор , поскольку он 

является унитарной трансформой проектора mP̂ ) и мы использовали соотношения 

 

                 Trace mm PP ′⋅ ~~ = Trace mm PP ~~ ⋅′ ,          Trace mmm PPP ~~~ ⋅⋅ ′ = Trace mm PP ~~ ⋅′ ,     
 
которые являются очевидным следствием цикличности операции trace и свойств проекторов. 
Чтобы проанализировать Trace mm PP ′⋅ ~~  , используем представление, введенное в [33,58],  
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   Переписывая (III,7) в усреднённом (по энергетическoму разбросу волновых пакетов в 
начальном канале) виде 
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получим 
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где ),(~ EP cε , ),(~ EP cε ′ , ),(~
0EP cε  и ),(~

0EP cε ′ - значения mP~  и mP ′
~  в точках cε , cε ′ and 0E , 

определённых  интегральной теоремой вокруг средних значениях, а именно уравнениями  
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соответственно. 
     Чтобы получить соотношения (III,12) и (III,13), мы также использовали мы также 
использовали вычеты по теореме Коши для интегралов  
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где f(ε) – аналитическая функция в верхней или нижней полу-плоскости комплексных 
значений ε , которая исчезает на полуокружностях Γ±  бесконечно большого радиуса; контуры 
C0 ,  C– и C+ на рис.III,1 (где контуры γ–  и γ+ на краях разрезов около точек ветвления ln(ε ± 
i 2/Γ ) снаружи контуров интегрирования). Если использовать аналитические функции D(Em) 
в приближении континуума вместо среднего расстояния между уровнямиD , результаты не 
изменятся при использовании аппроксимации D(Em±iΓm/2)= D .   
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Рис. III,1. Контура C0 , C–  и  C+ , контура γ–  и γ+  на краях разрезов вблизи точек ветвления ln(ε ± 
±i 2/Γ ) .   
  

    Конечно, приближение континуума оправдано только для усреднения по ΔE >>ρ –1. 
    Для статистически эквивалентных каналов с N >>1 (N→∞) в аппроксимации случайных фаз 
( для ν,mmA ′ ) проведём следующую приближённую оценку 
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Подставляя выражения (III,12) и (III,13) в (III,11), окончательно получим 
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что равно 1/N  в приближении случайных фаз для статистически эквивалентных каналов при 
N >> 1 (N→∞). 
       Затем, используя снова индексы JSΠ  , получим такую форму соотношения (III,18): 
 

                 Re<Trace R̂ res
(JSΠ)>= 24 hπ ρ (JSΠ )/Γ(JSΠ) + 4π2 2h (ρ (JSΠ))2M (JSΠ)/ N (JSΠ) .                (III,19) 

 

       Наконец, сравнивая (III,6) с (III,19), запишем следующее правило сумм                       
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                                                + 4π2 2h (ρ(JSΠ))2 M (JSΠ) / N (JSΠ).                                        
 

       В общем, величина M (JSΠ) / N (JSΠ)  флуктуирует между 0 и 1 (см. соотношение (III,10)) и её 
можно использовать как эмпирический параметр, описывающий канал-каналовые корреляции 
между резонансами (более точно, между проекторами резонансов mP̂ ). 
        Теперь, для изучения компаунд-ядерных процессов будем использовать соотношения 
(снова опуская индексы JSΠ ) 
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Из соотношений (III,21) и (III,22) следует: 
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Таким образом, можно легко трансформировать правило сумм (III,20), используя (30), (31), 
(90), (III,21), (III,22) и (III,23), в такой вид     
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     В приближении статистически эквивалентных каналов выражение  
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все (< )()( EJSc
ik

Πτ >)2  также равны друг другу.  
      Для случая слабо перекрывающихся резонансов, когда )( ΠΓ JS  << N (JSΠ)/2πρ(JSΠ ) ,  
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                              < )( ΠJScτ >= ħ/Γ(JSΠ)   и   D )( ΠJScτ = (ħ/Γ(JSΠ))2 =(< )( ΠJScτ >)2 , 
 
т.е. в полном соответствии с [1,31,33] закон распада составного ядра в среднем 
экспоненциальный. 
      Для случая сильно перекрывающихся резонансов, когда Γ(JSΠ)>> )( ΠJSN / )(2 ΠJSπρ  , 
      
              < )( ΠJScτ >=2 )()( / ΠΠ JSJS Nρπh    и  D )( ΠJScτ ≈(2 )()(JS / ΠΠ JSNρπh )2 <<(< )( ΠJScτ >)2  .        (III,27) 
  
 Следовательно, в соответствии с [1,31,33] закон распада составного ядра сильно не-
экспоненциальный, т.е. имеет временной резонанс (взрыв). 
     Полученное правило сумм (III,24) расширяет возможности изучения главных свойств 
составных ядер (плотность уровней ρ (JSΠ) и среднюю полную резонансную ширину Γ(JSΠ)) и 
законы распада составного ядра в области неразрешённых резонансов. 
  
 
Приложение IV. 

Длительность рассеяния в пороговой области. 

    В идеализированном случае строго определённых уровней возбуждённых состояний ядра-
мишени вблизи порога неупругого рассеяния ( в области k1 ≈0) нейтронов [10] 
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аналитические свойства, что и одноканальная функция в (10), α(k0) – функция k0 , 
вещественная на вещественной оси и вещественная для вещественных потенциалов. И 
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                           k1→0                    
                                                                               
где dESd j

J
ii /~arg)2/(~ )( h=Δτ . В случае плавной зависимости arg JS~ , т.е. малых значений 

)(~ J
iiτΔ , для J=0 величина )()0(

00 EτΔ ∼ -αμ / 1kh , т.е. для α≠0 в точке k1=0  время жизни такого 
”порогового состояния” возрастает неограниченно при приближении к пороговой точке снизу 
(α  не может біть положительной по условию причинности).  
     В действительности, однако, возбуждённые состояния ядра метастабильны. И если уровни 
таких состояний представлены в форме комплексных величин 2/~

nnn iее γ−= , где nγ >0 – 
ширина, отвечающая распаду состояния (обычно это радиационная ширина), тогда вместо 
пороговой точки  мы вынуждены вводить понятии пороговой области ширины ∼ nγ  и, следуя 
[59], заменять еn  в (1) на nе~ . И, как следствие, в пороговой области время задержки )()( EJ

iiτΔ  
остаётся конечным и непрерывным. 
 
Приложение V. 

К измерению длительностей рассеяния медленных нейтронов ядрами на основе 
экспериментальных данных по сечениям  с учётом оптической теоремы и знака длины 
рассеяния или условия причинности. 
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      Будем исходить, следуя [60] и(1)-(1а), из длительности упругого рассеяния нейтронов 

ядрами в квазимонохроматическом приближении 
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 где R – радиус взаимодействия. 

       При рассеянии вперёд имеет место оптическая теорема  
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Для определения знака 00τΔ  можно при k 0 → 0 воспользоваться соотношениями 

                                 f 00  →  [ - a +ik0 a2 ] / [1+ k0 a2],  Δτ 00  →  - a / v 0 ,                           (V,5) 

                                      k0→0                                                                    k0→0 
а в отдельных случаях – условием причинности 

 

                                                     Δτ 00 ( nnk rr′,2
0 ) + 2R /v0  ,                                                                      (V,6) 

Учитывая, что  в тех случаях, когда 000 /2 vR+Δτ , условие (V,6) может выполняться только  

при Δτ 00 > 0. 

     Для иллюстрации метода были рассчитаны времена задержки при упругом рассеяния 

нейтронов ядрами  12С  в области энергий  E=1-500 кєВ (рис.V,1) и ядрами  27Al  с энергией 

34,59 кэВ (рис.V,2).               

     В качестве исходных  были использованы результаты экспериментов в Л-системе по 

измерению энергетической зависимости полных сечений [61,62], которые обычно определены 

значительно лучше, чем данные о парциальных сечениях. Вкладом радиационного захвата 

для рассмотренных энергий нейтронов можно пренебречь. Угловое распределение 

рассеянных нейтронов в случае ядер 12С вплоть до E ≅ 700 кэВ проявляет весьма слабую 
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анизотропию, демонстрируя доминирующий вклад s - волны. Аналогичное положение имеет 

место для упругого рассеяния нейтронов на ядрах 27Al, где наличие интерференционного 

минимума свидетельствует об s – резонансе . 

      Энергетическая зависимость сечения реакции 12С (n,n) аппроксимировалась полиномом 

четвёртой степени 

σ [барн] = ∑
=

4

0
][

k

k
МэВk EB  

c B0 =4,73,   B1 =  - 3,734,  B2  = 2,388,  B3  =  - 1,001,  B 4  =0,179.   Указанные коэффициенты 

гаилучшим образом соответствуют совокупности экспериментальных данных в смысле 

метода наименьших квадратов.  На рис.V,1 приведен график для )( 2kτΔ  (в сек) для 12С (n,n). 

Плавная зависимость сечения от энергии и малая величина Δτ  согласуются с отсутствием 

образования долгоживущей и промежуточной системы в этом случае. 

 

 
Рис.V,1. Время задержки в рассеянии нейтронов ядрами 12 С. 

 
Рис.V,2. Время задержки в рассеянии нейтронов ядрами 27Al. 
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       На рис.V,2 приведены значения ⏐ )( 2
00 kτΔ ⏐для 27Al (n,n). В этом случае вычисления 

производных по энергии проводились в приближении конечных разностей, определяемом 
энергетическом разрешением эксперимента. Сильная асимметрия резонансной кривой для  
27Al (n,n) указывает на интерференцию прямых процессов с процессов с образованием 
составного ядра, Следует иметь в виду, что определяемые здесь временные задержки 
характеризуют процесс в целом и не разделяют его на два этапа.  
       В [63, 64] проведено дальнейшее развитие этого метода, включая также в [64] три 
частицы в кoнечном канале с учётом эффекта окрестностного рассеяния. 
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