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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
 
 

В настоящее время в мире разрабатывается и внедряется новое 
электротехническое оборудование (силовые трансформаторы и управ-
ляемые шунтирующие реакторы на сверхвысокое напряжение, высоко-
вольтные и сверхвысоковольтные силовые кабели с полиэтиленовой 
изоляцией), проектируются и внедряются сложные наукоемкие устрой-
ства и технологии, в числе которых высокочастотные устройства, нано- 
и микроэлектромеханические системы, устройства силовой электрони-
ки, биомолекулярные электротехнологии медицинского назначения. 
Эффективность работы таких устройств и технологий в значительной 
степени зависит от рационального использования в одном устройстве 
нескольких процессов и явлений различной физической природы. При 
исследовании и разработке таких устройств и технологий для достиже-
ния их высокой функциональности, надежности и безопасности возни-
кает потребность в применении и дальнейшем развитии методов ком-
пьютерного моделирования сложных взаимосвязанных физических про-
цессов и явлений. 

С другой стороны, современные научные разработки в области 
математического моделирования связанных физических процессов, уро-
вень развития компьютерной техники в сочетании с возможностью ис-
пользования высокопроизводительных вычислительных станций и су-
перкомпьютеров создают условия для составного, совместного матема-
тического описания ряда различных физических процессов и явлений в 
рамках единой модели и проведения на такой основе комплексных ис-
следований электротехнических устройств и систем с использованием 
методов компьютерного мультифизического моделирования.  

Развитие метода мультифизического моделирования стимулиру-
ется не только доступностью высокопроизводительной вычислительной 
техники, но и появлением на рынке большого разнообразия программ-
ного обеспечения для решения множества связанных задач из различ-
ных областей знаний – электромагнетизма, теплотехники, гидродинами-
ки, структурной механики и др. Так, получившие в последние годы ши-
рокое распространение пакеты коммерческих программ Comsol 
Multiphysics и Ansys предназначены для решения задач мультифизиче-
ского моделирования и являют собой уникальный инструмент для реа-
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Предисловие 

лизации новых подходов к моделированию процессов в современных 
электротехнических устройствах.  

Под мультифизическим моделированием в электротехнике под-
разумевается моделирование совокупности взаимосвязанных процессов 
различной физической природы, определяющих эффективность работы 
исследуемого электротехнического устройства, и решение на этой осно-
ве ряда связанных задач из различных областей науки и техники – элек-
тротехники, теплофизики, прикладной механики, гидродинамики, аэро-
динамики, биофизики, биомедицины и др. Важно отметить, что элек-
трическим и магнитным явлениям в этих устройствах отводится ключе-
вая роль. Задачи, для решения которых используется мультифизическое 
моделирование, являются мультифизическими задачами. Наряду с ними 
актуальны на сегодняшний день и междисциплинарные задачи.  

Решаемая на практике мультифизическая задача, как правило, 
представляет собой систему из двух основных компонент. Это частные 
задачи отдельно для каждого физического процесса и функциональные 
связи между ними. В силу существования этих связей мультифизическая 
задача может обладать качественно новыми системными свойствами и 
особенностями получаемых решений, которые отсутствуют у частных за-
дач. Такое обстоятельство обусловливает необходимость и важность вве-
дения термина мультифизическая задача, а также разработки методов ее 
решения. 

В представляемой монографии в зависимости от характера связей 
между частными задачами используется известная классификация муль-
тифизических задач – сильносвязанные и слабосвязанные задачи, даны 
количественные характеристики таких связей. Установление характера 
связи важно на начальном этапе моделирования с точки зрения органи-
зации вычислительного процесса. При наличии слабой связи между ча-
стными задачами их решение может выполняться последовательно (за-
дачи решаются одна за другой), что существенно упрощает решение 
мультифизической задачи в целом и не требует использования мощных 
компьютеров. При наличии сильной связи между частными задачами, 
они должны решаться либо одновременно в рамках единой модели, либо 
последовательно, но с многократным итерационным уточнением дан-
ных, передаваемых от одной задачи к другой.   

В монографии с точки зрения подходов к моделированию раз-
личных физических процессов мультифизические задачи подразделяют-
ся на три класса – мультиполевые, мультицепные и мультифизические 
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цепно-полевые задачи. В соответствии с этим монография состоит из 
трех частей.  

В части I рассматриваются мультифизические полевые задачи, 
т.е. мультифизические задачи, состоящие из ряда связанных между со-
бой частных задач, моделирование которых выполняется на основе тео-
рии поля (электромагнитного, теплового, гидродинамического и др.). В 
разделах этой части совместно исследуются электромагнитные, тепло-
вые и механические процессы в силовых кабелях и системах индукци-
онного нагрева. Изучаются также магнитные и гидродинамические про-
цессы в магнитожидкостном герметизаторе вращающегося вала, элек-
тротепловые процессы в полупроводниковой структуре и биологической 
клетке под воздействием электрического поля. Кроме того, рассматри-
ваются связанные электромагнитные процессы и процессы бионагрева 
применительно к реализации нового метода онкологии – магнитно-
жидкостной гипертермии.  

Часть II посвящена рассмотрению мультифизических цепных за-
дач, состоящих из ряда связанных между собой частных задач, модели-
рование которых выполняется на основе теории эквивалентных цепей 
(электрических, магнитных, тепловых, гидравлических и др.). По от-
дельности цепи различной физической природы рассматривались в ли-
тературе давно, однако при их совместном рассмотрении в рамках еди-
ной мультифизической задачи возникает целый ряд проблем, связанных 
с установлением характера связей, программной реализацией обмена 
данными между частными цепями и устойчивостью вычислительного 
процесса. Авторы предлагают ввести новый термин мультифизическая 
цепь для обозначения сложной цепи, состоящей из связанных между со-
бой частных эквивалентных цепей, моделирующих процессы различной 
физической природы, включая реализацию связей между такими цепя-
ми. Показано, что для решения мультифизических цепных задач в элек-
тротехнике целесообразно использовать профессиональный пакет про-
грамм Matlab/Simulink, содержащий все базовые элементы, необходи-
мые для программной реализации и решения мультифизических цепей, 
а для передачи данных между частными цепями позволяющий исполь-
зовать управляемые источники тока и напряжения совместно с блоками 
математической обработки сигналов. В разделах части II на основе тео-
рии цепей исследуются связанные электрические и магнитные процессы 
в силовом трансформаторе, а также электромагнитные и тепловые про-
цессы в кабельной линии. 

 12



Предисловие 

Часть III представляет ряд мультифизических цепно-полевых за-
дач, состоящих из частных связанных между собой задач, из которых 
решение одних выполняется на основе теории поля (электромагнитного, 
теплового, гидродинамического и др.), а других – на основе теории це-
пей (например, электрических, магнитных, тепловых, механических). В 
разделах этой части представлены исследования электрических кабелей, 
кабельных линий, силовых трансформаторов и электромагнита магни-
тодинамической установки. Рассматривается также совместное приме-
нение методов мультифизического и многомасштабного моделирования 
для исследования связанных электрофизических процессов в полиэти-
леновой изоляции силовых кабелей. Отметим, что использование муль-
тифизического и многомасштабного моделирования является современ-
ной тенденцией в комплексном исследовании сложных физических объ-
ектов.  

Монография представляет собой логическое продолжение пуб-
ликации тех же авторов "Многомасштабное моделирование в электро-
технике", Киев, 2011. Полагаем, что эти две работы в совокупности от-
ражают современные направления в развитии теоретической электро-
техники и будут полезны студентам электротехнических специально-
стей, инженерам при разработке и проектировании современного элек-
тротехнического оборудования, а также исследователям, специализирую-
щимся в области вычислительной электротехники и электродинамики.  

Отзывы о книге, замечания и пожелания просим направлять по 
адресу: Украина, 03680, г. Киев, проспект Победы, 56, Институт элек-
тродинамики НАН Украины. Электронный адрес: podol@ied.org.ua 

 
             Авторы 
 

 13



1. МУЛЬТИФИЗИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ  
В ЭЛЕКТРОТЕХНИКЕ И КЛАССИФИКАЦИЯ  

МУЛЬТИФИЗИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
 
 
 

1.1.     Общая характеристика мультифизических процессов 
 

Разработка современных электротехнических устройств, создание 
нового электротехнологического оборудования и совершенствование су-
ществующих технологий, в основе которых лежит электромагнитное 
воздействие на материалы, обусловливает необходимость использования 
и совершенствования современных методов расчета электромагнитного 
поля и связанных с его действием явлений и процессов различной физи-
ческой природы. Это позволяет определять оптимальные параметры по-
ля, достигать высокой надежности и рациональных режимов работы 
электротехнических устройств. 

Развитие современных компьютерных технологий и программных 
средств, увеличение мощности компьютерной техники в сочетании с но-
выми методами и подходами к численному моделированию предусмат-
ривают новый уровень проведения научных исследований электротех-
нических устройств и технологических систем с учетом не только их 
структуры, свойств и режимов работы, но и протекающих в них ком-
плексных физических процессов, а также условий функционирования в 
составе внешней электрической системы.  

Детальное исследование широкого класса электрических уст-
ройств предусматривает решение связанных полевых задач различной 
физической природы, в основе которых лежат электромагнитные про-
цессы. Процессы различной физической природы, одновременно проте-
кающие в одном устройстве и определяющие эффективность его функ-
ционирования, в последнее время принято называть мультифизически-
ми. Например, при индукционном нагреве токопроводящих элементов 
характерными и взаимосвязанными являются электромагнитный и теп-
ловой процессы, а также термомеханические напряжения в объеме обра-
батываемого материала. Кроме того, в ряде случаев необходимо учиты-
вать установившиеся или переходные процессы во внешней электриче-
ской цепи системы питания индукционной установки. 

Связанность физических процессов различной природы – это 
фундаментальное положение современной электротехники, важное для 
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углубленного исследования технических устройств. Без комплексного 
учета таких физических процессов невозможно достичь целостного и 
системного представления об устройстве или физическом явлении, де-
тально и всесторонне исследовать сложные электротехнологические 
процессы, получить их достоверные качественные и количественные ха-
рактеристики.  

Связанность процессов и сложность определения характеристик 
электротехнических устройств обусловливается наличием различных 
взаимосвязанных явлений – электромагнитных, термодинамических, ме-
ханических, гидродинамических, акустических и др., которые в свою 
очередь зависят от процессов во внешней электрической цепи. Напри-
мер, в работах [1, 2] приведена схема взаимодействия различных физи-
ческих процессов в трансформаторах с учетом внешних связей, показан-
ная на рис. 1.1. Схема отображает цепно-полевые связи и выявляет необ-
ходимость учета характеристик ряда физических полей, основным из ко-
торых является электромагнитное поле, и составляющих элементов, па-
раметры которых могут зависеть от процессов во внешней цепи, напри-
мер, содержащей полупроводниковые преобразователи энергии со своей 
системой управления. Такое представление взаимодействий отображает 
сложные цепно-мультиполевые связи (связь внешней цепи с мультифи-
зическими полями внутри устройства), характерные для многих электро-
технических устройств.  

Основные физические процессы, характерные для электрических 
машин и электромеханических систем (включая электронные, магнит-
ные, высокочастотные элементы, двигатели и актуаторы), представлены 
на рис. 1.2, 1.3 [3]. Междисциплинарные связи при проведении компле-
ксных исследований электрических машин и трансформаторов показаны 
на рис. 1.4 [3–8]. 

Для большинства технических приложений учет связанности фи-
зических полей и процессов является сложной задачей, представляющей  
собой совокупность физически разнородных взаимосвязанных задач. 
Эффективным методом их решения является компьютерное моделиро-
вание и одно из его направлений – мультифизическое моделирование, 
под которым понимается математическое описание процессов в иссле-
дуемом физическом объекте различной физической природы совместно 
с алгоритмической и вычислительной их реализацией, как правило, на 
компьютере [9, 10]. Первостепенная составляющая мультифизического 
моделирования – это построение связанных моделей, которые в отдель-
ных случаях могут быть достаточно сложными. Мультифизическое моде-
лирование может проводиться на разных масштабных уровнях ис-
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Акустическое
поле 

Це

следуемого объекта, в одной или многих подобластях его физической 
модели, при этом рассчитываться могут как однополевые, так и много-
полевые модели. Характеристика мультифизических моделей в про-

Рис. 1.2. Схематическое представление процессов для изучения составляющих  
элементов электрических машин и линейных актуаторов [3–5] 
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Рис. 1.1. Схема цепно-полевых взаимосвязей в трансформаторах [1, 2] 
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Рис. 1.3. Примеры связанных физических процессов и мультифизических задач  
для электромеханических систем, включая электронные, магнитные,  

высокочастотные элементы, двигатели и актуаторы, [3] 

Рис. 1.4. Основные научные дисциплины для мультифизических исследований 
электрических машин и трансформаторов [3–8] 
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странственном представлении и примеры их применимости приведены 
на рис. 1.5 согласно работе [10].  

Мультифизическое моделирование предполагает использование 
знаний отдельных физических дисциплин и сочетание их с целью соз-
дания единой математической модели для всестороннего исследования 
физического объекта или явления, получения целостного представле-
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ния и системного знания о нем (пример для случая электрических ма-
шин показан на рис. 1.4). Важно отметить, что хотя мультифизическое 
моделирование и предполагает рассмотрение взаимосвязанных физиче-
ских процессов с использованием знаний из различных научных дисци-
плин, однако оно не тождественно, а несколько шире мультидисципли-
нарных исследований, которые выполняются лишь с привлечением ме-
тодов, данных и теоретических положений различных дисциплин, но не 
всегда связывают результаты одного вида анализа с другим видом ана-
лиза. Учитывая это, мультифизическое моделирование может быть оп-
ределено как моделирование, основанное на моделях, содержащих 
междисциплинарные связи. 

        
1.2.     сификация мультифизических задач 
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Одна область Много областей

Одна область, 
много полей 

 

Например, элек- 
тротермоупругие 

системы 

Много областей, 
много полей 

 

Например, аэро-
термоупругие  

системы 

Одна область,  
одно поле 

 

Например,  
деформируемые 

среды 

Много областей, 
одно поле 

 

Например,  
многофазные  

течения 

Рис. 1.5. Характеристики мультифизических моделей 
в пространственном представлении [10] 
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Классификация по первому признаку. Мультифизические задачи в 
электротехнике с точки зрения характера связи между различными фи-
зическими процессами в рамках одной задачи могут быть классифици-
рованы как слабосвязанные и сильносвязанные (рис. 1.6). Для слабосвя-
занных процессов обратная связь между процессами является слабо вы-
раженной. Например, при индукционном нагреве проводников до темпе-
ратуры не выше 1000С величина их электропроводности мало изменяет-
ся с ростом температуры и при решении электромагнитной задачи таким 
изменением можно пренебречь. Задачи со слабосвязанными процессами 
могут решаться последовательно. Для рассматриваемого примера – сна-
чала электромагнитная, затем тепловая задача. В случае сильносвязан-
ных процессов необходимо одновременно решать частные задачи для 
всех физических процессов. В ряде случаев с целью уменьшения вычис-
лительных затрат целесообразно использовать многократный итераци-
онный процесс, выполняя последовательное решение частных задач 
(рис. 1.7, б).  

Характеристика двух классов задач – сильносвязанных и слабо-
связанных задач представлена в табл. 1.1 [12–16]. 

 
Таблица 1.1. Характеристика связи мультифизических задач 

 

 Сильносвязанные задачи Слабосвязанные задачи 
Подходы к 
решению 

Одновременное решение задач Последовательное решение 
задач, связь задач посред-
ством обмена данными  

Основные 
требования 

Одинаковые дискретизация 
расчетных областей и метод  
решения задач 

Интерполяция результатов 
решения задач для обмена 
данными между ними 

Преимущества Возможна реализация сильно 
нелинейных взаимосвязей  
между задачами  

Различные дискретизация 
и метод решения задач 

Недостатки Плохо обусловленные  
матрицы, достаточно  
продолжительное время  
решения задач  

В отдельных случаях  
нетривиальный обмен  
данными между задачами. 
Проблемы со сходимо-
стью. При нелинейных  
характеристиках  
медленная сходимость  
решения задач  

Примеры 
применения  

Установки индукционного  
нагрева, непрерывного литья  
стали, магнитострикционные  
и пьезоэлектрические явления 

Электрические машины  
и трансформаторы 
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Рис. 1.6. Классификация мультифизических задач  
о характеру связи между ф  процессами 
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Сильносвязанные мультифизические процессы предполагают со-
вместное одновременное решение задач, принадлежащих различным на-
учным дисциплинам, а слабосвязанные процессы позволяют проводить 
последовательное решение задач. Сильносвязанные полевые задачи не 
могут быть решены раздельно, характеризуются сильно нелинейными 
связями друг с другом и сравнимыми постоянными времени исследуе-
мых процессов. Такие задачи, решаемые одновременно и одним числен-
ным методом, позволяют достаточно быстро достигать сходимости ре-
шения, однако не предусматривают выбора различного метода решения 
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Рис. 1.7. Схематическое представление алгоритмов решения  
слабосвязанных (а) и сильносвязанных (б) физических задач  
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и реализации различного сеточного разбиения областей исследуемого 
объекта для разных физических задач.  

Важной особенностью слабосвязанных задач является возмож-
ность их разделения и последовательного решения. Вместе с тем слабо-
связанные физические процессы требуют организации обмена данными 
между задачами, как правило, для задания объемных источников и гра-
ничных условий. Подходы к решению слабосвязанных задач достаточно 
гибкие и строятся на основе модульного принципа. Для таких задач воз-
можно моделирование физических процессов с различными постоянны-
ми времени. В [17] отмечается медленная сходимость решения слабосвя-
занных задач в случае использования нелинейных характеристик.  

В общем случае задачи могут быть определены в различных об-
ластях моделируемого объекта, характеризоваться различными постоян-
ными времени, в ряде случаев для их решения требуются различная дис-
кретизация и применение различных численных методов с целью полу-
чения высокой точности решения.  

Для решения мультифизических полевых задач необходимо пре-
дусмотреть разделение процессов по времени и решение сильносвязан-
ных задач с наименьшим временным шагом, исходя из предварительной 
оценки характерного времени переходного процесса. Например, индук-
ционный нагрев осуществляется на частоте от 50 Гц до высоких частот 
(выше 1 МГц). При этом период электромагнитной волны может быть 
менее 0,02 с, а значение постоянной времени переходного теплового 
процесса – значительно больше, но не менее от 0,1 с до нескольких се-
кунд. В таком случае связанная электротепловая задача решается с наи-
меньшим шагом по времени, а при последовательном решении электро-
магнитной и тепловой задач для каждой из них задаются свои расчетные 
временные характеристики – шаг по времени и конечное время расчета 
процесса. В каждом конкретном случае необходима своя адаптация к со-
размерности временных постоянных физических процессов. 

Отметим, что задачи индукционного нагрева принадлежат к 
мультифизическим задачам и требуют рассмотрения, по крайней мере, 
электромагнитных и тепловых процессов, а в случае нагрева жидких 
сред – изучения дополнительного гидродинамического процесса. При 
решении таких задач необходим учет нелинейных характеристик мате-
риалов и сред [18]. Как отмечается в обзоре [19], модели индукционного 
нагрева в настоящее время продолжают совершенствоваться путем учета 
точки магнитных превращений – температуры Кюри при нагреве маг-
нитных материалов, расчета термопластических деформаций, анизотро-
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пии композиционных материалов. Среди исследований в этом направле-
нии можно отметить работы [20–22].  

 

Важную роль в решении мультифизических задач играет также 
определение функционально-зависимых характеристик процессов. На-
пример, для индукционного нагрева это зависящие от температуры па-
раметры – магнитная проницаемость, удельное сопротивление, тепло-
проводность, теплоемкость нагреваемого материала, которые в значи-
тельной степени определяют эффективность нагрева.  

На основе приведенного описания двух классов мультифизиче-
ских задач и обоснования необходимости учета ряда вычислительных 
аспектов на рис. 1.8 представляется общая схема численного решения 
мультифизических задач. 

Таким образом, в зависимости от класса мультифизических задач 
существуют два основных метода их решения: 

 

Организация  
обмена данными  
между задачами 

Адаптация сеточного 
разбиения  

физических моделей

Мультифизические 
задачи 

Определение 
"перекрестных" переменных 

и функциональных  
взаимозависимостей 

Определение  
постоянных времени 

Слабосвязанные 
процессы 

Сильносвязанные 
процессы 

Построение 
математической модели 

Выбор методов и 
алгоритмов решения 

 

 
 

Рис. 1.8. Основные этапы численного решения мультифизических задач 
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– последовательный метод, используемый при слабой связи задач 
(weak coupling); задачи решаются отдельно, но с передачей данных (ре-

 

Особенности мультифизических моделей  

Научные  
дисциплины 

 
 

Объекты 
исследования 

 
 
 
 
 

Пространственные 
 
 
 
 

Временные 
 
 
 
 

Материалы 

2 D 

зультатов) из одной в другую; 
– прямой метод при сильной связи задач (strong coupling); метод 

предусматривает одновременное решение задач и реализацию перекре-
стных связей между ними. 

Следует отметить, что выбор метода решения связанных задач во 
многом зависит от особенностей протекания моделируемых процессов. 
Мультифизические модели и методики их реализации разрабатываются с 
учетом пространственных, временных характеристик физических про-
цессов, свойств материалов исследуемых объектов [13, 23–25]. При этом 

темное исследование с учетом ра-
боты э

с. 1.9 представле-
ны хар

 решения мультифизических задач как слож-
ных си

щем случае выполнение 
следующих этапов. 

в качестве объектов моделирования могут быть многосложные физиче-
ские объекты, может проводиться сис

лектротехнического устройства в составе энергосистемы, напри-
мер, как в статье [26] на основе результатов [22]. Изучение сложных по 
структуре физических объектов и композиционных материалов предпо-
лагает построение многомасштабных моделей и совместное применение 
мультифизического и многомасштабного моделирования [10, 13, 27–33].  

С использованием результатов работы [3] на ри
актерные особенности мультифизических моделей и расчетных 

методик. Подходы к численному решению мультифизических задач об-
суждены в [34]. 

Реализация методов
стем, включающих в виде подсистем процессы и явления различ-

ной физической природы, предполагает в об

Две дисциплины 

Три и более 
дисциплин 

3 D 

Многомасштабные

Стационарные

Динамические

Переходные
процессы 

во временной 
области 

Процессы
в частотной 
области 

Линейные Один объект 

Нелинейные Многообъектное 
исследование  

Анизотропные 

Многомасштабные 

Блочное / системное 
исследование  

Рис. 1.9. Характерные особенности мульфизических моделей и расчетных методик [3] 
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1. Разработка математической модели для каждой из подсистем 
(физических процессов) на основе теории электромагнитного поля или 
теории электрических цепей. 

2. Выделение входных и выходных переменных для каждой из 
подсистем и установление способа передачи переменных между ними. 

3. Установление (в ряде случаев путем проведения дополнитель-
ных исследований) характера связи между подсистемами – сильная или 
слабая связь. 

4. Разработка алгоритмов решения мультифизической задачи: в 
случае слабосвязанных процессов – последовательное решение задач для 
каждой подсистемы; для сильносвязанных процессов – одновременное 
решение задач подсистем. 

5. Визуализация и анализ результатов моделирования, включая 
поиск оптимальных значений параметров электротехнического устрой-
ства и рациональных режимов его функционирования.  

 

Количественная характеристика связи между частными зада-
чами. Для количественной характеристики связи между различными 
процессами мультифизических задач предлагается использовать понятие 
чувствительности, заимствованное из теории электронных цепей [35, 
36]. Рассмотрим в качестве примера задачу индукционного нагрева про-
водников, структурная схема которой приведена на рис. 1.10. Здесь для 
электромагнитной задачи в качестве входной величины используется 
температура проводника T, а выходной величиной является плотность 
джоулевых потерь Q , которая в свою очередь является входной величи-
ной для тепловой задачи. Зависимости для каждой задачи относительно-
го изменения выходной величины от относительного изменения входной 
величины для каждого структурного блока исследуемой модели характе-
ризуются следующими безразмерными величинами: 

для задачи 1:           
⎩
⎨
⎧

−≥
−<<

=⋅
∂
∂

=
связь,сильная1
связь,слабая1

1 Q
T

T
QS   

Q T T 
 
 
 

Электромагнитная задача
(задача 1) 

 
 

Тепловая задача 
(задача 2) 

Рис. 1.10. Структура мультифизической задачи  
индукционного нагрева проводников 
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⎩
⎨
⎧

−≥
−<<

=⋅
∂
∂

=
связь.сильная1
связь,слабая1

2 T
Q

Q
TS   для задачи 2:           

В случае, когда проведенные оценки или точный расчет электро-
магнитной задачи в заданном интервале изменения температуры показы-
вают, что 11 <<S , можно считать связь между электромагнитной и теп-
ловой задачами слабой. При 11 ≥S  связь классифицируется как сильная. 
Аналогично для тепловой задачи необходимо оценивать значение вели-
чины 2S .  

В рассматриваемой электромагнитной задаче джоулевы потери 
зависят от величины электропроводности проводника )(Tσ . При его на-
греве до небольшой температуры (не более 1000С) относительное изме-
нение электропроводности, например, алюминия в диапазоне температу-

ры 20–1000С, составляет 22,0=⋅
Δ
Δ σ
σ T . В таком случае оценка
T

 величины 

11 <⋅
∂
∂
⋅

∂
∂

=
Q
T

T
QS σ
σ

; задачи являются слабосвязанными и могут решаться 

в такой последовательности – сначала электромагнитная задача при не-
которой средней температуре проводника, затем тепловая задача.  

 

Классификация по второму признаку. Вторым важным классифи-
кационным признаком являются подходы к моделированию различных 
физических процессов мультифизической задачи. Известно, что модели-
рование процессов в электротехнике может выполняться с использова-
нием основ теории электрических цепей или теории электромагнитного 
поля, либо с применением комбинированного цепно-полевого подхода. 
С точки зрения подходов к моделированию различных физических про-
цессов в рамках одной мультифизической задачи, такие задачи подраз-
деляются  [11] – мультиполевые, мультицепные и  на три основных класса

 
 
 

Мультифизические задачи 
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Рис. 1.11. Классификация мультифизических задач в соответствии  
с подходами к моделированию физических процессов 
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мультифизические цепно-полевые задачи (рис. 1.11). Далее в моногра-
фии при икованных работ и решенные авторами за-
дачи для всех трех классов.  

ир ания электротехнических устройств и систем, оптимизации 
технич

 реж

лены основны
ания электро

При современном уровне развития науки и техники электротех-
нические устройст

Рис. 1.12. Основные направления применения мультифизического  
моделирования электротехнических устройств и систем 

ведены обзор опубл

 
1.3.     Применение мультифизического моделирования 

 
В настоящее время мультифизическое моделирование широко 

применяется не только в научных исследованиях для решения фунда-
ментальных и прикладных вычислительных задач, но и для целевого 
проект ов

еских решений на всех стадиях проектирования и эксплуатации, 
для описания поведения и определения оптимальных имов работы 
устройств, а также для повышения эффективности действующих и раз-
работки новых электротехнологий. C использованием данных работы 
[37] на рис. 1.12 представ е направления применения муль-
тифизического моделиров технических устройств и систем. 

ва и промышленное электрооборудование становятся 
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Целевое оптимальное 
проектирование,  

создание виртуальных 
прототипов  

электротехнических 
устройств и систем 

 

Мультигеометрическое, 
многообъектное,  

блочное /системное  
исследование 

связанных физических 
процессов  

Применение мультифизического моделирования 

в электротехнических  
устройствах и системах; 

решение задач 
промышленного  

масштаба 

Оптимизация 
режимов работы  

электротехнических 
устройств и систем 

Интегрирование с многомасштабным  
моделированием для углубленного  

анализа связанных физических процессов
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все сложнее, а рынок продукции требует сокращения до минимума вре-
мени разработки новой электротехнической продукции, высокого ее ка-
чества и эффективности функционирования. Действующие технологиче-
ские процессы и оборудование нуждаются в усовершенствовании в со-

о поэто-
му особую

ных на

одновременно протекающих и взаимозависимых процессов и явлений 
различной физической природы. В разделе проведен анализ литератур-
ных источников и показаны основные подходы к решению мультифизи-
ческих задач. 

Приведена классификация мультифизических задач в электротех-
нике по двум признакам: в соответствии с характером связи между раз-
личными физическими процессами исследуемого устройства (сильно-
связанные и слабосвязанные процессы) и с точки зрения подходов к мо-
делированию физических процессов (мультиполевые, мультицепные и 
мультифизические цепно-полевые задачи), описаны особенности их ре-
шения. Предложены количественные характеристики для анализа типа 
связи между физическими процессами.  

Следует отметить, что несмотря на достаточную сложность ре-
шения взаимосвязанных задач, мультифизическое моделирование явля-
ется перспективным методом численного моделирования и исследования 
электротехнических устройств. На современном этапе развития компью-
терной техники и создания программных комплексов роль мультифизи-
ческого моделирования в разработке новых устройств и повышении эф-
фективности действующих устройств будет возрастать. 

ответствии с современными условиями и требованиями. Именн
 важность приобретают глубокий анализ, научная проработка 

и реалистичное моделирование связанных процессов и явлений в элек-
тротехнических устройствах и технологических системах на всех стади-
ях, начиная от проектирования до эксплуатации в нормальных и анор-
мальных режимах работы. Мультифизическое моделирование наряду с 
другими методами компьютерного моделирования призваны к решению 
таких важных задач. И их роль по мере усложнения электротехнических 
устройств будет все более возрастать. 
 

Обобщая представленный материал, отметим следующее. 
 

Мультифизическое моделирование является одним из современ-
правлений в моделировании и исследовании электротехнических 

устройств, эффективность работы которых определяется совокупностью 
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2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЗИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 
 
 
 

2.1.     Общая характеристика мультифизических полевых  
           задач  

 
Мультифизические полевые (мультиполевые) задачи имеют ме-

сто при моделировании электротехнических устройств, в которых про-
текают одновременно несколько взаимосвязанных физических процес-
сов, определяющих рабочие характеристики устройства. Решение таких 
задач выполняется на основе теории поля для соответствующего про-
цесса – электромагнитного, теплового, гидродинамического или других.  

К основным группам связей физических полей и процессов в 
электротехнике относятся [1–10]: 

– связь электромагнитного и теплового полей (например, в уст-
ройствах индукционного нагрева; в силовых трансформаторах; в задачах 
из области сверхпроводимости и диэлектрического нагрева); 

– связь электромагнитного и механического силового полей, ха-
рактерная для электротехнических устройств механического, гидравли-
ческого, пневматического действия (например, для высоковольтных вы-
ключателей, управляемых электромагнитными, пружинными, пневма-
тическими или гидравлическими приводами; для электромагнитов с 
ферромагнитным сердечником, создающих механическое усилие; для 
электромагнитных ускорителей); 

– связь электромагнитного, теплового полей и поля течения жид-
костей (характерна для широкого класса задач магнитогидродинамики, 
включая индукционный нагрев и электромагнитное перемешивание 
жидких сред, электромагнитную обработку расплавленных материалов; 
извлечение электропроводящих или магнитных частиц из жидкостей – 
электро- и феррогидродинамика); 

– связь электромагнитного, теплового полей и структурных ме-
ханических деформаций (при индукционном нагреве металлических ма-
териалов с учетом электротермомеханических напряжений; при иссле-
довании износа деталей нагреваемых электромагнитных устройств и 
процессов деструкции неоднородных материалов под действием элек-
тромагнитного поля); 
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Рис. 2.1. Разделы науки, положенные в основу работы  
различных типов электротехнических устройств 

 

– связь электромагнитного, теплового полей и химических про-
цессов (например, в дугогасительных камерах выключателей, где элек-
трическая дуга сопровождается высокими температурами и окислитель-
ными реакциями материалов); 

– связь электромагнитных и тепловых полей с биологическими и 
физиологическими процессами в живых организмах, например, при воз-
действии электромагнитных полей для биомедицинских целей и в зоне 
мощных электроэнергетических устройств. 

Описанные связи физических процессов обусловливают необхо-
димость применения законов и положений различных научных дисцип-
лин для исследования электротехнических устройств (рис. 2.1). 

Решение связанных между собой мульфизических полевых задач 
основывается на использовании ряда взаимозависимостей свойств и ха-
рактеристик одного физического процесса (например, электрического 
поля) от другого процесса (температурного поля, биологических эффек-
тов или химических реакций). С использованием данных работ [3, 11–
15] такие взаимные зависимости и междисциплинарные связи, необхо-
димые для решения задач комплексного исследования электрических 
машин и электромагнитных устройств, показаны на рис. 2.2. 

Математические модели мультифизических полевых задач обыч-
но основываются на связанных дифференциальных уравнениях в част-
ных производных относительно пространственных и временных пере-
менных.  

Пространственные области решения связанных задач дискрети-
зируются с использованием, например, методов конечных элементов (fi-
nite element method), конечных разностей (finite difference method), 

 
 

Электродинамика 
 
 

 

Термодинамика  
 

 

Гидродинамика  

 

Акустика  
 

Структурная 
механика 

 
 
 

Биомедицина  

Электротехническое 
устройство 

 
 

Электрохимия  
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Электромагнитные 
процессы и явления 

Тепловые процессы
и явления 

Механические  
процессы и явления 

а 

Джоулевы потери  
 

Тепловая  
задача 

Электромагнитные свойства, 
зависящие от температуры 

 

 
 
 

Электромагнитная 
задача 

б 
 

Электромагнитные силы  
 

Электромагнитная 
задача 

– Изменение геометрии структуры  
(влияет на распределение электромагнитного поля); 

– скорость перемещения сред (связана с тензором деформации); 
– механические напряжения, остаточные напряжения, дефектность материала  

(для ферромагнитных материалов влияют на коэрцитивную силу); 
– электрические явления в области контакта двух сред (например, изменение 
контактного сопротивления и для контакта "металл – полупроводник" 
изменение концентрации электронов, что влияет на протекание тока) 

Задача 
структурной 
механики 

 

в 
Зависимость от температуры:

– физико-механических свойств материалов (плотности, прочности, упругости, др); 
– структуры материалов (тепловой износ, разрушение, переход в другое  
физическое состояние, например, при плавлении или отвердевании); 

– механического состояния материалов (при изменении термической усталости,  
воздействии температурных деформаций  

и механических напряжений) 

– Изменение тепловыделения
вследствие упругопластических деформаций, трения; 

– влияние структуры материалов 
на их теплопроводность и тепловое расширение 

Задача 
структурной 
механики 

 

г 

 
 

Тепловая  
задача 

Рис. 2.2. Основные процессы и явления в электрических машинах  
и электромагнитных устройствах и связи между ними (а),  

взаимовлияющие физические эффекты, обусловливающие связь между  
физическими задачами: электромагнитной и тепловой задачами (б); 
электромагнитной задачей и задачей структурной механики (в);  

тепловой и механической задачами (г) 
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граничных элементов (boundary element method), конечных интегралов 
(finite integration technique). Каждый из методов можно классифициро-
вать согласно подходу: метод основан на интегральной или дифферен-
циальной форме записи уравнений Максвелла, дискретизации подверга-
ется вся модель или только границы её составных объёмов и т. д. Для 
решения задач применяются также методы, которые оперирует данными 
во временной или в частотной области, – метод конечных объёмов во 
временной области (finite volume time-domain method), метод конечных 
разностей в частотной области (finite difference frequency domain method) 
[16, 17]. 

Характерные особенности связанных полевых задач, а также ме-
тоды и подходы к их решению приведены в табл. 2.1 [18]. 

 

 

Таблица 2.1. Особенности мультифизических полевых задач 
и подходы к их решению 

 

Геометрические Физические Методы решения Временные 
 

 Особенности 
 и методы  
 решения 
 полевых  
 задач 

 Области  
 с различными  
 свойствами 

 – Электротепловые; 
 – электрические и  
    механические; 
 – электротепловые и  
    гидродинамические 

... 

МКЭ, МГЭ, 
аналитические  

методы 
… 

Различные 
постоянные 
времени  
процессов 

21,ττ  

 Описание  
 моделей 

Дифференциальные уравнения в частных производных,  
система интегродифференциальных уравнений,  

обыкновенные дифференциальные уравнения, алгебраические уравнения 
 Реализация   
 связей  
 (обмена  
 данными)  
 между  
 задачами 

 – Граничные  
    условия; 
 – уравнения  
    на границах  
    раздела 

 – Функциональные  
    зависимости; 
 – источниковые  
    составляющие;  
 – уравнения цепи  

 – Граничные     
    условия; 
 – уравнения 
    на границах    
    раздела 

21 ττ ≅  / 

21 ττ >>  

 Итера- 
 ционные  
 схемы 

 

Единая (при одновременном решении задач), 
каскадная (при последовательном решении задач) 

 

Единая /  
каскадная 

 Методы  
 решения 
  

Метод конечных элементов (МКЭ),  
метод граничных элементов (МГЭ),  

метод декомпозиции 

Переходные 
процессы 
МКЭ,  
МГЭ 

 
Мультифизическое моделирование физических полей успешно прово-

дится с помощью современных программных пакетов, представленных в 
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табл. 2.2, среди них Comsol Multiphysics, Ansys Multiphysics, Flux, LSDyna, в 
которых реализуется численный метод конечных элементов [19].  

 

Таблица 2.2. Некоторые коммерческие программы  
мультифизического моделирования 

 

Название программного  
продукта 

 

Интернет ссылка 

Comsol Multiphysics http://www.comsol.com/ 
Ansys Multiphysics http://www.ansys.com 
Adina http://www.adina.com 
CFD & Multiphysics https://www.esi-group.com/software-

services/virtual-environment/cfd-multiphysics 
CST Mphysics Studio https://www.cst.com/Products/CSTMPS 
Elcut http://elcut.ru/ 
Flux  http://magsoft-flux.com/products/flux 
Elmer http://www.elmerfem.org/ 
LSDyna http://www.ls-dyna.com/ 
Physica http://www2.gre.ac.uk/about/schools/cms/research

/groups/cmrg/services/software/physica 
 

В [5] проведен детальный обзор научных публикаций, методов и 
подходов к решению связанных электромагнитных и тепловых, элек-
тромагнитных и механических задач, электромагнитных задач и задач 
структурной механики, в том числе для исследования электрических 
машин и трансформаторов. 

Согласно классификации на рис. 1.6 (в разделе 1) мультифизиче-
ские полевые задачи подразделяются по характеру связей между част-
ными задачами на слабосвязанные и сильносвязанные задачи. Характер 
связи между физическими задачами различной природы, или представ-
ление их сильно- или слабосвязанными процессами во многом опреде-
ляет вычислительные подходы. Сильносвязанные процессы предпола-
гают совместное одновременное решение всех частных задач для раз-
личных физических процессов, а слабосвязанные процессы – последова-
тельное решение частных задач.  

Далее приведены математические модели расчета электромаг-
нитного, теплового, гидродинамического и механического полей, полу-
чившие наибольшее распространение при исследовании электротехни-
ческих устройств. 
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2.2.     Электромагнитное поле 
  

В табл. 2.3 приведены обозначения основных физических вели-
чин, которые используются в теории электромагнитного поля [20–22], в 
описаниях к программе Сomsol Multiphysics [23], а также в математиче-
ских моделях, приведенных далее.  

 
Таблица 2.3. Обозначение основных физических величин, 

используемых в теории электромагнитного поля 

Обозначение                          Наименование 

Электрическое поле 

E  Напряженность электрического поля 
D  Электрическое смещение 
P  Поляризованность вещества 
ρ  Объемная плотность свободных электрических зарядов 
J  Плотность тока проводимости 

Плотность полного тока (проводимости и смещения) totJ  

Магнитное поле 

B  Магнитная индукция 
H  Напряженность магнитного поля 
M  Намагниченность вещества 

Скалярные и векторные потенциалы 
ϕ  или V  Скалярный электрический потенциал 

A  Векторный магнитный потенциал 
Скалярный магнитный потенциал mϕ  или  mV
Векторный электрический потенциал T или  cH

Характеристики сред 
σ  Удельная электропроводность 

0ε  Диэлектрическая проницаемость вакуума (8,85·10–12 Ф/м) 

rε  Относительная диэлектрическая проницаемость 

0μ  Магнитная проницаемость вакуума (1,256·10–6 Гн/м) 

rμ  Относительная магнитная проницаемость 
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 Электромагнитное поле 

Квазиэлектростатическое  
приближение 

Электростатика 

Магнитостатика 

Квазимагнитостатическое  
приближение 

 

Стационарное электрическое 
поле постоянного тока  

 

Квазистационарное  
электромагнитное поле  

 

Быстроменяющееся 
электромагнитное поле 

Волновые процессы  

Рис. 2.3. Классификация задач расчета электромагнитного поля  
в электротехнических устройствах 

Задачи расчета электромагнитного поля в электротехнических уст-
ройствах могут быть классифицированы, как показано на рис. 2.3. Рас-
смотрим далее математические модели представленных классов задач. 

Электромагнитные процессы, протекающие в электротехниче-
ских устройствах, описываются системой дифференциальных уравнений 
Максвелла:  

t∂
∂

+=×∇
DJH  ;                                      (2.1) 

t∂
∂

−=×∇
BE   ;                                       (2.2) 

   ρ=⋅∇ D  ;                                          (2.3) 

                                               (2.4) 0=⋅∇ B
 

и уравнением сохранения заряда в виде 
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ttot ∂
∂

+=
DJJ

t∂
∂

−=⋅∇
ρJ 0=⋅∇ totJ  или     ;   .           (2.5) 

В этих уравнениях для обозначения дифференцирования по про-
странственным координатам используется оператор «набла», который в 
декартовой системе координат имеет вид  

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ kji , – орты осей декартовой системы координат, 

а для цилиндрической системы координат –  

kji ,,

zrr zr ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ eee
ϕϕ

1
,  – орты цилиндрической систе-

мы координат. 

zr eee ,, ϕ

Электростатика. К этому классу задач относятся задачи расчета 
электрического поля, создаваемого неподвижными электрическими за-
рядами в диэлектрической среде.    

Дифференциальные уравнения:  

ρϕε =∇−⋅∇ ][( ;                                      (2.6) 

ϕ−∇=E .                                             (2.7) 
Некоторые виды граничных условий: 
–  – постоянный потенциал на металлических электродах; 0ϕϕ =
–  – потенциал на заземленной проводящей поверхности; 0=ϕ
–  – условие электрической изоляции на поверхности. 0=⋅Dn
Примеры применения: расчет напряженности постоянного или 

слабопеременного (при частоте 50 Гц) электрического поля в диэлек-
трических материалах. 

Квазиэлектростатическое поле во временной области. К такому 
классу задач относятся задачи расчета изменяющегося во времени элек-
трического поля в диэлектрической среде, характеризующейся слабо 
проводящими свойствами.  

Дифференциальные уравнения:  

0][ 0 =
∂
∂

∇−∇−⋅∇
tr
ϕεεϕσ ;                          (2.8) 

ϕ−∇=E .                                             (2.9) 

Уравнение (2.8) получается путем подстановки выражения для 
плотности полного тока  
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tt rtot ∂
∂

∇−∇−=
∂
∂

+=
ϕεεϕσσ 0

DEJ  

в выражение (2.5). 
Некоторые виды граничных условий: 
–  – постоянный потенциал на металлических электродах; 0ϕϕ =
– 0=ϕ  – потенциал на изолированной границе, удаленной от ис-

точников поля, и на заземленных поверхностях; 
– 0=⋅Jn  – условие электрической изоляции на внешних грани-

цах расчетных областей;  
–  – условие непрерывности на границах 

раздела сред (n  – единичный вектор внешней нормали). 
0)( 2,1, =−⋅ tottot JJn

Примеры применения: расчет переходных процессов в неодно-
родной изоляции электротехнических устройств, в том числе при воз-
никновении частичного разряда. 

 

Квазиэлектростатическое поле в частотной области. Это класс 
задач расчета изменяющегося во времени по гармоническому закону 
электрического поля в линейной диэлектрической среде, имеющей сла-
бую электропроводность.  

Дифференциальные уравнения: 
0][( 0 =∇+∇⋅∇ ϕεωεϕσ && rj ;                         (2.10) 

ϕ&& −∇=E . 

Некоторые виды граничных условий: 
–  – постоянный потенциал на металлических электродах; 0ϕϕ =&

–  = 0 (  – единичный вектор внешней нормали,  – плот-
ность полного тока) – условие электрической изоляции. 

J&nJn &⋅

Примеры применения: расчет гармонических процессов в устрой-
ствах, в которых одновременно протекают токи смещения и токи прово-
димости; расчет электрического поля в неоднородной изоляции силово-
го кабеля, в том числе в полупроводящем изоляционном слое.  

 

Стационарное магнитное поле. К этому классу задач относятся 
задачи расчета постоянного магнитного поля, создаваемого катушкой с 
током, при наличии магнитопровода в общем случае с нелинейными 
магнитными свойствами. Задача может формулироваться относительно 
векторного магнитного потенциала  либо относительно скалярного A
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магнитного потенциала , включая расчет поля катушки в воздухе пу-
тем решения задачи относительно векторного потенциала. 

mV

Дифференциальные уравнения относительно векторного маг-
нитного потенциала : A

0
1 )( JA =×∇×∇ −μ ;                                    (2.11) 

AB ×∇= , 

где rμμμ 0=  – магнитная проницаемость среды, абсолютное значение; 
 – заданное значение плотности тока в катушке. 0J

Некоторые виды граничных условий: 
–  – условие магнитной изоляции на удаленной поверхно-

сти; 
0=A

–  – условие на границах симметрии (n  – единичный 
вектор внешней нормали). 

0=⋅An
 

Дифференциальные уравнения для скалярного магнитного потен-
циала  mV  :

0)))(( =+−∇⋅∇ cmV Hμ ;                                (2.12) 

00JA μ−=Δ                ;                                        (2.13) 

AH ×∇=
μ
1

c .                                       (2.14) 

При выводе этих уравнений напряженность магнитного поля 
представляется в виде суммы  

cmV HH +−∇= ,                                     (2.15)                           

mV∇−т. е. суммы потенциальной составляющей , создаваемой объем-
ными и поверхностными магнитными зарядами на магнитопроводе, и 
вихревой составляющей , создаваемой токами в катушке, в предпо-
ложении отсутствия магнитопровода.  

cH

Уравнение (2.12) получается подстановкой выражения  с 
учетом (2.15) в уравнение (2.4). 

HB μ=

Примеры применения: расчет поля трансформатора или электро-
магнита, других устройств, источниками поля в которых являются по-
стоянные токи с плотностью , в задачах расчета постоянных магни-
тов и при наличии магнитопровода. 

0J
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Стационарное электрическое поле постоянного тока. К этому 
классу задач относятся задачи растекания постоянного тока по провод-
нику сложной формы. 

Дифференциальные уравнения для скалярного электрического 
потенциала ϕ : 

;                                     (2.16) 0][( =∇−⋅∇ ϕσ

ϕ−∇=E . 

Некоторые виды граничных условий: 
–  – постоянный потенциал на электродах; 0ϕϕ =&

– =0 – условие электрической изоляции на поверхности про-
водника. 

Jn &⋅

Примеры применения: расчет распределения плотности постоян-
ного или низкочастотного тока в поперечном сечении массивного токо-
провода.  

 

Квазистационарное электромагнитное поле во временной об-
ласти. Это класс расчета переходных процессов в проводящих средах в 
случае, когда преобладают токи проводимости, а токами смещения мож-
но пренебречь, т. е. в правой части уравнения (2.1) пренебрегается плот-
ностью тока смещения .  t∂∂ /D

Дифференциальные уравнения для поля : V−A
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=⋅∇

=
∂
∂

−−∇⋅∇

=∇+×∇×∇+
∂
∂ −

.0

;0)((

;0)( 1

A

A

AA

t
V

V
t

σ

σμσ
 

(2.17)  

 

  

  

(2.18)  

  

 
 

(2.19)  

 

 

В этой системе первое уравнение для поля  получено при под-
становке  в левую часть уравнения (2.1), а в пра-
вую часть этого уравнения – выражения для плотности тока  

A
ABH ×∇== −− 11 μμ

)(
t

V
∂
∂

−−∇==
AEJ σσ                                  .                              (2.20) 

Второе уравнение системы – (2.18) получено путем подстановки 
(2.10) в уравнение непрерывности при отсутствии тока смещения 

.  0=⋅∇ J
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Третье уравнение в системе – уравнение (2.19) является калиб-
ровкой Кулона и необходимо для однозначного задания потенциала .  A

Отметим, что в программе Comsol уравнения в приведенной сис-
теме решаются одновременно, и для выполнения условия (2.19) исполь-
зуется метод штрафных функций.  

Некоторые виды граничных условий: 
–  – условие магнитной изоляции в удалении от областей с 

током; 
0=A

– 0=⋅An  – на границах симметрии (n  – направление внешней 
нормали к границе); 

 – условие на поверхности проводника. 0=⋅ Jn
Примеры применения: расчет в переходном режиме электромаг-

нитного поля в массивном проводнике при выраженном скин-эффекте и 
в общем случае при наличии магнитопровода с нелинейными свойства-
ми.  

Квазистационарное электромагнитное поле в частотной об-
ласти. Для такого класса задач рассматривается поле в проводящей сре-
де в пренебрежении токами смещения и в случае изменения во времени 
всех полевых величин по гармоническому закону.  

Дифференциальные уравнения для комплексных величин поля 
: V&& −A

0)( 1 =∇+×∇×∇+ − Vj &&& σμωσ AA ;                         (2.21) 

0)(( =−−∇⋅∇ A&& ωσ jV ;                                  (2.22) 

0=⋅∇ A& .                                               (2.23) 
ω  – угловая частота изменения поля;  – мнимая единица. Здесь j
Некоторые виды граничных условий: 
–  – условие магнитной изоляции на внешних границах 

расчетных областей; 
0=A&

–  – на границах симметрии (  – единичный вектор вне-
шней нормали); 

0=⋅An & n

 – на поверхности проводника. – 0=⋅ Jn
Примеры применения: расчет устройств индукционного нагрева с 

учетом распределения плотности тока в массивных витках индуктора. 
 

Быстроменяющееся электромагнитное поле в частотной об-
ласти. К этому классу задач относятся задачи расчета электромагнитно-
го поля в массивных проводниках и в окружающем их пространстве при 
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условии, что токи смещения в этом пространстве по порядку величины 
близки к токам проводимости в проводниках (они должны учитываться 
в исходной системе уравнений). Такие процессы протекают, например, в 
обмотках силовых трансформаторов на частоте, близкой к первой резо-
нансной частоте и составляющей десятки килогерц для мощных транс-
форматоров. В этом случае, несмотря на существование токов проводи-
мости и токов смещения, волновые процессы не проявляются в силу то-
го, что характерный размер расчетной области существенно меньше 
длины волны электромагнитного поля на данной частоте. 

Дифференциальные уравнения для комплексных величин поля 
: V&& −A

0)()()( 12 =∇++×∇×∇+− − Vjj &&& ωεσμεωωσ AA ;            (2.24) 

0))()(( 2 =−+∇+⋅∇ A&& εωωσωεσ jVj ;                      (2.25) 

0=⋅∇ A& .                                                 (2.26) 

Некоторые виды граничных условий: 
–  – условие магнитной изоляции на внешних границах 

расчетных областей; 
0=A&

–  – на границах симметрии ( n  – единичный вектор 
внешней нормали).  

0=⋅An &

Примеры применения: расчет электромагнитных процессов в ин-
дукторах, в обмотках силовых трансформаторов или реакторов на высо-
кой частоте, близкой к частоте собственного резонанса исследуемого 
устройства. 

 

Волновые процессы. Это класс задач расчета электромагнитного 
поля в проводящих и диэлектрических средах с учетом токов смещения 
и токов проводимости при условии, что характерный размер расчетной 
области (или входящих в нее структурных элементов) больше длины 
волны электромагнитного поля на рассматриваемой частоте. В качестве 
математической модели для таких задач можно использовать систему 
уравнений (2.24)–(2.26) в случае необходимости учета вклада вихревой 
и потенциальной составляющих поля . Если вихревая составляющая 
поля преобладает над потенциальной составляющей, для расчетов ис-
пользуется следующее дифференциальное уравнение относительно .  

E&

E&
Дифференциальное уравнение для поля : E&

0)/()( 0
2
0

1 =−−×∇×∇ − ..
EE ωεσεμ jk rr ,                (2.27)  
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000 μεω=kгде  .      
Некоторые виды граничных условий: 
– – условие на поверхности идеального проводника; 0=×En &

–  – на поверхности проводника задана тангенци-
альная составляющая поля . 

0EnEn && ×=×

0E&

Примеры применения: расчет электромагнитного поля в волново-
дах. 
 
 2.3.     Тепловое поле 
 

Дифференциальные уравнения:  

QT
t
TCp +∇⋅∇=
∂
∂ )(λρ  – для переходного теплового режима; 

 – для стационарного поля. 0)( =+∇⋅∇ QTλ

Здесь  – температура;  – время; tT λρ ,, pC  – соответственно плот-
ность, удельная теплоемкость и теплопроводность материала;  – 
удельная мощность объемных источников тепла. 

Q

В случае, когда материалы анизотропные, теплопроводность за-
дается в виде тензора: 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

λλλ

λλλ

λλλ

λ . 

Предположения: теплопередача осуществляется за счет тепло-
проводности; исследуемые объекты неподвижны.  

Некоторые виды граничных условий: 
–  – заданная температура на границе (условие Дирихле); 0TT =
– 0)( =∇⋅ Tλn  – условие тепловой изоляции (n  –вектор нормали 

к границе); 
–  – условие Неймана 

для теплового потока, которым устройство обменивается с окружающей 
средой, (  – тепловой поток возникающий в результате естественной 
или вынужденной конвекции; 

)()()( 44 TTCTTqT окрокр −+−+=∇⋅ αλn

q
α  – коэффициент теплоотдачи с поверх-

 42



Раздел 2 

ности;  – постоянная величина;  – температура окружающей сре-
ды). В этом условии поток за счет радиации тепла равен 

, где 

окрTC

)()( 4444 TTTTCq окрBокрr −=−= εσ ε  – излучательная способность 

материала; Bσ  = 5,67·10–8 2Вт/(м ·К4) – постоянная Стефана-Больцмана. 
Примеры применения: расчет температуры в элементах электро-

технических устройств, нагрев которых происходит за счет джоулевого 
тепловыделения в проводниках  и диэлектрических потерь в 

изоляции  (  – плотность тока; 

σ/|| 2J=Q
2

0 || EεεωδtgQ = σJ  – электропровод-
ность; ε 0ε – относительное значение диэлектрической проницаемости;  
– диэлектрическая проницаемость вакуума; δtg  – тангенс угла диэлек-
трических потерь изоляции; – вектор напряженности электрического 
поля). 

E&

 
2.4.     Гидродинамика и газодинамика 
 

Дифференциальные уравнения:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅∇+
∂
∂

+⋅∇−⋅∇+∇+−⋅∇=∇⋅+
∂
∂

0)(

,]))(3/2())(([)(

u

FIuuuIuuu

ρρ

ηηρρ

t

p
t

T

 

– нестационарный режим; 
 
 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅∇
+⋅∇−⋅∇+∇+−⋅∇=∇⋅

0)(
,]))(3/2())(([)(

u
FIuuuIuu

ρ
ηηρ Tp  

– стационарный режим. 
Первое уравнение в приведенных системах является уравнением 

движения Навье-Стокса, второе – уравнением неразрывности. Неизвест-
ные в уравнениях:  – вектор скорости движения жидкости (газа);  – 
давление. Приняты обозначения:  – время; 

pu
t η  – динамическая вязкость; 

ρ  – плотность; I  – единичный тензор;  – вектор объемной силы, при-
водящей жидкость (газ) в движение. 

F

Предположения: жидкость является ньютоновской – вязкой не-
сжимаемой; движение жидкости (газа) ламинарное. 
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Некоторые виды граничных условий:  
–  – входной поток жидкости (газа); 0uu =

– 0=⋅un ;  – на оси 
симметрии; 

0]))(3/2())(([ =⋅∇−⋅∇+∇+−⋅ nIuuuIt ηη Tp

–  – условие непротекания и прилипания на твердой стенке; 0=u

– 0=⋅un ;  – усло-
вия непротекания, неприлипания на твердой стенке. 

0]))(3/2())(([ =⋅∇−⋅∇+∇+−⋅ nIuuuIt ηη Tp

Начальные условия: , . 0=u constp =
Примеры применения: расчет процессов в электротехнических 

устройствах с учетом движения жидких сред, например, индукционного 
нагрева жидкостей, или движения воздуха вокруг нагреваемых устро-
йств, находящихся в замкнутых сооружениях.  

 
2.5.     Механика деформируемого твердого тела 

 

Дифференциальные уравнения: 

F=⋅∇− Mσ  – стационарный режим; 

Fu
=⋅∇−

∂

∂
M

t
σρ 2

2
 – переходный режим. 

Здесь  – вектор плотности объемной силы; F ρ  – плотность; 
 – вектор смещений;  – время; ),,( wvu=u t Mσ  – тензор механических 

напряжений, определяемый в виде 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

MzMyzMxz

MzyMyMxy

MzxMyxMx

M
σσσ

σσσ

σσσ

σ  

и имеющий в качестве составляющих нормальные напряжения , Mxσ

Myσ Mxyσ Mzyσ Myxσ  и сдвиговые напряжения , , , , MxzσMzσ

Myzσ , Mzxσ . В теории упругости действует закон парности сдвиговых 

напряжений. В соответствии с ним MyxMxy σσ = MzyMyz σσ =; ; 

MzxMxz σσ =  и матрица тензора напряжений является симметричной 
относительно главной диагонали. 
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Во многих технических приложениях решаются совместно теп-
ловая и механическая задачи. В таком случае с учетом теплового рас-
ширения материала тензор механических напряжений Mσ  выражается 
через тензор деформаций  следующим образом: Мε

00 )( МТМММ D σεεεσ +−−= , 

Dгде ,  – начальные напряжения и деформации; 0Мσ 0Мε  – матрица 
жесткости, определяемая с учетом упругих свойств материала – модуля 
Юнга  и коэффициента Пуассона E ν , для изотропных, анизотропных и 
ортотропных материалов она определяется по-разному, например, для 
изотропного материала матрица D  имеет вид 

⎥
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ν
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ννν

ννν
ννν

νν
ED ; 

Тε  – деформация вследствие температурного напряжения, связанная с 
температурой линейной зависимостью, и для изотропного материала 
выражаемая как  

)(]0,0,0,,,[],,,,,[ 0TTTT
MxzMyzMxyMzMyMxT −⋅−= αααεεεεεεε ; 

α  – коэффициент линейного теплового расширения материала;  – ис-
ходная температура;  – текущая температура материала. 

0T
),,( zyxTT =

Тензор деформации имеет вид 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

MzMyzMxz

MzyMyMxy

MzxMyxMx

M
εεε

εεε

εεε

ε . 

В декартовой системе координат нормальные компоненты тензо-
ра деформаций определяются через компоненты вектора смещений: 
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x
u

Mx ∂
∂

=ε
z
w

Mz ∂
∂

=ε
y
v

My ∂
∂

=ε;    ;    ; 

сдвиговые деформации равны  

)(
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x
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∂

+
∂
∂

== εε , 

u , v  и  – составляющие вектора смещения u  по координатам w x ,  и y
z  соответственно.  

Используемые при моделировании характеристики материалов: 
плотность материла ρ ; толщина ; модуль упругости (модуль Юнга) 

; коэффициент Пуассона 
d

E ν ; модуль сдвига )1/(5,0 ν+⋅= EG ; началь-
ные давление  и вектор смещения )p ,,( 0000 wvu=u ; механические на-
пряжения 0Мσ  и деформации 0Мε  в материале; коэффициент термиче-
ского расширения α .  

Особенности расчетов: для сопоставления рассчитанных шести 
компонент тензора механических напряжений с одной числовой харак-
теристикой прочности материала используются так называемые инвари-
анты – скалярные характеристики тензора напряжений. 

Одним из инвариантов является широко используемое механиче-
ское напряжение по Мизесу или эквивалентное напряжение, которое 
определяет среднее значение механического напряжения, исходя из 
энергии упругой деформации в точке: 

 

.
2

)(6)()()( 222222
MyzMxzMxyMzMxMyMzMyMx

экв
σσσσσσσσσ

σ
++⋅+−+−+−

=
 

На основании сравнения величины эквσ  с пределом прочности 
или пластичности материала делается заключение о необходимости 
снижения механических нагрузок и выборе приемлемого, более прочно-
го материала.  

Некоторые виды граничных условий:  
–  – условие на закрепленных границах твердого тела; 0=u
–  – на оси симметрии; 0=⋅un
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– 0=Mσ  – на границах, свободных без внешних нагрузок и си-
ловых факторов; 

pM −=σ–  – условие на границах, к которым приложено внеш-
нее давление. 

Примеры применения: исследование прочности, жесткости и ус-
тойчивости твердых тел; определение механических напряжений в эле-
ментах электротехнических устройств с целью выбора материалов с не-
обходимой прочностью, выбора конструктивного исполнения и опреде-
ления допустимых режимов работы. 
 
2.6.     Основные подходы к решению мультифизических  
           полевых задач в программе Сomsol Multiphysics 

 
Сomsol Multiphysics – это комплексное программное обезпече-

ние, включающее все инструментальные средства для моделирования 
физических полей в научных и технических приложениях [24]. Одним 
из достоинств программы Сomsol Multiphysics является возможность 
решения мультифизических полевых задач, т. е. возможность совмест-
ного моделирования нескольких связанных между собой физических 
процессов, одновременно протекающих в электротехнических устройст-
вах. Моделирование может проводиться для одномерных, двумерных, 
трехмерных физических полей, могут строиться осесимметричные мо-
дели.  

Структурно программа Сomsol Multiphysics состоит из ряда раз-
делов (электромагнетизм, тепломассоперенос, структурная механика, 
гидродинамика, акустика, химические технологии, оптика и другие), в 
которых запрограммированы дифференциальные уравнения в частных 
производных и содержатся постоянные величины, характерные для фи-
зических процессов. Дифференциальные уравнения, предлагаемые для 
расчетов, основываются на фундаментальных положениях различных 
научных дисциплин, в том числе электродинамики, теплофизики, струк-
турной механики, акустики, электрохимии, гидродинамики, геофизики и 
т. п. Для решения дифференциальных уравнений предусмотрен выбор 
численных методов математического анализа и метод конечных элемен-
тов. Коэффициенты дифференциальных уравнений в частных производ-
ных задаются в виде физических величин – электропроводность, плот-
ность тока, магнитная проницаемость или плотность и теплопровод-
ность материалов и т. п. в зависимости от выбранного раздела физиче-
ских моделей.  
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Все разделы программы Сomsol имеют ряд подразделов для мо-
делирования различных классов физических процессов, например, элек-
трическое поле постоянных токов, переменное поле, магнитное поле. 
Решаются как стационарные, так и динамические задачи. 

Для мультифизического моделирования в Сomsol строятся со-
ставные модели из различных областей физики и техники. Отдельные 
модели могут быть разноразмерными, соединяться в различных частях 
заданной геометрической конфигурации. Связь моделей осуществляется 
с помощью передачи / обмена соответствующими величинами.  

Среди методов решения задач предлагаются как прямые методы 
(например, SPOOLES – sparse object oriented linear equations solver; 
PARDISO – parallel sparse direct solver; разложение Холецкого), так и 
итерационные методы (в числе которых GMRES – generalized minimum 
residual iterative method; FGMRES – flexible generalized minimum residual 
method; Bi-CGStad – Biconjugate gradient stabilized iterative method; 
Conjugate gradients method) решения систем алгебраических уравнений.  

Рис. 2.4. Общий алгоритм численной реализации  
мультифизического моделирования 

 

Физическая модель 
(характерные физические  
процессы и явления) 

Математическая модель 
(составная модель в виде  

системы дифференциальных 
уравнений в частных  
производных на основе  

фундаментальных законов  
соответствующих  

научных дисциплин) 

Дискретная модель 
(с использованием методов  

конечных элементов,  
конечных разностей и др.) 

Методы и подходы 
к решению  

(прямые, итерационные 
решатели; согласованность  
в подходах к решению  

физических задач с учетом  
постоянных времени)

Компьютерная реализация 
(учет всех взаимосвязей между 

физическими задачами,  
обмен данными между ними; 

разделение расчетных  
областей для каждой задачи;  
согласованность сеточных  
разбиений для всех задач) 

Численные расчеты
(учет заданных входных данных, 

 нелинейных зависимостей,  
источниковых составляющих 

 при выбранной дискретизации  
 расчетных областей для  

решаемых физических задач) 

Погрешности расчетов 
(уточнение исходных данных,  
связей между физическими  
задачами, определение  

параметров и зависимостей) 

 48



Раздел 2 

Формулировка  
мультифизической задачи 

Законы физики
(электромагнетизм, теплофизика,  

структурная механика, механика жидкостей …)

Выбор, добавление или исключение моделей 

(электростатика – 0=
∂
∂

t
E , квазистатика – 

)sin( tE ω , нестационарное поле – )(tE …) 

Создание геометрии 
исследуемого объекта 

(в Сomsol или импорт CAD файлов) 

Задание свойств материалов
(нелинейных, зависящих от температуры, 

анизотропных, переменных  
по пространственным координатам, скач-

кообразно изменяемым) 

Определение граничных
и начальных условий  

Общий алгоритм численной реализации мультифизического мо-
делирования представлен на рис. 2.4. Основные этапы решения мульти-
физических задач в программе Сomsol Multiphysics показаны на рис. 2.5. 
Согласно приведенным данным моделирование в Сomsol предусматри-
вает выполнение следующих последовательных операций: 

Рис. 2.5. Основные этапы реализации мультифизического моделирования 
в программе Сomsol Multiphysics  

 

 Уточнение модели 

Выбор сеточного разбиения 
расчетной области  

 

Добавление 
(акустика, электрохимия…) 

 или исключение 
физических моделей 

 

Постобработка  
(визуализация результатов расчетов)

Выбор метода решения  
и выполнение расчетов 
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– выбор законов физики, размерности задачи, типа модели и ме-
тодов анализа; 

– построение геометрии исследуемого объекта, определение рас-
четных областей для физических задач; 

– задание исходных данных в виде постоянных величин и функ-
ций, зависящих от координат пространства и времени; 

– определение начальных и граничных условий краевых задач;  
 – дискретизация расчетных областей с учетом геометрии моде-

ли, особенностей исследуемых физических процессов; 
– выбор методов решения задач и проведение численных расче-

тов;  
– графическое отображение полученных результатов моделиро-

вания.  
Основы моделирования, справочные данные и примеры решения 

мультифизических задач средствами программы Сomsol Multiphysics 
приведены, например, в [25–27]. 
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3. СВЯЗАННЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ, ТЕПЛОВЫЕ  
И МЕХАНИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ  

В ПОЛИЭТИЛЕНОВОЙ ИЗОЛЯЦИИ  
СИЛОВЫХ КАБЕЛЕЙ 

 
 
 

3.1.     Предварительные замечания 
 

В последнее время современные полимерные материалы, в том 
числе сшитый полиэтилен, широко используются для изготовления 
электрической изоляции силовых кабелей, которые постепенно вытес-
няют устаревающие кабельные системы с бумажной и масляной изоля-
цией [1]. В мире установилась тенденция использования кабелей со 
сшито-полиэтиленовой изоляцией как на высокое, так и на сверхвысо-
кое напряжения (до 500 кВ). Их практическое использование и много-
численные исследования механизмов старения изоляции показывают, 
что чем выше класс напряжения кабелей, тем большее влияние на каче-
ство изоляции оказывают различного рода дефекты на микроуровне, 
среди которых развивающиеся со временем триинговые структуры [2].  

Основные механизмы разрушения полиэтиленовой изоляции и 
снижения электрической прочности кабелей показаны на рис. 3.1 [2, 3]. 
Они представляют собой совокупность факторов и процессов различной 
физической природы – это и электрические явления, и электромехани-
ческие изменения, и тепловые процессы. К основным условиям развития 
триингов в полиэтиленовой изоляции относятся воздействие электриче-
ского поля, наличие воды и технологических дефектов, особенности 
морфологии (физической структуры изоляции), уровень механических 
напряжений и временной фактор [2, 4, 5–7]. Например, только внутрен-
ние механические напряжения технологического происхождения спо-
собны снижать электрическую прочность кабеля на 20–25% [4]. Разви-
тие триингов происходит в виде распространения микротрещин на гра-
ницах дефектов в изоляции и на концах триингов, что экспериментально 
обнаружено в работе [6]. 

Электромеханическая нестабильность полимерных материалов в 
условиях высоких значений электрического поля и температуры (что 
возможно, например, в аварийных режимах работы кабелей) детально 
исследована в [8]. Выявлено, что возникновение критических значений 
электрического поля в материале зависит от его прочностных свойств и, 
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Рис. 3.1. Механизмы, приводящие к разрушению изоляции, с отображением  
шкалы времени развития процессов и фотографии триингов на вставках 

 

в частности, от модуля Юнга. В свою очередь, прочностные свойства 
полиэтиленовой изоляции зависят от температуры и времени воздейст-
вия механических нагрузок. В статье [9] экспериментально исследовано 
влияние механических деформаций сшитого полиэтилена на процессы 
разрушения материала и электрического пробоя в нем. В [10] экспери-
ментальным путем показано совместное влияние частоты приложенного 
напряжения и внутренних механических напряжений на рост и структу-
ру триингов (включая толщину каналов триингов) в сшито-полиэтиле-
новом материале. 

Не только экспериментальные работы, но и приведенные ниже 
расчетно-теоретические исследования показывают связь между процес-
сами различной физической природы (электрическими, тепловыми и 
механическими процессами), протекающими в области неоднородно-
стей в изоляции и способствующими ее деградации.  

Работа [11] посвящена двумерному компьютерному моделирова-
нию и экспериментальному исследованию электромеханических напря-
жений в области простого включения сферической формы. Показано, 
что механические напряжения могут достигать уровня мегапаскаль (до 
8–18 МПа) и достаточны, чтобы с течением времени привести к разру-
шению материала. 
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В [12] проведен компьютерный анализ механических напряже-
ний, возникающих под действием объемной электрической силы в по-
лиэтиленовой изоляции в окрестности микровключений различной фор-
мы. Путем двумерного моделирования выявлено, что с заострением 
вершины включения, значения электрической силы и электромеханиче-
ского напряжения изменяются на несколько порядков.  

В разделе описаны результаты трехмерного компьютерного мо-
делирования и исследования связанных электрического, температурного 
полей и электромеханических напряжений в области модельных триин-
говых структур в сшитом полиэтилене с целью более полного понима-
ния факторов, приводящих к деградации изоляционного материала. 
Приведены также результаты двумерного компьютерного моделирова-
ния, показывающие зависимость величины электромеханического на-
пряжения от формы вершины триинга – радиуса его скругления. Для 
специально созданной модельной триинговой структуры проведены 
экспериментальные исследования и получено хорошее совпадение экс-
периментальных данных с результатами компьютерного моделирования.  

 
3.2      Полевые задачи и их решение 
 

Электротепловые процессы и электромеханические напряжения 
исследуются в малом объеме полиэтиленового материала с включения-
ми различной формы, заполненными водой и содержащими триинговые 
каналы. Предполагается, что объем изоляции испытывает воздействие 
переменного электрического поля tje ω

0E& , изменяющегося гармониче-
ски с угловой частотой ω .  

Электрическая задача. Распределение электрического поля 
 находится из уравнения для комплексного значения электри-

ческого потенциала 
ϕ&& −∇=E

ϕ& : 

,                              (3.1) 0][( 0 =∇+∇⋅∇ ϕεωεϕσ && j

σ εгде  – электропроводность среды;  – диэлектрическая проницае-
мость материала (относительное значение); 12

0 1085,8 −⋅=ε  Ф/м – ди-
электрическая проницаемость вакуума; j  – мнимая единица.  

На границах трехмерной области, значительно удаленных от 
включения (на расстоянии не менее четырех-пяти его характерных раз-
меров), задается условие электрической изоляции =0 (  – единич-
ный вектор внешней нормали,  – плотность полного тока), а на грани-

Jn &⋅ n
J&

 53



Раздел 3 

цах, ориентированных вдоль поля,  и U=ϕ&0=ϕ& , где U  – приложенное 
напряжение.  

TТепловая задача. Распределение температурного поля  опреде-
ляется стационарным уравнением теплопроводности: 

QT =∇⋅∇− )(λ ,                                         (3.2) 

λгде  – теплопроводность соответствующей среды,  – мощность теп-
ловых источников в единице объема, вычисляемая с учетом джоулева 
тепла и диэлектрических потерь в полиэтиленовой изоляции как  

Q

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅
=

.изоляциив,||

,включенииводномв,||
2

0

2

E

E
&

&

εωεδ

σ

tg
Q                         (3.3) 

В (3.3):  – тангенс угла диэлектрических потерь; величина δtg

)))(Im())(Re())(Im())Re())(Im())(Re(|| 222222
zzyyxx EEEEEE &&&&&&& +++++=E , 

где  – составляющие вектора поля ;  и  обозначают 
соответственно действительную и мнимую части комплексных величин. 

E&zyx EEE &&& ,, Re Im

Уравнение (3.2) с учетом (3.3) дополняется граничными усло-
виями: на внешних границах расчетной области задается значение тем-
пературы изоляции кабеля . 0TT =

Задача структурной механики. Предположениями при постанов-
ке задачи являются учет действия силы со стороны электрического поля 
и отсутствие внешних силовых нагрузок и давления в материале.  

Электромеханические напряжения в изоляции определяются пу-
тем решения уравнения механического равновесия [13]: 

,                                        (3.4) 0=+∇ eM Fσ

в котором Mσ  – тензор механических напряжений;  – объемная 
электрическая сила (средняя за период), действующая в диэлектриче-
ской среде в предположении отсутствия объемных зарядов и рассчиты-
ваемая по выражению [14] 

eF

20 ||)1(
2

EF &−∇= εε
e .                                 (3.5) 

Тензор механических напряжений Mσ  в (3.4) выражается через 
тензор деформаций  следующим образом [15, 16]: Мε

.                      (3.6)  00 )( МТМММ D σεεεσ +−−=
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В (3.6): искомый тензор напряжения Mσ  имеет в качестве составляю-
щих нормальные напряжения  и сдвиговые напряжения MzMyMx σσσ ,,

D; MxzMyzMxy σσσ ,,  – матрица упругих постоянных, определяемая на 
основании [15, 16] с учетом упругих свойств материала изоляции – его 
модуля Юнга и коэффициента Пуассона; начальные напряжения 0Мσ  и 
деформации  принимаются равными нулю; 0Мε Тε  – деформация 
вследствие температурного напряжения, связанная с температурой ли-
нейной зависимостью и для изотропного материала имеющая вид 

)(]0,0,0,,,[],,,,,[ 0TTTT
MxzMyzMxyMzMyMxT −⋅−= αααεεεεεεε , (3.7) 

αгде  – коэффициент линейного теплового расширения материала (по-
лиэтилена);  – исходная температура; 0T ),,( zyxTT =  – температура ма-
териала, определяемая из решения тепловой задачи (3.2). 

В (3.7) нормальные компоненты тензора деформаций равны 

y
v

My ∂
∂

=ε
x
u

Mx ∂
∂

=ε
z
w

Mz ∂
∂

=ε;   ;   ; 

сдвиговые деформации определяются как 

)(
2
1

x
v

y
u

Mxy ∂
∂

+
∂
∂

=ε )(
2
1

y
w

z
v

Myz ∂
∂

+
∂
∂

=ε )(
2
1

x
w

z
u

Mxz ∂
∂

+
∂
∂

=ε;   ;   , 

yгде ,  и  – составляющие вектора смещения по координатам u v w x ,  
и z  соответственно. 

 

 
 

Электрические 
силы  

 

Электромеханические 
напряжения 

                                      а                                                                  б    
 

Рис. 3.2. Связь задач (а) и схема передачи данных между ними (б) 
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В поставленной задаче структурной механики (3.4)–(3.7) на всех 
внешних границах расчетной области задается условие свободной по-
верхности, полагая, что границы свободны от внешних силовых нагрузок.  

Связь между задачами и их решение. Сформулированные на ос-
нове уравнений (3.1), (3.2), (3.4) три полевые задачи относятся к различ-
ным физическим дисциплинам и связаны между собой так, как показано 
на рис. 3.2, а. В совокупности они образуют мультифизическую задачу 
со слабыми связями (см. рис. 3.2, б) и решаются последовательно в та-
кой очередности: электромагнитная задача, тепловая задача и механиче-
ская задача. 

 

3.3.     Результаты компьютерного моделирования 
 

Исходные данные для расчетов приведены в табл. 3.1. Задачи 
решены методом конечных элементов в пакете программ Comsol 
Multiphysics [17]. Расчеты проведены для водных включений трех вари-
антов: в виде сфероида и круглых включений с двумя и тремя сближен-
ными ответвлениями согласно рис. 3.3 с целью сравнения картин рас-
пределения в их окрестности электрического поля, температуры и элек-
тромеханических напряжений. 

Таблица 3.1. Данные для компьютерных расчетов 
 

Параметры Значения 
Электрические характеристики  
Среднее значение поля в изоляции, кВ/мм  3 
Частота, Гц 50 
Электропроводность полиэтилена, См/м 1·10–15

Электропроводность среды триинга, См/м 5·10–2

Диэлектрическая проницаемость полиэтилена 2,3 
Диэлектрическая проницаемость среды триинга 5 
Тангенс угла диэлектрических потерь изоляции 4·10–3

Тепловые характеристики  
Теплопроводность полиэтилена, Вт/(м·К) 0,276 
Теплопроводность водной среды триинга, Вт/(м·К) 0,6 
Механические характеристики полиэтилена  
Модуль Юнга, МПа 700 
Коэффициент Пуассона  0,46 

3Плотность материала, кг/м   930 
Параметры расчетной модели  
Относительная точность решения задач  10–6
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На рис. 3.3 показано распределение относительного значения на-
пряженности электрического поля 0/ EE  ( hUE /0 = ,  – высота рас-
четной области вдоль поля) в центральном сечении области с водным 
включением различной формы. Видно, что максимальные значения поля 
локализованы на вершинах включений, ориентированных вдоль поля, 
(рис. 3.3, а) и на вершинах триингов (рис. 3.3, б, в). При этом макси-
мальное электрическое поле превышает значение среднего поля  
почти до 32 раз в зависимости от заостренности вершин триингов.  

h

0E

 

Рис. 3.4 представляет распределение электрической силы , вы-
численной по выражению (3.5), и температуры 

eF
T  для водных включе-

ний в виде сферы (рис. 3.4, а) и в виде упрощенного триинга с тремя от-
ветвлениями (рис. 3.4, б, в). На рис. 3.4, б показано распределение век-
торной величины силы  в виде стрелок в плоскости изображения 
(слева) и с продольным поворотом (справа) с тем, чтобы отобразить 
объемный характер силы и наличие больших по величине составляю-
щих силы, действующей у вершин триинга и в данном случае в направ-
лении, перпендикулярном приложенному полю. В целом электрическая 
сила  оказывает всесторонне сжимающее действие на включение, что 
содействует растрескиванию его поверхности и увеличению его в объе-
ме, особенно в зонах у вершин триинговых микроканалов. Превышение 
температуры невелико – не выше 10

eF

eF

–4 0С (рис. 3.4, в). 
Распределение эквивалентного механического напряжения в по-

лиэтиленовой изоляции вблизи включений показано на рис. 3.5. Макси-

               а                                         б                                                 в  
 

Рис. 3.3. Распределения электрического поля 0/|| EE   
в центральном сечении включения в виде сфероида (а),  

круглого включения с двумя (б) и тремя (в) ответвлениями 

Е  0
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мальные значения механического напряжения имеют место на полюсах 
сферического включения и на вершинах каналов триингов. Это под-
тверждают выводы экспериментальных исследований [6, 11] относи-
тельно механической усталости и разрушения изоляции вблизи этих зон, 
объясняет механизм распространения водных триингов в условиях цик-
лических сжимающих нагрузок. По порядку величины рассчитанные 
эквивалентные механические напряжения совпадают с напряжениями, 
определенными в работе [11]. 

 

                а                                                    б                                                  в  
 

Рис. 3.4. Распределения электрической силы стрелками (а, б)  
и температуры Т (в) в окрестности включений различной формы 

| Fе |max= 4,2·108 Н/м3 

| Fе |max= 1,7·1012 Н/м3
ΔТ не выше 10–4 0С 

Е  0

           а                                               б                                                 в  
 

Рис. 3.5. Распределения эквивалентного механического напряжения  
в окрестности включений различной формы с увеличением картин  

в зонах на вершинах триингов на вставках к рисункам (б), (в) 

σМmax = 2,78·102 Па  σМmax = 3,17·104 Па  

Е0 

σМmax = 5,3·104 Па  
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распределение электрического поля и объемной силы на вершине триинга  

распределение эквивалентных напряжений на вершине триинга  

Fmax =3,29·1011 Н/м3 

max|| E&  = 1,41·108 В/м 

Fmax =2,97·1013 Н/м3

max|| E&  = 3,68·108 В/м max|| E&  = 1,75·109 В/м 

Fmax =1,73·1015 Н/м3 

σМmax = 1,62·107 Па σМmax = 1,35·106Па σМmax = 1,34·105 Па 

Рис. 3.6. Картины микротрещин в полимере, полученные экспериментально  
в работе [6] (вверху); распределения электрического поля, объемной силы  

(стрелками) и эквивалентных напряжений на вершинах триинга, отличающихся  
радиусом скругления (с указанием максимальных значений величин) 

На рис. 3.6 показаны результаты исследования зоны в окрестно-
сти вершины триинга, отличающиеся формой скругления, в частности 
даны распределения электрического поля , вектора объемной силы 

 и эквивалентного механического напряжения 
|| E&

eF Mσ . Отметим, что 
формы вершин триингового канала выбраны в соответствии с экспери-
ментально полученными в [6] микрофотографиями трещин-каналов в 
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полиэтилене (см. рис. 3.6 вверху). Результаты получены путем решения 
двумерных физических задач – электрической задачи, аналогичной (3.1), 
и задачи определения электромеханических напряжений, аналогичной 
описанной выше задаче (3.4). Детальное описание подхода к двумерно-
му моделированию электромеханических процессов и его результатов 
представлено в работе [18]. 

Данные рис. 3.6 показывают следующее. 
1. Максимальные значения поля , объемной силы  и экви-

валентного механического напряжения 
|| E& eF

Mσ  достигаются на вершине 
триингового канала. 

2. Действие электрической силы  имеет сжимающий вершину 
канала характер, показывает возможность растрескивания поверхности 
канала и дальнейшего увеличения объема триинга, начиная с вершины. 

eF

3. Более острая форма триингового канала приводит к увеличе-
нию значений поля, электрической силы и эквивалентного механическо-
го напряжения на несколько порядков. 

4. С уменьшением радиуса вершины триинга максимум рассмат-
риваемых величин все более смещается к самой верхней точке на вер-
шине канала (оси симметрии на рис. 3.6). 

5. При сильно заостренных вершинах имеют место достаточно 
большие значения механического напряжения, совпадающие по порядку 
величины с разрушающим напряжением полиэтилена (разрушающее 
напряжение для базовых марок полиэтилена, например, низкого давле-
ния, составляет 20–30 МПа). В таких случаях при наличии остаточных 
напряжений в материале и внешних (особенно циклических) нагрузках 
происходит разрушение изоляции на микоруровне. 

6. Действие электрической силы и механических напряжений по-
казывает, что триинговый канал имеет тенденцию к развитию, разруша-
ясь на конце тем более, чем более его форма близка к острию.  

 
3.4.     Экспериментальное подтверждение достоверности  
           результатов компьютерных расчетов 

 
Для подтверждения достоверности численного расчета электри-

ческого поля в окрестности триинга при различных значениях прило-
женного напряжения экспериментально измерялась величина электри-
ческой силы, которая действует в двухэлектродной системе с модель-
ным триингом и зависит от уровня поля. Схема экспериментальной ус-
тановки показана на рис. 3.7, а. Установка состоит из двух кольцевых 
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электродов 1 с древовидной проволочной структурой 2 (модельный три-
инг) и электронных весов 3 для измерения электрической силы, дейст-
вующей на нижний электрод с модельным триингом.  

Поскольку измерение электрического поля в окрестности триин-
га связано с большими трудностями из-за резко неоднородного распре-
деления поля, выполнялось измерение величины электрической силы, 
действующей на нижнюю пластину с модельным триингом, непосредст-
венно зависящей от величины этого поля. Использовался подход, анало-
гичный описанному в патенте [5], с той лишь разницей, что в патенте 
измерялась магнитная сила, действующая на образец, а в данной работе 
– величина электрической силы.  

Для измерения электрической силы использовались высокоточ-
ные электронные весы фирмы Kern&Sohn GmbH с дискретностью 10–4 г. 
Выполнялось измерение веса P  нижнего электрода с подставкой при 
отсутствии напряжения на электродах, затем определялся вес  
при наличии напряжения. Здесь  – величина электрической силы, 
действующей на нижний электрод с триингом. Разность двух показаний 
дает искомую величину силы .  

eFP −

eF

eF
Характеристики экспериментальной установки следующие. Диа-

метр металлических электродов дисковой формы – 88 мм, расстояние 
между электродами –26 мм. Модельный триинг изготовлен из медной 
проволоки высотой 14 мм и диаметром 0,6 мм. Длина ответвления три-

                              а                                                            б 
 

Рис. 3.7. Схема экспериментальной установки (а) и зависимость величины  
электрической силы Fe от приложенного напряжения U (б). 
Здесь: 1 – двухэлектродная система; 2 – модельный триинг  

из тонкой проволоки; 3 – электронные весы 
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0инга составляет 8 мм, угол его наклона к главной ветви – 60 . Такая мо-
дель соответствует структуре включения на рис. 3.3, б, где приведено 
распределение напряженности электрического поля вблизи такого три-
инга. Видно, что максимальное значение напряженности электрического 
поля локализовано на вершинах триинга и превышает значение среднего 
поля в 28 раз. 

Наряду с экспериментальным измерением электрической силы 
проводились численные расчеты силы, действующей на нижний элек-
трод с триингом. Для этого решалась описанная выше трехмерная зада-
ча (3.1) в электростатическом приближении. Значение электрической 
силы определялось по результатам расчета поля с помощью тензора на-
тяжения Максвелла.  

Сравнение результатов численных расчетов и экспериментально 
полученных значений силы  показано на рис. 3.7, б. Как видно, мак-
симальное расхождение между ними составляет 11% при большом на-
пряжении, причем с ростом напряжения расхождение между получен-
ными данными увеличивается. Это обусловлено возникновением корон-
ного разряда на вершинах триинга, что не учитывалось в численном рас-
чете электрического поля и привело к дополнительной погрешности, 
возрастающей с ростом напряжения. 

eF

 
Основные результаты раздела состоят в следующем. 
 
 

Путем трехмерного компьютерного моделирования мультифизи-
ческих слабосвязанных между собой электрических, тепловых процес-
сов и электромеханических напряжений в области водных включений в 
форме простых триингов показана концентрация значений электриче-
ского поля, сил, температуры и электромеханических напряжений на 
концах каналов триингов с характерным размером до 0,6–0,9 мкм. Вы-
явлено, что электрическая сила, действующая в этой зоне, на четыре по-
рядка превышает среднюю силу, действующую в окрестности основной 
части триинга. Показано, что для заостренных форм вершин триингово-
го канала в зоне острия действуют большая электрическая сила и меха-
нические напряжения, по порядку величины соизмеримые с разрушаю-
щим напряжением для полиэтилена. Такое воздействие, наряду с суще-
ствующим сжимающим усилием со стороны электрического поля, а тем 
более при наличии внешних циклических нагрузок и остаточных на-
пряжений в материале, способствует распространению триинговых 
структур и, как следствие, вызывает ускоренное старение полиэтилено-
вой изоляции силового кабеля.  
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Достоверность результатов компьютерных расчетов подтвержде-
на путем их сопоставления с результатами экспериментально измерен-
ной электрической силы, действующей в двухэлектродной системе с 
модельным триингом. Максимальное расхождение численных и экспе-
риментальных данных составило 11% в области приложенного напря-
жения 1,8 кВ. 

Проведенные исследования позволяют получить качественные и 
количественные характеристики электрофизических процессов, связан-
ных с формированием и ростом триинговых структур в неоднородной 
полиэтиленовой изоляции. Практическое значение результатов обуслов-
ливается широким внедрением высоковольтных кабелей со сшито-по-
лиэтиленовой изоляцией и необходимостью обеспечения ее высокого 
качества и надежности. 

 63



4. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ, ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ  
И ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИЕ НАПРЯЖЕНИЯ  

ПРИ ИНДУКЦИОННОМ НАГРЕВЕ ПРОВОДНИКОВ 
 
 
 

4.1.     Предварительные замечания
 

Ряд технологических процессов, включающих высокотемпера-
турную обработку материалов, основан на их опосредованном индукци-
онном нагреве. Как самый быстрый и экологически чистый метод бес-
контактного нагрева токопроводящих материалов, индукционный на-
грев широко применяется в металлообработке, в том числе в обработке 
цветных металлов и сплавов, например, путем нагрева медных слитков 
перед их дальнейшим прессованием, штамповкой или прокаткой [1–5]. 

К преимуществам индукционного нагрева относятся возмож-
ность нагрева до высоких температур (вплоть до температуры плавле-
ния материалов), обеспечение относительно равномерного распределе-
ния температуры в нагреваемом объеме, достижение высоких энергети-
ческих показателей (КПД нагрева, коэффициента мощности). Кроме то-
го, нагрев и электромагнитная обработка многих материалов могут осу-
ществляться на токах промышленной частоты.  

В индукционных установках, преобразующих электрическую 
энергию источника питания в энергию электромагнитного поля и затем 
в тепловую энергию, основными процессами являются электромагнит-
ные и тепловые, которые взаимосвязаны между собой. Основы анализа 
электромагнитных и тепловых процессов при индукционном нагреве 
изложены в работах [1, 5–8].  

Нагрев и охлаждение материалов при термообработке вызывают 
появление в них внутренних механических напряжений, которые назы-
ваются термическими напряжениями. Величина и характер таких напря-
жений изменяются в течение процесса нагрева и оказывают влияние на 
структуру (микроструктуру) обрабатываемого материала. Накопление 
механических напряжений в материале может вызывать микроразруше-
ния его структуры как во время пластической деформации, так и после 
нее. Важным результатом термический обработки является сохранение 
нерекристаллизированной структуры материала, что обеспечивает его 
высокое качество за счет сохранения механических свойств, а в отдель-
ных случаях даже прирост прочности (структурное упрочнение) [9].  
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В связи с отмеченным в данном разделе представлены результа-
ты компьютерного моделирования мультифизических процессов, свя-
занных между собой, – электромагнитных, тепловых процессов и тер-
момеханических напряжений при индукционном нагреве движущихся 
медных слитков. Проводится сравнительный анализ нагрева слитков 
при различной частоте источника питания и для двух случаев – при на-
личии шихтованного магнитопровода, прилегающего к наружной сто-
роне цилиндрического индуктора, и без него.  

Компьютерное моделирование и исследование распределения 
магнитного поля, температуры и термомеханических напряжений, воз-
никающих в ходе индукционного нагрева медных слитков цилиндриче-
ской формы при их непрерывном движении, выполняются примени-
тельно к технологическому процессу нагрева слитков перед прессовани-
ем. Задаются геометрия индукционной системы и требуемая температу-
ра нагрева слитков (600–8000С). По условиям технологии режимы на-
грева должны давать определенную точность нагрева слитков на выходе 
из индуктора с учетом заданного перепада температуры по их длине и 
поперечному сечению (±80С). 

Связанные физические задачи решаются совместно методом ко-
нечных элементов в пакете программ Comsol [10] с учетом электриче-
ских и теплофизических свойств материала слитков, зависящих от тем-
пературы.  

Решение поставленной мультифизической задачи актуально с 
точки зрения оптимизации описанной технологии индукционного на-
грева с целью достижения максимальной производительности процесса 
термической обработки и требуемого качества нагрева слитков (дости-
жение равномерного нагрева, непревышение допустимых термомехани-
ческих напряжений и др.).  

 
4.2.     Описание установки индукционного нагрева
 

Исследуется система индукционного нагрева, конструктивные и 
технические параметры которой представлены в табл. 4.1 и на рис. 4.1. 

Система может функционировать как с магнитопроводом, так и 
без него. Она осуществляет непрерывный нагрев слитков с целью даль-
нейшей их обработки гидравлическим прессом. Холодные заготовки по-
ступают непрерывно в зону индуктора и нагреваются на его выходе до 
заданной температуры. Изменение частоты и плотности тока в индукто-
ре позволяет изменять характер распределения температуры по длине и 
толщине слитков.   
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Таблица 4.1. Характеристики индукционной установки 
 
 
 

Параметры 
 

 

 

Значения 

Длина индуктора, м 6 
Диаметр медных слитков, мм  300  
Толщина магнитопровода, мм 150 
Длина отдельного слитка в общем потоке, мм 800 
Скорость движения слитков, мм/с 7 
Требуемая температура нагрева, 0С 800–1000 
Точность нагрева с учетом перепада температуры 
по длине и поперечному сечению слитков, 0С 

 

±8 
Частота тока, Гц / средняя плотность тока  
в индукторе (амплитудное значение), А/мм2

        –– вариант 1 
        –– вариант 2 

 
 

50 / 10·106 

  500 / 5,6·106

 

Рис. 4.1. Расчетная область задачи и составляющие элементы области 

 
магнитопровод индуктор     слиток 

0 

r 

z 
v 

 
4.3.     Математическая модель электрофизических процессов

 
Разработанная математическая модель системы индукционного 

нагрева медных цилиндрических слитков строится для двумерного слу-
чая в цилиндрической системе координат  для расчета процессов в 
области, показанной на рис. 4.1.  

zr0

Модель позволяет исследовать электромагнитный и тепловой 
процессы в индукционной установке, а также моделировать напряжен-
но-деформированное состояние обрабатываемых слитков. Далее приво-
дится постановка трех задач, связанных между собой, как показано на 
рис. 4.2. 

Электромагнитная задача. Электромагнитный процесс в индук-
ционной системе описывается следующей системой дифференциальных 
уравнений относительно комплексного векторного магнитного потен-
циала : )0,,0( ϕA&& =A
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Рис. 4.2. Связь частных задач в мультифизической задаче 
индукционного нагрева проводников  

 Джоулевы потери 
Q 

 

0)))((()( 1
0 =×∇×∇+ − ..

AA TTj μμωσ   в области слитков;    (4.1) 

0)))((( 1
0 =×∇×∇ − .

ATμμ   в области магнитопровода;      (4.2) 

0
1

0 )( J=×∇×∇ − .
Aμ   в области индуктора;            (4.3) 

0)( 1
0 =×∇×∇ − .

Aμ   в окружающей среде.            (4.4) 

В уравнениях (4.1)–(4.4): )(),( TT μσ  – электропроводность и от-
носительная магнитная проницаемость материала; 0μ  – магнитная про-
ницаемость вакуума; ω  – угловая частота;  – известная плотность то-
ка в индукторе;  – температура, определяемая из решения тепло-
вой задачи, которая представлена далее; 

0J
),( zrT

j  – мнимая единица. 
В качестве граничных условий для электромагнитной задачи за-

даются условие симметрии на оси  (см. рис. 4.1) и условие магнитной 
изоляции на внешних границах: 

Oz
0=ϕA . 

Тепловая задача. Тепловая задача относительно неизвестного 
распределения температуры  формулируется для области слитков и 
представляется следующим уравнением:  

T

       QTTCp =∇⋅∇−∇ λρ v .                                 (4.5) 

Здесь )(),(),( TTCТ p λρ  – плотность, удельная теплоемкость и тепло-
проводность материла слитков соответственно;  – вектор скорости 
движения слитков (имеет только осевую составляющую);  – удельная 
мощность источника тепла, обусловливающая индукционный нагрев 
слитков наведенными токами и определяемая формулой 

v
Q

)( *.2
*.

AAJJQ ⋅=
⋅

= ϕσω
σ

, 

 

Задача структурной 
механики 

 Температурное 
поле Т   

Электромагнитная 
задача 

 

Тепловая  
задача 

 Температура Т ,
зависимость σ(Т)
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где  – действующее значение плотности наведенного тока; ϕσω
.

AjJ −=&
*A – комплексно-сопряженная величина магнитного потенциала.  

Для тепловой задачи принимается граничное условие Неймана 
 на оси симметрии (Оz, рис 4.1), а на внешних границах слит-

ков задается условие теплообмена с окружающей средой: 
0/ =∂∂ rT

)(/ 0TTknT −=∂∂− λ , 
где  – коэффициент теплоотдачи;  – температура окружающей сре-
ды; n  – вектор внешней нормали к границе. 

k 0T

Задача определения термомеханических напряжений в слитках. 
Неравномерность нагрева слитков (как по длине, так и по толщине) в 
процессе индукционной обработки вызывает появление в их объеме 
термомеханических напряжений.  

Основным уравнением для расчета термомеханических напряже-
ний в материале слитков является дифференциальное уравнение меха-
нического равновесия. В предположении, что внешние механические 
объемные силы отсутствуют, оно записывается для тензора напряжений 

Mσ  в виде [11] 
0=∇ Mσ .                                            (4.6) 

Зависимость между тензором напряжений и деформациями Мε  
выражается следующим образом [12–14]: 

00 )( МТМММ D σεεεσ +−−=  .                       (4.7) 

Здесь тензор механического напряжения Mσ  имеет в качестве состав-
ляющих нормальные напряжения MzMMr σσσ ϕ ,,  и сдвиговое напря-

жение Mrzσ ; начальные напряжения 0Мσ  и деформации 0Мε  прини-
маются равными нулю; D  – матрица упругих постоянных, определяе-
мая на основании [13, 14] с учетом упругих свойств материала слитков; 
деформация вследствие температурного напряжения Тε  для изотропно-
го материала рассчитывается как   

)(]0,,,[],,,[ 0TTTT
MrzMzMMrT −⋅−= αααεεεεε ϕ , 

где α  – коэффициент линейного теплового расширения материала 
слитков (меди);  – начальное значение температуры;  – 
температура материала, определяемая из решения тепловой задачи (4.5); 

0T ),( zrTT =
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компоненты линейной деформации равны  

r
u

Мr ∂
∂

=ε ,    
r
u

М =ϕε ,    
z
w

Мz ∂
∂

=ε ; 

сдвиговая деформация )(
2
1

r
w

z
u

Мrz ∂
∂

+
∂
∂

=ε ;  и  – составляющие век-

тора смещения, представляющие собой величину изменения длины 
слитков по координатам 

u w

r  и z  соответственно.  
Задача определения напряженно-деформированного состояния 

применительно к индукционной установке решается, как и для тепловой 
задачи, только в области слитков. Как указано выше, действие давления 
и сил в объеме слитков не учитывается. Решение задачи проведено с ис-
пользованием модуля моделирования напряженно-деформированного 
состояния вещества из раздела Structural mechanics программы Comsol 
для статического случая задачи теории упругости [10, 14]. 

Уравнения (4.6), (4.7) дополняются граничными условиями: на 
оси  (рис. 4.1) – условие симметрии, на внешних границах – условие 
свободных поверхностей вследствие предположения, что границы сво-
бодны от внешних силовых нагрузок.  

Oz

Таким образом, уравнения (4.1)–(4.7) с приведенными граничны-
ми условиями представляют математическую модель для решения свя-
занных электромагнитной, тепловой задач и задачи теории упругости 
применительно к процессу индукционного нагрева медных слитков.  

При решении задач учитывалась сильная связь между тепловыми 
и электромагнитными процессами (эти задачи решались одновременно) 
и слабая связь между тепловой и механической задачами. Механическая 
задача решалась после тепловой. Обмен данными между задачами осу-
ществлялся по схеме, показанной на рис. 4.2. Для решения всех трех за-
дач задавалась единая дискретизация расчетной области, при этом для 
корректного решения выбиралась измельченная конечно-элементная 
сетка в области слитков и в его окрестности, состоящая из 4691 тре-
угольных элементов. Всего в расчетной области (рис. 4.1) было выбрано 
6345 сеточных элементов. 
 

4.4.     Результаты компьютерных расчетов 
 

Исходные данные. Данными для компьютерных расчетов послу-
жили характеристики индукционной установки, представленные в 
табл. 4.1. Электро- и теплофизические свойства меди – материала слит-
ков задавались согласно следующим зависимостям )(Tσ , )(Tρ , , )(TCp
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)(Tλ  [15], справедливым при температуре ниже температуры плавления 
меди (10840С): 

)))15,273(10453,000433,0)(15,273(1/(10)( 68 −⋅+−+= − TTTσ ; 

TT ⋅−= 44,09075)(ρ ; 

)1077,33107,135(4,348)( 63 TTTC p ⋅⋅−⋅⋅+= −− ; 

))15,273(108,11(406)( 4 −⋅⋅−⋅= − TTλ . 

Здесь температура T  выражается в градусах Цельсия. 
Относительная магнитная проницаемость магнитопровода 

1000=μ . В расчетах рассматривались два варианта задания частоты и 
плотности тока в индукторе согласно данным табл. 4.1, в частности, час-
тота  50 и 500 Гц. Для сравнения распределения магнитного поля и 
температуры рассчитывались случаи системы индукционного нагрева с 
магнитопроводом и без магнитопровода. 

=f

Для решения задачи структурной механики задавались следую-
щие физические характеристики меди: плотность =ρ  8700 кг/м3; коэф-
фициент теплового расширения α = 17·10–6 1/K и упругопластические 
свойства: модуль Юнга E = 0,11·10 МПа;6  коэффициент Пуассона 
ν = 0,3.

Результаты электротепловых расчетов. На рис. 4.3 показаны 
полученные расчетным путем распределения магнитной индукции и 
температурного поля в расчетной области при частоте 50 Гц и в отсут-
ствии магнитопровода. Плотность тока в индукторе задавалась равной 
107 А/м2. На рис. 4.3 указаны максимальные значения магнитной индук-
ции и температуры. Наибольшая температура слитков имеет место на 

Рис. 4.3. Распределение магнитной индукции || B&  (а) и температурного 
поля T (б) в расчетной области при частоте 50 Гц без учета  

магнитопровода и при плотности тока в индукторе 10·106 А/мм2

Tmax = 772,90C 

а

Bmax = 0,66 T B

A

б
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выходе из индуктора.  
Влияние магнитопрово-

да на распределение магнитно-
го поля в сечении слитков пока-
зано на рис. 4.4 и 4.5. На рис. 4.4 
даны кривые изменения маг-
нитной индукции |  по длине 
слитков на его поверхности для 
различной частоты при учете 
магнитопровода и без него.  

| B&

Рис. 4.5 представляет из-
менение –составляющей ма-
гнитной индукции по радиусу 
слитков для различной частоты 
с учетом и без учета магнито-
провода. Как видно, уровень магнитного поля незначительно увеличи-
вается при наличии магнитопровода. Снижение поля при 500 Гц обу-
словлено более низким значением плотности тока в индукторе (вариан-
ты 1 и 2 в табл. 4.1) с тем, чтобы получить приблизительно одинаковую 
температуру слитков на выходе. Отметим, что применение магнитопро-
вода позволяет существенно снизить магнитное поле во внешней области, 
улучшая тем самым электромагнитную совместимость индукционной ус-
тановки с окружающей средой.  

zB

0 2 4 6 8
0

0.2

0.4

0.6

 

 

50 Гц 

500 Гц 

  z, м   

|B|, Т   

с магнитопроводом 
без магнитопровода 

Рис. 4.4. Изменение магнитной индукции || B&  
по длине слитков на их поверхности  

при различной частоте с магнитопроводом  
и без его учета (пунктиром) 

0.7

       а              б 
 

Рис. 4.5. Изменение zB –составляющей магнитной индукции по центральному  
поперечному сечению слитков (вдоль прямой АВ на рис. 4.3, а) для различной  

частоты при отсутствии магнитопровода (а) и с магнитопроводом (б)  

0 0.1 0.2 0.3 0.4
-0.1

0

0.1

0.3

0.5

 

 

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

 

 

50 Гц 
50 Гц 

 500 Гц 
500 Гц 

  r, м     r, м   

  Bz, T   

область 
магнитопровода 

область слитка 

без магнитопровода с магнитопроводом 
  Bz, T   

 71



Раздел 4 

 72

Характер изменения температуры по длине медленно движущих-
ся слитков представлен на рис. 4.6. Здесь показано отличие температуры 
на поверхности слитков от температуры на оси симметрии при частоте 
50 и 500 Гц в случае отсутствия магнитопровода. Видно, что при движе-
нии слиток нагревается приблизительно по линейному закону в зависи-
мости от пройденного расстояния.  

Максимальная температура достигается на выходе из индуктора, 
разность температур на поверхности и в центре слитков не превышает 
400С, к тому же эта разность слабо зависит от частоты (рис. 4.7). При 

а                                                           б 
 

Рис. 4.6. Изменение температуры слитков вдоль их поверхности (кривые 1)  
и по центральному продольному сечению (кривые 2)  
без магнитопровода при частоте 50 Гц (а) и 500 Гц (б) 
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Рис. 4.8. Изменение температуры  
вдоль поверхности слитков  

с учетом магнитопровода (кривые 1)  
и без него (кривые 2)  
для различной частоты 
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Рис. 4.7. Изменение температуры  
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и без учета магнитопровода  
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  σМmax= 93 МПа 50 Гц 

500 Гц  σМmax= 117МПа 

дальнейшем движении слитков за пределами индуктора на удалении более 
1 м температура выравнивается по толщине за счет процессов теплопро-
водности.  

Для сравнения характер изменения температуры вдоль поверхно-
сти слитков при наличии магнитопровода и без него показан на рис. 4.8 
для частоты 50 и 500 Гц. Видно, что использование магнитопровода ма-
ло влияет на характер распределения температуры.  

Таким образом, расчетным путем показано, что для рассматри-
ваемого случая нагрев слитков на выходе из индуктора слабо зависит от 
частоты и использования магнитопровода.  

 

Термомеханические напряжения в слитках. Разработанная мо-
дель позволяет рассчитывать напряжения по Мизесу (или эквивалент-
ные напряжения), которые в общем случае используются для оценки 
прочности материалов и являются более удобными для представления, 
чем тензор механического напряжения Mσ . В отличие от него в экви-
валентном напряжении учитывается только та часть потенциальной 
энергии, которая отвечает за изменение формы. 

На рис. 4.9 показано распределение эквивалентного механиче-
ского напряжения в области слитков для различной частоты. 

Детальное представление о распределении эквивалентного меха-
нического напряжения в объеме слитков дают показанные на рис. 4.10 
графики изменения напряжения по длине и радиусу слитков для различ-
ной частоты. Видна неравномерность распределения эквивалентного 
напряжения в слитках, причем его значения несколько больше при час-
тоте 500 Гц из-за более высокой температуры.  

Из рис. 4.9 и 4.10 видно, что максимальное значение термомеха-
нического напряжения в слитках достигается на его поверхности на вы-
ходе из индуктора и для выбранных длины индуктора и скорости дви-
жения достигает 93 МПа при частоте 50 Гц и 117 МПа при частоте 

 

Рис. 4.9. Распределения эквивалентного механического напряжения  
в сечении слитка для частоты 50 Гц (а) и 500 Гц (б) 

а 

б 
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500 Гц. Такие значения меньше предела прочности для мягкой меди, со-
ставляющего 200–250 МПа. Следовательно, рассматриваемый режим 
нагрева слитков не приведет к разрушению их материала, в том числе к 
поверхностному растрескиванию.  

 

Основные результаты раздела 4 состоят в следующем. 
1. На основе расчета связанных электротепловых процессов и 

термомеханических напряжений при индукционном нагреве цилиндри-
ческих слитков, непрерывно движущихся в переменном магнитном поле 
длинного индуктора, проведен сравнительный анализ нагрева слитков 
при различной частоте источника питания (50 и 500 Гц), а также для 
двух случаев – при наличии шихтованного магнитопровода, прилегаю-
щего к наружной стороне цилиндрического индуктора, и без магнито-
провода. Показано, что при заданных условиях температура слитков на 
выходе из индуктора слабо зависит от частоты и наличия или отсутствия 
магнитопровода.  

2. Максимальное значение эквивалентного термомеханического 
напряжения в движущихся слитках достигается на поверхности слитка в 
зоне выхода из индуктора. При выбранных длине индуктора (6 м) и ско-
рости движения (7 мм/с) это значение составляет 93 МПа (при частоте 
50 Гц), что не превышает предела прочности мягкой меди (200–250 МПа).  

3. Разработанные компьютерные средства моделирования муль-
тифизических процессов при индукционном нагреве могут применяться 
при оптимизации технологического процесса с целью достижения мак-
симальной его производительности и получения высокого качества сли-
тков с учетом ограничений по термомеханическим напряжениям.  

         а           б 
 

Рис. 4.10. Изменение эквивалентного напряжения по длине слитка  
на его поверхности (а) и по радиусу для центрального поперечного сечения  

(вдоль прямой АВ на рис. 4.3, а) (б) при различной частоте  

0 2 4 6 8
0

4

8

12 x 10
7

 

 
σМ , Па 

z, м   

  500 Гц   

 50 Гц   

область индуктора 0 0.05 0.1

8 x 10
7

0.15
2

4

6

 

 

  500 Гц   

 50 Гц   

r, м    

σМ ,Па 

 74



5. ВЫСОКОЧАСТОТНЫЙ ИНДУКЦИОННЫЙ  
НАГРЕВ И ПЛАВЛЕНИЕ ПРОВОДЯЩИХ ЗАГОТОВОК 

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КОНЦЕНТРАТОРА  
МАГНИТНОГО ПОТОКА  

 
 
 

5.1.     Предварительные замечания  
 
Индукционный нагрев широко применяется в различных техно-

логических процессах, в том числе в металло- и термообработке прово-
дящих сред [1, 2]. Преимуществом индукционного нагрева являются 
возможность достижения высокой температуры в нагреваемом материа-
ле, вплоть до его температуры плавления, а также обеспечение равно-
мерного распределения температуры в объеме материала, используя при 
этом одну из самых доступных форм энергии – электрическую.  

Основы численного расчета электромагнитных и тепловых про-
цессов при индукционном нагреве изложены, например, в работах [2, 3]. 
Исследование процессов индукционного нагрева на высокой частоте 
проведено в работах [4, 5]. Подходы к моделированию движения рас-
плавленного материала под действием электромагнитной силы описаны 
в [6]. В этих работах используются, как правило, приближенные модели 
для индуктора, полагая, что плотность тока распределена равномерно по 
сечению его витков или равномерно по глубине скин-слоя в массивных 
витках. При этом значения электрического КПД, учитывающего потери 
электроэнергии как в индукторе, так и в нагреваемой заготовке рассчи-
тываются приближенно. 

При нагреве и плавлении малых объемов благородных металлов 
(менее 1 см3) целесообразно использовать концентратор магнитного по-
тока [3, 7], помещенный внутрь многовиткового индуктора. Такой кон-
центратор представляет собой один виток из высокопроводящего мате-
риала (медь, бронза), в котором осевой разрез выполняется так, что токи 
на его внешней и внутренней поверхностях имеют противоположное 
направление, а полный ток в осевом сечении равен нулю. Концентратор 
позволяет сконцентрировать магнитный поток, создаваемый индукто-
ром, в малом объеме заготовки, повышая тем самым интенсивность ее 
нагрева. Вместе с тем в концентраторе магнитного потока возникают 
дополнительные потери электроэнергии.   
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Целью работы раздела является проведение численного расчета и 
анализа основных физических процессов при высокочастотном индук-
ционном нагреве и плавлении проводящих заготовок, находящихся в 
керамическом тигле, с детальным учетом распределения плотности тока 
в массивных витках индуктора и при наличии концентратора магнитно-
го потока. При этом исследуются особенности проявления скин-эффекта 
и эффекта близости в массивных витках индуктора и в объеме концен-
тратора в широком диапазоне изменения частоты протекающего в них 
тока (1–150 кГц) и влияния этих эффектов на величину электрического 
КПД установки.  

Рассматриваемая задача является примером мультифизической 
задачи, структура которой и функциональные связи показаны на 
рис. 5.1. В разделе рассматривается случай, когда физические задачи яв-
ляются слабосвязанными между собой и могут решаться последователь-
но. Сначала решается электромагнитная задача в частотной области, по-
сле тепловая задача во временной области, затем при достижении плав-
ления заготовки рассчитываются стационарные гидродинамические 
процессы в активной зоне индукционной установки.  
 
5.2.     Математическое описание физических процессов 
 

Исследуются основные физические процессы, протекающие в 
зоне нагрева индукционной установки, предназначенной для плавки ма-
лых объемов благородных металлов и показанной на рис. 5.2, а.  

Установка в общем случае содержит: высокочастотный полупро-
водниковый источник питания мощностью 1–10 кВт и частотой 20–
150 кГц; водоохлаждаемый индуктор, состоящий в рассматриваемом 
случае из шести витков, выполненных из медной трубки; концентратор 

 Джоулев нагрев
 Q 

 

Гидродинамическая
 задача 

 Электромагнитная   
         сила F Температура

Т 

 

Электромагнитная 
задача 

 
 
 

Тепловая  
задача 

Рис. 5.1. Структура мультифизической задачи индукционного нагрева заготовок 
и передача данных между частными физическими задачами 
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концентратор 
 

 
индуктор 

 
заготовка 

 
 

керамический 
тигель 

магнитного потока и керамический тигель с нагреваемой заготовкой, 
помещенной внутрь индуктора. Отметим, что использование концентра-
тора магнитного потока, с одной стороны, позволяет сконцентрировать 
поле в малом объеме заготовки, а с другой стороны, вызывает дополни-
тельные потери энергии, которые должны учитываться при оценке эф-
фективности процессов нагрева и плавления заготовки [7]. 

Конструкции индуктора, концентратора и тигля близки к осе-
симметричным, что позволяет рассматривать модель системы индукци-
онного нагрева как двумерную и использовать цилиндрическую систему 
координат  (рис. 5.2, б).  zr0

Далее представим математические модели основных физических 
процессов, протекающих при нагреве и плавлении заготовок в описан-
ной установке. 

 

Электромагнитная задача. Предполагается, что в каждом витке 
индуктора протекает известный по величине гармонической ток I& , соз-
даваемый внешним источником питания.  

Электромагнитные процессы в индукционной системе описыва-
ются следующей системой дифференциальных уравнений относительно 
комплексного векторного магнитного потенциала, имеющего единст-
венную –составляющую : ϕA& )0,,0( ϕA&& =A

                                            а                                                          б 
 

Рис. 5.2. Конструкция установки индукционной плавки малого  
объема металла с использованием концентратора магнитного потока (а)  

и расчетная область с конечно-элементной сеткой (б) 

z 

0 r
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в области заготовки 

     ;                              (5.1) 0)( 1
0 =×∇×∇+ − ..

AA μωσj

в области i-го витка индуктора 

                        ; )2/()( 1
0 rUj i πσμωσ &=×∇×∇+ − ..
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в области концентратора магнитного потока 
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в керамическом тигле и окружающем воздухе 

0)( 1
0 =×∇×∇ − .

Aμ .                                     (5.4) 

В системе уравнений (5.1)–(5.4): σ  – электропроводность мате-
риала (зависимость электропроводности от температуры в расчетах не 
учитывалась); ω  – угловая частота; j  – мнимая единица; 0μ = 1,256·10–6, 

⋅= 85,80ε 10–12 Ф/м – соответственно магнитная и диэлектрическая про-
ницаемости вакуума; I&  – электрический ток, протекающий в витках ин-
дуктора (считается заданной величиной);  – плотность тока в индук-

торе; 
ϕJ&

r  – радиальная координата; ,  – поперечное сечение i-го вит-
ка индуктора и концентратора соответственно; ,  – первоначально 

iS кS

iU& kU&
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неизвестные электрическое напряжение, приложенное к i-му витку ин-
дуктора ( ), и напряжение на концентраторе соответственно. 6...1=i

Комплексная величина полного напряжения, приложенного к ин-
дуктору, определяется как алгебраическая сумма напряжений на всех 
его шести витках: 

∑
=

=
6

1i
iинд UU& . 

Величина этого напряжения учитывается при разработке источ-
ника питания и расчете активной и реактивной мощностей, потребляе-
мых системой "индуктор – концентратор – заготовка". Зависящее от час-
тоты эквивалентное комплексное сопротивление такой системы опреде-
ляется как . IUZ инд &&& /=

В качестве граничных условий задачи (5.1)–(5.4) задаются усло-
вие симметрии на оси Oz  (рис. 5.2, б) и условие магнитной изоляции на 
внешних границах расчетной области – . 0=ϕA&

Тепловая задача. При постановке тепловой задачи рассматрива-
ется случай, когда витки индуктора и концентратор охлаждаются с по-
мощью проточной воды. Это позволяет принять, что температура в их 
объеме не зависит от мощности выделяемых джоулевых потерь и равна 
700С.  

Математическая модель нестационарного теплового процесса 
индукционного нагрева заготовки включает дифференциальное уравне-
ние:  

    
⎩
⎨
⎧

=∇⋅∇−
∂
∂

.областяхостальныхв,0
,заготовкиобластив,Q

T
t
TC p λρ               (5.5) 

Отметим, что передачей тепла за счет конвекции и излучения 
пренебрегается из-за относительно малого вклада этих механизмов по 
сравнению с передачей за счет теплопроводности. 

В уравнении (5.5): )(),(),( TTCCT pp λλρρ ===  – плотность, 
удельная теплоемкость, теплопроводность материала соответствующей 
среды, зависящие от температуры ;  – удельная мощность источни-
ка тепла, обусловливающая индукционный нагрев заготовки наведен-
ными токами и определяемая формулой 

T Q

)( *.2
*.

ϕϕσω
σ

AAJJQ ⋅=
⋅

=
&

,                              (5.6) 
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где  – действующее значение плотности наведенного тока в 

объеме заготовки;  – комплексно-сопряженное значение магнитного 
потенциала.  

ϕσω
..

AjJ −=
*
ϕA

Для тепловой задачи задается граничное условие Неймана 
 на оси симметрии (граница Оz); в области водоохлаждаемых 

индуктора и концентратора температура полагается равной 70
0/ =∂∂ rT

0С; на 
внешних границах расчетной области (рис. 5.2, б) выбирается условие 
теплообмена с окружающей средой вида 

)(/ 0TTknT −=∂∂− λ , 

где  – коэффициент теплоотдачи;  – температура окружающей сре-
ды; n  – вектор внешней нормали к границе. 

k 0T

Отметим, что электромагнитная и тепловая задачи связаны по-
средством джоулева тепла, определяемого по формуле (5.6).  

 

Гидродинамическая задача. Исследуется режим нагрева заготов-
ки до температуры плавления и перехода материала в расплавленное со-
стояние. С точки зрения реализации технологии получения различных 
сплавов путем введения в расплав исходного материала добавок пред-
ставляет практический интерес изучение эффективности перемешива-
ния расплавленного металла под действием электромагнитных сил. С 
этой целью рассматривается гидродинамическая задача в объеме заго-
товки при условии нагрева материала выше температуры плавления. 

При расчете гидродинамических процессов в объеме расплава 
полагается, что расплав является вязкой несжимаемой жидкостью, а его 
течение – ламинарное. 

Процессы движения расплавленного металла в керамическом 
тигле описываются уравнениями сохранения количества движения 
(уравнением Навье-Стокса): 

FIvvvIvv +⋅∇−⋅∇+∇+−⋅∇=∇⋅ ]))(3/2())(([)( ηηρ Tp     (5.7) 

и сохранения массы или уравнением неразрывности: 

    0=⋅∇ v .                                             (5.8) 

В системе (5.7), (5.8) неизвестными величинами являются  – 
вектор скорости металла и  – давление. Приняты также обозначения: 

v
p

η  – динамическая вязкость; ρ  – плотность расплавленного материала; 
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I  – единичный тензор; ),( zr FF=F  – объемная плотность электромаг-
нитной силы (силы Лоренца) в расплавленном материале, средняя за 
время ωπ /2=T , определяемая как  

)Re(5,0 *
zr BJF && ⋅⋅= ϕ ;     . )Re(5,0 *

rz BJF && ⋅⋅−= ϕ

Здесь zr BB && ,  – составляющие магнитной индукции; Re – действитель-
ная часть комплексной величины; символом "*" обозначена комплексно-
сопряженная величина.  

В качестве граничных условий на оси 0=r  задается условие осе-
вой симметрии, а на границах тигля – условие твердых стенок.  

Электромагнитная задача (5.1)–(5.4) и гидродинамическая задача 
связаны величиной электромагнитной силы  в уравнении (5.7). F

 
5.3.     Результаты компьютерных расчетов 

 
Связанные задачи расчета электромагнитного поля (5.1)–(5.4), 

температурного поля (5.5), (5.6) и поля течения расплавленного мате-
риала (5.7), (5.8) с учетом приведенных граничных условий и начальных 
условий вида  

00 ==tAϕ& ,     00 TtT == ,     00 ==tv ,     00 ==tp  

решались методом конечных элементов в вычислительной среде про-
граммы Сomsol Multiphysics [8].  

Согласно классификации раздела 1 связь между поставленными 
задачами различной физической природы является слабой, и задачи ре-
шаются одна за другой в следующей последовательности: электромаг-
нитная, тепловая, гидродинамическая. 

Исходными для расчетов послужили данные табл. 5.1. Результа-
ты численного моделирования физических процессов приведены на рис. 
5.3–5.8. 

 

Электромагнитные расчеты. Распределения в расчетной облас-
ти магнитного потенциала , магнитной индукции ||  и вектора В в 
виде стрелок при частоте тока в индукторе = 100 кГц показаны на 
рис. 5.3. Видно, что магнитное поле концентрируется в области между 
внешней поверхностью заготовки и внутренней поверхностью концен-
тратора.  

|| ϕA& B&

f
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Таблица 5.1. Исходные данные для компьютерных расчетов 

Характеристики Значения 
Тигель 
Материал 
высота, мм 
ширина по дну / по верху, мм  
толщина стенки, мм  
высота наполнения, мм  

Керамика 
20 

15 / 17,5 
2,5 
16 

Индуктор –  водоохлаждаемая трубка 
Материал 
число витков 
внутренний диаметр, мм 
расстояние между витками, мм 
ток в витках, А 
частота тока, кГц 

Медь 
6 

3,6 
5 

200 
1–150 

Концентратор магнитного потока 
Материал 
площадь поперечного сечения, м2 

потери мощности, Вт (рис. 5.5, а)  

Медь 
0,006297 
21–404 

Заготовка 
Материал  
электропроводность, См/м  
плотность, кг/м3 

теплоемкость, Дж/(кг·К) 
теплопроводность, Вт/(м·К) 
температура плавления, 0С  
эффективная вязкость расплава, Па·с 

Золото 
42·106

19320 
132 
320 

1064,2 
0,095 

Тепловая задача 
Температура окружающей среды, 0С 
коэффициент теплоотдачи, Вт/(м2·К) 

20 
2 

Распределение плотности тока по сечению витков индуктора, 
концентратора и заготовки зависит от частоты тока в индукторе. Это 
иллюстрируют данные рис. 5.4, где показаны распределения |  при 
частоте = 1 кГц (рис. 5.4, а), 5 кГц (рис. 5.4, б) и 100 кГц (рис. 5.4, в). 
При низкой частоте (1–5 кГц) распределение плотности тока по сечению 
каждого витка индуктора приблизительно равномерное. С ростом часто-
ты плотность тока концентрируется на внутренних поверхностях вит-
ков.  

| J&
f
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На рис. 5.5 приведены зависимости от частоты тока в индукторе 
 следующих энергетических характеристик процесса передачи элек-

трической энергии в заготовку: мощности, выделяемой в заготовке 
, в индукторе  и в концентраторе  (рис. 5.5, а); электриче-

f

загP индP кP

              а                                                      б                                                       в 
 

Рис. 5.3. Распределение магнитного потенциала || ϕA&  (а);  
магнитной индукции || B&  (б) и вектора В в виде стрелок (в)  

при частоте тока в индукторе f = 100 кГц 

В || B& , Т || ϕA& , Вб/м 

                       а                                           б                                          в 
 

Рис. 5.4. Распределение в расчетной области плотности тока || J&   
при различной частоте тока в индукторе f = 1 кГц (а); f = 5 кГц (б); f = 100 кГц (в) 

|| J& , А/м2 || J& , А/м2 || J& , А/м2 
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ского КПД индукционного нагрева, который вычисляется как 
)/( кзагиндзаг PPPP ++=η  (рис. 5.5, б); времени , необходимого для 

нагрева заготовки до температуры плавления  при выбранной часто-
те (рис. 5.5, в); электрической энергии 

плt|
плT

плTTкиндзаг tPPPW =⋅++= )( , 

необходимой для нагрева заготовки до температуры  (рис. 5.5, г). 
Отметим, что при частоте ниже 90 кГц температура  в материале за-
готовки при индукционном нагреве не достигается.  

плT

плT

Из приведенных на рис. 5.5 результатов можно заключить сле-
дующее. 

1. Концентратор характеризуется относительно большими поте-
рями мощности, которые превышают суммарную мощность, выделяе-
мую в индукторе и заготовке (рис. 5.5, а). 

Рис. 5.5. Изменение в зависимости от частоты тока в индукторе f : 
мощности, выделяемой в заготовке загP , индукторе индP  и концентраторе кP  (а); 

КПД индукционного нагрева η  (б); времени нагрева плt|  до  

температуры плT  = 1064 0С (в); энергии W , необходимой для нагрева до плT  (г)  

          а                                                                      б

P, Вт 

индP  

загP  

кP
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2. В исследуемом случае электропроводность материала индук-
тора и заготовки приблизительно одинакова, поэтому с ростом частоты 
потери в них возрастают в равной степени (см. рис. 5.5, а). В связи с 
этим величина КПД при частоте выше 20 кГц слабо зависит от частоты 

 (рис. 5.5, б).  f
3. Из рис. 5.5, б следует, что существует пороговая частота, ниже 

которой эффективность энергопреобразования оказывается невысокой. 
При относительно низкой частоте (менее 20 кГц) величина КПД снижа-
ется, так как сопротивление индуктора в этом диапазоне слабо зависит 
от частоты (плотность тока распределена практически равномерно по 
толщине медной трубки), а сопротивление заготовки снижается с 
уменьшением частоты из-за увеличения толщины скин-слоя в заготовке. 

4. С ростом частоты увеличивается потребляемая индуктором и 
концентратором мощность, а также уменьшается время, за которое заго-
товка расплавляется (рис. 5.5, в). При частоте ниже 90 кГц из-за малой 
потребляемой мощности в заготовке температура  не достигается и в 
системе устанавливается баланс мощности при меньшей температуре 
(когда электрическая мощность, передаваемая в заготовку, вся рассеива-
ется в виде тепла в окружающей среде, в индукторе и концентраторе). 

плT

5. С ростом частоты снижается величина потребляемой электри-
ческой энергии, расходуемой системой на плавление заготовки данного 
объема (рис. 5.5, г). Это связано с тем, что при быстром нагреве за счет 
большей электрической мощности меньшее количество тепловой энер-
гии передается в окружающую среду – преимущественно в объем кон-
центратора, где она расходуется на нагрев охлаждающей воды. Следо-
вательно, с точки зрения экономии электроэнергии можно рекомендо-
вать режим плавки с частотой больше 90 кГц и с выбором максимально 
большого тока в индукторе, определяемого источником питания и объе-
мом охлаждаемой воды, протекающей по виткам индуктора в единицу 
времени.  

 

Тепловые расчеты. Распределение температурного поля в цвете и 
в виде контурных линий при достижении  = 1064плT 0С и при частоте 
тока в индукторе  = 100 кГц показано на рис. 5.6 а, б. На рис. 5.6, в 
приведен график изменения во времени температуры заготовки. Видно, 
что в этом режиме плавление материала начинается спустя 250 с от на-
чала процесса нагрева. Весь объем материала заготовки нагревается 
практически равномерно из-за высокой теплопроводности материала. 
Расчетные данные показывают, что наибольший поток тепла от заготов-

f
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ки проходит по стенкам тигля в сторону концентратора, в котором теп-
ловая энергия уносится с потоком охлаждающей воды. 

На рис. 5.7 приведены зависимости от времени нагрева темпера-
туры в центре заготовки при различной частоте тока в индукторе:  = 
= 10, 70, 120 и 150 кГц. Как видно, с увеличением частоты в основном за 

f

t, c 

T, 0C T, 0C

t, c 
            а                                                              б               

t, c 

T, 0C 
 

Tпл 

t, c 

Tпл 
T, 0C

            в                                                               г                                       

Рис. 5.7. Изменение температуры во времени в центре заготовки при частоте  
тока в индукторе: f = 10 кГц (а); f = 70 кГц (б); f = 120 кГц (в); f = 150 кГц (г) 

                       а                                           б                                                      в 
 

Рис. 5.6. Распределение температурного поля в цвете и контурными линиями (а, б) 
при достижении плT  = 1064 0С и частоте тока в индукторе f = 100 кГц. 

Изменение во времени температуры в центре заготовки (в) 

T, 0C

t, c 

Tпл 

400 

700 
 1100 

T, 0C
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счет увеличения потребляемой мощности уменьшается время, необхо-
димое для нагрева заготовки до температуры плавления . На низкой 
частоте (менее 90 кГц) температура плавления материала заготовки не 
достигается.  

плT

 

Гидродинамические расчеты. На рис. 5.8 для частоты тока в ин-
дукторе = 100 кГц показано распределение в сечении заготовки и 
концентратора объемной плотности электромагнитной силы  
(рис. 5.8, а). Поле скорости движения расплава, обусловленное действи-
ем этой силы, показано в виде стрелок и линий потока на рис. 5.8, б и в 
соответственно. Под действием электромагнитных сил в расплавленном 
металле возникает вихревое движение, обеспечивающее интенсивное 
перемешивание расплава. Наличие максимальных значений силы в уг-
ловых зонах заготовки (вверху и внизу на рис. 5.8, а) приводит к образо-
ванию сложных вихревых структур в этих зонах. Максимальная ско-
рость при этом достигает значения 0,156 м/с в верхней угловой зоне 
стенки тигля, где действует наибольшая по величине электромагнитная 
сила.  

f
F

 

В разделе путем численного решения слабосвязанных электро-
магнитной, тепловой и гидродинамической задач получены следующие 
основные результаты. 

Разработана методика расчета электромагнитных, тепловых и 
гидродинамических процессов в установке индукционного нагрева и 

                             а                                             б                                     в 
 

Рис. 5.8. Распределение в расчетной области электромагнитной силы F – показано 
 стрелками, Fmax= 1,86·107 Н/м3 (а); поля скорости движения расплава,  

vmax = 0,156 м/с, в виде стрелок (б) и линий потока (в)  
для частоты тока в индукторе f = 100 кГц 
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плавления металлов при наличии концентратора магнитного потока и с 
учетом неравномерности распределения плотности тока по сечению 
витков индуктора. Проведен учет потерь мощности во всех активных 
элементах системы и определено, что величина электрического КПД ус-
тановки достигает 10% при частоте выше 20 кГц. 

В случае плавки металла с высокой электропроводностью суще-
ствует пороговое значение частоты (20–25 кГц), ниже которой величина 
электрического КПД существенно уменьшается. С точки зрения сниже-
ния затрат электрической энергии на плавку одной порции металла не-
обходимо реализовывать форсированный режим нагрева с максимально 
большой электрической мощностью, передаваемой в индуктор, и выби-
рать частоту выше порогового значения. Для исследуемого случая при 
заданном токе в индукторе нагрев до температуры плавления происхо-
дит при частоте тока не менее 90 кГц.  
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6. МАГНИТНЫЕ И ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ  
ПРОЦЕССЫ В АКТИВНОЙ ЗОНЕ  

МАГНИТОЖИДКОСТНОГО  
ГЕРМЕТИЗАТОРА ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ВАЛА 

 
 
 

6.1.     Предварительные замечания  
 
Магнитожидкостные герметизаторы вращающегося вала по 

уровню герметичности превосходят все известные типы уплотнений и 
представляют собой новый самостоятельный класс технических уст-
ройств с постоянными магнитами, использующих магнитную жидкость 
[1]. Принцип действия их работы основан на взаимодействии магнитной 
жидкости с магнитным полем магнитной системы герметизатора, при 
котором обеспечивается герметизация внутренней области устройства 
по отношению к внешней области при наличии вращающегося вала. Ти-
повая конструкция магнитожидкостного герметизатора цилиндрическо-
го типа показана на рис. 6.1, а и содержит магнитную систему с посто-
янным магнитом, намагниченным в осевом направлении. Внутри маг-
нитной системы находится вращающийся вал (на рис. 6.1, а не показан), 

 r 
              
 
 

            z

N  S 

1 

2 

4 

3 

            а              б  
 

Рис. 6.1. Общий вид типовой конструкции магнитожидкостного  
герметизатора (а) и расчетная область ее активной зоны  

с нанесенной конечно-элементной сеткой (б) 
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в зазоре которого под полюсами, имеющими зубчатую структуру для 
получения резко неоднородного магнитного поля, находится магнитная 
жидкость, удерживаемая действием магнитных сил и обеспечивающая 
герметизацию внутренней среды при определенном перепаде давления 

 в осевом направлении. pΔ
Исследование основных закономерностей распределения маг-

нитного поля и характера течения магнитной жидкости в активной зоне 
герметизатора является важной научно-практической задачей, направ-
ленной на создание новых конструкций магнитожидкостных герметиза-
торов с предельно высокими характеристиками. При решении такой за-
дачи целесообразно наряду с методами физического моделирования ис-
пользовать современные методы компьютерного моделирования.  

Вопросам анализа магнитных и гидродинамических процессов в 
магнитожидкостных герметизаторах посвящен ряд работ, например [2–
7], в которых используются как аналитические, так и численные методы. 
При этом в гидродинамической задаче, как правило, рассматривается 
распределение только одной азимутальной компоненты скорости дви-
жения жидкости. В силу нелинейности магнитных свойств материалов 
для случая магнитной задачи, а также нелинейности системы уравнений 
Навье-Стокса для гидродинамической задачи применение численных 
методов и современных пакетов программ позволяет строить более реа-
листичные модели герметизаторов и учитывать распределение трех со-
ставляющих движения магнитной жидкости в их зазоре.   

В данном разделе проводится компьютерное моделирование свя-
занных нелинейных магнитных и гидродинамических процессов в ак-
тивной зоне магнитожидкостного герметизатора. Применяются числен-
ный метод конечных элементов и пакет программ Comsol [8]. Работа 
направлена на создание основ для выработки рекомендаций по усовер-
шенствованию конструкции магнитожидкостного герметизатора.  

Исследование в работе выполняется в два этапа. На первом этапе 
определяется распределение в статике магнитного поля в активной зоне 
герметизатора с учетом нелинейной характеристики магнитопровода и в 
предположении насыщения магнитной жидкости sMM = . Затем нахо-
дится положение границы магнитной жидкости в статике, ограниченное 
изобарами == BMp s const, где || B=B  – модуль вектора магнитной ин-
дукции. На втором этапе рассчитываются гидродинамические процессы 
в магнитной жидкости для случая вращающегося вала в предположении, 
что границы жидкости совпадают с такими границами в статике. При 
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этом учитываются нелинейная эмпирическая зависимость вязкости маг-
нитной жидкости от величины магнитного поля и нелинейные свойства 
системы уравнений Навье-Стокса.  

Описанные магнитная и гидродинамическая задачи согласно 
классификации, приведенной в разделе 1, являются слабосвязанными и 
решаются последовательно с передачей данных, как показано на рис. 6.2.  

 
6.2.     Магнитное поле в активной зоне магнитожидкостного  
           герметизатора в статике 

 
Математическая модель для исследования. Исследуемый магни-

тожидкостный герметизатор характеризуется осевой симметрией. В си-
лу этого полевая задача решается в двумерной постановке в цилиндри-
ческой системе координат в плоскости . На рис. 6.1, б показана рас-
четная область задачи определения магнитного поля. Область содержит 
подобласти с магнитными материалами трех типов: постоянные магни-
ты 1, намагниченные в осевом направлении, ферромагнитный материал 
полюсов магнитной системы 2 и вращающегося вала 3, а также подоб-
ласть 4, занятую ферромагнитной жидкостью. Характеристики намагни-
чивания материалов представлены далее. 

zr0

Полевая задача рассматривается как магнитостатическая и реша-
ется в осесимметричной постановке для векторного магнитного потен-
циала , имеющего единственную )0,,0( ϕA=A ϕ –составляющую. 

Из системы дифференциальных уравнений Максвелла для ста-
ционарного магнитного поля  

    0,,0 =⋅∇×∇==×∇ AABH                         (6.1) 

и уравнения состояния магнитного материала, записанного в общем 
случае как 

         rr BHB += μμ0                                        (6.2) 

Вязкость жидкости )(Bη

 
 
 
 
 
 

Гидродинамическая 
задача 

 

Магнитная сила mf

 

Рис. 6.2. Связь задач и передача данных между ними 
при расчете магнитожидкостного герметизатора 

Форма свободной
поверхности жидкости 

 
 
 
 
 

Магнитная  
задача 
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получим дифференциальное уравнение для векторного потенциала: 

  0])()[( 1
0

1
0 =−×∇×∇ −−

rrr BA μμμμ .                     (6.3) 

В уравнениях обозначено:  – напряженность магнитного поля;  – 
магнитная индукция; 

H B
rB  – остаточная индукция, характеризующая по-

стоянный магнит и задаваемая в области, занимаемой магнитом; 0μ  – 
магнитная проницаемость вакуума; |)(| Brμ  – относительное значение 
магнитной проницаемости (скалярная величина) для магнитного мате-
риала, зависящее от магнитной индукции.  

Постоянный магнит герметизатора выполнен из материала 
NdFeB марки 38SH, для которого остаточная индукция 26,1=rB  Тл и 
коэрцитивная сила  кА/м. С учетом этих значений из уравне-950=sH

)(HM  

)(Hrμ  
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  Рис. 6.3. Задаваемые в расчетах магнитные  
  характеристики трех магнитных жидкостей (а)  

  и материала магнитной системы –  
  полюсов и вращающегося вала (б) 
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ния состояния магнита (6.2) получим для области постоянного магнита 
06,1=rμ . 
Магнитные жидкости, используемые в магнитожидкостных гер-

метизаторах, характеризуются кривыми намагничивания, показанными 
на рис. 6.3, а. Для расчетов выбирается жидкость ВМ-3, характеризую-
щаяся намагничиванием насыщения =sM 30 кА/м. Как следует из рис. 
6.3, а, при магнитном поле H  > 200 кА/м магнитная проницаемость 
жидкости может полагаться равной 1≈rμ . Полюса магнитной системы 
и вращающийся вал характеризуются кривой намагничивания, приве-
денной на рис. 6.3, б. Характеристики такой кривой в виде табличных 
данных вводились в программу Comsol [8], в которой и проводилось 
компьютерное моделирование процессов.  

В качестве граничных условий использовались условие симмет-
рии на оси вращения вала и условие магнитной изоляции  на бо-
ковых и верхней поверхностях.  

0=⋅nB

Для численного решения дифференциального уравнения в част-
ных производных (6.3) с указанными граничными условиями использо-
вался метод конечных элементов, реализованный в программе Comsol.  

Результаты компьютерных расчетов. Распределение силовых 
линий магнитного поля (изолинии ) и магнитной индукции в маг-

                           а                                                                           б     
 

Рис. 6.4. Распределение в активной зоне герметизатора силовых линий 
(изолиний rAϕ ), вектора магнитной индукции (в цвете и стрелками) (а); 

изменение радиальной компоненты магнитной индукции на поверхности вала (б) 

 

Вr , Тл 

rAϕ

N  S 

Мах 3.33

2,5 
 

 
   2 
 
 
 

1,5 
 
 
 
 
 

  1 
 
 
 
 
 
 

0,5 
 
 0

расстояние, м 
0             0,005          0,01          0,015        0,02        0,025 

 93



Раздел 6 

нитной системе герметизатора показ  на рис. 6.4, а. На рис. 6.4, б да-
но распределение радиальной компоненты магнитной индукции на по-
верхности вала. Как видно, наличие зубцовой структуры на поверхности 
полюсов создает резко неоднородное поле в зазоре с максимальным 
значением B =2,25 Тл на поверхности вала в области зубцов.  

Как известно (например, из [9, 10]), давление для находящейся в 
магнит

аны

          

ном поле магнитной жидкости в статике определяется следую-
щим выражением: 

∫ +=
B

CMdBp
0

,                                        (6.4) 

где M  – намагниченность  жидкости магнитной ; || B=B ; C  – констан-
та, определяемая граничными условиями.  

В предположении, что жидкость являетс , т.е. 
MM =

я насыщенной
s , из выражения (6.4) получаем  

                      BMp s C= + .                                        (6.5) 

Это , вных значенпоказывает что линии ра ий давления (изобары) при 
принятых условиях совпадают с изолиниями поля B .  

В дополнение к рис. 6.4, б на рис. 6.5 показано распределение 
магнит |ной индукции |B  на поверхности вала под одним полюсом в об-
ласти, занимаемой, ка предполагается, магнитной жидкостью. Расчет-
ные данные показывают, что максимальное поле, равное 2,25 Тл, лока-
лизовано в приповерхностной области среднего и правого зубца. Поле 
под крайним левым зубцом несколько ослаблено (составляет 1,65 Тл) 
из-за проявления краевого эффекта, связанного с выпучиванием сило-
вых линий на краях полюсов. Распределение изолиний || B  (или совпа-

к 

 

       0,222                 0,584             0,984               1,384                   1,785                2,185               2,585       Мах  2,852 

|| B , Тл 

Рис. 6.5. Распределение изолиний магнитной индукции || B  
в магнитной жидкости под одним полюсом 
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Рис. 6.6. Различный объем, занимаемый магнитной жидкостью  
под одним полюсом при осевом перепаде давления 0Δ =p , ограниченный  

изолиниями магнитной индукции В = 1,8 Тл (а); В = 1,6 Тл (б);  
В = 1,4 Тл (в); В = 1,2 Тл (г); В = 1,0 Тл (д); В = 0,8 Тл (е) 

                              в                                                                          г 

                              а                                                                          б 

                              д                                                                          е 

дающих с ними изобар BM s ) позволяет приближенно о еделить кон-
фигурацию магнитной жидкости при наличии осевого перепада внешне-
го давления p

пр

Δ , например, как в [1].  
Свободная поверхность магнитной жидкости, находящейся в за-

зоре м

 расчетная область, занимаемая жидкостью в 
статик

агнитожидкостного герметизатора, в статическом состоянии (слу-
чай неподвижного вала) ограничивается линиями равного значения B . 
Причем, в зависимости от объема введенной в зазор жидкости, заним -
мая ею область различна, однако всегда ограничивается линиями рав-
ных значений B .  

На рис. 6.6 показана

ае

е и при отсутствии осевого перепада давления в герметизаторе, 
для различного объема жидкости. В случае малого объема (рис. 6.6, а) 
область с жидкостью ограничивается изолиниями большого значения 
поля (1,8 Тл) и локализуется в зазоре непосредственно под двумя внут-
ренними зубцами. По мере увеличения объема жидкости эта область 
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mf , Н/м3

       Min 1,7e6                     0,855                         1,693                         2,532                        3,37            Мах  4,048е8 

Рис. 6.7. Распределение вектора объемной плотности магнитной силы mf   
в магнитной жидкости (показано стрелками и в цвете)  

при =sM 30 кА/м 

расширяется, заполняя практически весь зазор для случая, соответст-
вующего = 0,8 Тл (рис. 6.6, е). B

Величина магнитной силы, действующей на единицу объема 
магнитной жидкости в неоднородном магнитном поле, определяется 
выражением [9] 

         HMf )(0 ∇⋅= μm .                                    (6.6) 

Полагая, что векторы  и  параллельны, т.е. справедливо ра-
венство , и используя векторное тождество 

 [11], преобразуем выражение для силы (6.6) к виду 

M H
||/ HHM M=

HHHH )(2)( ∇⋅=⋅∇

       HMm ∇= 0μf ,                                       (6.7)  

где . |||;| HM == HM
Распределение вектора , вычисленного на основании выраже-

ния (6.7), в зазоре магнитной системы в предположении, что весь зазор 
заполнен магнитной жидкостью с намагниченностью насыщения 

=30 кА/м, показано на рис. 6.7. Видно, что магнитная сила стремится 
втянуть жидкость в малую область, расположенную под зубцами маг-
нитных полюсов. Максимальное значение магнитной силы  составля-
ет 4·10

mf

sM

mf
8 Н/м3. Полученное распределение объемной плотности магнит-

ных сил используется в дальнейшем при решении гидродинамической 
задачи. 
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6.3.     Течение магнитной жидкости при вращении вала 
 
Постановка гидродинамической задачи и ее решение. Решение 

задачи течения магнитной жидкости в зазоре магнитожидкостного гер-
метизатора проводится при следующих предположениях. 

1. Положение свободной границы магнитной жидкости в дина-
мике при вращении вала совпадает с границами в статике. Эти границы 
определялись по распределению изолиний , приведенному на рис. 6.8, 
а для случая перепада давления под каждым зубцом 

B

=−=Δ )( 12 BBMp s 30 (1,6 – 0,5) = 33 кПа. Полученное таким образом 
положение свободной границы жидкости (показанное на рис. 6.8, б) рас-
сматривается как граница расчетной области гидродинамической зада-
чи. 

2. Распределение магнитного поля в зазоре герметизатора при 
данном положении границы магнитной жидкости совпадает с распреде-
лением поля на рис. 6.4 и 6.5. Справедливость этого положения обу-
словлена насыщенным состоянием магнитной жидкости в зазоре, в слу-
чае которого магнитная проницаемость жидкости 1≈rμ  согласно 
рис. 6.3, а. Отметим, что величина поля в зазоре влияет на характер те-
чения жидкости из-за сильной зависимости ее вязкости от значения маг-
нитной индукции B. 

 Min 0,222      0,5                                                1,6                                              Мах 2,852  

а 

б 
Рис. 6.8. Изолинии магнитной индукции в зазоре герметизатора,  

соответствующие значениям 0,5 и 1,6 Тл, используемые для построения  
расчетной области гидродинамической задачи (а); конфигурация расчетной  
области гидродинамической задачи, покрытая конечными элементами (б) 
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3. Рассматривается ламинарное течение магнитной жидкости, 
стационарный режим.  

Стационарное движение магнитной жидкости в зазоре магнитной 
системы описывается системой уравнений Навье-Стокса и непрерывно-
сти: 

;)])(([)( m
Tp fuuIuu +∇+∇+−⋅∇=∇⋅ ηρ                    (6.8) 

.0=⋅∇ u                                                (6.9) 

Здесь ρ  – плотность магнитной жидкости; ),,( zr uuu ϕ=u  – вектор ско-
рости жидкости, имеющий радиальную, азимутальную и аксиальную 
компоненты, направленные соответственно вдоль осей ϕ,r  и z ;  – 
давление; 

p
η  – динамическая вязкость, зависящая от величины магнит-

ного поля;  – объемная плотность магнитной силы.  mf
Для поставленной стационарной задачи, характеризующейся осе-

вой симметрией, все компоненты скорости движения магнитной жидко-
сти и давление не зависят от пространственной координаты ϕ , и задача 
решается в двумерной постановке в плоскости r0z (рис. 6.1, б). 

Известно, что вязкость магнитной жидкости существенно зависит 
от величины магнитного поля [1]. Для учета такой зависимости исполь-
зуется эмпирическое выражение [2] 

)501()( 0 BB B += =ηη , 

в котором  задается в теслах. B
Компоненты вектора магнитной силы рассчитываются согласно 

выражению (6.7). Распределение магнитной силы в жидкости показано 
на рис. 6.7. 

В качестве граничных условий используются следующие условия:  
– на поверхности магнитных полюсов задается нулевое значение 

скорости ;  )0,0,0(=u
– на поверхности вращающегося вала – )0,,0( 0,ϕu=u , где  – 

линейная скорость на поверхности вала;  
0,ϕu

– на оси симметрии выбирается условие аксиальной симметрии;  
– на свободных границах жидкости – условие симметрии, т.е. ра-

венство нулю нормальной компоненты скорости и тангенциальной ком-
поненты поверхностного натяжения. 
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R = 0,105 м 

Для численного решения системы (6.8), (6.9) с указанными гра-
ничными условиями использовался метод конечных элементов, реали-
зованный в программе Comsol [8].   

 

Результаты компьютерных расчетов. Задавались следующие 
параметры жидкости: плотность ρ  =1122 кг/м3, динамическая вязкость 

0=Bη = 0,85 Па·с. 

Распределение азимутальной компоненты скорости  в зазоре 
магнитной системы показано на рис. 6.9 при угловой частоте вращения 
вала 

ϕu

=ω 314 рад/с, что соответствует линейной скорости на поверхно-
сти вала радиусом 0,105 м, равной =R =0,ϕu  33 м/с. Приведенные дан-
ные показывают, что скорость монотонно снижается от значения 33 м/с 
на поверхности вала до нуля на поверхности магнитного полюса. Наи-
более резкое изменение скорости происходит непосредственно под зуб-
цами магнитной системы, т.е. в областях с минимальным зазором.  

На рис. 6.10 показаны вихревые структуры, возникающие в маг-
нитной жидкости и обусловленные радиальной ru  и азимутальной  
компонентами скорости. Видно, что вихревое течение с наибольшей 
скоростью, равной 0,34 м/с (что составляет примерно 10% от линейной 
скорости на поверхности вращающегося вала), возникает в крайней пра-
вой области. Это связано с наличием большой по размерам свободной 
границы жидкости. В двух других пазовых областях также имеют место 

zu

Рис. 6.9. Распределение азимутальной компоненты скорости течения  
магнитной жидкости в зазоре магнитной системы 
при скорости на поверхности вала =0v 33 м/с 

 

       0                      5                    10                    15                    20                     25                   30    Мах  33,03 

 

     1 ,652         4,955         8,258       11,561      14,865       18,168      21,471      24,775       28,078  Мах  31,381 
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вихревые структуры, однако максимальное значение скорости в них со-
ставляет ~ 0,1 м/с. Уменьшение максимального значения скорости в 
этих областях объясняется интенсивным торможением жидкости о 
близлежащие стенки магнитопровода. 

 

Выделим основные результаты работы, описанной в разделе 6. 
 

В рамках решения мультифизической задачи расчета и анализа 
процессов в магнитожидкостном герметизаторе разработана математи-

Рис. 6.10. Вихревые структуры, образованные радиальной ru и азимутальной zu   

компонентами скорости (а); абсолютная величина скорости 22
zr uu + (б);  

изолинии величины 22
zr uu + (в) 

0,34 м/с 0,1 м/с 0,1 м/с 
б 

 

       0                     0,05                   0,1                   0,15                   0,2                    0,25                   0,3       Мах 0,34 

 

     0,017          0,051           0,085         0,119         0,153          0,187          0,221          0,255         0,289      Мах 0,323 

а 

в 
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ческая

и, соответствующая различ-
ным об

жид зоре магнитной системы, учитываю-
щая за

идкостного герметизатора вращающегося вала представ-
лены в

 модель для определения магнитного поля в его активной зоне с 
учетом нелинейных магнитных свойств материалов магнитопровода и 
вала. Показано, что наибольшая неоднородность магнитного поля имеет 
место непосредственно под зубцами (средним и внутренним), располо-
женными на магнитном полюсе. При этом максимальное поле на по-
верхности вала достигает значения 2,25 Тл. Под крайним внешним зуб-
цом полюса поле ослаблено (1,65 Тл) из-за проявления концевого эф-
фекта и выпучивания силовых линий поля.  

По результатам расчета магнитного поля определена конфигура-
ция свободной границы магнитной жидкост

ъемам жидкости, и найдено положение этой границы при осевом 
перепаде давления =Δp  33 кПа.   

Разработана гидродинамическая модель для расчета ламинарного 
течения магнитной кости в за

висимость вязкости жидкости от магнитной индукции. Получены 
вихревые структуры движения жидкости в пазах магнитных полюсов. 
Показано, что наибольшей скоростью характеризуется вихревая струк-
тура течения в крайнем внутреннем пазу, прилегающем к свободной 
границе жидкости. Максимальное значение скорости в таком случае со-
ставляет примерно 10% от линейной скорости на поверхности вращаю-
щегося вала. 

 

Материалы более детального исследования процессов в активной 
зоне магнитож

 работах [12, 13]. 
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7. ЭЛЕКТРОТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ  
В СВЕТОИЗЛУЧАЮЩЕЙ  

ПОЛУПРОВОДНИКОВОЙ СТРУКТУРЕ  
 
 
 

7.1      Предварительные замечания 
 

Изучение явления электролюминесценции в полупроводниковых 
материалах представляет большой практический и научный интерес бла-
годаря все более широкому использованию светодиодов и лазеров в тех-
нике. Внутренняя квантовая эффективность (способность излучения), 
как и срок службы таких приборов, зависит от многих факторов: геомет-
рической формы, физических параметров слоев, качества p-n-перехода, 
системы охлаждения, а также от характера распределения плотности то-
ка и температуры в активном слое. Так, эффект концентрации плотности 
тока в активном слое непосредственно в зоне расположения омического 
контакта приводит к уменьшению фактически светоизлучающей поверх-
ности, а значит, и к ухудшению удельных характеристик прибора. Кроме 
того, такой эффект может вызывать большие локальные перегревы в 
объеме полупроводника. Поэтому изучение и контроль степени концен-
трации плотности тока и температуры в активном слое являются важным 
вопросом, требующим решения уже на стадии проектирования приборов. 

Упрощенный анализ явления неоднородного распределения 
плотности тока в объеме светоизлучающих диодов и лазеров в видимом 
диапазоне спектра проводится в работах [1–3]. В статье [4] описаны ре-
зультаты экспериментального исследования сверхлюминесценции в све-
тодиодах, связанной с эффектом значительной концентрации тока на по-
верхности активного слоя. В то же время детальный трехмерный анализ 
этого явления в светоизлучающих приборах в литературе не представ-
лен. 

В разделе на модельной трехслойной структуре светоизлучающе-
го диода выполняется численный расчет связанных электрических и теп-
ловых процессов, изучается влияние основных параметров структуры на 
степень неравномерности распределения плотности тока и температуры 
в объеме светодиода. Особенностями рассматриваемой полупроводнико-
вой структуры является наличие нескольких слоев со своими физиче-
скими параметрами, включая тонкий активный слой с p-n-переходом. 
Решение электрической и тепловой задач выполняется с применением 

102 



Раздел 7  

численного метода контрольного объема [5] и метода пограничного слоя 
[6, 7] в предположении малости толщины активного слоя.  
 
7.2      Математическая модель электротепловых процессов 
           в объеме светодиода 
 

Для исследования выбрана модельная структура светоизлучаю-
щего диода, в которой из-за малой площади одного из омических кон-
тактов эффект неоднородного распределения плотности тока проявляет-
ся наиболее ярко. Структура имеет форму треугольной призмы с пра-
вильным треугольником в основании (рис. 7.1) и состоит из двух полу-
проводниковых слоев: n-типа, p-типа и активного слоя между ними. 
Омический контакт p-типа выполнен в виде круга диаметром , распо-
ложенного в центре треугольника.  

cd

Трехмерное моделирование распределения плотности тока и тем-
пературы в объеме светоизлучающей структуры представляет собой 
сложную задачу, для упрощения решения которой используются сле-
дующие допущения и предположения. 

1. Объемные электрические заряды локализованы в активном 
слое, а области p- и n-типа предполагаются электронейтральными, про-
текание электрического тока в которых обусловлено только дрейфовым 
движением носителей зарядов в электрическом поле . В этом случае 
справедливы выражения для плотностей тока  и :  

E
nJ pJ

                EJ ⋅= nn σ ;   EJ ⋅= pp σ ;   ϕ−∇=E ,                    (7.1) 

где ϕ  – электрический потенциал.  

 

Рис. 7.1. Исследуемая полупроводниковая структура 

активный слой  
c p-n-переходом 

подложка 
(омический  
n-контакт) 

омический 
p-контакт 

I 

pΔ  

nΔ  

δ  

x

y 
z 

lcd

l  

p–слой

n–слой

 103



Раздел 7  

2. Активный слой, включающий область p-n-перехода, имеет ма-
лую толщину по отношению к слоям p- и n-типа и характеризуется иде-
альной вольт-амперной характеристикой, которая для −z составляющей 
плотности тока выражается в виде [8] 

)1( /),( −= TyxV
sz eJJ ϕ ,                                 (7.2) 

где  – плотность тока насыщения; sJ Tϕ = 0.0259 B;  – разность 
потенциалов между верхней и нижней границами активного слоя, зави-
сящая от двух переменных и определяемая в ходе решения полевой за-
дачи. 

),( yxV

3. Не учитывается зависимость величины электропроводностей 
nσ , pσ  и потенциала Tϕ  от температуры. 

4. Тепловая задача рассматривается в линейной постановке, т.е. 
теплофизические характеристики полупроводниковых слоев принима-
ются независящими от температуры. При этом перенос тепла происхо-
дит только за счет решеточной теплопроводности. Также не учитывают-
ся наличие теплового сопротивления между слоями и перекрестные эф-
фекты между тепловыми и электрическими явлениями (термоэлектриче-
ские явления).  

При принятых предположениях электрическая и тепловая задачи 
являются слабосвязанными и решаются последовательно (рис. 7.2). 

Электрическая задача. Особенностью рассматриваемой задачи 
является наличие тонкого активного слоя с нелинейными характеристи-
ками, расположенного между двумя объемными проводниками. Для ее 
решения используется метод пограничного слоя, предложенный в меха-
нике [7] и примененный в статье [6] при решении задачи поляризации 
плоского двойного слоя в электролитической ячейке. Идея этого метода 
заключается в решении полевой задачи в каждой из областей и в "сши-
вании" этих решений с учетом характеристики активного слоя, которая 
представлена выражением (7.2).  

Отметим, что в более общей постановке вместо выражения (7.2) 

Джоулевы
 потери Q  

Тепловая  
задача 

                                      

Рис. 7.2. Связь задач и передача данных между ними 
при исследовании светодиодной структуры 

 
 

Электромагнитная 
задача 
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могут использоваться сложные функциональные зависимости, учиты-
вающие, например, наличие емкостной составляющей в токе через p-n-
переход. В этом случае с точки зрения электротехники можно говорить о 
методе импедансных граничных условий между областями. 

С учетом изложенного выше, полевая электрическая задача за-
ключается в определении электрического потенциала в объемной облас-
ти p- и n-типа, который удовлетворяет дифференциальному уравнению 
Лапласа: 

0)),,(( =∇⋅∇ ϕσ zyx ,                                     (7.3) 

где  
⎩
⎨
⎧

−=
−=

=
слое,nв ,const

;слоеpв,const),,(
n
pzyx

σ
σσ

а также следующим граничным условиям: 
а) на верхней границе в случае протекания прямого тока через 

диод: 

    
⎩
⎨
⎧ −−

=∇⋅
,контактазонывне,0

;контактаpомическогозонев,/σ
ϕ cJ

n

где  – единичный вектор внешней нормали;  – плот-
ность подводимого тока в зоне кругового контакта с диаметром  
(рис. 7.1); в случае протекания обратного тока в зоне расположения оми-
ческого p-контакта в качестве граничного условия задается значение по-
тенциала 

n )25.0/( 2
cc dIJ π⋅=

cd

kϕϕ −= ; 
б) на боковых поверхностях нормальная составляющая плотности 

тока: ;0=∇⋅ ϕn  
в) на нижнем основании (подложке): 0=ϕ ; 
г) активный слой с p-n-переходом может быть представлен в виде 

нелинейного эквивалентного сопротивления на единицу поверхности, 
определяемого согласно (7.2) как 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅⋅==′

s
z

z
s

s
T

z
z J

J
J
J

JJ
yxVJyxR 1ln),(),,( ϕ

δ .              (7.4) 

Рассчитанная по выражению (7.4) зависимость )( zJRδ′  приведена 
на рис. 7.3 и будет использоваться далее при анализе концентрации 
плотности тока. 
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Тепловая задача. Распределение нестационарного трехмерного 
температурного поля  в полупроводниковой структуре опре-
деляется на основании уравнения теплопроводности: 

),,,( tzyxT

[ ] QT
t
Tс +∇⋅∇=
∂
∂ λρ ,                                (7.5) 

где , с ρ , λ  – удельная теплоемкость, плотность и теплопроводность 
соответственно;  – объемная плотность джоулевых 
потерь, значение которой находится из решения электрической задачи. 
Величина 

σ/),,( 2JzyxQQ ==

λ  постоянна в пределах всей полупроводниковой структуры, 
а потери в активном слое на бесконечно малой площади  вычисляют-
ся как  и учитываются при расчете  в уравнении (7.5). 

dS
2)( dSJR z⋅′δ Q

В качестве граничных условий на нижнем основании и в зоне 
расположения омического p-контакта полагается средыTT = . На осталь-
ной части верхней и всех боковых поверхностях исследуемой структуры 
используется условие теплообмена с окружающей средой: 

                          )( средыTT
n
T

−−=
∂
∂ αλ ,                               (7.6) 

где α  – коэффициент теплоотдачи, значения которого определяются со-
гласно данным [9];  – температура окружающей среды. Начальное 

значение для температуры полагается равным 
средыT

средыt TT ==0 . 

Рис. 7.3. Зависимость эквивалентного 
сопротивления δR′  от плотности тока J 

TsJR ϕδ /′

sJJ /
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Система (7.3)–(7.6) с приведенными краевыми условиями пред-
ставляет собой математическую модель для анализа электротепловых 
процессов в объеме исследуемой полупроводниковой структуры.  

В силу того, что электрофизические параметры слоев предпола-
гаются независящими от температуры, решение электротепловой задачи 
может быть выполнено в такой последовательности: 1) решение элек-
трической задачи нахождения потенциала в объеме структуры; 2) опре-
деление распределения плотности тока и джоулевых потерь в структуре; 
3) решение нестационарной тепловой задачи при задании единичного 
импульса тока.  

Особенности численной реализации модели. Решение электриче-
ской и тепловой задач выполнялось численным методом контрольного 
объема [5, 10].  

Для получения дискретного аналога, например, дифференциаль-
ного уравнения (7.3) покроем области p- и n-типа трехмерной коорди-
натной сеткой с шагом  по трем координатным осям и для узла 

с номером 0 рассмотрим контрольный объем  в виде параллелепипеда 
со сторонами  (рис. 7.4 а).  

zyx hhh ,,

0V

zyx hhh ,,
Выполняя осреднение всех членов в уравнении (7.3) по объему 

 и используя теорему Гаусса, получаем 0V
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(7.7) 

где скобки iS обозначают среднее значение заключенной в них вели-

чины по поверхности . iS
Равенство (7.7) представляет собой выражение баланса токов, 

протекающих через все грани контрольного объема . 0V
Будем использовать следующее дискретное выражение, связы-

вающее среднее значение плотности тока через боковую грань со значе-
ниями потенциалов в соседних узлах: 

( ) )( 01
1

ϕϕσ
∂
∂ϕσ −=

x

zy
zy

S h
hh

hh
x

r ,                        (7.8) 
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где величина 1g
h

hh

x

zy =σ  представляет собой проводимость участка це-

пи между узловыми точками 0 и 1.  
В случае, если между узловыми точками, например, 0 и 6 распо-

ложен тонкий p-n переход (рис. 7.4, б), величина эффективной проводи-
мости между ними определится на основании следующего выражения:  

1

6
),(5.05.0
−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ′
++=

yxyxn
z

yxp
z

hh
yxR

hh
h

hh
hg δ

σσ
, 

где сопротивление единицы поверхности активного слоя δR′  вычисляет-
ся согласно (7.4). 

Выражение (7.7) с учетом выражения (7.8), записанного для всех 
граней контрольного объема , перепишется в виде 0V

∑ ∑
= =

=
6

1

6

1
0

k k
kkk gg ϕϕ ,                                   (7.9) 

В (7.9) коэффициенты  представляют собой проводимо-
сти элементов цепи, находящихся между узловой точкой 0 и соответст-
вующими соседними узлами.  

61,..., gg

Для решения нелинейной системы алгебраических уравнений 
(7.9) использовался метод последовательной верхней релаксации.  

Аналогичная система записывается для тепловой задачи. При 

x 
y 

z 
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6 
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hy 

hz V0 

g6 

     а       б 
 

Рис. 7.4. Сеточный шаблон для узловых точек 1–6, покрывающих расчетную область,  
с указанием поверхностей Si  (i = 1…6) контрольного объема V0 и проводимости g6 

между точками 0 и 6 для p- или n- слоя (а) и для случая, когда  
между узловыми точками 0 и 6 находится p-n-переход (б) 
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этом удельные джоулевы потери на участке с активным слоем вычисля-
ются как  

T
zyx hhh

gQ ηφφ 6
2

60 )( −
=  

и распределяются поровну между двумя соседними узлами.  
В последнем выражении Tη – безразмерный коэффициент, харак-

теризующий часть полной электрической мощности, которая преобразу-
ется в тепло (в расчетах полагалось Tη  = 0,9, т.е. предполагалось, что 
10% подведенной электрической мощности излучается из активной об-
ласти). 
 
7.3. Результаты компьютерного моделирования 
 

Исходные данные для расчета электротепловых процессов в ис-
следуемой полупроводниковой структуре приведены в табл. 7.1.  

 
 

Таблица 7.1. Исходные данные для расчета 
 

Параметры Обозначения и значения 

Внешний размер (рис. 7.1), мкм 600=l  

Толщина слоев, мкм 5=Δ p , 100=Δn , 1,0=δ  

Диаметр омического p-контакта, мкм  50=cd  

Электропроводность слоев, (Ом·м)–1 pσ = 8·103, nσ = 2·104

Плотность тока насыщения, А/м2
sJ = 0,32·106

Длительность токового импульса  
прямоугольной формы, мкс 400=τ  

 
 
 

Кроме того, задавались следующие значения теплофизических 
характеристик: К)Дж/(кг250 ⋅=с ; К)/(мВт27 ⋅=λ ; 5680=ρ кг/м3; 

30=α  Вт/(м2·К); = 20средыT 0С. 
Распределение плотности тока. Из-за нелинейных свойств p-n-

перехода величина подводимого тока I  существенно влияет на распре-
деление плотности тока в объеме полупроводниковой структуры, в част-
ности, в ее активном слое (рис. 7.5). Значительное растекание тока по 
поверхности активного слоя имеет место при малом прямом токе 
( =I 20 мА), а также при обратном токе диода ( =I –50 мА). Вместе с тем 
локализация тока в зоне непосредственно под омическим контактом все 
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Jmax 

более проявляется при увеличении тока прямого направления ( =I 100, 
600 мА).  

Для количественной характеристики растекания плотности тока в 
активном слое будем использовать понятие эффективного кругового се-
чения тока в активном слое с диаметром , определяемого из равенства ed

225,0 emax dJI π⋅= , 

где I  – величина полного тока, 
протекающего через поперечное 
сечение структуры;  – мак-
симальная плотность продольного 
тока в активном слое.  

maxJ

    а        б 

                                         в                          г 
 

Рис. 7.5. Распределение плотности тока | J | в активном слое 
для различных значений подводимого тока: 

I = –50 мА (а); I = 20 мА (б); I = 100 мА (в);  I = 600 мА (г) 

6

8

10 ce dd /  

-0.1 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

2

4

I, A
Рис. 7.6. Зависимость относительного  

значения диаметра кругового сечения тока
в активном слое de от величины тока I 

Отметим, что эффективное 
сечение активного слоя – это та-
кое сечение, в котором ток I  рас-
пределяется равномерно с макси-
мальной плотностью . maxJ

Относительное значение 
 в долях от диаметра кругового 

сечения омического контакта :  
ed

cd
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max// JJdd cce = , 

где  – плотность подводимого тока в зоне омического 
контакта.  

)25.0/( 2
cc dIJ π⋅=

Полученные из решения полевой задачи функциональные зави-
симости  от величины тока ed I , а также от удельных сопротивлений p- 
и n-слоев pρ  и nρ   показаны на рис. 7.6 и 7.7 соответственно. 

С целью объяснения полученных результатов рассмотрим упро-
щенную резистивную схему замещения для растекания тока в объеме 
полупроводниковой структуры (рис. 7.8). Выделим в ней две трубки тока 
единичного сечения: центральную трубку по кратчайшему пути между 
контактами 1–2 с плотностью тока  и боковую трубку тока по пути 1–
3–4, по которой происходит растекание тока с плотностью < . Здесь 
для второй трубки тока введена длина участка верхнего p-слоя , кото-
рая может быть принята равной диаметру контакта 

1J

2J 1J
l

cdl ≈ . 
Введем безразмерный коэффициент , характеризующий вели-

чину растекания тока:  
ck

nnp

nnpp
c JRl

JR
J
Jk

Δ+′+

Δ+′+Δ
=≡

ρρ
ρρ

δ

δ
)(
)(

2

1

1
2 .                        (7.10) 

Отметим, что для исследуемой структуры выполняется условие 
.  pl Δ>>

               а                                                          б 
 

Рис. 7.7. Рассчитанные зависимости относительного значения  
диаметра кругового сечения тока в активном слое de

от удельного сопротивления pρ  p-слоя (а) и nρ  n-слоя (б) 
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Анализ выражения (7.10) позволяет выделить два основных фак-
тора, которые определяют характер неравномерности растекания плот-
ности тока в активном слое. 

1. Величина подводимого тока. При протекании малого прямого 
тока I  или  протекании обратного тока значение нелинейных сопротив-
лений активного слоя для токовых трубок )( 1JRδ′  и )( 2JRδ′  велико 
(рис. 7.3). Оно может превышать значения сопротивлений p- и n-слоев и 
поэтому играет определяющую роль в характере распределения тока. В 
этом случае согласно (7.10) 1)(/)( 21 →′′≈ JRJRkc δδ , т.е. , что 
соответствует значительному растеканию тока (рис. 7.5, а, б). С ростом 
величины 

21 JJ ≈

I  происходит уменьшение сопротивлений активного слоя 
 и ) , и значение  уменьшается из-за вклада сопротивле-

ния p-слоя, причем 
)( 1JRδ′ ( 2JRδ′ ck

pppl Δ>> ρρ . В силу этого происходит неравномер-
ное распределение плотности тока, в частности, выполняется условие 

, т.е. возникает эффект концентрации тока в зоне омического 
контакта. Изложенное подтверждается данными расчета на рис. 7.5, в, г. 
Из анализа значения  по выражению (7.10) также можно объяснить 
влияние удельных сопротивлений слоев 

21 JJ >>

ck

pρ  и nρ  на степень концентра-
ции тока. Результаты численного расчета таких зависимостей, получен-
ные из решения полевой задачи (7.3), представлены на рис. 7.7. 

2. Нелинейное сопротивление p-n-перехода. Как было отмечено 
выше, при протекании прямого тока I  большого значения имеет место 
значительная концентрация плотности тока в зоне омического контакта. 
В этом режиме можно выделить еще один фактор, связанный с нелиней-

Рис. 7.8. Упрощенная резистивная схема замещения  
для растекания тока I в полупроводниковой структуре 

p-слой 

n-слой 

активный 
слой 

0=ϕ  

U=ϕ  

)( 1JRδ′  

nnΔρ  nnΔρ  

ppΔρ  lpρ  

)( 2JRδ′  
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ной зависимостью ) , который дополнительно усиливает эффект 
концентрации тока. Так, при большом токе 

(JRδ′
I  из-за различия в длине 

трубок справедливо неравенство . При этом вследствие нелиней-
ности сопротивления p-n-перехода )

21 JJ ≥
(JRδ′  возникает различие в сопро-

тивлениях: )()( 21 JRJR δδ ′≤′ , а это значит, что полное сопротивление на 
пути тока  дополнительно уменьшается за счет такой нелинейности. 
Причем, чем более резко изменяется зависимость )

1J
(JRδ′  согласно 

рис. 7.3, тем в большей степени вследствие этого фактора проявляется 
эффект концентрации тока. 

Отметим, что наряду с влиянием удельного сопротивления p- и n-
слоев, выражение (7.10) позволяет также проанализировать влияние 
толщины этих слоев на степень концентрации тока при прочих неизмен-
ных параметрах, что важно при разработке технологии получения свето-
излучающих структур. 

Таким образом, распределение плотности тока в объеме иссле-
дуемой полупроводниковой структуры и, в частности, в ее активном 
слое характеризуется проявлением двух противоположных эффектов: 
растекания тока по всему объему и концентрации тока в зоне располо-
жения омического контакта непосредственно под ним. Преобладание то-
го или иного эффекта зависит от соотношения размеров и значений 
удельных сопротивлений p- и n-слоев, а также нелинейных свойств p-n-
перехода. При большом значении сопротивления p-n-перехода, что име-
ет место при малом прямом токе полупроводниковой структуры или при 
обратном токе, преобладает эффект растекания тока. Это объясняется 
тем, что сопротивления двух трубок тока – одной непосредственно под 
контактом, а другой по границе структуры – приблизительно равны по 
величине и определяются сопротивлением p-n-перехода. С другой сто-
роны, в случае малого сопротивления p-n-перехода, что имеет место при 
большом прямом токе, преобладает эффект концентрации тока, который 
зависит также от параметров p- и n-слоев. В общем случае эффект кон-
центрации тока проявляется в том, что с ростом подводимого тока уве-
личивается плотность тока под контактом и уменьшается плотность тока 
на периферии. Причиной такого перераспределения тока является нали-
чие нелинейного сопротивления p-n-перехода. 

Распределение температуры. Расчет нестационарного темпера-
турного поля выполняется для случая протекания одиночного прямо-
угольного импульса тока с длительностью =τ 400 мкс. При этом для 
изучения закономерностей в распределении температуры выбраны два 
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t = 400 мкс, CT o9,77max=  

 
                    30           40           50            60           70       0C 

t = 450 мкс, CT o1,40max=  

 
             23.3       26.7        30.0        33.4       36.7    0C 

    а 

  
t = 400 мкс, CT o2,79max=  

 
                 30          40           50           60           70         0C 

t = 450 мкс, CT o40max =  

 
            23.3        26.7       30.0        33.4       36.7      0C 

    б 

 

момента времени:  = 400 мкс, который соответствует максимальному 
нагреву структуры и  = 450 мкс – момент, отражающий процесс охлаж-
дения структуры в течение 50 мкс после прекращения подачи тока. 

t
t

На рис. 7.9 и 7.10 показаны полученные расчетным путем карти-
ны температурного поля для значений подводимого тока: =I –50 и 
600 мА соответственно, и в трех различных сечениях (а) – в активном 
слое, (б) – в вертикальном сечении, проходящем через медиану тре-
угольника, (в) – на внешней боковой поверхности структуры, имеющей 
форму треугольной призмы. 

Рис. 7.9. Картины температурного поля при подведенном токе I = –50 мА 
в трех сечениях треугольной полупроводниковой структуры: 

в активном слое (а); в вертикальном сечении, проходящем через  
медиану треугольника (б); на внешней боковой поверхности структуры (в) 

 
t = 400 мкс, CT o20min= , CT o3,28max=  t = 450 мкс, CT o20min= , CT o2,23max=  

в 
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t = 400 мкс, CT o4,94max=  

 
                 33           46           59           72          85         0C 

t = 450 мкс, CT o5,31max=  

 
              22         24            26           28          30        0C 

    а 

  
t = 400 мкс, CT o4,94max=  

 
                 33          46           59           72          85          0C 

t = 450 мкс, CT o4,31max=  

 
              22          24          26            28          30        0C 

     б 

  
t = 400 мкс, CT o20mi = , CT o2,21max=  t = 450 мкс, CT o20min n= , CT o1,21max=   

в
Рис. 7.10. Картины температурного поля для подведенного тока I = 600 мА 

в трех сечениях полупроводниковой структуры: в активном слое (а);  
в вертикальном сечении, проходящем через медиану треугольника (б);  

на внешней боковой поверхности структуры (в) 

Приведенные результаты иллюстрируют связь между неравно-
мерностью распределения плотности тока (рис. 7.5) и характером рас-
пространения температуры в объеме полупроводникового прибора 
(рис. 7.9, 7.10). По аналогии с закономерностями в распределении плот-
ности тока наиболее нагретой является область в зоне омического кон-
такта при большом прямом токе, когда концентрация тока в активном 
слое велика. 
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Обобщая полученные в разделе 7 результаты, отметим, что на ос-
новании компьютерного моделирования электрических и теплофизиче-
ских процессов в трехслойной структуре светоизлучающего диода, при 
учете нелинейного сопротивления p-n-перехода получено следующее. 

1. Проведено численное исследование неравномерности распре-
деления плотности тока и, как следствие этого, температуры в активном 
слое светоизлучающей структуры.  

2. Показано, что с ростом подводимого прямого тока увеличива-
ется неоднородность распределения плотности тока и температуры в 
объеме полупроводника, в частности, в его активном слое, а при малом 
прямом токе и при обратном токе происходит значительное растекание 
тока и соответственно более равномерное распределение температуры 
по всему объему. Такое изменение характера растекания тока в объеме 
структуры в зависимости от его величины и направления связано с нели-
нейными свойствами p-n-перехода.  

3. Приведены результаты расчетов, показывающие влияние пара-
метров p- и n-слоев (их толщины и значений электропроводности), а 
также активного слоя на степень неравномерности распределения плот-
ности тока и температуры в объеме исследуемой структуры. 

Представленные данные могут быть использованы при разработ-
ке конструкции светоизлучающих полупроводниковых структур с улуч-
шенными техническими характеристиками за счет достижения более 
равномерного распределения плотности тока в активном слое. 
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8. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ИМПУЛЬСНОГО  
ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ И ТЕМПЕРАТУРЫ  

В ОБЪЕМЕ БИОЛОГИЧЕСКОЙ КЛЕТКИ 
 
 
 

8.1.     Предварительные замечания  
 
Взаимодействие биологической клетки с электрическим полем 

является предметом исследования многих специалистов в области био-
физики [1–3], электродинамики [4–10] и разработки новых биотехноло-
гических процессов [11, 12]. С одной стороны, электрическое поле явля-
ется естественным фактором функционирования биологических мем-
бран, отделяющих внутриклеточную среду от внеклеточной. С другой 
стороны, при воздействии внешнего электрического поля высокой на-
пряженности в клетке (и окружающей ее биологической среде) возни-
кают качественно новые эффекты, которые могут быть классифициро-
ваны следующим образом: 

– электропорация или кратковременное повышение проницаемо-
сти пор, находящихся на клеточной мембране, под действием импульс-
ного электрического поля, превышающего некоторую критическую ве-
личину; 

– электрослияние мембран; 
– движение клеток в электрическом поле (электрофорез, диэлек-

трофорез, электровращение); 
– деформация мембран под действием электрических сил; 
– электротрансфекция – введение в клетку носителей зарядов, 

содержащих лекарственные вещества или молекулы чужеродных ДНК; 
– электрическая активация и стимуляция биохимических процес-

сов в клетке. 
Биологическая клетка имеет сложную структуру, схематически 

показанную на рис. 8.1, а (согласно данным [13]) и включающую мем-
брану и внутриклеточную среду, состоящую в свою очередь из ядра и 
цитоплазмы, в которой находятся различные структурные компоненты 
клетки. Характерные размеры клетки человека составляют: диаметр 
клетки мкм, толщина мембраны 200...7≈D 10...5≈δ  нм.  

С точки зрения электродинамического анализа процессов в био-
логических системах выделяют, как правило, три объемные фазы в гете-
рогенной структуре клетки и окружающей ее среде [4, 12, 14], которые в 
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первом приближении могут рассматриваться как гомогенные. Это вне-
клеточная среда, мембрана и внутриклеточная среда, которые обладают 
одновременно проводящими (электропроводность σ ) и диэлектриче-
скими (относительная диэлектрическая проницаемость ε ) свойствами. 
Кроме того, для упрощения анализа форму клетки в расчетных моделях, 
как правило, принимают совпадающей со сферой или цилиндром. Такая 
упрощенная модель клетки изображена на рис. 8.1, б и использована в 
данной работе.  

Исходной информацией для анализа характера протекания ука-
занных выше различных эффектов является картина распределения 
электрического поля и плотности тока в объеме клетки. Задача упро-
щенного анализа электромагнитных процессов в клетке на основе ли-
нейных электрических цепей рассматривалась в работе [15]. Изучение 
распределения электрического поля в клетке в линейной постановке 
проводилось в работах [4, 5, 12, 14] для случая воздействия внешнего 
гармонического электрического поля. При этом в работах [12, 14] при-
менялся подход замены двухслойной (или многослойной) сферической 
клетки однородной сферой с эффективными параметрами с последую-
щим использованием известного решения для напряженности электри-
ческого поля в одиночной сфере. В работах [4, 5] были получены обоб-
щенные решения для многослойных систем в виде функционального ряда. 

Исследование электрических процессов на уровнях биологиче-
ской клетки и клеточной поры в условиях воздействия внешнего элек-
трического поля на человека проведено в работах [16, 17] методом мно-
гомасштабного моделирования.  

                                а                                                                б 
 

Рис. 8.1. Схематическое представление биологической клетки (а)  
и упрощенная ее модель для исследования (б) 
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Тепловая  
задача 

 Джоулев нагрев
 Q 

Плотность тока
проводимости  

JC   

 

Электрическая 
задача 

В работах [18, 19] показано, что мембрана в сильном электриче-
ском поле обладает нелинейными проводящими свойствами, аналогич-
ными п

иологической 
клетки

тривается биологическая клетка в ви-
торого значительно превышает его 

диамет

олупроводящему диоду. Нелинейные свойства мембраны учиты-
вались в работе [20] путем представления клетки в виде простой эквива-
лентной электрической цепи. Решение полевой задачи при воздействии 
импульсного электрического поля с учетом нелинейных свойств мем-
браны в опубликованных источниках не рассматривалось. 

В данном разделе выполняется компьютерное моделирование 
двумерного импульсного электрического поля в объеме б

 с учетом нелинейных проводящих свойств мембраны. Исследу-
ется возможное экранирующее действие мембраны при различных дли-
тельностях воздействия внешнего электрического поля. Численно моде-
лируется температурное поле в объеме клетки, обусловленное джоуле-
вым нагревом. Исследования проводятся путем последовательного ре-
шения электрической и тепловой задач, имеющих между собой слабую 
связь, отображенную на рис. 8.2. 

 
8.2.     Электрическая задача  
 

Постановка задачи. Рассма
е длинного цилиндра, длина код  L  

р D  (рис. 8.2, б). При этом распределение электрического поля 
существенно изменяется только в поперечном сечении, и полевая задача 
может рассматриваться в двумерной постановке. 

В силу относительно малой толщины мембраны (характерное 
значение ≈D/δ 10–3) расчетная область разбивается на две подобласти – 
внекле

ся с п

и согласно рис. 8.2, б соответствует случаю, когда 
существует значительное число клеток, расположенных периодически 

                                      

Рис. 8.2. Связь частных задач в мультифизической задаче исследования   
электротепловых процессов в биологической клетке 

точная среда 1 и внутриклеточная среда 2, а наличие мембраны 
учитывает омощью нелинейных граничных условий на границе 
раздела этих сред. 

Выбор расчетной области в виде квадрата с размером l  и с гра-
ничными условиям

 119



Раздел 8 

вдоль осей x  и y  с периодом l . В этом случае в качестве расчетной об-
ласти выбирается элементарная ячейка [21], которая и показана на 
рис. 8.2, б. 

В работе редполагается, что к выделенной расчетной области 
приложено внешнее электрическое поле )(0 tE , которое может быть соз-
дано либо 

п

контактным , либо индуцировано воздействием 
внешн

способом
его изменяющегося во времени магнитного поля [22, 23].  
Математическая модель. Распределение электрического потен-

циала ),( trϕ  в расчетной области удовлетворяет следующей системе 
уравнений Максвелла, записанной в квазиэлектростатическом прибли-
жении: 

ϕεεσ grad
t

div tottot −=
∂
∂

+== EEEJJ ;;0 0 , 

которая после простых преобразований может быть сведена к диффе-
ренциальному уравнению вида 

             0)0( =
∂
∂

+⋅ ϕεεϕσ grad
t

graddiv .                        (8.1) 

В уравнениях: и  – векторы плотности полного электрического 
тока (сумма оводимости и тока смещения)
электрического поля соответственно; 

totJ   E
тока пр  и напряженности 

)(),( rr εσ  – зависящие от про-
коор а

клетки.

странственной дин ты r  электропроводность и диэлектрическая 
проницаемость биологической среды. 

Величина электропроводности определяется как 

⎨
⎧

−= внутри
,средеойвнеклеточнво)( 1

σ
σ −

⎩ 2
Аналогичный вид имеет зависимость )(r

σ r  

ε . 
Мембрана с точки зрения эквивалентных электрических пара-

метров в области слабых полей характеризуется такими постоянными 
параме опро вление и удель-трами, как удельное поверхностное с ти  mR′  
ная поверхностная емкость mC′  [7]. Характерные значения этих пара-
метров составляют =′mR 5·10–3 Ом·м2 , =′mС  0,9·10–2 Ф/м2.  

Как было показано в отах [18, 19], в области сильных элек-
трических полей электричес и  свойства биологической мембраны по-
добны свойствам полупроводящего диода  характеризуют

раб
к е

 и ся нелиней-
ной зависимостью для электропроводности мембраны вида 
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   )1)(exp()( 0 −=
T
m

m
T

mm
V

V
V

ϕ
ϕσσ  .                         (8.2) 

Здесь 21 ϕϕ −=mV  – падение напряжения на мембране или трансмем-
бранный ;  – постоянная величина;  потенциал BT 0256,0=ϕ 0σ  – элек-
тропроводность мембраны при малом напряжении, когда V Tm ϕ<< . 

Зная зависимость )( mm Vσ  в виде выражения (8.2), удельное по-
верхностное сопротивление мембраны толщиной δ  вычисляется как 

)(/)( mmmm VVR σδ=′ . 

С использованием тров мембраны mR параме ′  и mC′ , величина 
нормальной составляющей плотности тока, протекающего через участок 
мембраны с разностью потенциалов запишется виде mV ,  в  

   
t

VC
R
VJ m

m
m
m

m ∂
∂′+

′
= .                                      (8.3) 

Из условия 0=Jdiv  граничны словия на границе разе у дела об-
ластей 1 и 2 будут иметь следующий вид: 

       для области 1:   0)( 1 =− mJJn    или    mntn ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂ 11

101
ϕεεϕ J=σ  ; 

 

       для области 2:   0)( 2 =− mJJn    или    mJ
ntn

=
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂ 22

202
ϕεεϕσ . 

 н нии выражения (8.3). 
емые граничные значения для электрического потен-

аницах расчет сти показаны на рис. 8.2, б В 
качестве начального условия использовалось нулевое значение потен-

Здесь значение mJ  определяется а основа
Использу

циала на внешних гр ной обла . 

циала 0)0,( =rϕ . 

ких уравнений итерационным методом. Пространственная дис-
кретиз

Численная реализация модели. Для численного решения задачи 
выполнялась пространственная и временная дискретизация уравнения 
(8.1) и на каждом шаге по времени решалась система нелинейных алгеб-
раичес

ация задачи выполнялась на квадратной равномерной сетке с ша-
гом 40/lh =  методом контрольного объема, описанного в работах [24, 
25]. Выполненная таким способом пространственная дискретизация эк-
вивалентна представлению среды в виде электрической схемы замеще-
ния, в которой между соседними узлами контрольного объема включе-
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ны параллельно соединенные сопротивление и емкость этого элемента 
объема (рис. 8.3, а). В случае, когда два соседних узла разделены мем-
браной, величина емкости является емкостью мембраны, а сопротивле-
ние – диодом с нелинейной характеристикой согласно выражению (8.2). 

  
следую

Электрическая схема замещения элемента среды в этом случае показана 
на рис. 8.3, б. 

При выполнении временной дискретизации в работе использо-
вался неявный метод Эйлера, а полученная система нелинейных алгеб-
раических уравнений решалась на каждом шаге по времени методом по-
следовательной верхней релаксации [24]. 

Результаты компьютерных расчетов. Расчеты выполнялись при
щих размерах расчетной области (рис. 8.1): мкм80=l , 
мкм50=D , нм5=δ  и параметрах: =1σ 1 (Ом·м)–1, =2σ 2 (Ом·м)–1, 

=0σ 10–6(Ом·м)–1, ==′ 0/σδmR 5·10–3 Ом·м2, =′mС 0,9·10–2 Ф/м2; 
80=21 = εε . 

Форм  импульса риложенно о электрического поля за в 

⎧ ≤
,

,/sin( ии ttU
τ

ττπ

а п г давалась 
виде 

>
=

,0
),

)( max
0

иt
tϕ  

где Um

⎩
⎨

 B5,0ax = , а величина длительности импульса иτ  варьировалась.  
Прежде чем перейти к представлению и обсуждению результатов 

расчетов, проведем качественный анализ электромагнитных процессов в 
рассматриваемой среде при указанных значениях параметров σ  и ε . 
Известно, что слабо проводящая диэлектрическая среда с постоянными 

                              а                                                                   б 
 

Рис. 8.3. Схемы замещения для дискретизации с элементами среды,  
узлы которых не разделены мембраной (а) и разделены мембраной (б) 

hC εε0=  

)/(1 hR σ=  

мембрана 

2hCC m′=  

2/ hRR m′=  
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метрами εσ ,пара  характеризуется временем релаксации σεετ /0= . 
При низкой угловой частоте изменения внешнего гармонического поля 
( 1<<ωτ ), или в случае импульсного поля с длительностью иτ , причем 

ττ >>и , среда проявляет преимущественно проводящие свойства и по 
ней во внешнем электрическом поле протекает ток проводимости с 
плотностью EJ σ=C . При таких низких частотах в эквивалентной схе-
ме на рис. 8.3 влиянием емкостей можно пренебречь и схема будет чис-
то ивной. 

 случае быстроменяющегося внешнего электрического поле с 
частотой 1>>

 резист
В

ωτ , или с длительностью импульса ττ <<и  в среде пре-

обладают емкостные токи (токи смещения) с плотностью 
tD ∂

∂
=

EJ εε0 . 

При этом в схеме на рис. 8.3 влиянием активных  
пренеб

сопротивлений можно
речь, и схема становится чисто емкостной. Отметим, что сказан-

ное справ когда параметры среды едливо, εσ ,  счит постоянными 
величинами. Для биологических систем эти параметры зави -
ты [26], и материальное уравнение для линейной изотроп в 
этом случае записывается в виде (см., например, [27]) 

∫ ′′′+=
t

s tdttftt
0

00 )(()()( ED εεε , 

где s

аются 
от часто

ной среды 

t )E

сят 

−

ε  – относительная диэлектрическая проницаемость среды при низ-
кой (~1 Гц) частоте; )( ttf ′−  – функция отклика среды на единичное 
внешнее воздействие.  

В рассматриваемой задаче времена релаксации  трех областей 
составляют: 

 для
0,71·10–9 с, 0,36·10–9 с, == 1101 /σεετ == 2202 /τ ε ε σ =mτ  

= =′′ mmR 0,45·10C –9 с. Из этого можно заключить, что в случае длинных 
импульсов, когда и mττ ≥ е элементы схемы на рис. 8.3 будут чисто 
резисти

, вс

екания малого  клетки (исклю вляет
, ко

и, мемб э
риклет

вными и в силу большого сопротивления мембраны mR′  следует 
ожидать прот  тока внутри чение соста  
случай гда клетка вытянута по направлению поля [28]). Другими сло-
вам рана в том случае будет выступать в качестве электрическо-
го экрана для внут очной среды. В случае коротких импульсов с 

mи τττ ≤≤2,1 , среды 1 и 2, как и в случае длинных импульсов, прояв-
ляют преимущественно резистивные свойства, в то время как мембрана 
представляет собой емкость, через которую могут протекать значитель-
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ные емкостные токи. Благодаря этому обстоятельству экранирующие 
свойства мембраны практически не будут проявляться и внутри клетки 

ать протекания больших токов проводимости. Изложенное 
выше будет подтверждено далее результатами численного расчета элек-
трического поля в объеме клетки. 

На рис. 8.4 показано полученное расчетным путем распределение 
электрического потенциала 

следует ожид

ϕ  и напряженности электрического поля 

а 

б 

в

Рис. 8.4. Распределение электрического потенциала ϕ  (картины слева)  
и напряженности электрического поля || E  (картины справа)  

для различных значений длительности импульса: 
и = 10–2 с (а); и = 0,5·10–5 с (б); и = 0,5·10–6 с (в) τ τ τ
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|| E  для различных значений длительности импульса иτ  и для момента 
времени иt τ5,0= , когда внешнее поле достигает амплитудного значе-

. Видно, что при большой длительности импульсания  ( =иτ 10–2 с) зна-
чительное е напряжения приходится на область мембраны, т.е. 
трансмембранный потенциал достигает большой величины. Причем 
градиент потенциала, а значит и плотность тока, внутри клетки сущест-

 падени

венно меньше, чем во внеклеточной среде. Эти данные иллюстрируют 
то обстоятельство, что при длинных импульсах мембра является экра-
ном для внешнего электрического поля и, благодаря св электромаг-
нитным свойствам, обеспечивает "защиту" клетки от  поля. 
К тому же именно в режиме длинных импульсов  свойства 
мембраны проявляются наиболее сильно и заключаются том, что на 
участке мембраны, к которому приложено обратное  и его со-
противление велико, падение напряжения (трансмембранный потенци-
ал) в несколько раз превышает падение напряжения на проти-
воположном участке, к которому приложено прямое . Соглас-
но данным рис. 8.4 отношение

 
на 
оим 

воздействия
нелинейные

 в 
смещение

2mV   1mV  
смещение

 5,3/ 12 =mm VV . 
Распределение плотности тока приводимости |||| EJ σ=C , а так-

же векторное поле и распределение изолиний электрического по-
тенциала 

CJ  
ϕ  

 
показаны на рис. 8.5. Данные приведены для тех же трех 

значений длительности импульса иτ , что и на рис. 8.4. При большой 
длительности импульса, когда мембрана выступает в качестве экрана 
для внутриклеточного пространства, ток обтекает клетку, концентриру-
ясь во внеклеточном пространстве по бокам клетки (рис. 8.5, а). При 
средней длительности импульса (рис. 8.5, б) ток частично проникает в 
объем клетки, а в случае коротких импульсов плотность тока, а следова-
тельно, и поле внутри клетки становятся сравнимы по величине с плот-
ностью тока вне клетки (рис. 8.5, в). При этом малое значение плотности 
тока проводимости в объеме мембраны указывает на то, что ток проте-
кает через мембрану в виде тока смещения. В силу этого при коротких 
импульсах мембрана уже не является барьером, препятствующим про-
теканию электрического тока в объеме клетки. Отметим, что в режиме 
коротких импульсов нелинейные проводящие свойства мембраны ока-
зывают слабое влияние на распределение поля, так как электрические 
свойства мембраны определяются в основном токами смещения. 
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max/ CC JJ  
ϕ,CJ

а 

б 

в

 
Е0

Аналогичные результаты получены в работах [16, 17] при иссле-
довании воздействия внешнего электрического поля на биологическую 
клетку путем трехмерного моделирования. 

димости  
||/|| maxCC JJ  (картины слева); векторное поле CJ  (стрелками) и распределение 

потенциала 

Рис. 8.5. Распределение относительного значения плотности тока приво

ϕ  в цвете (картины справа) для различных значений длительности  
импульса: и = 10–2 с (а); и = 0,5·10–5 с (б); и = 0,5·10–6 с (в) τ τ τ
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8.3.     Тепловая задача

Для анализа теплового воздействия электрического поля и изуче-
 возможных механизмов теплового пробоя мембраны в задачах элек-

тропорации рассчитывалось температурное поле в клетке в конце им-
льса

 

ния

пу  иt τ=  и в предположении адиабатического режима нагрева. 
Температура в произвольной точке биологической среды в при-

нятом приближении определяется только энергией джоулева тепла :   Q

 ;     
σ

2
CQ

J
=∫+=

t
Qdt

C
TtT

0
0

1),(
ρ

r .                       (8.4) 

На рис. 8.6 представлены распределения превышения температу-
ры по отношению к начальной 0),( TtTT −=Δ r  для трех значений им-
пульсов иτ , используемых ранее. Температура получена путем 
численного расчета интеграла в (8.4) с заданными плотностью биологи-
ческой среды

),( tT r  
 

 =ρ 103 кг/м3, теплоемкостью =С  3500 Дж/(кг·К). 
Данные рис. 8.6 показывают, что наибольший нагрев достигается 

в случае длинных импульсов внешнего поля за счет более длительного 
нагрева. При этом вследствие экранирующих свойств мембраны ток об-
текает клетку и наибольшая температура достигается в боковых, с точки 
зрения приложенного поля, областях внеклеточного пространства 
(рис. 8.6, а). Для малой длительности импульса (рис. 8.6, в) уровень на-
грева значительно снижается, и в отличие от случая длинного импульса 
наиболее нагретые участки расположены во внеклеточной области по 
направлению внешнего поля.  

CT o6,1max =Δ  CT o6
max 104 −⋅=Δ  CT o7

max 105 −⋅=Δ  

                       а         б           в 
 
 

Рис. 8.6. Распределение превышения температуры ΔТ в биологической среде 
при различных значениях длительности импульса:  
иτ = 10–2 с (а); иτ = 0,5·10–5 с (б); иτ = 0,5·10–6 с (в) 
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Таким образом, как
ри изменении длительности

 выявили результаты компьютерных расчетов, 
 импульса приложенного поля происходят 

качест

д

био
 

свойств ее мембраны. Показано, что нелинейные свойства
проявляются лишь в случае больших льностей

п
венные изменения в картине температурного поля в биологиче-

ской среде. 
 
В раз еле 8 путем численного решения слабосвязанных электри-

ческой и тепловой задач получены такие результаты. 
Распределения импульсного электрического поля в объеме -

логической клетки рассчитаны с учетом нелинейных проводящих
 мембраны 

длите  импульсов, когда 
10–4 с. При этом мембрана выступает в качестве электрического эк-

 длинных импу
ин я вел

сме

>иτ
рана, препятствующего протеканию тока внутри клетки. Падение на-
пряжения на мембране в случае льсов велико, причем в 
силу нел ейных свойств мембраны наибольша ичина трансмем-
бранного потенциала достигается на участках мембраны, находящихся 
под обратным щением. 

При коротких импульсах ( <иτ 10 с) в объеме мембраны возни-
кают большие токи смещения. В силу этого она утрачивает функции эк-
рана и во внутриклеточной среде протекают значительные токи. В этом 
случае нелинейные проводящие свойства мембраны слабо влияют на 
характер распределения поля. 

Расположение зон наибольшего нагрева биологической среды, а 
также величина максимальной температуры существенно зависят от 
длительности импульса внешнего электрического поля. 

–5 
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9. ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ И ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ 
ПРИ МАГНИТНО-ЖИДКОСТНОЙ ГИПЕРТЕРМИИ 

БИОЛОГИЧЕСКИХ ТКАНЕЙ 
 
 
 

9.1.     Предварительные замечания  
 
В последнее десятилетие интенсивное развитие нанотехнологий с 

применением наноразмерных магнитных частиц биомедицинского на-
значения открыло новые возможности диагностики и лечения ряда за-
болеваний [1]. Одним из перспективных методов в терапии онкологиче-
ских болезней является метод магнитно-жидкостной гипертермии. Ос-
нован такой метод на эффекте магнитоуправляемого селективного нако-
пления магнитной жидкости в области опухолевого образования и по-
следующего ее нагрева во внешнем высокочастотном магнитном поле 
[2–7]. В своей основе композиционная структура вводимой в опухоль 
жидкости содержит магнитные наночастицы.  

Реализация метода магнитно-жидкостной гипертермии включает 
такие этапы: доставка магнитной жидкости в зону опухоли; удержание 
частиц нанокомпозита в этой зоне с помощью внешнего магнитного по-
ля; контролируемый высокочастотный нагрев магнитных наночастиц до 
температуры 42–450С; поддержание температуры на заданном уровне в 
течение строго определенного промежутка времени.  

Известно [5, 7], что при нагреве до указанной температуры рост 
раковых клеток останавливается, и опухолевая ткань начинает разру-
шаться. Современный уровень клинического использования метода маг-
нитно-жидкостной гипертермии описан в работах [5, 7]. 

В качестве магнитных частиц, составляющих основу магнитной 
жидкости для биологического применения, используются, как правило, 
частицы сферической формы с диаметром в среднем 6–12 нм. Выбира-
ются частицы, характеризующиеся хорошей биологической совмести-
мостью, низкой токсичностью, высоким удельным поглощением энер-
гии электромагнитного поля и намагниченностью насыщения [8].  

При выборе параметров переменного магнитного поля руково-
дствуются условием его безопасного физиологического воздействия на 
живые организмы. Такому условию удовлетворяет магнитное поле в ди-
апазоне частоты 0,05–1,2 МГц с амплитудой = 5–15 кА/м [9].  =f maxH
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В зависимости от кристаллической структуры и размеров исполь-
зуемых магнитных частиц механизмы их нагрева различны и основыва-
ются на следующих процессах [10]: 

1) диссипация магнитной энергии вследствие физического вра-
щения магнитных частиц в жидкой среде под действием момента маг-
нитных сил (броуновской релаксации); 

2) диссипация магнитной энергии вследствие вращения магнит-
ных моментов доменов в объеме каждой частицы под действием пере-
менного магнитного поля (релаксации Нееля); 

3) индукционный нагрев частиц вследствие протекания вихревых 
токов в их объеме (практическое значение этот механизм нагрева имеет 
только для частиц достаточно больших размеров и изготовленных из 
электропроводящих материалов, например, серебра, золота и т. п.). 

Детально механизмы нагрева наночастиц в магнитной жидкости 
описаны, например, в работах [9–11].  

При реализации на практике метода магнитно-жидкостной ги-
пертермии возникают следующие технические задачи, от успешного 
решения которых зависит возможность скорейшего практического вне-
дрения метода:  

– определение магнитных свойств наночастиц и особенностей 
силового воздействия на них внешнего постоянного и переменного маг-
нитных полей;  

– возможность управления движением магнитных наночастиц в 
биологических тканях, а также в потоке крови с помощью внешнего 
магнитного поля, создаваемого специально разработанными магнитны-
ми системами; 

– изучение электромагнитных и тепловых процессов в биологи-
ческих тканях при наличии магнитной жидкости, выделяющей тепло-
вую энергию; 

– обеспечение максимальной концентрации наночастиц в зоне 
опухоли и соответственно оптимального ее нагрева до заданной темпе-
ратуры; 

– измерение и контроль температуры в зоне опухоли, поддержа-
ние терапевтического температурного диапазона (42–450С) на протяже-
нии всего сеанса лечения. 

Решение перечисленных задач требует применения как экспери-
ментальных методов исследования, так и компьютерного моделирования. 

В данном разделе методом компьютерного моделирования про-
водится исследование электромагнитных и тепловых процессов в био-
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логических тканях, имеющих место при реализации метода магнитно-
жидкостной гипертермии, на примере физической модели мыши. Для 
получения достоверных результатов в работе учитываются такие факто-
ры, как конфигурация распределения в теле мыши магнитного поля, 
создаваемого индуктором, неравномерное распределение концентрации 
в зоне опухоли наночастиц, выполненных из магнетита, сложная алго-
ритмическая зависимость мощности, выделяющейся в тканях при нало-
жении высокочастотного магнитного поля, а также тепломассоперенос в 
живых тканях с учетом теплопередачи потоком крови.  

Решение поставленной задачи включает выполнение этапов:  
1) расчет магнитного поля индуктора;  
2) расчет электромагнитных потерь, выделяемых в магнитной 

жидкости с наночастицами;  
3) задание пространственного распределения магнитных нано-

частиц в зоне опухоли;  
4) расчет тепловых процессов в объеме мыши.  
Схема связи решаемых электромагнитной и тепловой задач пока-

зана на рис. 9.1. Согласно классификации раздела 1 задачи являются сла-
босвязанными и решаются последовательно. 
 
9.2.     Описание электромагнитных процессов 
 

Моделируются основные физические процессы, протекающие в 
экспериментальной установке, когда в зону опухоли мыши вводится 
магнитная жидкость–нанокомпозит, содержащая наноразмерные части-
цы Fe3O4, и затем осуществляется воздействие высокочастотным маг-
нитным полем, создаваемым цилиндрическим индуктором. Физическая 
модель такой установки показана на рис. 9.2, а.  

 

Магнитное поле индуктора. При расчете магнитного поля ин-
дуктора с переменным электрическим током (частота 100 кГц) учитыва-
ется следующее.  

Во-первых, переменное магнитное поле индуцирует вихревые 
токи в теле мыши с электропроводностью ≈σ 0,1 См/м. Плотность ин-

                                      

Рис. 9.1. Связь физических задач для расчета процессов  
при магнитно-жидкостной гипертермии биологических тканей 

Мощность потерь 
Р  

 

Электромагнитная  
задача 

 

Тепловая задача 
(задача бионагрева) 
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дуцированных токов составляет AJинд σω≅ , где ω  – угловая частота, 
A  – модуль векторного магнитного потенциала. Значение потенциала 
может быть определено исходя и HR0з оценки A μ≅ , где =H 15 кА/м – 
пряженность поля в объеме мыши, на =R 0,015 м – радиус индуктора. 

Получаем =A 0,28·10–3 Тл·м и =индJ 17,6 плотность 
индуцированных токов значительно меньше плотности тока в обмотке 
индуктора ставляет 

 А/м2. Поскольку 

и со ≈0J 107 агнитное поле, создаваемое ин-
дуцированными токами, оказывается значительно меньше внешнего по-
ля.  

Во-вторых, в силу малого значения магнитной восприимчивости 
нано

А/м2, м

частиц, эффективная магнитная проницаемость тканей с опухолью, 
содерж

  
ащей магнитные частицы, приблизительно равна проницаемости 

воздуха, т.е. 1≈rμ  (относительное значение проницаемости).  
Из изложенного следует, что расчет поля в объеме мыши может 

быть выполн приближении уединенного индуктора, т.е. безен в  учета 
электр

численного решения 
двумер

ических и магнитных явлений в теле мыши.  
Магнитное поле цилиндрического индуктора, находящегося в 

воздухе, можно найти путем аналитического либо 
ной полевой задачи [12]. С учетом того, что форма индуктора на 

практике может быть более сложной, чем цилиндрическая, рассмотрим 
полевую задачу в общей трехмерной постановке в виде 

00JA μ−=Δ , 
где A  – векторный магнитный потенциал;  – плотность0J  тока в индук-
торе.  

на границе расчетной области, показанной на рис. 9.2, б.  

 фазу с маг-
нитны

В качестве граничных условий задается нулевое значение потен-
циала A  

Решение поставленной задачи выполняется численным методом 
конечных элементов в программе Сomsol Multiphysics [13]. 

Потери в магнитных наночастицах. Рассмотрим композицион-
ную магнитную среду, содержащую немагнитную жидкую

ми наночастицами и помещенную во внешнее переменное маг-
нитное поле tje ω

0H . Концентрация частиц предполагается малой, так 
что поведение каждой частицы может рассматриваться в приближении 
уединенной частицы. Величина потерь, выделяемых в единице объема 
такой магнитной среды, вычисляется на основании следующего выра-
жения [10]: 
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                2
0 HfP χπμ ′′= .                                       (9.1) 0

Здесь πω 2/=f  – менения внешчастота из него магнитного поля; χ ′′ – 
 магнитной  среды.  мнимая составляющая  восприимчивости

Определим далее значение χ ′′  в зависимости от параметров г-
нитной среды. 

ма

и магнитной жидкости  (
Предполагаем, что динамический процесс изменения во времени 

намагниченност , 0χ)(tM HM 0= χ  – магнит-

 жидкой среды вида 
ная восприимчивость среды) может быть описан уравнением релаксации 
Шлиомиса [14] для случая неподвижной

( ) ( )( )t
t
t MMM

−=
∂

∂
0

1
τ

, 

τгде  – постоянная времени релаксации;  равновесное значение 
намагниченности среды.  

ние

0M  –

Отсюда получим следующее выраже :  

( ) 021
χ

ωτ

ωτ
                                (9.2) 

После подстановки (9.2) в (9.1) запише

χ
+

=′′ .     

м выражение для потерь:  

       
( )2

2
000

21 τπ

2 τπχπμ
f

fHP
+

= .                             (9.3)
f

 

а                                                                  б 
 

Рис. 9.2. Физическая модель мыши с индуктором для моделирования 
электромагнитных и тепловых процессов (а); трехмерная расчетная  

область с нанесенной конечно-элементной сеткой (б)  

 

индуктор 

зона опухоли 
 с магнитными  
 частицами 
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Из выражения видно, что потери энергии
ются значением постоянной времени релаксации

 (9.3)  в среде определя-
τ , а также зависят от  

 ω  частоты и магнитной восприимчивости 0χ .  
 

Расчет постоянной времени. Расчет значения величины τ  про-
водится с помощью выражений, приведенных в
ния релаксационных процессов Броуна и 

  [10], с учетом протека-
Нееля на основании следую-

щего п

емятся

ее в ов

2) магнитный момент вращается внутри кристалла частицы, ко-
торая о

 свои значения 
постоя

одхода. 
Будем полагать, что магнитные наночастицы являются однодо-

менными и характеризуются магнитным моментом, равным pdVM  

( –dM   доменная намагниченность частицы; pV  – ее объем). При нало-
жении внешнего магнитного поля магнитные моменты частиц стр  
развернуться и сориентироваться по полю, заняв энергетически наибо-
л ыгодное положение. Этот процесс сопр ождается необратимым 
рассеянием энергии, что приводит к нагреву частиц и жидкой вязкой 
среды. При вращении магнитного момента частиц различают два слу-
чая:  

1) магнитный момент увлекает за собой частицу; в этом случае 
говорят о броуновском механизме диссипации энергии;  

стается неподвижной, – механизм диссипации энергии Нееля.  
Каждому из указанных механизмов соответствуют
нных времени Bτ  и Nτ , являющиеся также временами релакса-

ции. На практике, как правило, проявляются одновременно оба меха-
низма потерь.  

Броуновская постоянная времени выражается следующим обра-
зом [15]: 

Tk
V
B

H
B

ητ 3
= , 

где η  – коэффициент вязкости магнитной жидкости; T  – абсолютная 
температура; Bk  = 1,38·10–23 Дж/К – постоянная Больцмана; HV

равным
 – гид-

родинамический объем частицы, который будем полагать  объе-
му частицы 3/4 3RVP π=  для сферических частиц радиуса

Время релаксации Нееля
 R . 

 Nτ  согласно [16] определяется выраже-
нием 
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2/102 Γ
= ττN , 

где TkKV

expΓπ

BP /=Γ ; K  – постоянная анизотропии, которая для случая 
частицы из магнетита равна =K 23 кДж/м3, =0τ 10–9 с [10]. 

Полагая, что броуновский процесс и процесс Нееля протекают 
параллельно, запишем выражение для эффективной постоянной времени 
в виде  

NB τττ
Расчетные зависимости указанных постоянных времени в функ-

ции радиуса магнитной частицы показаны на рис. 9.3 [10]. Ка ледует 
из приведенных данных, для частиц размером 7

111
+= . 

к с
<R ,5 нм преобладает 

механизм ди ергии Нееля, так как величина ссипации эн τ  определяется 
меньшим значением из двух величин Nτ  и Bτ  и в данном диапазоне R  
значением Nτ . Для частиц же размером нм преобладает меха
низм броуновской диссипации.  

 

Зависимость магнитной восприимчивости от напряженности 
. Соотношени 9.

 ма т приимчиво-
сти, т.е

Рис. 9.3. Зависимость постоянных времени релаксации 
от радиуса магнитной наночастицы 

5,7>R -

поля е ( 3) выражает объемную плотность мощности дис-
сипации энергии для частиц одного размера (в случае монодисперсно-
сти) в предположении постоянного значения гни ной вос

. без учета нелинейных магнитных свойств среды. На самом деле 
 

5 .10 9 6 .10 9 7 .10 9 8 .10 9 9 .10 9 1 .10 8 1.1 .10 8
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магнитная восприимчивость среды 0χ  зависит от величины внешнего 
магнитного поля. Для приближенного учета этой зависимости предпо-
ложим, что намагниченность среды зависит от напряженности поля со-
гласно классической теории Ланжевена [17]: 

                         ( )ξLMM s= .                                         (9.4) 
Здесь ( ) ξξξ /1−= cthL  – функция Ланжевена [17]; безразмерный пара-
метр TkHVM BPd /0μξ = ; dM  – доменная намагниченность магнитной 
частицы; φ  – объемная концентрация магнитных частиц в тканях; 
M ds Mφ=  – намагниченность насыщения

Используя выр
иимчивости

 среды. 
ажение (9.4), получим зависимость магнитной 

воспр  0χ  от н ряжап енности поля H  в виде 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=
ξ

ξ
ξ

χχ 13)(0 cthH i .                                (9.5) 

В (9.5) исходная магнитная восприимчивость  

=→∂
∂M 2= 0HHiχ 0φμ  

определяется путем дифференцирования по

TkVM BPd 3/

 H  соотношения Ланжевена 
(9.4) при условии, что H  стремится к нулю. 

Подстановка выражения )(0 Hχ  согласно (9.5) в (9.3) позволяет 
учесть эффект насыщения при расчете потерь. Выражение для потерь 
(9.3) с учетом (9.5) будем использовать далее при расчете потерь в зоне 
опухоли. 

 

Пространственное распределение магнитных наночастиц в опу-
холи. Для нагрева опухоли необходимо обеспечить локализацию маг-
нитных наночастиц в ее зоне и достичь требуемого значения их концен-
трации. Предполагается, что опухоль имеет форму сферы с радиусом 

и центром в точке Распределение объемной концентра-
ции магнитных наночастиц в зоне опухоли описывается пространствен-
ной функцией нормального распределения: 

,   (9.6) 

где  – характерный размер функции распределения частиц; 

опR   ),,( 000 zyx . 

)/])()()[(exp(),,( 2
0

2
0

2
0

2
0max rzzyyxxzyx ′−+′−+′−−⋅= φφ

0r maxφ  – 
максимальное значение объемной концентрации. Координаты точки 
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),,( 000 zyx ′′′  максимума концентрации частиц в общем случае могут не 
совпадать с центром опухоли .  

тк

 
 ),,( 000 zyx

Общий объем частиц, находящихся в анях мыши, вычисляется 
как  

3
0max )(),,( πφφ rdxdydzzyx∫ ∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
= . 

Предположим, что в зону опухоли введена магнитная жидкость 
объемом жV  и с объемной концентрацией частиц 0φ . Тогда из условия 
равенства объемов частиц получим связь maxφ  с 0φ  вида 

3
00max

3
0max0 )/(откуда,)( πφφπφφ rVrV жж == . 

Далее значения п 0max , rараметров φ  выбраны из условия постоян-
ства суммарного объема частиц: =0φжV 0,02 мл = соnst. 

 
9.3.     Модель тепловых процессов 
 

  мышиДля расчета нестационарного теплового процесса в объеме  
применительно к задаче магнитно-жидкостной гипертермии использу-
ется уравнение тепломассопереноса в живых тканях [18]: 

PQTTcT
t
TC a∇∇=
∂
∂ λρ metbbb ++−+ )(ωρ ,                (9.7) 

где T  – локальная температура биологической ткани, изменяющаяся во 
врем  t ; ени λρ ,, C
теплопроводность

 – соответственно плотность, удельная теплоемкость 
и  ткани, зависящие в общем случа от координаты; е 

 – теплоемкость и плотность крови; bbc ρ, bω  – скорость кровотока; 
– темп

и м

aT  
ература артериальной крови; metQ  – источник тепла, вызванный 

процессам етаболизма; P  – мощность, выделяем  в единице объема 
ткани за счет механизма поглощения электромагнитной 
чина 

ая
энергии; вели-

P  определяется на основании выражения (9.3) с учетом (9.5). 
Уравнение (9.7) учитывает передачу тепла в биологической среде 

за счет , 
тканей и тепла

тной энергии.  
В  граничных условий задается условие теплоотдачи в ок-

 теплопроводности и теплообмена вызванного кровоснабжением 
, а также включает источник , связанные с метаболизмом и 

поглощением магнитными наночастицами электромагни
 качестве

ружающую среду вида 
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)( окрTT
n
T

−=
∂
∂

− αλ ,                                   (9.8) 

где окрT  – температура окружающей среды; n  – единичный вектор 
внешней нормали к границе; α  – коэффициент теплоотдачи.  

 

Таблица 9.1. Исходные данные для расчетов 
 

Параметры Значения 
  1. Индуктор 
  Диаметр внутренний / внешний, мм 30 / 40 
  Высота, мм 32 
  Расстояние до поверхности мыши, мм 3   
  Число витков  5 
  Действующее значение тока I, А 350 
  Частота тока f, кГц  100 
  2. М гнитные наночастицы (магнетит) а
  Радиус частиц R , нм 6 
  Плотность ρ , кг/м3  5180 
  Удельная теплоемкость с, Дж/(кг·К)  670 

ксимальное значение концентрации maxφ  0,017; 0,03; 0,06   Ма
  3. Теплофизические характеристики  
  Начальная температура 0С  37  0T , 
  Температура окружающей среды 0С 25  окрT , 
  Коэффициент теплоотдачи α , Вт/(м2·К) 3,5 
  Температура артериальной крови 0С  37  aT , 

  Тепловыделение за счет метаболизма Qmet, Вт/м3 540 
  3.1. Зона опухоли 
  Радиус сферы, моделирующей зону опухоли Ron, м 0,005 
Расстояние от поверхности мыши до центра сферы, м 0,009 
Плотность ρ , кг/м3 1100 

λ , Вт/(м·К) 0,55 Теплопроводность
Удельная теплоемкость с, Дж/(кг·К) 4200 

, Вт/(м3·К) 112  bbbc ωρПроизведение
3.2. Вне зоны опухоли 
Плотность тканей ρ , кг/м3 1000 
Теплопроводность тканей λ , Вт/(м·К) 0,502 
Удельная теплоемкость с, Дж/(кг·К) 4200 

, Вт/(м3·К) 4200  bbbc ωρПроизведение
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Начальное емпература те-
ла мыши

 условие тепловой задачи – нормальная т
 00 TT t ==  =

 численно методом х 
э omsol Multiphysics.  

 для расчето  
н
 
9 ных расчетов  
 

даны согласно [19–21] и приве-
д

д рис. 9.4. Видно, что при ранном 
р  напряженность й 
г , тогда как на нижней границе – 
5

ы в тральной плоскост  на по-
в име показано на ри 5, а и б 
с й, когда максимальная концен-
т е оли и параметры фу ии рас-
п ел

 370C. 
Тепловая задача (9.7), (9.8) решалась

лементов с помощью программы C
 конечны

Конечно-элементная сетка, использованная в, показана
а рис. 9.2, б. 

.4.     Результаты компьютер

Исходные данные для расчетов за
ены в табл. 9.1. 

Расчетное распределение магнитного
уктора в зоне опухоли показано на 

 поля цилиндрического ин-
 выб

асположении индуктора над мышью  поля на верхне
ранице опухоли составляет 15 кА/м
 кА/м.  

Распределение температур  цен и и
ерхности мыши в установившемся реж
оответственно. Здесь рассмотрен сл ч

с. 9.
у а

рация частиц находится в центр опух нкц
ред ения (9.5) равны: 03,0max =φ , =0r 5 мм. Как видно, а с мак-
с л турой = 42,5 находится выше ц опухо-

точк
има ьной темпера  ( maxT 0C) ентра 

Рис. 9.4. Распределение напряженности магнитного поля в расчетной области  
в цветe и в виде стрелок, Hmax = 4,27·104 А/м. Справа на вставке – изменение  

поля H вдоль вертикальной линии, проходящей через центр опухоли  

0

0.5

1.51 2

2.
H·104, А/м 

5 3

3.5
x 10

4 
H

А
/м

·1
04 , 
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ли, что обусловлено неравномерным распределением магнитного поля 
по высоте и, как следствие, неравномерным распределением электро-
магнитных потерь, выделяемых в магнитных частицах. Температура по-
верхности мыши в установившемся режиме достигает значения
= 40,90C (рис. 9.5, б).  

На практике стремятся получить равномерный нагрев 
холевого образования. Одним из возможных механизмов уп

 =maxT  

зоны опу-
равления 

                  а                                                                    б 
 

Рис. 9.5. Распределение температуры в момент времени t = 1200 c 
в центральной плоскости (а) и на поверхности мыши (б).  

Концентрация частиц maxφ = 0,03; r0 = 5 мм 

В 

А 

  T = 42,50С 
Tmax = 40,90С  

max 

0 0.01 0.02 0.03

38

40

42

600 

300 c

120 c

А В

 
 

Т, 0C

зона опухоли 

t = 1200 c 

Рис. 9.6. Изменение температуры (вдоль линии АВ, см. рис. 9.5, а)  
в различные моменты времени t при смещении точки  
с максимальной концентрацией частиц вниз на 2 мм 
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степенью неравномерности температуры является изменение распреде-
ления пространственной концентрации частиц в опухоли.  

На рис. 9.6 показано изменение температуры при смещении кри-
вой распределения концентрации частиц в тело мыши на 2 мм, что при-
водит к более равномерному распределению температуры в зоне опухо-
ли. При этом концентрация частиц, задаваемая формулой (9.6), характе-
ризуется параметрами 03,0max =φ , 005,00 =r . Максимальная темпера-
тура  = 41,470C достигается при t = 1200 c. 

 

Основные результаты представленной в разделе работы заклю-
чаются в следующем. 

Решены слабосвязанные электромагнитная задача и задача био-
логического нагрева применительно к практической реализации метода 
медицинского назначения – магнитно-жидкостной гипертермии.  

Изучены процессы нагрева зоны опухоли в теле мыши при нали-
чии в ней жидкости с магнитными частицами под воздействием высоко-
частотного магнитного поля, создаваемого цилиндрическим индукто-
ром.  

Проведен сравнительный анализ изменения во времени темпера-
туры в зоне опухоли и на поверхности мыши. В исследуемом случае 
температура на поверхности на 1–20С ниже температуры в зоне опухо-
ли. Полученная информация может служить основой для создания аппа-
ратно-программного комплекса, позволяющего средствами компьютер-
ного моделирования определять распределение температуры в зоне опу-
холи по измеренным значениям температуры на поверхности мыши. 

Исследован вопрос неравномерности нагрева зоны опухоли при 
различном характере распределения в ней объемной концентрации час-
тиц. Показано, что при заданном расположении индуктора для повыше-
ния равномерности нагрева опухоли необходимо добиться смещения 
точки с максимальной концентрацией частиц вглубь опухоли.  

 

Материалы более детального исследования электротепловых про-
цессов

 maxT

 при магнитно-жидкостной гипертермии представлены в работе 
[22]. 
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10. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ЦЕПИ ДЛЯ РАСЧЕТА 
ПРОЦЕССОВ РАЗЛИЧНОЙ ФИЗИЧЕСКОЙ ПРИРОДЫ 

 
 
 

10.1.   Определение и примеры мультифизических цепей 
  

Процессы различной физической природы могут исследоваться 
методами теории эквивалентных электрических цепей с сосредоточен-
ными параметрами. Для этого традиционно формируются эквивалент-
ные цепи – электрическая, магнитная, тепловая, гидравлическая в зави-
симости от изучаемых в данном устройстве процессов, и их решение 
выполняется с применением методов теории электрических цепей – ли-
нейных, параметрических или нелинейных.  

Мультифизической цепной задачей будем называть такую муль-
тифизическую задачу, в которой все взаимосвязанные физические про-
цессы моделируются эквивалентными цепями, связанными между собой 
входными и выходными переменными, а под мультифизической цепью 
будем подразумевать интегрированную цепь, состоящую из ряда част-
ных связанных между собой цепей, моделирующих процессы различной 
физической природы.  

Цепи различной физической природы по отдельности изучались 
в литературе, начиная со средины прошлого века, например, в работах 
[1–4]. Однако при их совместном рассмотрении в рамках единой муль-
тифизической задачи возникает целый ряд проблем вследствие необхо-
димости установления характера связей, обмена данными между част-
ными цепями, программной реализацией таких связей и достижения ус-
тойчивого вычислительного процесса в течение всего длительного рас-
чета. В силу этих обстоятельств интегрированная цепь становится объ-
ектом самостоятельного исследования, что обусловливает целесообраз-
ность введения для нее специального термина, который и предлагается в 
данной работе, – мультифизическая цепь. 

Приведем простой пример мультифизической цепи, используе-
мой при расчете нагревательного элемента, например, электроплиты, 
подключенной к источнику синусоидального напряжения. Нагреватель-
ный элемент будем моделировать сопротивлением , зависящим от 
температуры по известному закону. Для упрощения предположим, что 

)(TR
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процесс нагрева элемента описывается нестационарным уравнением те-
плопроводности для случая однородного тела: 

)( 0TTSP
t
TCm −λ−=
∂
∂ ;                         (10.1) RiP 2=

с начальным условием 
0)0( TT = .                                           (10.2) 

Здесь  и – теплоемкость и масса нагревательного элемента соответ-
ственно;  – площадь его внешней поверхности; 

C m
S λ – коэффициент теп-

лоотдачи с поверхности;  – мощность джоулевых потерь; – темпе-
ратура окружающей среды. 

P 0T

Эквивалентная электрическая и тепловая схемы замещения для 
описания рассматриваемого электротеплового процесса показаны на 
рис. 10.1. Для компьютерной реализации схемы использована програм-
ма Matlab/Simulink/SimPowerSystems [5, 6]. На рис. 10.1 слева приведена 
электрическая цепь для решения данной задачи, состоящая из источника 
синусоидального напряжения 220 В, 50 Гц с внутренними параметрами 

0,1 Ом,  1 мГн. Источник подключен к нелинейному сопротив-=R =L

 

Электрическая цепь 
Тепловая цепь 

Связь между цепями 

е TC  

TR  

 
 

Структура блока R(T)

Рис. 10.1. Мультифизическая цепь, состоящая из связанных частных  
электрической и тепловой цепей, для моделирования  
электротепловых процессов в нагревательном элементе 
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лению нагревателя – блок R(T). Задаваемая зависимость  показана 
далее на рис. 10.3, а. 

)(TR

Тепловая цепь, моделирующая нестационарный процесс нагрева 
путем решения задачи (10.1), (10.2), приведена справа на рис. 10.1. В 
ней для задания джоулевых потерь используется управляемый источник 
тока.  

Характер связей между двумя частными электрической и тепло-
вой цепями определяется постановкой задачи и показан на рис. 10.2. 

В электрической цепи измеряются значение тока в нагреватель-
ном элементе  и падение напряжения на нем. Путем их перемножения 
вычисляются потери мощности , значение которых подается в 
качестве управления на вход источника тока. 

i
RiP 2=

В тепловой цепи измеряется температура нагревателя, по ее зна-
чению определяется его сопротивление, которое затем передается в блок 
R(T). В этом блоке, зная величину напряжения и сопротивления, вычис-
ляется ток. Структура блока R(T) показана на рис. 10.1, внизу. В нем для 
улучшения сходимости вычислительного процесса и устранения образо-
вания замкнутых алгебраических контуров [6, с. 240] устанавливается 
элемент временной задержки на малую величину  = 10dT –6с. 

Результаты компьютерного расчета электротеплового переходно-
го процесса приведены на рис. 10.3, б. Здесь показано уменьшение ам-
плитуды синусоидального тока во времени, связанное с ростом сопро-
тивления нагревателя, и изменение температуры нагревателя с выходом 
на установившийся режим за время 5 с.  

Более наглядно преимущества применения цепного подхода к 
моделированию электротепловых процессов в нагревателе проявляются 
при анализе его работы в повторно-кратковременном режиме. Результа-
ты расчета такого режима приведены на рис. 10.4, где показаны динами-
ка нарастания температуры при протекании тока в нагревателе и спад 
температуры в промежутках времени, когда нагреватель отключен от 
сети. 

                                      

Рис. 10.2. Структура мультифизической цепной задачи и связи между  
частными задачами при расчете электротепловых процессов в нагревателе 

 Джоулевы потери 
Р = i2·R(T)  

 

Задача расчета  
тепловой цепи 
 нагревателя 

 

 

Задача расчета  
электрической цепи

 нагревателя 
 Температура T
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Рис. 10.3. Зависимость сопротивления нагревателя от температуры R(T) (а);  
изменение во времени тока в цепи нагревателя и температуры его нагрева (б)  
при подключении нагревателя к источнику синусоидального напряжения 

 Ток, А 

Температура, 0С 

время, с 
Рис. 10.4. Изменение во времени тока в цепи нагревателя и его температуры  

при работе нагревателя в повторно-кратковременном режиме 

R , Ом 

T, 0С аТок, А 

Температура, 0С 

время, с б
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В соответствии с общей классификацией мультифизических за-
дач (рис. 1.6, раздел 1) мультифизические цепные задачи в зависимости 
от характера связей между составными частными задачами подразделя-
ются на слабосвязанные и сильносвязанные. В случае слабой связи меж-
ду частными задачами, их решение может выполняться последователь-
но, а при сильной связи частные задачи должны решаться одновременно.  

Рассматриваемые частные цепи в задаче расчета электротепло-
вых процессов в нагревателе являются сильносвязанными и решаются 
одновременно в рамках единой Simulink-модели (рис. 10.1).  

В качестве второго примера рассмотрим показанную на 
рис. 10.5, а модель силового трехфазного трансформатора, состоящую 
из внешней электрической цепи, непосредственно электрической цепи 
трансформатора и эквивалентной нелинейной магнитной цепи его маг-

 

 

б

 

Внешняя  
электрическая цепь 

Электрическая цепь 
трансформатора 

u
 
 
i 

dΨ
dt

 
   i 

а 

ψ
φ→ψ→=

dt
dU

iwi ←

 в 

Магнитная цепь  
трансформатора  

Рис. 10.5. Модель силового трансформатора с учетом внешней цепи (а). 
Связь между цепными задачами (б) и передача данных между ними (в) 
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нитопровода. Модель реализована средствами программы Matlab/ 
Simulink. Данные, передаваемые между электрической и магнитной це-
пями трансформатора, показаны на рис. 10.5, б. По фазным напряжени-
ям на первичных и вторичных обмотках трансформатора путем интег-
рирования определяются потокосцепления или после деления на число 
витков – магнитные потоки в стержнях в местах расположения обмоток. 
Значения магнитных потоков передаются в магнитную цепь. После рас-
чета магнитной цепи находятся ампер-витки каждой обмотки, а отсюда 
и токи во всех обмотках. Значения токов используются при расчете 
электрической цепи. Такая передача данных между электрической и 
магнитной цепями трансформатора показана также на рис. 10.5, в стрел-
ками. Более подробно описание этой модели и результаты расчетов пере-
ходного процесса в трансформаторе представлены в разделе 11. 

 
10.2.   Построение эквивалентных цепей для расчета процессов  
           различной физической природы 

 
Для построения эквивалентной цепи исследуемого физического 

процесса на первом этапе выбираются фазовые переменные двух типов: 
интенсивная переменная типа электрического напряжения и экстенсив-
ная переменная типа электрического тока. Как известно, переменные 
величины (параметры), не зависящие от размеров или массы системы, 
называются интенсивными, а пропорционально изменяющиеся с изме-
нением размеров системы – экстенсивными. Иначе говоря, при объеди-
нении двух одинаковых материальных систем значение любой экстен-
сивной переменной удваивается по сравнению с тем, которое она имела 
в каждой

пей, пр

. 

 системе до объединения. Так, например, при объединении 
двух одинаковых электрических цепей суммарный ток в ветвях, объеди-
няющих ветви этих цепей, удваивается, а значения потенциалов в узлах, 
а отсюда и напряжений на ветвях, не изменяются.  

Основные фазовые переменные, выбираемые при моделировании 
шести различных физических процессов на основе эквивалентных це-

иведены в табл. 10.1. 
На втором этапе проводится непосредственное построение экви-

валентной цепи с применением, как правило, двух основных подходов
Первый подход применяется в случае, когда исследуемый физи-

ческий процесс описывается аналитическим выражением или обыкно-
венным  дифференциальным уравнением. При этом  используется метод 
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аналогии – формируется такая электрическая цепь, для которой алгеб-
раическое или дифференциальное уравнение для токов или напряжений 
совпадает с математической моделью исследуемого процесса. 

Второй подход применяется в случае, когда исследуемый физи-
ческий процесс описывается на основе положений теории поля с ис-
пользованием дифференциальных уравнений в частных производных. 
Путем осреднения таких уравнений по объему первоначально выбран-
ного малого элемента объема для него строится эквивалентная цепь. 
Представляя все устройство в виде конечного числа таких элементов 
объе формируется в итоге эквивалентная цепь всего устройства.  

ти, любая полевая задача, решаемая каким-либо численным 
мето  элементов, контрольного объема или конечных раз-
носте жет быть представлена в виде эквивалентной электрической 
цепи кого порядка, число узлов и ветвей которой соответствует 
числ чных элементов, выбранных в расчетной области. Это об-
стоятельство было впервые обосновано в работах Г. Крона [7, 8], в кото-
рых ены эквивалентные цепи для основных типов дифференци-
альны  в частных производных. 

ачестве примера построения эквивалентной цепи согласно 
перво одходу рассмотрим простую колебательную механическую 
систе  тела массой

ма, 
По

дом
й)

 вы
у к

по
х
В
м
му

 су
 (конечных

, мо
со
оне

стро
 уравнений

 к
у п
 в виде  M , закрепленного на пружине с постоянной 

и п личии вязкого трения с коэффициентомk   Dри на  (рис. 10.6, а).  
ференциальное уравнение, описывающее механические ко-

лебан кой системы, имеет вид 

        

Д
ия

иф
 та

∫ =++ FvdtkDv
dt
dvM ,                                  (10.3) 

где рость движения тела; F v  – ско – приложенная внешняя сила. 
 рассматриваемой системы возможны два вида аналогии:  

 сила соответствует току в электрической цепи, а скорость – 
напряжению; схема замещения для этого случая показана на рис. 10.6, б, 
и записанное для нее дифференциальное уравнение совпадает по виду с 
уравнением (10.3);  

2) сила соответствует напряжению, а скорость – току; схема за-
мещения для такого случая показана на рис. 10.6, в, и дифференциаль-
ное уравнение для такого случая также совпадает по виду с уравнением 
(10.3). 

На практике обе приведенные схемы замещения могут использо-
 для моделирования колебательного процесса. Однако следует 

Д
1)
ля

ваться  
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 Аналогия 1 
uviF ⇔⇔ ,

 

учесть, что для случая, когда меха

ж

ническая система является составной 
частью более сложной, например, электромеханической системы, при 
реализации связей  подсистемами устой

ы после-
т ора 

схемы 

с

между чивость вычислительного 
процесса зависит от выбора схем замещения (параллельное или 
дова ельное соединение электрических элементов), и вопрос выб

рдолжен ассматриваться отдельно. 
Примеры построения эквивалентных цепей устройств исходя из 

постановки полевой задачи в рамках описанного выше второго подхода 
проводятся далее в разделе 13.  
 

Рис. 10.6. Колебательная механическая система (а); эквивалентные схемы заме-
щения для случая, когда сила соответствует электриче кому току (б)  

и когда сила соответствует электрическому напря ению (в) 

 
      М 

F 

v 

k D 

а 

Аналогия 2 
ivuF ⇔⇔ ,  

б 

i 
R C L u 

  iudtLuR
dt
duC =++ ∫−− 11  

R C L E

в

EidtCRi =++ −1  
dt ∫
diL
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11. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ И МАГНИТНЫЕ ПРОЦЕССЫ  
В ТРЕХФАЗНОМ СИЛОВОМ ТРАНСФОРМАТОРЕ  

В ПЕРЕХОДНЫХ РЕЖИМАХ 
 
 
 

11.1.   Предварительные замечания  
 
На сегодняшний день разработка новых методов и универсаль-

ных математических моделей для численного исследования динамиче-
ских режимов работы силовых электротехнических устройств, содер-
жащих ферромагнитный сердечник (трансформаторов, реакторов и др.) 
и входящих в электроэнергетические системы, является актуальной за-
дачей из-за внедрения нового силового электрооборудования и ряда не-
решенных проблем [1], обусловленных отсутствием опыта его эксплуа-
тации. При моделировании различных аварийных ситуаций в работе та-
ких устройств исследователи стремятся, с одной стороны, наиболее 
полно отразить в модели его особенности, что усложняет модель, а с 
другой стороны, представить его как элемент довольно сложной элек-
троэнергетической системы, а значит, по возможности упростить мо-
дель. Удачным компромиссом при выполнении этих требований для 
случая моделирования работы силовых трансформаторов и реакторов 
(управляемых и неуправляемых) в переходных режимах может быть ис-
пользование сочетания методов теории электрических и магнитных це-
пей, расчет которых на компьютере выполняется достаточно эффектив-
но и с малыми затратами времени. Совместное решение уравнений 
электрической и магнитной цепей позволяет рассчитывать динамиче-
ские процессы в системах, содержащих устройства с различной струк-
турой обмоток, схемой их соединения и при наличии разветвленной 
магнитной цепи.  

Применение компьютерных программ визуального программи-
рования, среди которых Matlab/Simulink/SimPowerSystems [2], позволяет 
исключить трудоемкий этап непосредственной записи системы диффе-
ренциальных уравнений и их численного решения, а в качестве отправ-
ной точки использовать электрические и магнитные цепи в общеприня-
том для электротехники виде, составленные с учетом специфики кон-
кретной задачи. При реализации такого подхода слабо изученным оста-
ется вопрос о том, какие данные и каким способом передавать из элек-
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трической цепи в магнитную и из магнитной в электрическую цепь, 
обеспечивая при этом устойчивость вычислительного процесса, особен-
но при наличии нелинейных участков в магнитопроводе и при работе в 
режиме глубокого насыщения магнитопровода. 

Существуют два возможных подхода связи магнитной цепи с 
электрической цепью:  

– посредством источника магнитодвижущей силы (МДС), кото-
рый в эквивалентной схеме замещения магнитной цепи представляется в 
виде управляемого источника напряжения; 

– через источник магнитного потока, который в эквивалентной 
схеме замещения магнитной цепи представляется в виде управляемого 
источника тока.  

В литературе описаны оба подхода. Так, например, в [3] пред-
ставлена компьютерная реализация второго подхода в программе 
Simulink, а в [4] – реализация первого подхода в программе EMTP. В 
развитие первого подхода в [5] предлагается передавать в магнитную 
цепь не значение тока в обмотке, а значение его производной с тем, что-
бы сразу получить значение производной от магнитного потока, равное 
величине напряжения на один виток обмотки. 

Первый из указанных выше подходов представляется более про-
стым и наглядным, так как магнитная цепь, содержащая в качестве ис-
точника МДС источник напряжения, легко обобщается на произвольное 
число обмоток на одном стержне магнитопровода – все электродвижу-
щие силы (ЭДС) соединены последовательно. В качестве базовых такие 
магнитные цепи описаны практически во всех учебниках по теоретиче-
ской электротехнике, электрическим машинам и аппаратам. Однако в 
случае нелинейной магнитной цепи реализация этого подхода совместно 
с электрической цепью устройства приводит к неустойчивости процесса 
расчета, по-видимому, из-за наличия блока дифференцирования, ис-
пользуемого при переходе от потока к напряжению на обмотке. При 
реализации второго подхода, предусматривающего наличие блока ин-
тегрирования, на практике достигается устойчивость расчета, и поэтому 
такой подход реализуется далее.  

Целью работы данного раздела является разработка на примере 
силового трехфазного трансформатора Simulink-модели электротехни-
ческого устройства, содержащего шихтованный магнитопровод в общем 
случае сложной конфигурации, с использованием связанных электриче-
ской и магнитной цепей. Такая мультифизическая модель строится на 
основе основных положений теории электрических и магнитных цепей с 
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использованием источников тока в качестве МДС в магнитной цепи. 
Выполняется анализ электромагнитных процессов в трансформаторе 
при работе совместно с электрической сетью в различных переходных 
режимах.  
 
11.2.   Магнитоэлектрические схемы замещения индуктора  
           и их расчет  
 

На первом этапе в качестве примера рассмотрим относительно 
простую задачу расчета переходных электромагнитных процессов в од-
нофазном индукторе с нелинейным магнитопроводом, схематически по-
казанного на рис. 11.1, а. Эквивалентная магнитоэлектрическая схема 
замещения такого индуктора, реализованная средствами программы 
Matlab/Simulink/SimPowerSystems, изображена на рис. 11.1, б. Схема со-
держит связанные между собой электрическую цепь обмотки индуктора 
и магнитную цепь магнитопровода. При разработке модели в программе 
Simulink используется следующая последовательность операций: 

– в электрической цепи индуктора определяется текущее значе-
ние напряжения на обмотке без учета падения напряжения на активном 

 

б) 

Электрическая цепь индуктора 

Магнитная цепь магнитопровода 

Упрощенная модель индуктора 

mR  

sR  

в

б 
а 

Рис. 11.1. Конструкция исследуемого индуктора с магнитопроводом (а),  
магнитоэлектрическая схема замещения магнитопровода (б) и 

упрощенная тестовая модель индуктора в виде эквивалентной RL – цепи (в) 
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сопротивлении, равное ; после деления этого напряжения на чис-
ло витков индуктора и выполнения операции интегрирования получаем 
значение магнитного потока, которое передается в магнитную цепь на 
вход управляемого источника тока; 

dtd /Ψ

– в магнитной цепи в ходе решения задачи определяется текущее 
значение магнитного напряжения на источнике тока, равное величине 
МДС или ; после деления этого значения на число витков получаем 
значение тока в индукторе, которое передается в электрическую цепь на 
вход управляемого источника тока.  

iw

Таким образом, передача данных из электрической цепи в маг-
нитную осуществляется по схеме 

Φ⇒Φ⇒Ψ= dtddtdu // , 
а из магнитной цепи в электрическую как  

iiwum ⇒= . 
Для улучшения сходимости вычислительного процесса и устра-

нения образования замкнутых алгебраических контуров (см. [2], с. 240) 

Рис. 11.2. Структура блока нелинейного магнитного сопротивления (а)  
и используемая кривая намагничивания для магнитопровода (сталь Э3408) (б) 

 

H(B) 

10 100 1 103× 1 104× 1 105× 1 106×
0
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при передаче значения тока в электрическую цепь устанавливается блок 
временной задержки на малую величину  = 10dT –6с. 

Электрическая цепь индуктора содержит активное сопротивле-
ние обмотки, сопротивление потерь в магнитопроводе, управляемый ис-
точник тока в обмотке и измеритель напряжения на обмотке. Магнитная 
цепь индуктора помимо управляемого источника тока включает нели-
нейное магнитное сопротивление  в виде блока, структура которого 
приведена на рис. 11.2, а. В этом блоке измеряется величина магнитного 
потока; после деления ее на сечение определяем магнитную индукцию. 
Затем по таблично заданной кривой намагничивания Н(В) (кривая пока-
зана на рис. 11.2, б) получаем значение напряженности поля. Умножаем 
на длину магнитного участка и так рассчитываем магнитное напряже-
ние, которое подается через блок задержки на малую величину  на 
вход управляемого источника напряжения. Магнитная цепь содержит 
также большое линейное магнитное сопротивление для потоков рассея-
ния обмотки индуктора .  

mR

dT

sR
В расчетах использовались следующие данные индуктора: актив-

ное сопротивление – 0,023 Ом, число витков – 100; сечение магнитопро-
вода – 9·10–4 м2; длина магнитопровода – 0,5 м.  

Сначала выполнялся тестовый расчет индуктора с магнитопрово-
дом, характеризующимся постоянным значением магнитной проницае-
мости =rμ 1000. Для сравнения результатов проводился расчет по уп-
рощенной тестовой модели индуктора в виде эквивалентной RL – цепи 
(рис. 11.1, в). При этом для выбранных геометрии и значения rμ  магни-
топровода рассчитанное значение индуктивности индуктора составило 

0,023 Гн. =L
Результаты расчета переходного процесса в индукторе с линей-

ным магнитопроводом ( =rμ 1000) при подключении к источнику сину-
соидального напряжения 20 В, 50 Гц показаны на рис. 11.3. Начальное 
значение тока принималось равным нулю. Из рис. 11.3 видно, что токи, 
рассчитанные по обеим моделям индуктора, имеют одинаковые значе-
ния (что подтверждает достоверность разработанной магнитоэлектриче-
ской схемы замещения), имеют характер синусоиды и затухают по экс-
поненциальному закону с выходом на установившийся режим за время, 
равное приблизительно 3 с. 

Для расчета переходного режима в случае магнитопровода с не-
линейной характеристикой использовалась кривая намагничивания В(Н), 
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Ток в индукторе, А 

Ток в RL–цепи, А 

время, с 

а 

б
Рис. 11.3. Результаты расчета переходного процесса при подключении индуктора  
к синусоидальному напряжению – расчет проведен по магнитоэлектрической  
схеме замещения в приближении линейного магнитопровода (а); результаты  
расчета по упрощенной RL–модели (б). На вставке сверху в увеличенном  

масштабе по времени показан фрагмент токов, рассчитанных по двум моделям 

приведенная на рис. 11.2, б. Результаты расчетов, показанные на 
рис. 11.4, свидетельствуют о том, что ток в индукторе имеет колоколо-
образную форму, причем бросок тока на начальном участке достигает 
24 А (см. вставку на верхнем рисунке), тогда как для случая линейной 
модели – это 8 А. После затухания переходного процесса ток в индукто-
ре принимает меньшее установившееся значение, чем в случае линейной 
модели, так как магнитная проницаемость ненасыщенного магнитопро-
вода по кривой намагничивания на начальном участке составляет около 
30·104, в то время как в линейной модели при расчете индуктивности 
индуктора величина проницаемости задавалась равной 103.  
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Рис. 11.4. Результаты расчета переходного процесса при подключении индуктора 
к синусоидальному напряжению – расчет проведен по магнитоэлектрической  

схеме замещения с учетом нелинейного магнитопровода (а); результаты расчета  
по упрощенной RL – модели (б). На вставке вверху в увеличенном масштабе  

по времени показан фрагмент рассчитанных токов 

 

время, с 

Ток в RL–цепи, А 

Ток в индукторе, А 

а 

б 

Отметим, что учет в используемой магнитоэлектрической схеме 
замещения магнитных потерь в магнитопроводе может выполняться 
двумя способами. 

Способ 1. В электрическую цепь параллельно с элементом цепи, 
характеризующим магнитопровод, вводится сопротивление , как в 
классической схеме замещения трансформатора. Такой подход реализо-
ван в электрической схеме на рис. 11.1, б. 

mR

Способ 2. В магнитную цепь последовательно с нелинейным маг-
нитным сопротивлением вводится эквивалентная линейная индуктив-
ность, значение которой выбирается таким образом, чтобы полные по-
тери в индукторе в установившемся режиме и при заданных значениях 
напряжения и частоты источника питания были равны измеренным (или 
заданным) значениям. При необходимости более детального учета по-
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терь на гистерезис в магнитопроводе, описанных, например, в работах 
[6, 7], вместо линейной индуктивности необходимо использовать мо-
дель нелинейной индуктивности, в которой реализуются выражения 
(или более сложные алгоритмические зависимости), приведенные в ука-
занных работах.  

Отметим, что исследуемая магнитоэлектрическая схема замеще-
ния индуктора позволяет при необходимости учесть наличие остаточной 
намагниченности в сердечнике, для чего в блоке интегрирования вели-
чины  необходимо задать начальное ненулевое значение пото-
косцепления, зависящее от значения этой намагниченности.  

dtd /Ψ

Описанный здесь подход к построению магнитоэлектрической 
схемы замещения индуктора применяется далее при построении анало-
гичной схемы замещения трехфазного трансформатора. 

 
11.3.   Магнитоэлектрическая схема замещения трехфазного  
           трансформатора и ее программная реализация 

 
Существует ряд задач, для решения которых необходимо учиты-

вать как структуру, так и нелинейные магнитные свойства магнитопро-
вода трансформатора или реактора. К их числу относятся задачи под-
ключения трансформатора (реактора) на холостом ходу к источнику пи-
тания и определения при этом максимальных значений фазных токов в 
трансформаторе [8], а также задачи исследования влияния геомагнитных 
индуцированных токов на устойчивость работы электрической сети, со-
держащей трансформатор (реактор) с магнитопроводом в режиме насы-
щения [9]. При решении этих задач необходимо учитывать нелинейные 
характеристики магнитопровода и его сложную в общем случае струк-
туру, что обусловливает необходимость использования нелинейных 
магнитоэлектрических моделей трансформаторов или реакторов, ис-
пользуемых при расчете электромагнитных переходных процессов в ис-
следуемой электрической сети.  

В качестве примера представим магнитоэлектрическую модель 
трехфазного трансформатора с Ш-образным магнитопроводом, с тремя 
первичными и тремя вторичными фазными обмотками, расположенны-
ми на его стержнях. Так же, как и для индуктора, рассмотренного выше, 
составим электрическую схему замещения обмоток трансформатора и 
связанную с ней с помощью управляемых источников тока магнитную 
схему замещения магнитопровода с заданной нелинейной характеристи-
кой электротехнической стали В(Н).  
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Структура рассматриваемой при этом мультифизической задачи 
расчета переходного процесса в трансформаторе и обмен данными меж-
ду электрической и магнитной моделями схематически показаны на 
рис. 11.5. При компьютерной реализации этой задачи в эквивалентной 
электрической цепи трансформатора непрерывно измеряются напряже-
ния на его шести обмотках, затем после интегрирования по времени 
этих значений и деления на соответствующее число витков каждой об-
мотки определяются магнитные потоки в каждом стержне, которые пе-
редаются в эквивалентную магнитную цепь как управляющий сигнал 
для управляемых источников тока. При решении магнитной задачи рас-
считываются значения магнитного напряжения на всех элементах цепи, 
в том числе и на управляемых источниках тока. После деления величи-
ны магнитного напряжения на источниках тока на соответствующее 
число витков находятся электрические токи в обмотках трансформатора, 
которые передаются в электрическую схему замещения на управляемые 
источники тока.  

Согласно классификации раздела 1 две решаемые цепные задачи, 
соответствующие электрическим и магнитных процессам в трансформа-
торе, являются сильносвязанными и поэтому решаются одновременно 
на каждом шаге по времени. 

 

Рис. 11.5. Связь двух цепных задач расчета электромагнитных процессов 
в трехфазном трансформаторе и обмен данных между ними 
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Магнитоэлектрическая схема замещения трехфазного трансфор-
матора, реализованная средствами программы Matlab/Simulink/Sim 
PowerSystems, показана на рис. 11.6. Модель построена следующим об-
разом.  

блок устранения 
алгебраических 

контуров 

нелинейное магнитное  
сопротивление стержня 

нелинейное магнитное 
сопротивление ярма 

линейное магнитное
сопротивление рассеяния 

 

блок магнитной цепи

Магнитная цепь трансформатора 

    Электрическая цепь трансформатора 

 

2mR

2mR1mR  

1mR  

1mR
2mR

Рис. 11.6. Магнитоэлектрическая схема замещения трехфазного трансформатора 
и ее реализация в пакете Matlab/Simulink/SimPowerSystems 
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В электрической цепи на каждой обмотке измеряется падение 
напряжения, которое интегрируется (для определения потокосцепления) 
и затем делится на число витков для получения величины потока. Этот 
сигнал подается в магнитную цепь на вход источника тока. Каждый ис-
точник тока здесь зашунтирован линейным магнитным сопротивлением 
рассеяния. Величина этого сопротивления рассчитывается в программе 
трансформатора из условия, чтобы индуктивность рассеяния обмотки 
совпадала с заданным значением.  

Магнитная цепь трансформатора (рис. 11.6 внизу) состоит из 
трех стержней и соединяющих их ярем. На каждом стержне находятся 
по два источника тока. Здесь задаются поток, создаваемый первичной и 
вторичной обмотками трансформатора, и нелинейное магнитное сопро-
тивление стержня и части ярма. В ходе расчетов в магнитной цепи из-
меряется падение напряжения на каждом источнике тока – это величина 
МДС, равная ампер-виткам. Такой сигнал от каждого источника переда-
ется на блок задержки (для устранения алгебраических контуров), затем 
делится на число витков. Полученное таким образом значение тока по-
дается в электрической цепи на вход управляемого источника тока. Пе-
редача информации в модели как по прямому, так и по обратному на-
правлениям осуществляется по проводной связи (хотя возможно ис-
пользовать и беспроводную связь). 

Таким образом, между электрической и магнитной цепями про-
исходит непрерывный обмен информацией в следующей последова-
тельности:  

   Φ⇒⇒= ψψ dtdu /    – из электрической в магнитную цепь; 

         – из магнитной цепи в электрическую цепь. iiwum ⇒=

Для учета магнитных потерь в магнитопроводе в электрической 
схеме замещения для каждой обмотки параллельно вводится включен-
ное активное сопротивление:  для первичных обмоток и  для 
вторичных обмоток. Их значения рассчитываются в программе так, что-
бы на холостом ходу суммарные потери на этих сопротивлениях были 
равны заданным значениям магнитных потерь.  

1mR 2mR

В описанных далее расчетах использовались данные трансфор-
матора для собственных нужд мощностью 225 кВА, первичным напря-
жением 24 кВ и вторичным напряжением 600 В. 
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11.4.   Моделирование переходных процессов в электрической 
           сети при наличии силового трансформатора  
           с нелинейным магнитопроводом 

 
Рассмотрим фрагмент электрической сети, показанный на 

рис. 11.7 и позволяющий исследовать основные переходные процессы в 
трехфазном трансформаторе. В нем содержатся (последовательно слева 
направо) трехфазный источник питания с заземленной нейтралью на 24 
кВ и 50 Гц, линия электропередачи, блок формирования короткого за-

 

Рис. 11.8. Переходный процесс при включении трансформатора на холостом ходу 
время, с 

Фазные напряжения, о.е. 

Линейные токи, о.е. 

Магнитная индукция в стержнях, Тл 

 

Рис. 11.7. Фрагмент электрической сети с трансформатором  
для исследования переходных процессов при включении  

на холостом ходу и в режиме короткого замыкания 
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мыкания на землю, блок В1 измерения токов и напряжений на входе в 
трансформатор, блок, моделирующий трехфазный трансформатор по 
схеме рис. 11.6, активная трехфазная нагрузка на выходе трансформатора.  

Далее приводятся результаты расчетов переходных процессов в 
описанной сети в режиме включения трансформатора на холостом ходу 
и в режимах однофазного и трехфазного короткого замыкания на входе 
в трансформатор.  

Включение трансформатора на холостом ходу. При подключе-
нии трансформатора к трехфазному источнику питания на холостом хо-
ду возникают значительные броски фазных токов, пиковые значения ко-
торых зависят, с одной стороны, от мощности и конструкции трансфор-
матора, а с другой стороны, от остаточной индукции в магнитопроводе 
и от параметров сети. С целью исследования влияния этих факторов для 
конкретной сети и типа трансформатора предлагается выполнять моде-
лирование в программе Matlab/Simulink, используя при этом магнито-
электрическую модель трансформатора. 

 

Результаты расчета переходного процесса и пускового тока 
трансформатора при нулевом значении остаточной намагниченности в 
сердечнике приведены на рис. 11.8. Как видно, максимальное значение 
линейного тока в трансформаторе в фазе А для данной электрической 
сети составляет 3 о.е. (в качестве базового принят номинальный ток) и 
затухает за время приблизительно 0,3 с. На начальном участке включе-
ния происходит искажение кривых напряжения на входе в трансформа-
тор из-за несинусоидального характера линейного тока и падения на-
пряжения в линии на входе в трансформатор. Внизу рис. 11.8 представ-
лены изменяющиеся во времени значения магнитной индукции в стерж-
нях трансформатора. Максимальное значение индукции, зависящее от 
момента включения трансформатора, реализуется в стержне фазы А и 
достигает значения насыщения, равного 2,3 Тл.  

Полученные данные о пусковом токе трансформатора на холо-
стом ходу позволяют оценить динамическую стойкость его обмоток при 
работе в электрической сети с заданными характеристиками.  

Режимы однофазного и трехфазного короткого замыкания в 
первичной цепи трансформатора. Для исследования таких режимов 
выполнялся расчет электромагнитного переходного процесса в сети, по-
казанной на рис. 11.7, при наличии трансформатора, работающего на 
номинальную активную нагрузку. Моделировалось возникновение ко-
роткого замыкания (КЗ) в момент времени 0,1 с и его устранение при 
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время, с 

Фазные напряжения, о.е. 

Линейные токи, о.е. 

а 

Магнитная индукция в стержнях, Тл 

время, с 

Фазные напряжения, о.е. 

Линейные токи, о.е. 

б

Магнитная индукция в стержнях, Тл 

Рис. 11.9. Переходный процесс в трансформаторе в режиме однофазного (а) 
и трехфазного (б) короткого замыкания на землю в первичной обмотке 

0,21 с. Эти данные задавались в блоке моделирования режима КЗ Three-
Phase Fault (рис. 11.7).  

Результаты компьютерных расчетов показаны на рис. 11.9. Как 
видно, в режиме однофазного КЗ в одной из фаз трансформатора возни-
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кает бросок тока, достигающий значения 2,3 о.е. Такой же бросок тока 
имеет место и при пуске трансформатора. В режиме трехфазного КЗ то-
ки и напряжения в первичной обмотке трансформатора принимают ну-
левые значения в продолжении всего времени короткого замыкания 
(рис. 11.9, б).  

 
11.5.   Влияние геомагнитных индуцированных в сети токов  
           на работу трехфазного трансформатора 
 

Возникновение геомагнитных токов. В связи с периодическим 
увеличением солнечной активности и интенсивности солнечного ветра, 
важное значение приобретает исследование влияния геомагнитных бурь 
(возмущения магнитного поля планеты) на функционирование систем 
электроснабжения и особенно межсистемных (длинных) линий электро-
передачи, а также выявление технических проблем электроснабжения и 
экономических рисков в народном хозяйстве, связанных с этими явле-
ниями. 

Солнце непрерывно выбрасывает в космическое пространство 
плазму, вызывая при этом солнечный ветер, что оказывает немалое 
воздействие на Землю. Увеличение скорости солнечного ветра от сред-
ней 400 км/с до 2000 км/с приводит к изменению межпланетного маг-
нитного поля в пределах от 5 до 30 нT [10]. 

Взаимодействие солнечного ветра с ионосферой Земли являет-
ся причиной изменения конвекции магнитосферной плазмы, т. е. коле-
бания и скручивания магнитного поля (магнитных бурь и штормов), 
более чем на 100 нТ и приводит к возникновению так называемых 
кольцевых или геомагнитных токов и струй, циркулирующих над 
землей на высоте сотен и тысяч километров [11] и на поверхности Зем-
ли. Геомагнитные токи неоднородны, их амплитуда может достигать 
106 А, а потенциал сравним с магнитогидродинамическим генератором 
мощностью 106 МВт. Изменение же токов и их смещение приводят к 
изменениям магнитного поля Земли. В результате на поверхности Зем-
ли, согласно закону Фарадея, возникает разность потенциалов электри-
ческого поля и, как следствие, в протяженных линиях электропередачи 
появляются геомагнитные индукционные токи. Эти токи имеют место 
в проводниках линий электропередачи, в телекоммуникационных кабе-
лях и на магистралях трубопроводов [12]. Чем более протяженнее про-
странственное положение проводящего объекта, тем сильнее эффект 
воздействия и риск его повреждения.  
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Геомагнитные индукционные токи представляют собой одно 
из звеньев в цепи событий, начинающихся с извержения потока плаз-
мы на Солнце и заканчивающихся воздействиями, которые могут иметь 
технические и экономические последствия в сфере обитания человека.  

Исследования зарубежных ученых показывают, что предположи-
тельно электрические потенциалы, вызванные появлением геомагнит-
ных токов, могут оказывать влияние как на средства коммуникации, так 
на высоковольтные электрические сети и силовые трансформаторы, 
расположенные в Северной Америке выше 35-й параллели, в Европе 
выше 40-й параллели и в Южной Африке, особенно в районах с магнит-
ными аномалиями и морским побережьем [13].  

Явления геомагнитных возмущений в виде атмосферных сияний 
при мощных возмущениях на Солнце были зафиксированы в октябре –
 ноябре 2003 года на широте Москвы и Одессы [14]. 

Поверхностный потенциал, приложенный между заземленными 
нейтралями высоковольтных трансформаторов по концам линии элек-
тропередачи, вызывает протекание между ними токов [15]. Поскольку 
характерный период колебаний магнитного поля Земли, поверхностного 
потенциала и, следовательно, тока в проводах линий электропередачи 
составляет 1–1000 с (частота 1–0,001 Гц), в сравнении с частотой энер-
госистемы 50 Гц индуцированный ток можно считать постоянным [16].  

В ходе проведенных ранее исследований ученые США, Финлян-
дии и Канады пришли к выводу, что поверхностный потенциал электри-
ческого поля имеет значения в пределах 1–10 В/км [17]. Значения по-
верхностного потенциала отличаются по широте, на него оказывают 
влияние электрическая проводимость земли, геологические разломы, 
близость морского побережья и другие геологические факторы. 

Фактически в электроэнергетических системах влияние геомаг-
нитных индукционных токов и все проблемы с оборудованием, их 
функционированием и релейной защитой сводятся к двум негативным 
факторам – это насыщение сердечника силового трансформатора и на-
сыщение сердечника измерительного трансформатора тока за полупери-
од напряжения сети. 

Насыщение сердечника при протекании геомагнитных токов мо-
жет приводить к следующим проблемам: 

– возникновению значительного тока намагничивания с предель-
ным значением при насыщении; местному перегреву и увеличению по-
терь в обмотках трансформатора; 
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– генерированию трансформатором в энергосистему широкого 
спектра четных и нечетных гармоник, которые могут перегрузить кон-
денсаторные батареи и вызвать ложное срабатывание релейной защиты; 

 

– резкому возрастанию потребления трансформатором реактив-
ной мощности; 

– возможным механическим разрушениям конструкции от мест-
ного перегрева при интенсивном воздействии магнитного потока рас-
сеяния. 

Для количественного анализа перечисленных факторов и выяв-
ления их негативного воздействия на работу энергосистемы в данном 
разделе выполняется моделирование энергосистемы в программе 

Е 
а 

           б             в 
 

Рис. 11.10. Фрагмент электрической сети для исследования влияния  
геомагнитных токов (а) и электромагнитные процессы в трансформаторе 
при различных значениях постоянной ЭДС: E = 200 В (б) и E = 300 В (в) 

Е = 300 В 

время, с 

Е = 200 В Фазные напряжения, о.е. 

Линейные токи, о.е. 

Магнитная индукция в стержнях, Тл 

время, с

Фазные напряжения, о.е. 

Магнитная индукция в стержнях, Тл 

Линейные токи, о.е. 
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Matlab/ Simulink с использованием нелинейной магнитоэлектрической 
схемы замещения трансформатора.  

Расчет геомагнитных токов в энергосистеме с трехфазным 
трансформатором. Рассмотрим фрагмент электрической сети (см. 
рис. 11.10, а), позволяющий исследовать электромагнитные процессы в 
трехфазном трансформаторе при наличии геомагнитных токов. Для мо-
делирования поверхностного потенциала использован источник посто-
янного напряжения Е (рис. 11.10, а), подключенный между нейтралью 
первичной обмотки трансформатора и нейтралью источника питания. 
Значение Е зависит как от расстояния между этими двумя точками, так и 
от интенсивности магнитной бури. В расчетах значение Е варьировалось 
в интервале 0–300 В. 

Результаты компьютерных расчетов для двух значений Е показа-
ны на рис. 11.10, б–в. Видно, что при Е = 200 В из-за насыщения сер-
дечника трансформатора линейные токи и фазные напряжения на входе 
в трансформатор несколько искажаются по форме. При увеличении по-
стоянного напряжения до значения Е = 300 В, искажение существенно 
возрастает и может приводить к ложному срабатыванию средств ава-
рийной защиты в сети.  

 

В заключение перечислим основные результаты, полученные пу-
тем решения мультифизической цепной задачи. 

 

1. Средствами программы Matlab/Simulink реализована магнито-
электрическая схема замещения трехфазного трансформатора, содер-
жащая связанные между собой электрическую и магнитную эквивалент-
ные цепи. Установлено, что ключевым вопросом при реализации такой 
модели является характер обмена данными между частными цепями – 
электрической и магнитной.  

2. Показано, что при разработке магнитоэлектрической схемы 
замещения трансформатора или реактора могут быть использованы мо-
дели двух типов:  

– с управляемыми источниками напряжения в электрической и 
магнитной цепях и блоком дифференцирования потокосцепления в каж-
дой обмотке трансформатора; 

– с управляемыми источниками тока в электрической и магнит-
ной цепях и блоком интегрирования напряжения на каждой обмотке 
трансформатора.  

В ходе проведения расчетных исследований установлено, что для 
достижения устойчивости вычислительного процесса при сильном на-
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сыщении магнитопровода целесообразно использовать вторую модель с 
управляемыми источниками тока. 

3. Приведены результаты решения ряда задач по анализу пере-
ходных электромагнитных процессов в электрической сети, содержащей 
трансформаторы и реакторы, в моделях которых необходимо учитывать 
нелинейные свойства и сложную структуру магнитопровода. На основе 
нелинейной магнитоэлектрической схемы замещения трехфазного 
трансформатора выполнен расчет переходных процессов в режимах 
включения трансформатора на холостом ходу, однофазного и трехфаз-
ного короткого замыкания в первичной цепи, а также при воздействии 
геомагнитных индуцированных токов различной интенсивности.  
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12. СВЯЗАННЫЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫЕ  
И ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В КАБЕЛЬНОЙ ЛИНИИ 

С ПОЛИЭТИЛЕНОВОЙ ИЗОЛЯЦИЕЙ  
НА НАПРЯЖЕНИЕ 330 кВ 

 
 
 

12.1.   Предварительные замечания  
 
Прогрессирующая тенденция замены воздушных линий электро-

передачи высоковольтными кабельными линиями (КЛ) в густонаселен-
ных районах мегаполисов связана с возможностью достижения более 
высокого уровня надежности поставки электроэнергии потребителям, 
снижения эксплуатационных затрат, сведением к минимуму визуально-
го, шумового и электромагнитного загрязнения окружающей среды, а 
также с высвобождением территории под дополнительную застройку. 

Первой в Украине сверхвысоковольтной кабельной линией с изо-
ляцией из сшитого полиэтилена является кабельная линия электропере-
дачи на напряжение 330 кВ (КЛ 330 кВ). В настоящее время она экс-
плуатируется для электроснабжения сталелитейного комплекса завода 
"Днепросталь" [1, 2]. Линия представляет собой сложное инженерное 
сооружение, имеет длину около 13 км, переходит через пути Придне-
провской железной дороги и реку Самара, пересекает трамвайные пути, 
водо-, тепло- и газопроводы, воздушные и кабельные линии, линии свя-
зи и т. п. 

Надежность работы такой кабельной линии определяется, с од-
ной стороны, высокими техническими характеристиками кабеля с поли-
этиленовой изоляцией, на основе которого выполнена линия, а с другой 
стороны, разработанными при проектировании схемно-техническими и 
конструктивными решениями (способом соединения экранов транспо-
зицией, способом их заземления, выбором длины участков транспози-
ции и др.), условиями эксплуатации и зависящими от этого тепловыми 
нагрузками, а также выбранными средствами защиты от перенапряже-
ний и токов короткого замыкания в аварийных режимах работы линии.  

Учитывая отсутствие отечественного опыта эксплуатации новых 
сверхвысоковольтных кабельных линий, решение вопросов безопасного 
функционирования КЛ 330 кВ предлагается проводить путем оператив-
ного моделирования электромагнитных и тепловых процессов в линии 
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Рис. 12.1. Структура мультифизической задачи и связь частных задач  
при расчете электромагнитных и тепловых процессов в кабельной линии  

на напряжение 330 кВ на основе теории эквивалентных цепей 

 Электрические потери а T(t)ратурP(t) Темпе   

   ·  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ·  ·  · 

как в установившемся, так и в переходных режимах работы, используя 
при этом современные вычислительные средства и, в частности, про-
фессиональный пакет программ расчета динамических систем Matlab/ 
Simulink [3]. 

Целью работы раздела являются разработка методики численного 
расчета и исследование переходных электромагнитных и тепловых про-
цессов в кабельной линии КЛ 330 кВ на основе связанных электриче-
ской и тепловых эквивалентных схем замещения.  

Решаемая задача является мультифизической. Ее структура и 
функциональные связи частных электромагнитной и тепловых цепных 
задач показаны на рис. 12.1. При решении электромагнитной задачи оп-
ределяются мгновенные значения электрических потерь в жиле , 
изоляции  и экране  каждого кабеля для различных харак-
терных сечений с учетом того обстоятельства, что токи в экранах и на-
пряжения в основной изоляции кабелей изменяются вдоль кабельной 
линии. Для каждого сечения кабельной линии формируется своя тепло-
вая модель, описывающая двумерные тепловые процессы в поперечном 
сечении линии и окружающем ее грунте. Входными данными для теп-
ловых моделей являются указанные выше потери в различных эксплуа-
тационных режимах работы линии. В результате решения тепловых за-
дач определяются изменяющиеся во времени значения температуры жи-
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лы, изоляции и экрана каждого кабеля, которые по условиям эксплуата-
ции не должны превышать определенных предельно допустимых значе-
ний. По полученным зависимостям температуры , ,  в 
различных режимах можно прогнозировать надежность работы и срок 
службы исследуемой кабельной линии.  

)(tTж )(tTиз )(tTэ

Отметим, что поскольку в работе не учитывается влияние темпе-
ратуры активных элементов кабелей на электромагнитные процессы, 
поставленные электромагнитная и тепловые задачи согласно классифи-
кации раздела 1 являются слабосвязанными. Это обстоятельство позво-
ляет решать задачи последовательно: сначала электромагнитную задачу, 
по результатам которой определить значения всех электрических потерь 
как функций времени, а затем решать ряд тепловых задач. Вместе с тем 
в вычислительной среде программы Matlab/Simulink проще реализуется 
одновременное решение электромагнитной и тепловой задач с исключе-
нием запоминания данных о потерях. Именно в таком подходе и реша-
ется мультифизическая задача в настоящем разделе, и для упрощения 
тепловая задача рассматривается только в одном сечении кабельной ли-
нии. 

Далее в разделе последовательно представляются:  
– электромагнитная модель кабельной линии;  
– тепловая модель в поперечном сечении кабельной линии, по-

строенная на основе эквивалентных тепловых схем замещения; 
– совместная реализация электромагнитной и тепловой моделей 

путем их "сшивания" в пакете Matlab/Simulink;  
– результаты исследования нестационарных электромагнитных и 

тепловых процессов в кабельной линии на напряжение 330 кВ для двух 
режимов работы – режима однофазного и трехфазного короткого замы-
кания (КЗ) в нагрузке на выходе линии. 

 
12.2.   Моделирование электромагнитных процессов в линии 
           на основе теории электрических цепей 
 

Описание конструкции и Simulink-модели кабельной линии. Ис-
следуемая кабельная линия является двухцепной кабельной линией. Ка-
ждая цепь состоит из трех однофазных кабелей с алюминиевой жилой 
сечением 800 мм2. Кабели проложены в траншее треугольником, рас-
стояния между центрами их жил равно наружному диаметру кабеля 
(рис. 12.2, вставка справа). Вся линия протяженностью 13 км разбита на 
восемь участков, которые пронумерованы на рис. 12.2 внизу. На участ-
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Рис. 12.2. Схема соединения экранов кабелей на трассе КЛ-330 кВ. 
Обозначено: "х" – места транспозиции экранов, "о" – соединение муфтами  

соседних участков кабелей без транспозиции. На вставке показано  
расположение кабелей в двухцепной кабельной линии 

 

1,
5 
м 

 

0,5 м 

Участки     1          2             3                4            5                    6                        7                  8 

ках 1 и 8 экраны кабелей заземлены с одного конца. Для уменьшения 
напряжения на разземленном конце экрана проложен дополнительный 
"земляной" провод. На участках 2–4 выполнена транспозиция экранов 
кабелей также, как и на участках 5–7. Длина участка транспозиции 
(примерно 2000 м) выбрана таким образом, чтобы в режиме однофазно-
го КЗ напряжение на экране по отношению к земле не превышало 3,5 
кВ, что составляет величину 0,7 напряжения испытания экранов, равно-
го 5 кВ. 

Для анализа электромагнитных процессов в переходных режимах 
в кабельной линии КЛ 330 кВ с учетом источника питания на входе и 
трехфазной нагрузки на выходе разработана Simulink-модель фрагмента 
электрической сети с линией. Модель, показанная на рис. 12.3, состоит 
из следующих основных элементов (слева направо): 

– источник трехфазного напряжения с глухозаземленной нейт-
ралью (сопротивление заземления 10 Ом) с линейным напряжением 
330 кВ; 

– трехфазный RL–блок, задающий эквивалентные внутренние па-
раметры источника и линии электропередачи на участке от источника до 
кабельной линии; 

– непосредственно модель КЛ 330 кВ, состоящая из восьми уча-
стков разной длины (длины в метрах приведены на рис. 12.2), соединен-
ных по схеме транспозиции экранов; каждый из участков моделируется 
в виде эквивалентного 12-ти полюсника (три жилы и три экрана), элек-
трическая схема которого, реализованная средствами программы Simu-
link, показана на рис. 12.4. Здесь индуктивный элемент характеризуется 
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матрицами R  и , содержащими соответственно значения активных 
сопротивлений жил и экранов кабелей и их собственные и взаимные ин-
дуктивности;  

L

 

 

 1  3 
Узел

 5 
Узел

 7 

 9  12  14

Участок  1   Участок  2   Участок  3   Участок  4    

Участок  5    Участок  6   Участок  7   Участок 8    

Узел Узел

Узел Узел Узел

Рис. 12.3. Simulink-модель фрагмента электрической сети 350 МВА, 330 кВ 
с кабельной линией с изоляцией из сшитого полиэтилена  

для расчета электромагнитных процессов в переходных режимах 

Рис. 12.4. Схема замещения секции трехфазной кабельной линии (справа) 
и ее эквивалентный блок (слева), реализованные в программе Matlab/Simulink 
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– на выходе кабельной линии расположен блок моделирования 
одно- или трехфазного КЗ на землю, а также активная трехфазная на-
грузка, выбираемая из условия, чтобы номинальный ток в жилах кабе-
лей был равен 600 А; 

– средства визуализации токов и напряжений в основных узлах 
кабельной линии, представленные осциллографами и трехфазными из-
мерителями.  

На данном этапе моделирования кабельная линия рассматрива-
лась как одноцепная. Геометрические размеры кабеля даны в [2]. Для 
расчета электромагнитных параметров кабелей в линии использовались 
результаты работ [4–6].  

Включение кабельной линии в режиме холостого хода. Компью-
терные осциллограммы напряжения и тока на входе линии в режиме 
включения без нагрузки показаны на рис. 12.5 а. Напряжение приведено 
в относительных единицах в долях от 3/2330max, =фU  кВ. Как вид-
но, за несколько периодов происходит переходный процесс, в течение 
которого заряжаются все емкостные и индуктивные элементы линии. 
Относительное значение броска напряжения при этом составляет 1,8, а 
бросок тока достигает 800 А при номинальном токе под нагрузкой 600 А 

время, с 

   Ток, А 

  Напряжение, В 

  время, с 

 Напряжение, о.е. 

Ток, А 

время, с 

  Напряжение, о.е. 

 Ток, А 

                   а                                                б                                               в 
 

Рис. 12.5. Компьютерные осциллограммы режима включения кабельной линии  
на холостом ходу: фазное напряжение в о.е. и линейный ток на входе  

в линию (а), на выходе из линии (б); напряжение по отношению к земле  
на экранах кабелей и токи в экранах в узле 5 (в) 
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(действующее значение). Установившееся значение тока – 200 А (ам-
плитудное значение). Такая довольно большая величина тока представ-
ляет собой емкостной ток, который течет по жиле каждого кабеля, затем 
по его экрану и замыкается на землю.  

Компьютерные осциллограммы напряжения и тока на выходе ка-
бельной линии в режиме включения линии без нагрузки представлены 
на рис. 12.5, б. Видно, что напряжение на выходе приблизительно равно 
напряжению на входе, т. е. емкостной эффект Ферранти [7], приводящий 
к повышению напряжения холостого хода на выходе линии, при задан-
ной длине линии не проявляется. Величина тока на выходе кабельной 
линии составляет несколько ампер. Это подтверждает тот факт, что весь 
ток, поступивший на вход линии, замыкается на землю по емкостным 
цепям линии. Токи и напряжения в экранах кабелей в узле транспозиции 
5 (см. рис. 12.5 в) имеют малые значения как в начальный момент вре-
мени, так и в установившемся режиме. 

Режим однофазного и трехфазного короткого замыкания. При 
расчете кабельной линии в режиме однофазного КЗ полагается, что ли-
ния в установившемся режиме работает на номинальную активную на-
грузку с линейным током 600 А, и в момент времени =t 0,5 с в фазе А на 
выходе линии происходит замыкание на землю через сопротивление 
10 Ом. Результаты расчетов этого режима приведены на рис. 12.6, а. Как 
показывают данные, ток однофазного КЗ в фазе А достигает амплитуд-
ного значения 11 кА при броске тока в начальный момент 11,4 кА. На-
пряжение в этой фазе несколько снижается из-за падения напряжения на 
источнике и подводящей линии, расположенной на входе в линию.  

При расчете кабельной линии в режиме трехфазного КЗ полага-
ется, что линия работает на номинальную активную нагрузку с линей-
ным током 600 А, и в момент времени =t 0,5 с все три фазы на выходе 
линии замыкаются на землю, каждая через сопротивление 10 Ом. Ре-
зультаты компьютерных расчетов этого режима даны на рис. 12.6, б. 
Показано, что режим трехфазного КЗ характеризуется бóльшими значе-
ниями тока в жилах кабелей, чем при однофазном КЗ (см. рис. 12.6, а и 
б), которые равны приблизительно 37 кА при броске тока 61 кА. Напря-
жение на входе линии в момент КЗ имеет значительную высокочастот-
ную составляющую и за доли секунды уменьшается до малого значения 
(рис. 12.6, б). Появление высокочастотной составляющей напряжения 
может приводить к ускоренному старению полимерной изоляции кабеля 
на входе (т. к. роль полупроводящих изоляционных слоев в кабеле в 
этом случае резко снижается), а также к возможному повреждению обо-
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    время, с 

 Линейные токи, А 

 Фазные напряжения в жилах кабелей, о.е. 

а

       время, с 

 Линейные токи, А 

 Фазные напряжения в жилах кабелей, о.е. Трехфазное КЗ 

б

 

     Однофазное КЗ 

Рис. 12.6. Рассчитанные зависимости от времени напряжений и токов  
на входе в кабельную линию в режиме одно- (а) и трехфазного КЗ (б) 

рудования (реакторов, трансформаторов и др.), находящегося на входе 
кабельной линии, особенно когда частота высокочастотной составляю-
щей близка к собственной резонансной частоте оборудования. Для за-
щиты от такого воздействия могут использоваться RC–цепочки.  

Далее по полученным кривым изменения токов в жилах кабелей 
в режимах однофазного и трехфазного КЗ рассчитываются джоулевы 

 178



Раздел 12 

потери и определяется обусловленная ими температура активных эле-
ментов силовых кабелей в исследуемой кабельной линии.  

 
 

12.3.   Моделирование тепловых процессов в кабельной линии  
           на основе тепловых схем замещения  

 

Конструкция и геометрические параметры исследуемого одно-
фазного кабеля с полиэтиленовой изоляцией представлены на рис. 12.7, 
а. Тепловая схема замещения такого кабеля, расположенного в грунте на 
глубине  от поверхности земли, показана на рис. 12.7, б. Схема по-
строена по принципам, изложенным, например, в [8–14], применительно 
к нестационарному режиму нагрева. В схеме пренебрегается тепловыми 
сопротивлениями жилы и экрана, значения которых значительно мень-
ше сопротивления изоляции и оболочки. С помощью источников тока в 
схеме задаются потери в жиле, в изоляции и в экране, выделяющиеся на 
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Рис. 12.7. Конструкция однофазного кабеля с полиэтиленовой изоляцией (а)  
и тепловая схема замещения единицы длины этого кабеля (б).  

Узлы конструкции 1–7 (а) соответствуют узлам схемы замещения (б) 
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единице длины кабеля. Значения потерь определяются из решения элек-
тромагнитной задачи. Источник постоянного напряжения в тепловой 
схеме замещения  позволяет задать значение температуры окружаю-
щей среды: 

e
0Te = .  

Для расчета тепловых сопротивлений и емкостей в тепловой схе-
ме замещения кабеля использовались выражения из [9, 13], которые, на-
пример, для основной изоляции имеют следующий вид: 

1
2ln

2
1

r
rRиз πλ

= ,     VCCиз ρ= , 

где VC ,,, ρλ  – соответственно теплопроводность, удельная теплоем-
кость, плотность и объем единицы длины изоляции кабеля.  

В результате расчетов с учетом размеров, приведенных на 
рис. 12.7, и теплофизических характеристик материалов из табл. 12.1, 
получены следующие значения параметров тепловой схемы замещения 
кабеля: 

=изR  0,5 м·К/Вт;    =обR  0,48 м·К/Вт;    =грR  0,76 м·К/Вт;     

=кR  0,067 м·К/Вт;    =изC  9,87·103 Дж/(м·К);   
=жC  2,26·103 Дж/(м·К);    =экрC  3,53·103 Дж/(м·К);   

=обC  1,22·103 Дж/(м·К);    =грC  8,47·106 Дж/(м·К). 

На рис. 12.8 показана тепловая схема замещения одного из попе-
речных сечений кабельной линии в целом, состоящей из трех однофаз-
ных кабелей. В ней используется тепловая схема замещения для каждо-
го кабеля, показанная на рис. 12.7, и учитывается взаимная передача те-

Таблица 12.1. Теплофизические характеристики  
основных элементов кабельной линии и окружающей среды 

 

Элементы  
кабельной линии 

Теплопроводность 
λ , Вт/(м·К) 

Плотность 
ρ , кг/м3 

Удельная  
теплоемкость  
C , Дж/(кг·К) 

Полиэтиленовая 
изоляция 0,286 930 2210 

Жила (алюминий) 211 2700 880 
Экран (медь) 385 8960 380 
Оболочка 0,04 348 1880 
Грунт 0,85 1500 800 
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 поверхность 
грунта температура 

окружающей 
среды 

Рис. 12.8. Блок для моделирования тепловых процессов (слева)  
и тепловая схема замещения для поперечного сечения трехфазной кабельной 
 линии, состоящей из трех однофазных кабелей с полиэтиленовой изоляцией,  

реализованная в программе Matlab/Simulink (справа) 

пла между кабелями. Для каждого кабеля в качестве входной информа-
ции используются изменяющиеся во времени джоулевы потери в жиле, 
в экране и диэлектрические потери в полиэтиленовой изоляции. Значе-
ния этих электрических потерь вычисляются в каждый момент времени 
в электромагнитной задаче для кабельной линии и передаются в тепло-
вую задачу (рис. 12.1). Результатом решения тепловой задачи являются 
мгновенные значения температуры жилы, изоляции и экрана для каждо-
го кабеля в заданном режиме работы, а также, при необходимости, тем-
пература на поверхности грунта, которая может быть измерена относи-
тельно простыми средствами.  
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Отметим, что на всех емкостях в тепловой схеме замещения на 
рис. 12.8 задаются начальные значения напряжений, определяемые из 
условия нагрева кабеля в номинальном установившемся режиме. Для 
этого в электромагнитной задаче рассчитываются потери в установив-
шемся режиме и передаются в тепловую схему замещения, процессы в 
которой рассчитываются в длительном временном режиме до момента 
выхода на установившиеся значения всех температур (или выполняется 
расчет при отсутствии емкостей). Затем полученные значения темпера-
туры задаются в качестве начальных напряжений на соответствующих 
емкостях.  

 
12.4.   Совместный расчет электромагнитных и тепловых  
           процессов в кабельной линии в режиме  
           короткого замыкания 

 
Тепловая схема замещения кабельной линии (рис. 12.8) средст-

вами программы Matlab/Simulink формируется в виде автономного бло-
ка Power Cable Heat Transfer, который встраивается в электромагнитную 

Рис. 12.9. Simulink-модель фрагмента электрической сети 350 МВА, 330 кВ 
с кабельной линией с изоляцией из сшитого полиэтилена  

для расчета связанных электромагнитных и тепловых процессов  
в кабельной линии в переходных режимах 

 

Модель 
электромагнитных процессов  

Модель 
тепловых процессов 

Передача электрических потерь 
из электромагнитной задачи  

в тепловую задачу 
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модель кабельной линии. Полученная таким образом Simulink-модель 
позволяет рассчитывать связанные электромагнитные и тепловые про-
цессы в трехфазной кабельной линии в переходных режимах. Модель 
показана на рис. 12.9. В этой модели с помощью блока Power measure-
ment (структура блока дана на рис. 12.10) вычисляются потери в одном 
сечении линии – в кабеле в конце первой секции, и затем непрерывно 
передаются "бесконтактным" способом в блок расчета температуры (от-
мечено длинной стрелкой вверху слева на рис. 12.9). 

Результаты расчетов однофазного короткого замыкания (в фазе 
А) на выходе кабельной линии в момент времени 0,5 с приведены на 
рис. 12.11. Характер изменения токов в жилах для этого режима показан 
на рис. 12.6, а. Данные рис. 12.11 позволяют заключить следующее: 

1. Начиная с момента возникновения короткого замыкания поте-
ри в жиле фазы А увеличиваются до значения ~ 5 кВт на единицу длины 
кабеля (1 м). В остальных фазах потери также возрастают, но в меньшей 
степени (рис. 12.11, слева). 

2. Из-за увеличения электрических потерь происходит нагрев 
жилы кабеля фазы А. Температура жилы в течение нескольких минут 

 

Рис. 12.10. Блок измерения потерь мощности  
в силовых кабелях трехфазной кабельной линии
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Потери на единицу длины жилы, Вт 

возникновение 
однофазного КЗ 

время, с 

Фаза А 

Фаза В 

Фаза С 

Фаза А 

Фаза В 

Фаза С 

 

Температура,0С 

 жила 

изоляция 
экран 

 жила 

изоляция 

экран 

экран 

жила 

изоляция 

время, с 
Рис. 12.11. Изменение во времени мгновенных значений электрических потерь  

в жилах кабелей трех фаз (слева) и температура жил, изоляции 
и экранов трех кабелей (справа) в режиме однофазного  
короткого замыкания в нагрузке кабельной линии 

растет практически по линейному закону вследствие большого значения 
тепловой постоянной времени нагрева. Ее оценочное значение составля-
ет 9,9·103·0,5 ≈ 5·103 с. При этом допустимое значение тем-
пературы основной изоляции, равное 250 0С, достигается приблизитель-
но за время 140 с. В расчетах предполагается, что температура изоляции 
вблизи поверхности жилы равна температуре жилы. За это время на-
блюдается незначительный рост температуры экрана кабеля фазы А, а 
также активных элементов кабелей в фазах В и С. 

== изизRCT

Результаты расчетов трехфазного короткого замыкания на выхо-
де кабельной линии в момент времени 0,5 с приведены на рис. 12.12. 
Характер изменения токов в жилах для этого режима показан на 
рис. 12.6, б. Из данных рис. 12.12 видно значительное увеличение элек-
трической мощности в жилах трех кабелей в момент КЗ, которое со-
ставляет около 50 кВт на единицу длины кабеля. В силу большой выде-
ляемой мощности все три жилы нагреваются с одинаково большой ско-
ростью, и предельно допустимая температуры 2500С достигается за вре-
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время, с 

Фаза А 

Фаза В 

Фаза С 

 

Температура, 0С 

жила 

изоляция экран 

время, с 

Фаза А 

Фаза В 

Фаза С 

Потери на единицу длины жилы, Вт 

возникновение 
трехфазного КЗ 

жила 

жила 

изоляция 

изоляция 

экран 

экран 

Рис. 12.12. Изменение во времени мгновенных значений электрических потерь 
в жилах кабелей трех фаз (слева) и температура жил, изоляции 

и экранов трех кабелей (справа) в режиме трехфазного 
короткого замыкания в нагрузке кабельной линии 

мя ~15 с. Для предотвращения повреждения кабелей в течение этого 
промежутка времени кабельная линия должна быть обесточена систе-
мой аварийной защиты. Отметим, что за исследуемое время дополни-
тельный нагрев экранов и основной изоляции жилы кабелей вблизи этих 
экранов незначителен.  

 

В заключение раздела отметим, что путем совместного решения 
электрической и тепловой цепных задач, выполнен расчет электромаг-
нитных и тепловых процессов в сверхвысоковольтной кабельной линии 
в режиме однофазного и трехфазного короткого замыкания в нагрузке 
на выходе линии. Для этих режимов получены временные зависимости 
изменения напряжений и токов на входе в кабельную линию, зависимо-
сти от времени электрических потерь в жилах и температуры нагрева 
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активных элементов кабелей. Даны рекомендации по предотвращению 
перегрева кабелей при работе линии в рассмотренных режимах. 

Разработанная методика численного расчета и ее компьютерная 
реализация позволяют получать необходимые данные и анализировать 
связанные электромагнитные и тепловые явления в кабельных линиях в 
различных эксплуатационных режимах работы, учитывая при этом про-
цессы в электроэнергетической системе с тем, чтобы на этапе проекти-
рования кабельных линий выбирать рациональные схемотехнические и 
конструктивные решения, а также средства релейной защиты линий. 
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13. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА МУЛЬТИФИЧЕСКИХ 
ЦЕПНО-ПОЛЕВЫХ ЗАДАЧ 

 
 
 

13.1.   Определение и классификация цепно-полевых задач 
 
Моделирование и исследование ряда электротехнических уст-

ройств может выполняться путем совместного применения цепных схем 
замещения и полевых методов расчета в рамках единой составной мате-
матической модели. В таком случае моделирование на основе теории 
электромагнитного поля дает возможность получить более полное пред-
ставление о поведении исследуемого устройства как в установившихся, 
так и переходных режимах работы.  

Для изучения динамических режимов функционирования уст-
ройства важно учитывать его взаимодействие с внешними цепями и 
схемами, а в отдельных случаях и электрические связи между элемента-
ми устройства (например, как для трансформаторов с несколькими об-
мотками). Создание комбинированных моделей устройств и внешних 
цепей необходимо также для учета нелинейных элементов в структуре 
устройств и моделирования переходных режимов их работы в случае, 
когда закон изменения тока во времени заранее неизвестен и определя-
ется в ходе решения связанной задачи. 

Цепно-полевые задачи, как самостоятельный класс задач, извест-
ны давно. По своей структуре они объединяют ряд частных задач и ха-
рактеризуются функциональными связями между ними. Это обстоятель-
ство позволяет отнести цепно-полевые задачи к классу мультифизиче-
ских задач. Кроме того, в ряде случаев связанные полевая и цепная за-
дачи могут описывать процессы различной физической природы. 

Формулировки и основные подходы к решению связанных цеп-
но-полевых задач приведены, например, в [1, 2]. Основы совместного 
расчета электромагнитных полей с магнитными и электрическими це-
пями изложены в [3, 4], где показаны также преимущества решения за-
дач электромагнитного поля устройств с учетом переходных процессов 
во внешних цепях.  

При реализации цепно-полевых моделей, например, в [5–8], ре-
зультатом численного расчета цепной модели являются интегральные 
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параметры (напряжения, токи элементов), а результатом полевой моде-
ли – дифференциальные параметры.  

Численное решение цепно-полевых задач проводится, как прави-
ло, в вычислительных комплексах MatLab – Comsol Multiphysics или 
MatLab – Ansys Multiphysics [9–11] c использованием программных 
средств сопряжения таких программ. Например, программное обеспече-
ние Comsol LiveLink for MatLab позволяет сохранять модели Comsol как 
m-файлы MatLab и выполнять их в среде MatLab. В частности, возмо-
жен экспорт модели Comsol в программу Simulink/MatLab [12]. Резуль-
татом этого экспорта является представление модели Comsol в виде 
блока структурной схемы динамической системы, моделируемой в 
Simulink. Взаимный обмен данными между программами Comsol и 
Simulink/MatLab предусмотрен через Comsolserver. 

Область применения связанных цепно-полевых задач широка и 
включает все виды электрических машин [2, 7, 13–15], трансформаторы 
[6, 8, 16, 17], электромагнитные системы [18], кабельные линии [19, 20] 
и пр. В работе [21] обоснованы перспективы использования цепно-
полевого моделирования динамических режимов электромеханических 
преобразователей. В [22] решена цепно-полевая задача для исследова-
ния электромагнитных процессов при перемешивании жидкого металла 
под действием магнитных полей.  

Связанные цепно-полевые задачи предусматривают не только 
связь электромагнитных устройств с внешними электрическими или 
магнитными цепями, но и цепями с элементами силовой электроники 
(диодами, тиристорами, транзисторами и др.), а также с системами их 
управления. Детальное описание подходов к моделированию электрон-
ных элементов цепей, подключенных к устройствам, приведено в [15, 
23]. Решение задач со связью электрических устройств, внешних цепей 
и систем управления проведено в [14, 24, 25]. 

Хотя традиционно к классу цепно-полевых задач для моделиро-
вания электротехнических устройств относятся задачи расчета электри-
ческой цепи и электрического (электромагнитного) поля, такой класс 
задач значительно шире. Это показывают материалы раздела 17, в кото-
ром исследуются связанные магнитная цепь и магнитное поле электро-
магнита, и исследования работы [26], где моделируется кровоток в теле 
человека на основе связанных гидравлической цепи и гидродинамиче-
ского поля. 

Согласно общей классификации (рис. 1.6, раздел 1) цепно-поле-
вые модели подразделяются на слабосвязанные и сильносвязанные в за-
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висимости от характера связи между полевой и цепной составными час-
тями общей модели. К примеру, сильносвязанная цепно-полевая задача 
решена в статье [5]. При реализации полевой модели в [5] рассчитыва-
ются электромагнитные параметры элементов заземляющего устройст-
ва, которые затем используются в цепной модели для расчета токов эле-
ментов. При найденных токах вновь используется полевая модель для 
определения характеристик электромагнитного поля. Кроме того, силь-
носвязанные цепно-полевые задачи совместно и одновременно решены 
в [15, 27]. Последовательное решение цепных и полевых задач (слабо-
связанных цепно-полевых задач) представлено в работах [14, 23]. 

 
13.2.   Особенности связей между цепными и полевыми  
           задачами  

 
Важным вопросом при решении цепно-полевых задач является 

вопрос реализации связей между цепной и полевой их частями, т. е. ус-
тановления тех величин, которые в теории поля соответствуют величи-
нам в теории цепей, а значит, должны передаваться между цепной и по-
левой составными задачами. Так, например, в цепно-полевой задаче со 
связью "электрическая цепь – электрическое поле", основными величи-
нами в цепи являются электрические напряжение и ток. Следовательно, 
в полевой задаче с тех же позиций должны быть определены величины 
напряжения и тока. Отметим, что в теории поля, излагаемой в литерату-
ре, величина напряжения определяется по-разному, поэтому этот вопрос 
требует отдельного рассмотрения при решении конкретных цепно-поле-
вых задач. В частности, для расчета напряжения важно, чтобы понятия 
электрического напряжения в теории цепей и в теории электромагнит-
ного поля были согласованы друг с другом.  

Известно, что в теории цепей величина напряжения между узла-
ми 1 и 2 представляет собой разность электрических потенциалов 

2112 ϕϕ −=u . В теории электромагнитного поля основной величиной 

является вектор напряженности электрического поля 
t∂

∂
−−∇=

AE ϕ , а 

напряжение определяется в виде линейного интеграла от напряженности 
, например, как в [28, с. 63]: E

∫∫ ⋅
∂
∂

−−∇=⋅=
2

1

2

1
12 )( lAlE d

t
du ϕ . 
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Видно, что такое определение напряжения не соответствует на-

пряжению в теории цепей. Для достижения соответствия следует опре-
делить понятие напряжения в теории поля как интеграл лишь от потен-
циальной части вектора напряженности электрического поля E , т.е. 

Рис. 13.1. Характеристики связи между цепной и полевой задачами  
для трех указанных случаев. Здесь приняты обозначения: 

SK – поверхность контакта; Vm – магнитный скалярный потенциал 

  2. Связанные электрическая цепь и электрическое поле в диэлектрической среде 

    1. Связанные электрическая цепь и электрическое поле в проводящей среде 

R L E 

i 
u 

1 

2 2ϕ  

1ϕ  

εσ ,

21 ϕϕ −=u  

∫ ⋅=
KS

tot dSi nJ  

ttot ∂
∂

+=
DEJ σ  

3. Связанные магнитная цепь и магнитное поле в ферромагнетике 

Цепь Поле

21 ϕϕ −=u  

∫ ⋅=
KS

dSi nJ  

E R L K

i 
u 
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2 2ϕ  

1  ϕ
S  
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21 mmm VVU −=  

∫ ⋅=Φ
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21
2

1

2

1
12 )( ϕϕϕ −=⋅−∇=⋅= ∫∫ llE ddu пот . 

Только рассчитанные таким образом напряжения можно переда-
вать между связанными цепной и полевой задачами. О справедливости 
именно такого выражения для расчета напряжения в теории электромаг-
нитного поля отмечается в монографии [29] и статье [22]. 

Характер связей между цепной и полевой задачами для трех наи-
более распространенных случаев отображен на рис. 13.1. 

 
13.3.   Построение эквивалентных цепей на основе полевых  
           задач 

 
В ряде нетривиальных случаев для выяснения характера связи 

между полевой и цепной задачами полевая задача может быть представ-
лена в виде эквивалентной цепи, к соответствующим узлам которой 
подключена внешняя цепь. Такой подход упрощает реализацию связи 
между задачами.  

Далее проведем построение эквивалентных цепей для двух поле-
вых задач: расчета переменного электрического поля в массивном про-
воднике и расчета магнитного поля в ферромагнетике.  

 

Эквивалентная электрическая цепь для массивного проводника. 
Выберем в объеме проводника малый элемент объема (контрольный 
объем), направленный вдоль тока в проводнике  (рис. 13.2). Будем ис-
пользовать выражение для плотности тока (2.20) из раздела 2 в виде  

i

 

  

i 
u 

1 2 

2ϕ  1ϕ  

σ  
i 

VΔ  

l

S 
 

R L
M 

21 

Рис. 13.2. Пояснения к построению эквивалентной цепи  
для случая переменного электрического поля в массивном проводнике 
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)(
t∂

∂
−−∇==

AEJ ϕσσ .                              (13.1) 

Интегрируя это выражение вдоль контура, соединяющего точки 1 
и 2 и расположенного внутри контрольного объема, получим  

∫∫∫ ⋅
∂
∂

−⋅∇−=⋅
2

1

2

1

2

1
lAllJ d

t
dd ϕ

σ
.                          (13.2) 

После несложных преобразований, переходя к средним величи-
нам, запишем уравнение баланса напряжений на участке цепи 

                       )...( 2
121 dt

diM
dt
diM

dt
diLiR k

k+++−−= ϕϕ .             (13.3) 

В последнем выражении член с индуцированной электродвижу-
щей силой (ЭДС) – последнее слагаемое в (13.2) представлен в виде 
ЭДС самоиндукции и в общем случае взаимоиндукции с другими кон-
турами, в которых протекают токи ,  …, . Эквивалентная цепь, 
соответствующая такому уравнению, показана на верхней вставке 
рис. 13.2.  

1i ,2i ki

Из полученного на основании (13.2) равенства (13.3) следует 
важный вывод о том, что напряжение на выбранном элементе объема 
вычисляется как 

21
2

1
12 )( ϕϕϕ −=⋅−∇= ∫ ldu ,                             (13.4) 

а полевым аналогом второго закона Кирхгофа является известное из 
векторного анализа [30] интегральное тождество 

   0)( =⋅−∇∫
l

dlϕ .                                      (13.5) 

Таким образом, эквивалентная электрическая цепь рассматри-
ваемой полевой задачи для массивного проводника может быть получе-
на путем разбиения всего объема проводника на конечные элементы и 
построения для каждого элемента эквивалентной цепи согласно уравне-
нию (13.3).  

 

Эквивалентная магнитная цепь для магнитопровода. Выберем в 
объеме магнитопровода малый элемент объема (контрольный объем), 
направленный вдоль магнитного потока Φ  (рис. 13.3). Будем использо-
вать выражение для напряженности магнитного поля (2.15) и матери-
альное уравнение в виде  
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V  Δ

 

 

cmV HH +−∇= ;                                     (13.6) 

HB μ= .                                              (13.7) 

Отсюда следует, что  

                         cmV HB
+−∇=

μ
.                                    (13.8) 

Интегрируя последнее выражение вдоль контура, соединяющего 
точки 1 и 2 и находящегося внутри контрольного объема, получим  

   ∫∫∫ ⋅+⋅∇−=⋅
2

1

2

1

2

1
lHllB ddVd cmμ
.                          (13.9) 

После несложных преобразований, переходя к средним величи-
нам, запишем уравнение баланса магнитных напряжений на участке цепи 

∫ ⋅+−=Φ
2

1
2,1, lH dVVR cmmm .                         (13.10) 

Эквивалентная магнитная цепь, соответствующая этому уравне-
нию, показана на верхней вставке рис. 13.3. 

Φ 1 2 

1 2 
МДС mR  

2,mV  1,mV  

μ

Рис. 13.3. Пояснения к построению эквивалентной цепи  
для расчета магнитного поля в магнитопроводе 
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Из полученного с использованием (13.9) равенства (13.10) следу-
ет важный вывод о том, что величина магнитного напряжения на вы-
бранном элементе объема вычисляется как 

  ,                   (13.11) 2,1,
2

1
12, )( mmmm VVdVV −=⋅−∇= ∫ l

а полевым аналогом второго закона Кирхгофа для магнитных напряже-
ний является интегральное тождество 

         0)( =⋅−∇∫
l

m dV l .                                 (13.12) 

Из равенства (13.10) получается также выражение для расчета 
магнитодвижущей силы (МДС) на участке магнитной цепи – это по-
следнее слагаемое в (13.10). 

Отметим, что в литературе часто приводится ошибочное в общем 
случае выражение для магнитного напряжения в виде  

        ,                                    (13.13) ∫ ⋅=
2

1
12, lH dVm

которое количественно совпадает с правильным, на наш взгляд, выра-
жением для магнитного напряжения (13.11) лишь в случае отсутствия 
вихревой составляющей напряженности магнитного поля, т. е. при 

.  0=cH
Уравнение баланса магнитных напряжений (13.10) можно обоб-

щить на случай, когда контрольный объем дополнительно содержит по-
стоянный магнит. Используя для этого материальное уравнение для 
магнита в виде  

rBHB += μ , 

перепишем выражение (13.8) как 

μμ
r

cmV BHB
++−∇= . 

После интегрирования этого выражения вдоль контура, соеди-
няющего точки 1 и 2 контрольного объема, получим 

     ∫∫ ⋅+⋅+−=Φ
2

1

2

1
2,1, lBlH ddVVR r

cmmm μ
.              (13.14) 
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Последнее выражение показывает, что на участке с постоянным 
магнитом появляется дополнительная МДС, определяемая последним 
слагаемым в (13.14). 

Таким образом, эквивалентная магнитная цепь рассматриваемой 
полевой задачи для ферромагнетика может быть получена путем раз-
биения всего объема ферромагнетика на конечные элементы и введения 
для каждого элемента эквивалентной цепи, соответствующей выраже-
нию (13.10) или (13.14).  

 
13.4.   Расчет электрического напряжения на катушках  
           различного типа 
 

Источниками магнитного поля в большинстве задач, возникаю-
щих при исследовании электротехнических устройств, являются катуш-
ки с током довольно сложной формы. Выводы таких катушек подклю-
чены к внешней цепи. Для реализации связей между этой внешней це-
пью и полевой задачей, в рамках которой рассчитывается магнитное 
(электромагнитное) поле в области катушек, необходимо соблюсти ра-
венство токов и напряжений в цепи соответственно токам и напряжени-
ям на катушках. В силу этого определение напряжения на каждой ка-
тушке в полевой задаче является важной самостоятельной задачей.  

Исходя из результатов численного решения в общем случае 
трехмерного магнитного поля, далее приведем выражения для расчета 
напряжения на катушках трех типов, показанных на рис. 13.4: катушке с 
массивными витками при трехмерной постановке полевой задачи (рис. 
13.4, а); цилиндрической катушке с массивными витками при двумер-
ной постановке полевой задачи (рис. 13.4, б); многовитковой катушке, 

 i  i 2ϕ

i 

i 

i 

i 

1U&  

2U&  

3U&  

4U&  

1  

а       б                    в 
 

Рис. 13.4. К расчету напряжений на катушках различного типа 

ϕ
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намотанной тонким проводом, при трехмерной постановке задачи рас-
чета поля (рис. 13.4, в).  

 

Катушка с массивными витками, трехмерная постановка зада-
чи (рис. 13.4, а). В этом случае в области катушки рассчитывается трех-
мерное магнитное поле для векторного магнитного потенциала и ска-
лярного электрического потенциала с использованием системы диффе-
ренциальных уравнений (2.21)–(2.23). В качестве граничных условий на 
выводах катушки задаются электрические потенциалы 1ϕ&  и 2ϕ& . Прило-
женное напряжение определяется как . Ток в катушке вы-
числяется путем интегрирования нормальной составляющей плотности 
тока  

21 ϕϕ &&& −=U

)( AJ &&& ωϕσ j−−∇=  

по произвольному поперечному сечению витка. При этом плотность то-
ка  находится после расчета магнитного поля. J&

 

Цилиндрическая катушка с массивными витками, двумерная по-
становка задачи (рис. 13.4, б). Такая упрощенная модель катушки по-
зволяет рассчитывать магнитное поле в двумерной постановке в цилин-
дрической системе координат . При такой постановке предполагает-
ся, что катушка состоит из отдельных цилиндрических витков, имею-
щих небольшие разрезы, в которых находятся токовые вставки, соеди-
няющие витки последовательно. Влиянием таких разрезов и соедини-
тельных вставок на распределение магнитного поля в катушке пренеб-
регается.  

zr0

Математическая модель строится на основе уравнения (2.21). 
При этом задается интегральный ток  в каждом витке. Неизвестными 
величинами являются векторный магнитный потенциал и напряжения 
на витках , где  – число витков в катушке. Электриче-
ский потенциал в k–м витке определяется как , а напряже-
ние на выводах катушки –  

i

NUUU &&& ...,, 21 N
rUkk πϕ 2/&& =

∑
=

=
N

k
kUU

1
&& . 

 
 

Многовитковая катушка, трехмерная постановка полевой зада-
чи (рис. 13.4, в). Рассчитывается магнитное поле в области катушки пу-
тем решения задачи относительно векторного магнитного потенциала 
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A&  с использованием дифференциального уравнения (2.21) при условии 
0=σ . В этом случае напряжение на выводах катушки для гармониче-

ского поля находится на основании следующего выражения: 

∫ ⋅=
KVK

ср dV
V

lNjU )(1 tA&& ω ,                        (13.15) 

где  – векторный магнитный потенциал, определяемый из решения 
полевой задачи; 

A&

KV  – объем катушки;  – число витков в катушке;  
– средняя длина витка, вычисляемая из условия равенства произведения 

 общей длине провода катушки;  – единичный вектор, в каждой 
точке катушки направленный по току.  

N срl

срlN t

Отметим, что при учете активного сопротивления катушки, на-
пряжение на ее выводах будет превышать напряжение, определенное 
согласно выражению (13.15), на величину падения напряжения на со-
противлении, равного , где  – активное сопротивление ка-
тушки на переменном токе при заданной частоте. 

ACRI& ACR

Для многовитковой катушки цилиндрической формы выражение 
(13.15) упрощается и имеет следующий вид:  

∫=
KSK

rdSA
S

NjU πω ϕ 21 && , 

где −KS сечение катушки;  – азимутальная составляющая векторно-
го магнитного потенциала, определяемая из решения задачи расчета 
магнитного поля. 

ϕA&

 

Таким образом, в подразделе приведены расчетные выражения 
для напряжения на выводах катушек различного модельного представ-
ления, которые позволяют реализовать связь между электромагнитной 
полевой задачей с внешней электрической цепью. 
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14. ЦЕПНО-ПОЛЕВАЯ МОДЕЛЬ  
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАГРУЗОЧНОЙ  
СПОСОБНОСТИ КАБЕЛЬНЫХ ЛИНИЙ 

 
 
 

14.1.   Предварительные замечания
 

В настоящее время силовые кабели с изоляцией из сшитого по-
лиэтилена на среднее напряжение (6–35 кВ) и высокое напряжение 
(вплоть до 110 кВ –500 кВ) находят все более широкое применение в 
энергосистемах больших городов, на транспорте (метрополитене), энер-
гоемких промышленных предприятиях и энергетических объектах, где 
требуется высокая надежность электроснабжения, и в том числе на элек-
тростанциях для соединения электрического оборудования, вывода 
мощности от энергоблоков к распределительным устройствам или пунк-
там перехода [1–3].  

Большая роль в достижении надежного и стабильного функцио-
нирования электрических кабелей отводится совершенствованию спо-
собов их прокладки, обеспечению оптимальных режимов работы с уче-
том условий окружающей среды, в том числе установлению допустимой 
нагрузочной способности кабелей по току, которая определяется по до-
пустимой температуре токопроводящих жил. Допустимая температура 
нагрева жил зависит от типа кабелей, номинального напряжения, спосо-
ба и схемы прокладки кабелей в линии. Для определения предельно до-
пустимого тока нагрузки кабельных линий наряду с их электромагнит-
ным расчетом важную роль играет уточненный тепловой расчет. 

В данном разделе с целью определения нагрузочной способности 
кабельных линий с изоляцией из сшитого полиэтилена описывается и 
реализуется математическая модель связанных электромагнитных и те-
пловых процессов при учете схемы заземления экранов кабелей и для 
различных способов прокладки линий – подземных кабельных линий и 
линий, проложенных в воздушных сооружениях (туннелях, каналах). 
Учет схемы заземления экранов предполагает совместное решение 
уравнений электромагнитного поля и электрической цепи и обусловли-
вает связь цепной и полевой задач.  

В работе [4] обоснована необходимость учета в расчетах кабелей 
схемы заземления экранов, поскольку это влияет на величину тока в эк-
ранах в нормальных и аварийных режимах, на электрические потери в 
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экранах (а значит, на тепловой режим кабелей и их пропускную способ-
ность) и на основные электрические параметры кабелей (активное и ин-
дуктивное сопротивления). Учёт схемы соединения экранов (односто-
роннее, двустороннее заземления или с транспозицией) проведен в ста-
тье [5] путем совместного решения уравнений магнитного поля и при-
соединённой электрической цепи. 

Представленная в данном разделе математическая модель впер-
вые описана в [6], где разработанная на ее основе численная методика 
использована для расчетов подземной двухцепной кабельной линии с 
расположением кабелей треугольником. Далее в разделе 14.3 для гори-
зонтального расположения кабелей в подземных линиях решаются свя-
занные электромагнитная и тепловая задачи. Решение проводится по-
следовательно: сначала электромагнитная задача решается в двумерной 
постановке, затем стационарная тепловая задача – в трехмерной поста-
новке с целью учета возможных неоднородных условий прокладки ли-
нии на трассе. Структура мультифизической задачи и функциональные 
связи между частными задачами при расчете электротепловых процес-
сов в подземной кабельной линии приведены на рис. 14.1.  

В этом разделе с целью уточненного определения длительно до-
пустимого тока нагрузки кабелей предлагается электротепловая модель 
расчета процессов в кабельных линиях, проложенных в воздушных со-
оружениях, с учетом движения в них конвективных потоков воздуха. 
Основу модели составляет цепно-полевая модель электромагнитных 
процессов, описанная в подразделе 14.2. Модель дополняется сильно-
связанными между собой тепловой и газодинамической задачами. Связь 
физических задач для исследования кабельных линий в воздушных со-
оружениях показана на рис. 14.2. 

 Падения 
напряжения ΔU

 

Уравнение 
цепи 

 

 

Электромагнитная 
задача 

 Токи в жилах 
и экранах – Iж , Iэ

 

Тепловая  
задача 

 Джоулевы
потери Q 

                                      

Рис. 14.1. Структура мультифизической задачи и функциональные связи  
между частными задачами при расчете электротепловых процессов  

в подземной кабельной линии 
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В исследованиях также, как и в [7–9], рассмотрены факторы и 
связи, отображенные на рис. 14.3. Компьютерные расчеты проведены с 
использованием метода конечных элементов в пакете программ Comsol 
Multiphysics [10]. 

 
14.2.   Математическая модель электромагнитных процессов 
 

Постановка задачи. Моделируются электромагнитные процессы 
в стационарном режиме, протекающие в гетерогенной области. Область 
включает две кабельные линии (двухцепную линию) подземной про-
кладки либо расположенные в воздушных сооружениях. Каждая линия 
состоит из трех кабелей однофазного исполнения с изоляцией из сшито-
го полиэтилена. Элементами конструкции кабелей в линии, учитываю-

 Джоулевы
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Газодинамическая 
задача 

Температура
Т 

Сила F, приводящая  
воздух в движение   

                                      

Рис. 14.2. Структура мультифизической задачи и связи между частными задачами  
при расчете нагрузочной способности кабельных линий,  

проложенных в воздушных сооружениях 

Рис. 14.3. Схема учета различных факторов  
при определении тока нагрузки кабельных линий 
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ж

щимися в расчетах, являются алюминиевые токонесущие жилы, каждая 
из которых окружена изоляционным слоем из сшитого полиэтилена, за-
тем экраном из медных проволок и поверх всего герметичной наружной 
полиэтиленовой оболочкой.  

Моделирование и расчет электромагнитного поля проводятся при 
следующих предположениях: 

– исследуемые кабельные линии достаточно длинные и горизон-
тально проложены параллельно поверхности земли на определенной 
глубине; 

– экраны кабелей заземлены по концам строительных участков, 
как показано на рис. 14.4. 

Электромагнитная задача решается в двумерной постановке, в 
поперечном сечении кабельной линии, в декартовой системе координат 
относительно комплексного векторного магнитного потенциала 

, характеризующегося единственной z–составляющей 
.  

),0,0( zA&& =A
),( yxAz&

Электромагнитное поле кабельных линий. Источниками пере-
менного магнитного поля в рассматриваемых областях (см. далее 
рис. 14.5, 14.7, а, 14.9) являются трехфазные токи, протекающие в жилах 
и экранах кабелей. Задача решается в предположении, что задана трех-
фазная система падения напряжения на единице длины жил, и затем в 
ходе решения задачи определяются токи в жилах и в экранах, а также 
падение напряжения на экранах.  

Рис. 14.4. Схема заземления экранов кабельной линии 

A

B

эВI&  

эАI&  

C

Δ эU&  

Rз= 0,5 Ом Rз= 0,5 Ом 

ΔU&  

эСI&  

жАI&  

жВI&  

жСI&  

UΔ &  
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Распределение векторного потенциала определяется следующей 
системой уравнений: 

                       ;                       (14.1) iUj &Δ=×∇×∇+ − σμωσ )( 1
0

..
AA

 
    ;                      (14.2) 0)(∫∫

∑∑

=Δ+−=

i ii i S
iz

S
z dSUAjdSJ &&& σωσ

                .                        (14.3) )(2 эCэBэАзэ IIIRUU &&&&& ++−Δ=Δ
 

Здесь σ , rμ  – электропроводность и относительное значение магнит-
ной проницаемости среды соответственно; ω  – круговая частота изме-
нения тока;  – плотность тока;  – площадь поперечного сечения -й 
проводящей среды в рамках расчетной области (среди таких сред рас-
сматриваются жилы, экраны кабелей и земля); – падение напряже-
ния в проводящей среде на участке единичной длины;  – сопротивле-
ние земли;  – токи в экранах фаз кабелей А, B, C соответ-
ственно;  – в области жил (полагается известной величи-
ной);  – в области экрана;  – в области грунта. 

J& iS i

iU&Δ

зR

эCэBэА III &&& ,,

жi UU && Δ=Δ

эi UU && Δ=Δ UUi && Δ=Δ
Система (14.1)–( 14.3) содержит три уравнения и три неизвестные 

величины –  и является основой математической модели 
задачи в замкнутом виде. 

UUA эz &&& ΔΔ ,,

В качестве граничных условий на внешних границах расчетной 
области задается условие магнитной изоляции: . Наличие второй 
цепи для кабелей подземной прокладки учитывается граничным услови-
ем на оси симметрии ОО

0=zA&

1 (рис. 14.5) –  = 0. τB
 

14.3.   Моделирование электротепловых процессов  
 в подземных кабельных линиях 
 

Электромагнитное поле кабельных линий определяется соглас-
но модели, описанной в подразделе 14.2. Далее приведем модель рас-
чета теплового поля кабельных линий.  

Тепловая модель. Предполагается, что засыпочный грунт и почва 
вокруг подземных кабелей однородны и имеют одни и те же свойства по 
глубине; отметим, что в общем случае свойства земли претерпевают из-
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K L 

|| B& , Тл
поле вдоль линии КL
 

K L 

А          В           С С           В            А 

О  

О1  

О1  

а  

О  
б                                                               в 

Рис. 14.5. Расчетное элементное разбиение в окрестности кабельных линий (а).  
Распределение модуля вектора магнитной индукции || B&  (в цвете  

и изолиниями) в кабелях одной линии и вокруг них (б);  
изменение || B&  вдоль отмеченной линии КL (в) 

менения в результате функционирования кабельных линий, а также под 
действием метеорологических факторов вследствие усадки, увлажнения 
или высыхания.  

Тепловая задача для подземных кабельных линий формулируется 
в трехмерной постановке с учетом неоднородного участка грунта на 
трассе прокладки относительно температуры ),,( zyxTT = . 

Распределение стационарного температурного поля описывается 
дифференциальным уравнением теплопроводности вида  

                        QT =∇⋅∇− )(λ ,                                        (14.4) 

где ),,( zyxλ  – теплопроводность соответствующего материала в рас-
сматриваемой неоднородной среде;  – удельная мощность тепловых 
источников, к которым относятся джоулево тепло, выделяемое в мас-
сивных проводниках жил кабелей, –  и потери от электри-
ческого тока, протекающего в медном экране каждого кабеля, – 

Q

жжJ σ/|| 2
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ээJ σ/|| 2 . В приведенных формулах: ,  – соответственно дейст-
вующие значения плотности тока в жилах и наведенного тока в экранах 
кабелей; 

жJ эJ

жσ , эσ  – электропроводность жилы и экрана; 
Уравнение (14.4) дополняется граничными условиями (в соответ-

ствии с обозначениями рис. 14.7, а далее): 

0TT =   на поверхностях ONN1O1  и  L1M1N1O1; 

0/ =∂∂ nT   на поверхностях OLMN, OLL1O1, MM1N1N; 

)(/ окрTTknT −=∂∂−λ   на поверхности земли LMM1L1 , 

где  – температура окружающей среды (естественной почвы);  – 
температура воздуха над поверхностью земли;  – коэффициент тепло-
отдачи в воздух;  – единичный вектор внешней нормали к рассматри-
ваемой границе расчетной области.  

0T окрT
k

n

Отметим, что цепно-полевая электромагнитная задача (14.1)–
(14.3) и тепловая задача (14.4) связаны между собой посредством джо-
улевых потерь Q , как показано на рис. 14.1. 

Результаты компьютерного моделирования. Рассчитывались 
две трехфазные кабельные линии с номинальным током кабелей (наруж-
ным диаметром 33 мм) =номI 296 А при частоте 50 Гц. Кабели размеще-
ны в одной горизонтальной плоскости на равном расстоянии друг от 
друга – 100 мм, считая по центру фаз кабелей. Жила кабелей алюминие-
вая сечением 120 мм2. Длительно допустимая температура нагрева жил – 
900С. Глубина прокладки кабелей в земле – 0,75 м. Температура грунта 
– 150С. Расстояние от центра крайнего кабеля до границы области за-
сыпки составляет 100 мм. Теплопроводность естественной почвы 
=λ  0,83 Вт/(м·К). Коэффициент теплоотдачи с поверхности земли  = 

= 15 Вт/(м
k

2·К). Размеры расчетной области составляли 5 х 10 х 3 м соот-
ветственно по осям x, y, z (рис. 14.7, а). Рассмотрен случай прокладки 
кабелей в однородном грунте.  

Результаты электромагнитного расчета. Конечно-элементное 
разбиение фрагмента расчетной области с кабелями показано на 
рис. 14.5, а. 

Основные численные результаты представлены на рис. 14.5 и 
14.6. Результаты показывают неоднородное распределение магнитного 
поля и плотности тока по сечению проводников. Как видно из 
рис. 14.5, б–в, поле концентрируется на поверхности жил.  
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Рис. 14.6. Распределение плотности тока || J&  (в цвете) в жилах и экранах кабелей 
одной цепи и отдельно в каждой жиле и экране в соответствующем  

масштабе (а, б). Значения токов в жилах жI  и в экранах эI   
и изменение || J&  вдоль линии, проходящей через центр кабелей (в) 

min max

Jmax = 2,35·106 A/м2 Jmin = 1,53·106 A/м2

а 

б 

  жI :  273,9          276,6           232,9 А 
    эI :     34,4            26,0             30,0 А 
 
 
 

                А                  В                  С 

| J& |, A/м2 

в 
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На рис. 14.6 отображено взаимное влияние совокупности про-
водников (жил и экранов) кабелей, что проявляется в вытеснении тока 
на поверхность, сказывается также действие магнитного поля со сторо-
ны симметрично расположенной кабельной линии. Картины распреде-
ления плотности тока отдельно в жилах и экранах кабелей на рис. 14.6 
отражают результат совместного проявления эффекта близости и скин–
эффекта. 

Детальное распределение плотности тока вдоль диаметра кабелей 
представлено на рис. 14.6, в. Видно, что вследствие взаимного влияния 
кабелей в кабельных линиях ток концентрируется в жилах внутренних 
кабелей (фазы В каждой линии). Имеет место несимметрия токов в жи-
лах и экранах. Это объясняется сложным взаимным влиянием провод-
ников каждого кабеля и влиянием кабельных линий между собой.  

Использование вычислительной методики позволяет находить 
значения токов в токопроводящих жилах  и экранах  кабелей пу-
тем интегрирования плотности тока по сечению (рис. 14.6, в). Знание 
распределения плотности тока во всех проводниках кабелей дает воз-
можность проводить уточненные тепловые расчеты кабельных линий.  

жJ эJ

Отметим, что аналогично распределению магнитной индукции 
 на рис. 14.5, в, могут быть найдены изменения магнитного поля над 

кабелями на различных уровнях относительно поверхности земли [11]. 
Это позволяет определять размеры требуемой зоны отчуждения при 
прокладке кабельных линий для обеспечения их экологической безопас-
ности и соблюдения санитарных норм, в соответствии с которыми про-
ектируются и строятся объекты электроснабжения [12, 13]. 

|| B&

Результаты теплового расчета. Данные тепловой модели и ре-
зультаты численных расчетов представлены на рис. 14.7 и 14.8. Про-
странственное распределение температуры вокруг кабельной линии да-
но на рис. 14.8. Отметим, что в виду симметрии здесь показана лишь 
одна линия. Температурное поле вокруг кабелей характеризуется про-
странственной неравномерностью. Наибольшую температуру (670С) 
имеет кабель фазы В, что отражает взаимное тепловое влияние двух ли-
ний. В непосредственной близости от линий почва нагревается до 500С 
(рис. 14.8 а), что может стать причиной ее высыхания и, как следствие, 
дополнительного повышения температуры кабелей и их перегрузки по 
току. 

Тепловые расчеты позволяют определить нагрузочную способ-
ность кабельных линий с учетом не только допустимой температуры на-
грева жил, но характеристик окружающего грунта и его дополнительно-
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M M1 

1 

го нагрева, а также с учетом неоднородности засыпочного грунта. Влия-
ние фактора неоднородности грунта на трассе прокладки кабелей на
распределение температуры вдоль кабельных линий детально исследо-
вано в работе [8]. 

 

                          а                                                   б 
 

Рис. 14.8. Распределение температуры вокруг кабельной линии в виде 
изотермических поверхностей (а) и в цвете для фрагмента  

с увеличением (б). На вставке справа – изменение температуры  
вдоль линии EF, проходящей через центр кабелей,  

на графике указана температура нагрева жил 
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Рис. 14.7. Трехмерная расчетная область задачи (а) и конечно-элементная сетка  
в плоскости x0z (б). Здесь: 1 – кабели; 2 – засыпочный грунт;  

3 – природная почва; 4 – возможное неоднородное включение;  
LMM1L1 – поверхность земли; LMNO – поверхность симметрии 
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14.4.   Процессы тепломассообмена в воздушных сооружениях  
 с кабельными линиями 

 
Силовые кабели прокладываются в специальных воздушных со-

оружениях при условии необходимости дополнительной защиты от по-
вреждений. К таким сооружениям относятся воздушные туннели и ка-
налы.  

К примеру, туннели круглого сечения предназначаются для дву-
сторонней прокладки кабелей в двух возможных вариантах: горизон-
тальное расположение кабелей (в одной горизонтальной плоскости), ли-
бо вертикальное расположение, т. е. размещение кабелей друг над дру-
гом. В работе [14] расчетным путем также показано, что вертикальная 
прокладка сверхвысоковольтных (220 и 500 кВ) кабелей с изоляцией из 
сшитого полиэтилена и с токопроводящей жилой большого сечения 
(2500 мм2) является наиболее оптимальным расположением кабелей для 
круглого туннеля.  

В статье [15] проведено моделирование в стандартном пакете 
программ Ansys Fluent процессов тепломассообмена в туннеле с кабель-
ными линиями на напряжение 35 кВ при задании температуры жил 900С 
и теплового потока, соответствующего номинальному току для алюми-
ниевой жилы. 

В случае необходимости прокладки кабельной трассы на пересе-
чении с железными и автомобильными дорогами используются замкну-
тые каналы несгораемых конструкций, заглубленные в грунт [1, 16]. Ка-
бели в воздушных каналах могут располагаться на дне канала или на 
специальных полках для лучшего охлаждения.  

Движение воздуха в кабельных воздушных сооружениях вызыва-
ется нагревом кабелей и разностью плотностей, что является результа-
том теплопереноса и, как следствие этого, возникновения гравитацион-
ной подъемной силы. Эффективность свободно-конвективной циркуля-
ции воздуха зависит от геометрии кабелей и конфигурации сооружения, 
а такж температуры окружающей среды. Поле скоростей воздуха и по-

 

 функционирования нагреваются. Ос-
новны

его пространства. В свою очередь естественная вентиляция 
приводит к движению воздуха, что способствует охлаждению кабелей.  

е 
ле температуры в воздушных сооружениях тесно связаны между собой
[17, 18].  

иловые кабели в процессеС
ми источниками тепла являются электрические токи, протекаю-

щие по металлическим элементам конструкции. Нагрев кабелей порож-
дает теплоперенос вблизи их поверхности и изменение температуры ок-
ружающ
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Прокладка силовых кабелей в закрытом воздушном пространстве 
предполагает корректировку токовых нагрузок с учетом температуры 
нагрева окружающей среды и взаимного влияния кабелей при заданной 
схеме их расположения. Устанавливаемые для каждого случая длитель-
ные токовые нагрузки должны обеспечивать приемлемые тепловые ре-
жимы работы кабелей, что, в свою очередь, зависит от уровня мощности 
электрических потерь, выделяемых в объеме кабелей, и условий охлаж-
дения, в частности окружающей среды и схемы прокладки.  

В ходе эксплуатации кабельных линий предусматривается кон-
троль 

 35–50 С [1, 16].  

мическое свободно-кон-
вектив

х процессов в кабелях по методике, представленной в подраз-
деле 1

состояния кабелей путем измерения температуры их внешних 
оболочек, а также проверки температуры воздуха в кабельных сооруже-
ниях. Ток в кабелях, проложенных в закрытых каналах и туннелях, час-
то ограничивается условием непревышения допустимой температуры 
воздуха в них – 0

В вычислительном плане наиболее трудным для случая проклад-
ки кабелей в воздушных сооружениях является расчет конвективных 
потоков воздуха. Задачи определения течения воздуха и распределения 
температуры в таких сооружениях необходимо решать во взаимосвязи.  

В данном разделе исследуется неизотер
ное движение воздуха в кабельных воздушных сооружениях с 

различными вариантами расположения в них кабелей, определяется тем-
пература жил кабелей с целью уточненного выбора значений длительно 
допустимых токовых нагрузок. Математическая модель для исследова-
ния строится на основе системы уравнений теплопроводности и механи-
ки газа.  

Отметим, что предполагаются предварительный расчет электро-
магнитны

4.2, а также реализация связей и обмен данными между физиче-
скими задачами согласно схеме на рис. 14.2. 

 

Математическая модель и особенности ее реализации. Рассмат-
риваются воздушные кабельные сооружения, заглубленные в однород-
ный грунт с известными теплофизическими характеристиками. Предпо-
лагается, что сооружения достаточно длинные и условия прокладки не-
изменны на всем протяжении трассы. Возможные на практике сужения 
и расширения кабельных сооружений, как и рельеф их стенок не учиты-
ваются. 

Принятые допущения позволяют сформулировать задачу в дву-
мерной постановке в декартовой системе координат Oxy и рассматри-
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вать поперечное сечение сооружения с кабельными линиями и приле-
гающим грунтом – область LMNO на рис. 14.9.  

Математическая модель строится для анализа свободно-
конвективного течения в стационарном режиме. Основой модели явля-
ются:  
          во внутренней области воздушного сооружения уравнения [19, 20] 

uIuu ∇+−⋅∇=∇⋅ ([)( ηρ Tp FIuu +⋅∇−⋅∇+ ]))(3/2())( η ;       (14.5) 

0)( =⋅∇ uρ ;                                             (14.6) 

QTCT p =+∇−⋅∇ )( uρλ ;                                  (14.7) 

          в областях грунта и бетонных стенок сооружений уравнение теп-
лопроводности 

0)( =∇−⋅∇ Tλ .                                          (14.8) 

Уравнение (14.5) представляет собой основное уравнение меха-
ники газа – уравнение Навье-Стокса; (14.6) – уравнение неразрывности; 
(14.7) – тепловой баланс, отражающий процессы теплопроводности и 
конвективного теплопереноса. 

В системе (14.5)–(14.7) неизвестными являются: u  – вектор ско-
рости; p  – давление и T  – температура. Кроме того, η  обозначает ди-
намическую вязкость воздуха; ρ  – его плотность; λ  – теплопровод-
ность 

Рис.14.9. Расчетная область задач для прокладки кабелей в подземном 

заполняющий сооружение; 4 – естественный грунт; Г – внутренняя граница. 
На вставках – выбранные для расчетов сеточные разбиения вблизи сооружений 

материала соответствующего элемента рассматриваемой неодно-

            а         б 
 

туннеле (а) и канале (б). Здесь: 1 – железобетонные стенки; 2 – кабели; 3 – воздух,  

поверхность земли

1 

поверхность земли 

1 
h 

1 
2 

3 

Г 

4

2 
3 

Г 

4 

2
2 
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родной области;  – теплоемкость материала; – единичн
 – объемная сила, приводящая воздух 

ет при взаимодействии силы тяжести с 
ленной теплопереносом, и называется гравит
лой. Для рассматриваемого случая она определяется

pC I  ый тензор; 
F в движение. Такая сила возника-

разностью плотностей, обуслов-
ационной подъемной си-

 следующим обра-
зом [17, 18]: 

))(;0();( gFF yx ρρ −== ∞F .                             (14.9) 

Здесь  = 9,81 м/с2 – ускорение свободного g  падения; ∞ρ  – плотность 
окружающего воздуха на значительном удалении от нагретых тел (кабе-
лей), где не сказывается их влияние. 

Изменения давления и плотности воздуха связаны с изменением 
его температуры. Это обусловливает необходимость рассмотрения до-
полнительного термодинамического соотношения, например, в виде ап-
проксимации Буссинеск [18]: а 

)1(
∞

∞
∞

−
−=

T
TTρρ ,                                   (14.10) 

где ∞T  – температура окружающей среды на значительном расстоянии 
от кабелей. 

Соотношение (14.10) между температурой и плотностью, исполь-
зуемое в модели, обеспечивает более высокую устойчивость расчета по 
сравнению с уравнением состояния идеального газа: TRp ρ=  ( R  – га-
зовая постоянная), которое включает еще и давление. 

В уравнении (14.7) величина Q  представляет собой плотность 
мощности тепловых источников в области, локализованных в жилах ка-
белей и обусловленных протеканием тока, и может определяться, на-
пример, по методике, описанной в подразделе 14.2. 

Система уравнений (14.5)–(14.8) дополняется граничными усло-
виями для теплового уравнения, решаемого во всей области LMNO 
(рис. 14.9): 

0TTTT NMONLO === ;   )(/ окрLM TTknT −=∂∂−λ ,   (14.11) 

и условием для газодинамической задачи, справедливой внутри соору-
жения, в подоблас  3 на рис. 14.9: ти

0=Γu .                                         (14.12) 
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Последнее выражение задает условие отсутствия скольжения при 
течении воздуха на твердых стенках. 

В приведенных граничных условиях (14.
; земли

 и сред , 

11): 0T  – температура 
грунта окрT  – температура воздуха над поверхностью ; k  – ко-
эффициент теплоотдачи с поверхности земли в воздух; n  – единичный 
вектор внешней нормали к рассматриваемой границе. 

 

Математическая модель для исследования неизотермического 
процесса движения воздуха включает систему уравнений (14.5)–(14.8), 
выражения (14.9), (14.10) и граничные условия (14.11), (14.12). Модель 
реализовывалась численно методом конечных элементов. Теплофизиче-
ские характеристики материалов  ( pC λ ) принимались незави-
сящими от температуры. Динамическая вязкость воздуха η  также счи-
тала постоянной величиной.  

Важным в расчетах было сгущение конечно-элементной сетки в 
зонах наибо

сь 

 

 выс и

льших значений скорости и чисел Рейнольдса, особенно в
слоях, прилегающих к поверхности обтекаемых тел, – пограничных сло-
ях, где сказывается влияние вязкости [21]. Реализация модели проводи-
лась последовательно в несколько этапов, начиная с более ок х зна-
чений вязкости η  и задавая каждый раз найденное решение в качестве 
началь юного приближения для последу щей задачи. Для этого в Comsol-
программе использовались возможности параметрического решателя 
при заданном ряде значений параметра η . Относительная погрешность 
решения совместных газодинамической и тепловой задач задавалась
равной 10

 

ьтаты компьютерного моделирования для кабелей, проло-
женных в туннелях. Исследуемые варианты расположения кабельных
линий в туннеле показаны на ри 4.10. Кабели в каждой лин

 500 мм2. Допустимый ток на-
грузки

–2. 
 

Резул
  

с. 1 ии нахо-
дятся на расстоянии 0,3 и 0,43 м друг от друга (рис. 14.10, а и 14.10, б 
соответственно), так что проход в центре составляет не менее 1 м. Сече-
ние токопроводящих жил кабелей равно

 =I  460 А.  
Принято, что туннели с толщиной стенки 0,15 м имеют внутрен-

ний диаметр 2 м и засыпаются слоем земли =h  3 м (см. рис. 14.9, а). 
Теплопроводность окружающего грунта зλ  = 0,8 Вт/( ·К). Коэффици-
ент теплоотдачи с поверхности земли k  = 10 Вт/(м ·К). Температура 
T = T 5

м
2

 = 1
(рис. 14.9, а) – 26 х 14 м.  

0С. Выбранные размеры расчетной области LMNO 0 окр
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T,0C 

A B

Tmax = 930C 

B  расстояние, м 

A1 B1 

Tmax = 820C 

а 

A1 B1  расстояние, м 
б

нагрев жил нагрев 
изоляции 

 

T,0C 

Рис. 14.10. Распределение температурного поля (в цвете) и векторов  
теплового потока (стрелками) внутри туннеля с горизонтальным (а) 

и вертикальным (б) расположением кабелей. На вставках справа – изменение 
температуры вдоль линий AB и A1BB1, проходящих через центр кабелей 

Задаваемые характеристики воздуха внутри туннеля: вλ  = 0,027 
Вт/(м·К p  = 100); C 6 Дж/(кг·К);  ∞ρ  = 1,21 кг/м ; 3

∞T  = 15 С эффектив-

ное зна

0 ; 

чение динамической вязкости эфη  = 0,3·10–3 Па·с. 
Результаты расчета стационарного теплового поля в туннеле для 

двух вариантов расположения кабелей пр дставлены на рис. 14.10. Как 
видно, среди кабелей, находящихся на одной горизонтали (рис. 14.10, а), 

 нагревается кабель в середине каждой линии Температура его 
жилы равна 93

е

наиболее . 
е кабели, ближе всех расположенные к стенке 

туннеля, имеют температуру 760С, а жилы внутренних кабелей, вследст-
вие взаимного теплового влияния линий, нагреваются до 840С. Отметим, 
что температура воздуха наиболее нагретой верхней части туннеля не 
превышает 500С, что удовлетворяет нормам пожарной безопасности. 

0С. Боковы
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В случае вертикального расположения кабелей в туннеле 
(рис. 14.10, б) наибольшей температурой характеризуются самые верх-
ние кабели в линиях (820С). Жилы кабелей вдоль прямой A1B1 имеют 
температуру 810С, а нижние кабели – 780С. Температура воздуха в тун-
неле составляет не выше 35–400С. 

На рис. 14.10 показаны также векторы теплового потока в плос-
кости сечения туннелей (в виде стрелок, пропорциональных модулю ве-
личины). В дополнение к этому на рис. 14.11 изображены схемы тепло-
вых потоков при циркуляции воздуха и распределение поля скорости 
воздуха в туннеле с вертикальным расположением кабелей. Такая ин-
форма
нудите

сти м 
ктер, который 

ция важна с точки зрения разработки эффективных средств при-
льного охлаждения кабельных линий. Зоны наибольших значе-

ний скоро  отмечены на рис. 14.11 более темны цветом. Как видно, 
течение воздуха имеет достаточно сложный вихревой хара
сообразуется с линиями теплового потока. 

В результате теплопереноса вблизи нагреваемых током кабелей 
изменяется плотность окружающего воздуха. Неоднородное распреде-
ление плотности воздуха в туннеле с горизонтально расположенными 
кабелями показано на рис. 14.12. Как видно, с увеличением температуры 
воздуха его плотность уменьшается по сравнению с заданным значени-
ем ∞ρ = 1,21 кг/м3 при ∞T  = 150С. 

При прокладке кабелей в туннелях, как и в каналах, ток нагрузки 
ограничивается определенной максимальной температурой воздуха (35–
500С). Это условие соблюдается для рассмотренных вариантов кабель-

а                                                             б  
 

Рис. 14.11. Распределение теплового потока (в цвете и линиями течения)  
при =maxq  5608 Вт/м2 (а) и поле скорости воздуха (в цвете  

и нормированными стрелками) при maxv =0,04 м/с (б) в туннеле  
с горизонтальным расположением двух кабельных линий 
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ρ , кг/м3 

 расстояние, м 

ных линий при =I  460 А. Вместе с тем надо учитывать и то обстоя-
тельст ч  

скости ( = 93 С) для достижения 
заданн

во, то длительные токовые нагрузки кабелей должны поддержи-
вать допустимую температуру нагрева жил, которая, например, для слу-
чая кабелей со сшито-полиэтиленовой изоляцией не может превышать 
900С. Так, согласно данным рис. 14.10, а, в случае прокладки кабельных 
линий в одной горизонтальной пло 0

maxT
ой пропускной способности кабелей может быть рекомендовано 

применение форсированного охлаждения в туннеле. В общем случае 
наиболее подходящую систему принудительного обдува кабелей необ-
ходимо проектировать не только на основании информации о распреде-
лении температуры, но и с учетом скорости и направления движения 
воздуха в туннеле. 

Результаты компьютерного моделирования для кабелей, проло-
женных в каналах. Исследуемые варианты прокладки кабелей в устано-
вочных каналах показаны на рис. 14.13. Каналы засыпаны слоем земли 
толщиной 0,7 м. Теплопроводность окружающего кабельные каналы 
грунта зλ  = 0,8 Вт/(м·К). Коэффициент теплоотдачи с поверхности зем-
ли k  = 10 Вт/(м2·К). Температура 0T = окрT = 150С. Выбранные размеры 
расчетной области LMNO (рис. 14.9, б) – 24 х 12 м. Отметим также, что 
поскольку стойки для крепления полок с кабелями, показанные на рис. 
14.1 б, располагаются бычно в каналах3,  о  на определенном расстоянии 
друг от

Рис. 14.12. Распределение плотности воздуха 

 друга, в рассчитываемую геометрию задачи они не включены. 
Характеристики воздуха внутри канала принимались такими же, 

как и для туннеля, и приведены выше. 

ρ  в туннеле с горизонтальным  
расположением кабелей при ∞ρ =1,21 кг/м3. На графике справа –  

изменение плотности воздуха вдоль отмеченной линии AB  

1,1 
1,05 

1 

0,95 

A B

B A
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В

                      a                                              б 
 

Рис. 14.13. Исследуемые кабельные каналы с размещением кабелей  
на дне канала – вариант 1 (а) и на полках – вариант 2 (б). 

Здесь: 1 – железобетонный лоток, 2 – кабели, 3 – плита перекрытия канала 

600

 

Рис. 14.14. Распределение температурного поля (в цвете и контурными линиями)  
внутри

иний A1B1, AB, CD, EF, проходящих  
 температура жил кабелей 

 канала с кабелями для варианта 1 (а) и варианта 2 (б). На вставках показано  
изменение температуры вдоль отмеченных л

через центр кабелей, а также указана
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Результаты расчета стационарного теплового поля в кабельных 
каналах двух вариантов представлены на рис. 14.14. Как видно, наибо-
лее нагревается центральный кабель в случае размещения трех кабелей 
на дне канала (вариант 1, рис. 14.14, а) и крайний кабель на самой верх-
ней полке в канале варианта 2 (рис. 14.14, б). В последнем случае тем-
пература превышает длительно допустимую температуру 900С, установ-
ленную для рассматриваемого типа кабелей [1]. Более того, температура 
воздуха в непосредственной близости от наиболее нагретых кабелей 
достигает 600С и несколько выше, что не соответствует требованиям 
пожаробезопасности [1, 16]. 

Как отмечалось ранее, нагрев кабелей порождает теплоперенос 
вблизи их поверхности, в результате чего в области возникает разность 
плотностей воздуха. С этим положением согласуются данные рис. 14.15. 
В более нагретых зонах вокруг кабелей плотность воздуха уменьшается 
по сравнению с ∞ρ =1,21 кг/м3. 

Неоднородное распределение плотности воздуха в области при-
водит к возникновению подъемной силы, которая вызывает его течение. 
Поле скоростей установившегося свободно-конвективного движения 
воздуха в каналах двух рассматриваемых вариантов показано на 
рис. 14.16. Циркуляция воздуха имеет вихревой характер, в частности 
двухвихревая структура наблюдается в случае симметричного располо-
жения кабелей в канале варианта 1 (рис. 14.16, а). 

В зависимости от способов прокладки кабельных линий на этапе 
их проектирования прорабатываются вопросы обеспечения надлежащих 
температурных условий эксплуатации кабелей. Как показано выше (на 

                                     а                                                                 б 
 

Рис. 14.15. Изменение плотности воздуха 

 A1 B1 расстояние, м A B 

 

ρρ , кг/м3 
 

, кг/м3 

ρ  вдоль линии A1B1 для канала варианта 1 
на рис. 14.14, а (а) и вдоль линии AB для канала варианта 2 на рис. 14.14, б (б).  

Утолщением на горизонтальной оси отмечены местоположения кабелей 
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рис. 14.14, б), при токе нагрузки =номI  330 А, установленном для про-
кладки кабелей данного типа на открытом воздухе, допустимые темпе-
ратурные режимы в рассматриваемых закрытых каналах не соблюдают-
ся. Согласно численным расчетам, лишь снижение токовой нагрузки до 
крI  = 279 А и ниже этого критического значения для кабелей в канале 

варианта 2 позволяет поддержать температуру жил кабелей не выше 80–
900С, а максимальную температуру воздуха внутри канала не более 35–
500С. 

 
 

Суммируя результаты раздела, метим . 
 

Проведены исследования электротепловых процессов в подзем-
ных кабельных линиях и кабелях, проложенных в воздушных сооруже-
ниях, отличающиеся учетом схемы заземления экранов кабелей, опреде-
лением электромагнитных потерь в токопроводящих жилах и экранах.  

Для подземных кабелей выполнен

от следующее

рных методик расчета 
мульти

                      а                             б 
 

Рис. 14.16. Поле скорости воздуха (стрелками и в цвете)  
в кабельных каналах варианта 1 (а) и варианта 2 (б) 

 vmax= 0,05 м/с  

о решение связанных электро-
магнитной и тепловой задач, а для кабелей в воздушных сооружениях –
решение сильносвязанных тепловой и газодинамической задач. Это по-
зволило определить условия для обеспечения допустимой нагрузочной 
способности кабельных линий при различных способах прокладки и при 
различных условиях окружающей среды.  

Отличительными особенностями представленных в разделе ма-
тематических моделей и разработанных компьюте

физических процессов в кабельных линиях являются: 
– возможность расчета электромагнитного поля кабельных линий 

не только в установившихся симметричных режимах, но и нестационар-
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ных аварийных, несимметричных режимах, например, при неполнофаз-
ных коротких замыканиях; 

– учет схемы заземления экранов кабелей и определение в них 
наведенных токов и электрических потерь; 

– рассмотрение электромагнитного и теплового взаимного влия-
ния кабелей и кабельных линий при двухцепной прокладке; 

– возможность получения информации относительно электро-
магнитной безопасности кабельных линий в соответствии с установлен-
ными санитарными нормами по уровню магнитного поля на поверхно-
сти земли; 

– учет локальных перегревов вдоль трассы прокладки подземных 
кабелей за счет рассмотрения неоднородных условий на линии (неодно-
родных свойств засыпочного материала и природного грунта);   

– определение условий необходимости применения внешних сис-
 венти

бел

тем охлаждения кабелей (систем ляции в воздушных туннелях и 
изменения характеристик грунта для кабелей подземного исполнения) с 
целью достижения их надежной работы; 

– уточненное определение предельно допустимой токовой на-
грузки по условию соблюдения заданных тепловых режимов работы ка-

ьных линий, экологических условий, норм пожарной безопасности, 
что особенно важно для кабелей, проложенных в густонаселенных райо-
нах, на ответственных промышленных и энергетических объектах.  
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15. РАСЧЕТ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ТОКОВ  
И МАГНИТНОГО ПОЛЯ В ТРЕХФАЗНОМ  

СИЛОВОМ ТРАНСФОРМАТОРЕ  
 
 
 

15.1.   Предварительные замечания  
 
Силовые трансформаторы являются основными преобразовате-

лями параметров электрической энергии в современных энергосистемах. 
В рабочем цикле трансформаторов наряду с номинальным режимом 
можно выделить ряд динамических аварийных режимов, таких как 
включение в произвольный момент времени трансформатора на холо-
стом ходу, однофазное и трехфазное короткие замыкания (КЗ) и др., при 
которых в обмотках достигаются максимальные электромагнитные на-
грузки. Уровень электромагнитных нагрузок необходимо учитывать как 
на этапе проектирования трансформаторов, так и при реализации безо-
пасных режимов их эксплуатации в энергосистеме. При таком подходе к 
проектированию и эксплуатации силовых трансформаторов, выбору 
проектного решения должны предшествовать исследования электромаг-
нитных процессов не только в нормальном эксплуатационном режиме, 
но и в разного рода аварийных режимах с учетом структуры и электри-
ческих свойств конкретной энергосистемы, в которой предполагается 
эксплуатировать трансформатор, а также с учетом различных мест воз-
никновения КЗ. Для проведения таких исследований целесообразно ис-
пользовать современные средства и методы компьютерного моделиро-
вания. 

В настоящее время для оценки токов КЗ и возникающих при их 
протекании электродинамических сил используются аналитические вы-
ражения, полученные А.И. Лурье и приведенные, например, в работе 
[1]. Более детальный анализ токов в обмотках трансформатора выполня-
ется по методике, описанной в [2], в которой обмотка представляется в 
виде многоэлементной электрической схемы замещения с RLC элемен-
тами. Для расчета значений собственных и взаимных индуктивностей 
элементов обмотки используются выражения из [3]. Такой подход на 
основе теории цепей не учитывает сложную картину распределения 
магнитного поля в обмотках. Кроме того, в приведенных работах при 
расчете токов КЗ не учитываются реальная конфигурация и параметры 
электрической сети, в которой работает трансформатор, и влияние на 
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токи в трансформаторе места возникновения КЗ на линии электропере-
дачи.  

В последнее время для решения различных задач электротехники 
широко используются пакеты программ Matlab/Simulink/SimPower 
Systems (для расчета сложных электрических цепей и электроэнергети-
ческих систем [4]) и Comsol [5] (для расчета электромагнитного поля в 
силовом оборудовании). Моделирование электромагнитных процессов и 
магнитного поля в силовом трансформаторе также может быть проведе-
но с использованием этих двух программ. Отметим, что наряду с про-
граммным пакетом Comsol, перспективным для моделирования элек-
тромагнитного поля в силовых трансформаторах является применение 
программы Ansys, что показано, например, в работе [6].  

Цель работы, представляемой в разделе, состоит в разработке 
подхода к моделированию и расчету электромагнитных процессов, трех-
мерного магнитного поля и электродинамических сил в обмотках сило-
вого трансформатора в аварийных режимах в компьютерной среде про-
грамм Matlab/Simulink/SimPowerSystem и Comsol. Отличительной осо-
бенностью предлагаемого подхода являются учет нелинейных свойств 
магнитопровода, наличия остаточной индукции при включении транс-
форматора на холостом ходу, учет сложной структуры электрической 
сети, в которой работает трансформатор, и места возникновения КЗ на 
линии электропередачи.  

Отметим, что задача расчета изменяющихся во времени электри-
ческих токов в цепи трансформатора и задача определения зависящего 
от токов магнитного поля в трансформаторе являются связанными и в 
общем случае должны решаться одновременно. Однако в ряде случаев 
связь между задачами может рассматриваться как слабая и выполняться 
сначала расчет электрических токов в обмотках на основе положений 
теории цепей, а затем рассчитываться магнитное поле и распределение 
электродинамических сил по найденным значениям токов. Именно та-
кой двухэтапный подход используется в данной работе. 

На этапе 1 в программе Matlab/Simulink/SimPowerSystems вы-
полняется расчет переходных процессов в электрической сети, которая 
содержит наряду с различным силовым энергетическим оборудованием 
и силовой трансформатор. Трансформатор представляется стандартной 
Simulink-моделью. Определяются мгновенные значения электрических 
токов в обмотках трансформатора в критический момент времени, соот-
ветствующий максимальному значению токов в обмотках. 
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На этапе 2 по полученным значениям мгновенных токов в про-
грамме Comsol выполняется расчет трехмерного магнитного поля в ак-
тивной зоне силового трансформатора и определяются электродинами-
ческие силы, действующие на обмотки. 

Схема решения цепно-полевой задачи для силового трансформа-
тора представлена на рис. 15.1, где показана слабая связь между задача-
ми.  

В качестве аварийных режимов работы трансформатора рассмат-
риваются следующие режимы:  

1) включение в сеть трансформатора с насыщенным магнитопро-
водом на холостом ходу; 

2) режим однофазного КЗ в нагрузке;  
3) режим трехфазного КЗ в нагрузке.  
Отметим, что описанный подход может использоваться как для 

комплексных, так и для мгновенных значений токов, причем те и другие 
значения могут быть получены на этапе 1 с помощью Simulink-модели 
всей системы. Далее будут использоваться только мгновенные значения 
токов в обмотках. 
 
15.2.   Моделирование аварийных режимов работы  
           электрической сети с силовым трансформатором  

 

Для анализа различных режимов работы трансформатора разра-
ботана Simulink-модель типового фрагмента электрической сети, пока-
занная на рис. 15.2. Модель состоит из таких основных элементов (пока-
заны слева направо): 

– источник трехфазного напряжения с глухозаземленной нейтра-
лью; 

– трехфазный блок RL, задающий эквивалентные внутренние па-
раметры источника и линии электропередачи на участке от источника до 
трансформатора; 

– блок измерения трехфазного напряжения и тока (блок B1); 

Рис. 15.1. Схема цепно-полевого расчета силового трансформатора  
как элемента электрической сети 

Токи в обмотках
трансформатора 

 

Задача расчета  
магнитного поля  

и электродинамических  
сил в трансформаторе 

 

Цепная задача расчета 
электрической сети  

с силовым  
трансформатором 
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    RL 

       Рис. 15.2. Simulink-модель электрической сети для расчета  
       токов включения трансформатора на холостом ходу 

– трехфазный коммутатор; 
– исследуемый трехфазный трансформатор 225 кВА, 2400/600 В.  
Simulink-модель включает также средства визуализации мгно-

венных значений токов и напряжений на входе в трансформатор и маг-
нитной индукции в стержнях магнитопровода.  

Для моделирования силового трансформатора выбрана стандарт-
ная Simulink-модель. Вторичная обмотка трансформатора на рис. 15.2 
разомкнута (исследуется случай включения трансформатора на холо-
стом ходу), и на ее фазу а подается затухающий во времени ток от до-
полнительного управляемого источника тока. Это позволяет моделиро-
вать случаи различных значений остаточной индукции намагничивания 
в стержнях трансформатора, зависящей от тока.  

 

Режим включения трансформатора на холостом ходу. Компью-
терные осциллограммы трех фазных первичных токов трансформатора и 
магнитной индукции в стержнях при включении трансформатора на хо-
лостом ходу показаны на рис. 15.3. Данные приведены для случая 

Таблица 15.1. Мгновенные значения токов в обмотках  
трансформатора в различных режимах работы 

 

Режим работы ,1ai  А ,1bi  А ,1ci  А ,2ai  А ,2bi  А ,2ci  А 

1. Включение на 
холостом ходу  
( =rB  0,9 Тл)  

275 –100 –45 – – – 

2. Однофазное КЗ 160 –50 –110 620 –220 –400 
3. Трехфазное КЗ 400 –200 –200 1500 –750 –750 
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остаточной магнитной индук-
ции в стержне фазы а транс-
форматора rB  = 0,9 Тл. Они 
показывают, что в момент 
времени  возникает бросок 
тока в фазе а, достигающий 
максимального значения 
275 А. При номинальном зна-
чении тока трансформатора 
54 А кратность тока включе-
ния трансформатора составля-
ет 275 / 54 = 5,1, что хорошо 
согласуется с данными, при-
веденными в работе [7]. По-
лученные из осциллограмм 
для момента времени  зна-
чения трех фазных токов в 
первичной бмотке трансфор-
матора содержатся в табл. 15.1 
(в строке 1). Такие значения токов будут использоваться на этапе 2 при 
расчете магнитного поля в активной зоне трансформатора и сил в об-
мотках. 

1t

1t

о

Рис. 15.4. Ток в заземляемом проводе 

Следует отметить, что при выбранной схеме заземления источ-
ника питания и обмоток трансформатора, в момент броска тока сумма 
значений токов в трех фазах не равна нулю. Разностный ток, равный ал-
гебраической сумме этих токов, протекает в переходный момент време-

ни по проводу, соединяющему 
нулевую точку обмоток тран-
сформатора с землей. Компью-
терная осциллограмма тока в 
заземляющем проводе приве-
дена на рис. 15.4. Как видно, 
его форма значительно отли-
чается от синусоидальной. 

Режим однофазного и 
трехфазного короткого замы-
кания в нагрузке. Simulink-мо-
дель электрической сети с ис-

Время, с 

Ток, А 

 

Рис. 15.3. Осциллограммы токов в первичных  
обмотках трансформатора (а) и магнитной  
индукции в стержнях магнитопровода (б) 

Токи, А 

1ai  

1t
Магнитная индукция, Тл 

Время, с б 

a 
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следуемым трансформатором при наличии активной нагрузки в его вто-
ричной цепи показана на рис. 15.5. Здесь, в отличие от схемы на рис. 
15.2, во вторичной обмотке трансформатора содержится блок измерения 
токов и напряжений, блок моделирования однофазного и трехфазного 
КЗ на землю и трехфазная активная нагрузка c номинальным значением.  

На рис. 15.6 приведены компьютерные осциллограммы трех фаз-
ных токов в первичных обмотках (вверху) и во вторичных обмотках 

трансформатора (внизу) в 
режиме однофазного КЗ. 
Как видно, в критический 
момент  токи достига-
ют максимального значе-
ния, превышающего но-
минальное значение при-
близительно в 2 раза. По-
лученные из этих осцил-
лограмм значения шести 
токов в момент  приве-
дены в табл. 15.1 (строка 
2) и будут использоваться 
далее при расчете маг-
нитного поля и сил в ре-
жиме однофазного КЗ.  

2t

2t

На рис. 15.7 даны 
компьютерные осцилло-

Рис. 15.5. Схема для расчета токов однофазного и трехфазного КЗ трансформатора 

Рис. 15.6. Компьютерные осциллограммы  
токов в режиме однофазного КЗ 

 Токи в первичных 

Токи во вторичных 

Токи в первичных обмотках, А

Токи во вторичных обмотках, А

Время, сt2
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Токи в первичных обмотках, А 

Токи во вторичных обмотках, А 

3t Время, с

Рис. 15.7. Компьютерные осциллограммы токов 
в режиме трехфазного КЗ 

граммы трех фазных токов в первичных обмотках трансформатора 
(вверху) и во вторичных обмотках трансформатора (внизу) в режиме 
трехфазного КЗ. Показано, что в критический момент  токи достигают 
максимального значения, превышающего номинальное значение почти в 
4 раза. Значения шести токов в момент  также приведены в табл. 15.1 
(строка 3) и будут использоваться далее при расчете магнитного поля и 
сил в режиме трехфазного КЗ. 

3t

3t

 
15.3.   Магнитное поле и электродинамические силы  
           в обмотках трансформатора в аварийных режимах 

 
Общий вид исследуемого трехфазного силового трансформатора 

225 кВА, 2400/600 В со стержневым магнитопроводом показан на 
рис. 15.8, а (в силу симметрии рассматривается только верхняя полови-
на трансформатора). На рис. 15.8, б представлено конечно-элементное 
разбиение активных частей трансформатора, содержащее 32428 элемен-
тов (дискретизация воздушного пространства не показана). 

Магнитное поле в активной зоне силового трансформатора рас-
считывается в магнитостатическом приближении в предположении, что 
токи во всех обмотках трансформатора (мгновенные значения) извест-
ны. Их значения определены на этапе 1 (в подразделе 15.2) и приведены 
для различных режимов в табл. 15.1.  
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                                   а                                                                    б 
 

Рис. 15.8. Физическая модель 1/2 части силового трансформатора (а) 
и ее конечно-элементное разбиение (б) 

Система дифференциальных уравнений для векторного магнит-
ного потенциала  в активной зоне трансформатора имеет вид A

e
r JAB =×∇×∇ −− )|)(|( 11

0 μμ ,          0=⋅∇ A . 

Здесь |)(| Brμ  – относительное значение магнитной проницаемости ста-

ли, зависящее от модуля вектора магнитной индукции AB ×∇= ;  – 
вектор мгновенного значения плотности токов в обмотках трансформа-
тора, который задается по данным табл. 15.1.  

eJ

Для учета нелинейных магнитных свойств электротехнической 
стали используется кривая намагничивания, показанная на рис. 15.9. Та-

кая зависимость в виде табличных 
данных введена в программу Comsol 
по установленному правилу. 

     0     0,5    1,0    1,5    2,0   2,5    3,0   3,5 

 

2,5 
 
2,0 
 
1,5 
 
1,0 
 

 

0,5 
 
 
 

   0 
 

Н, А/м 

В, Тл 

Рис. 15.9. Кривая намагничивания 
для электротехнической стали 

В качестве граничных условий 
принимается (рис. 15.8, а): на нижней 
границе – тангенциальная состав-
ляющая магнитного поля ; 
на верхней и боковых границах зада-
ется условие магнитной изоляции 

0=×nB

0=A . 
После расчета распределения 

магнитного поля  определяется 
мгновенное значение электродина-

B
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max|| f = 46,8 кН/м3

                                  а                                                                 б 
 

Рис. 15.10. Распределение магнитной индукции (в цвете и стрелками) 
в магнитопроводе (а) и электродинамических сил в обмотке (б)  

при включении трансформатора на холостом ходу 

мических сил в обмотках трансформатора, характеризующихся объем-
ной плотностью .  BJf ×= e

Результаты расчета магнитного поля  в магнитопроводе и элек-
тродинамических сил  в обмотке трансформатора в режиме холостого 
хода показаны на рис. 15.10. При расчетах использованы мгновенные 
значения токов в первичных обмотках трансформатора, приведенные в 
строке 1 табл. 15.1. Как видно, большое значение тока в фазе а приводит 
к насыщению стержня этой фазы, максимальная индукция достигает 
значения 1,95 Тл. Из распределения объемной плотности электродина-
мических сил (рис. 15.10, б) следует, что силы имеют преимущественно 
радиальную составляющую, направленную наружу. В концевых зонах 
обмотки (сверху и снизу) имеет место значительная осевая составляю-
щая силы, обжимающая обмотку. Максимальное значение модуля век-
тора силы  достигается именно в концевой зоне и составляет 
46,8 кН/м

B
f

max|| f
3. Отметим, что распределение сил в обмотке трансформатора 

в этом режиме имеет такой же характер, как и распределение сил в уе-
диненном соленоиде без магнитного сердечника, например, как в работе 
[8]. 

Результаты расчета магнитного поля  в магнитопроводе и элек-
тродинамических сил  в обмотке трансформатора в режиме однофаз-
ного КЗ приведены на рис. 15.11, а и б соответственно. При расчете ис-
пользованы мгновенные значения токов в первичных и вторичных об-

B
f
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                               а                                                              б 
  

Рис. 15.11. Распределение (в цвете и стрелками) магнитной индукции 
в магнитопроводе (а) и электродинамических сил в обмотке 

трансформатора (б) в режиме однофазного КЗ 

max|| f = 13,6 кН/м3

max|| f = 78,5 кН/м3

                                  а                                                           б 
 

    Рис. 15.12. Распределение (в цвете и стрелками) магнитной индукции  
в магнитопроводе (а) и электродинамических сил в обмотке  

трансформатора (б) в режиме трехфазного КЗ 

мотках трансформатора из строки 2 табл. 15.1. Видно, что в критический 
момент времени  наибольшее суммарное значение ампер-витков ха-
рактерно для стержня фазы с, поэтому наибольшее значение магнитного 
поля, равное 1,21 Тл, достигается в этом стержне. Из распределения 
объемной плотности электродинамических сил на рис. 15.11, б следует, 
что сила характеризуется преимущественно радиальной составляющей, 

2t
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которая стремится растолкнуть первичную и вторичную обмотки фазы 
а, причем максимальное значение  имеет место в центральной 
области и составляет 13,6 кН/м

max|| f
3, т. е. почти в 3 раза меньше, чем в ре-

жиме холостого хода. 
Результаты расчета магнитного поля  в магнитопроводе и элек-

тродинамических сил f  в обмотке трансформатора в режиме трехфазно-
го КЗ приведены на рис. 15.12, а и б соответственно при использовании 
мгновенных значений токов в первичных и вторичных обмотках транс-
форматора согласно строке 3 табл. 15.1 Видно, что в критический мо-
мент времени  наибольшее полное значение ампер-витков возникает в 
фазе а и наибольшее поле, равное 1,46 Тл, достигается в стержне этой 
фазы. Силы имеют преимущественно радиальную составляющую, рас-
талкивающую первичную и вторичную обмотки фазы а, причем макси-
мальное значение силы  имеет место в центральной области и со-
ставляет 78,5 кН/м

B

3t

max|| f
3, что приблизительно в 2 раза больше, чем в режиме 

холостого хода.  
Таким образом, для исследованных трех аварийных режимов ра-

боты трансформатора максимальное значение электродинамической си-
лы в обмотке реализуется в режиме трехфазного КЗ, а минимальное зна-
чение – при однофазном КЗ. 

 
 

На основании изложенного отметим основные результаты раздела. 
 

Предложен цепно-полевой подход к моделированию электромаг-
нитных процессов в силовом трансформаторе в аварийных режимах, ос-
нованный на расчете мгновенных значений электрических токов в об-
мотках трансформатора в программе Matlab/Simulink и последующем 
определении магнитного поля в активной зоне трансформатора и элек-
тродинамических сил в обмотках в программе Comsol. В подходе учте-
ны нелинейные свойства магнитопровода, наличие остаточной индук-
ции при включении силового трансформатора на холостом ходу, слож-
ная структура электрической сети, в которой работает трансформатор, и 
влияние места возникновения КЗ на линии электропередачи на величину 
токов в трансформаторе.  

Исследованы три аварийных режима работы трансформатора 
применительно к конкретной электрической сети – включение в произ-
вольный момент времени на холостом ходу трансформатора с насыщен-
ным магнитопроводом, однофазное и трехфазное КЗ в нагрузке. Показа-
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но, что максимальные электродинамические силы в обмотках реализуют-
ся в режиме трехфазного КЗ, а минимальные – в режиме однофазного КЗ. 

Использование количественной информации относительно элек-
тродинамических сил в различных аварийных режимах работы силового 
трансформатора позволяет эффективно провести его проектирование, а 
учет структуры и параметров электрической сети с трансформатором 
наряду с местом возникновения КЗ дает возможность выработать реше-
ния для повышения эксплуатационной надежности трансформатора. 
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16. МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОТЕПЛОВЫХ  
ПРОЦЕССОВ В ТРАНСФОРМАТОРЕ  

С УЧЕТОМ ВНЕШНЕЙ ЦЕПИ И АНИЗОТРОПИИ  
ТЕПЛОВЫХ СВОЙСТВ АКТИВНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  

 
 

 
16.1.   Предварительные замечания  

 
Трансформаторы являются важными составными элементами си-

ловых систем и ряда электротехнического оборудования. При работе 
трансформаторов возникают потери электрической энергии (потери на 
гистерезис и вихревые токи в магнитопроводе, джоулевы потери, обу-
словленные активным сопротивлением проводов и протеканием токов в 
обмотках), приводящие к нагреву активных элементов трансформатора, 
его конструктивных деталей, контактных соединений и окружающей 
среды в целом.  

Тепловые процессы являются важным фактором, учет которого 
необходим для рационального проектирования, разработки и эксплуата-
ции трансформаторов. Перегрев представляет собой одну из причин по-
вреждения проводов обмоток, старения и последующего возможного 
пробоя изоляции, тем самым определяя надежность и срок службы элек-
трического оборудования, в состав которого входят трансформаторы. В 
силу этого важным является уточненное исследование тепловых про-
цессов в трансформаторах с учетом теплофизических параметров ис-
пользуемых анизотропных материалов, а также способов отвода тепла 
от тепловыделяющих элементов. 

Работа однофазного трансформатора в заданном тепловом режи-
ме основывается на протекании двух взаимосвязанных физических про-
цессов – электромагнитного и теплового. Для моделирования различных 
режимов его работы необходимо рассматривать электромагнитную мо-
дель и связанную с ней тепловую модель трансформатора.  

Структура мультифизической электротепловой задачи показана 
на рис. 16.1. Во внешней электрической цепи формируются зависящие 
от времени напряжения на первичной  и вторичной  обмотках 
трансформатора. Эти напряжения поступает в электромагнитную мо-
дель трансформатора, которая возвращает значения токов в обмотках – 

. При решении электромагнитной задачи определяются потери в 

1u 2u

21, ii
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первичной обмотке , вторичной обмотке  и магнитопроводе . 
Эти данные являются исходными для решения тепловой задачи с целью 
нахождения распределения температуры в активных элементах транс-
форматора в заданном режиме работы.  

1P 2P магP

Согласно приведенной в разделе 1 классификации электромаг-
нитная и тепловая задачи являются слабосвязанными и могут решаться 
последовательно.  

В данном разделе для решения электромагнитной задачи с уче-
том внешней цепи применяются методы теории электрических цепей и 
модель, реализованная в программе Matlab/Simulink/SimPowerSystems, а 
для решения тепловой задачи используется полевой подход. Исследова-
ние теплового поля в трансформаторе проводится с помощью компью-
терного моделирования на основе численного метода конечных элемен-
тов в программе Comsol Multiphysics [1].  

Исследование тепловых процессов выполняется на основе ре-
зультатов работ [2–11]. Разрабатывается методика компьютерного расче-
та теплообменных процессов в трансформаторах с учетом анизотропии 
теплопроводности активных элементов и для двух случаев – случая сво-
бодной конвекции воздуха и при принудительном внешнем охлаждении 
трансформатора с помощью вентилятора.  

Учет анизотропии тепловых свойств магнитопровода и обмоток 
трансформатора осуществляется путем задания различных значений те-
плопроводности магнитопровода и обмоток по трем взаимно перпендику-
лярным направлениям. Определение продольной и поперечной теплопро-
водности элементов трансформатора проводится с использованием данных 
работ [2, 12, 13].  

Численная методика позволяет рассматривать различные конструк-
ции магнитопроводов, в том числе пластинчатые (шихтованные) и ленточ-
ные. В качестве примера для исследования тепловых процессов выбран 

Токи  
в обмотках 21, ii  

 

Внешняя 
электрическая  

цепь

Напряжения 
на обмотках  

1u , 2u   

 

Тепловая  
задача  

для трансформатора 

 

Электромагнитная 
задача  

для трансформатора

Электрические 
потери  

,, 21 PP  
магP  

Рис. 16.1. Структура мультифизической задачи и связь между частными задачами  
при расчете электротепловых процессов в однофазном трансформаторе 
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однофазный трансформатор c магнитопроводом броневого типа (ШЛ 32 
х 40) [1], показанный на рис. 16.2.  

Материалы конструктивных элементов трансформатора рассмат-
риваются как эквивалентные анизотропные так же, как, например, в ра-
ботах [2, 6]. Обмотки трансформатора могут моделироваться с учетом 
изоляционного покрытия проводов, пропиточного компаунда, способа 
пропитки, наличия междуслоевой изоляции. Магнитопровод представ-
ляется как единый элемент, расчет эффективной теплопроводности ко-
торого предлагается проводить с учетом анизотропии тепловых свойств 
материала, толщины листа стали и коэффициента заполнения пакета 
сталью. Теплопроводность магнитопровода определяется с учетом на-
правления передачи тепловых потоков вдоль и поперек листов / лент. 

Тепловая задача для трансформатора может быть решена в двух 
постановках – упрощенной, когда задается эквивалентное значение ко-
эффициента теплоотдачи в окружающую среду на поверхности сердеч-
ника и катушки трансформатора, и усложненной, когда рассчитываются 
потоки воздуха в окрестности трансформатора и конвективный тепло-
массоперенос. В разделе рассматривается усложненная постановка при-
менительно к режиму принудительного охлаждения трансформатора с 
помощью вентилятора. Для этого случая структура решаемой общей 
мультифизической задачи и связи между частными задачами показаны 
на рис. 16.3. Общая задача состоит из одной цепной и трех полевых ча-
стных задач. Тепловая и газодинамическая задачи слабо связаны между 
собой и решаются последовательно: сначала решается газодинамическая 
задача, а затем с учетом скорости движения воздуха в окружающей сре-
де вокруг трансформатора решается тепловая задача.  

                                                  

                                                      а                                                б                         
Рис. 16.2. Исследуемый трансформатор (а) и конечно-элементное 
разбиение расчетной области (б) для случая свободной конвекции 

125 мм 

11
0 
мм

 

40 мм 

 235



Раздел 16 

Далее описаны модели и подходы к решению электромагнитной 
и тепловой задач, а также полученные результаты расчетов двух режи-
мов работы трансформатора – работы на номинальную активную на-
грузку и работы в режиме короткого замыкания в нагрузке. При этом 
рассматриваются два способа охлаждения – за счет свободной конвек-
ции воздуха и принудительное охлаждение трансформатора с помощью 
вентилятора. 

 
16.2.   Электромагнитная задача с учетом внешней  
           электрической цепи 

 
Для расчета тепловых процессов в различных режимов работы 

исследуемого трансформатора необходимо знать токи в первичной и 
вторичной обмотках и магнитную индукцию в магнитопроводе с тем, 
чтобы вычислить удельные потери в таких активных элементах.  

Электромагнитные процессы в трансформаторе (рис. 16.2, а) изу-
чаются с помощью разработанной Simulink-модели электрической цепи, 
содержащей трансформатор. Цепная Simulink-модель показана на 
рис. 16.4. Основными ее элементами являются однофазный источник 
питания 220 В, 50 Гц, трансформатор с линейной магнитной характери-
стикой (все параметры трансформатора задаются в рабочем окне, пока-
занном на рис. 16.4 внизу) и активная нагрузка. Кроме того, в модели 
предусмотрены средства измерения токов, напряжений, потерь мощно-
сти в первичной и вторичной обмотках, в магнитопроводе, а также бло-
ки для расчета КПД, коэффициента мощности трансформатора и удель-
ных потерь в его активных элементах.  

 

 

Газодинамическая 
задача  

для воздушной среды 
вокруг трансформатора 

 

Токи  
в обмотках 21, ii  

 

Внешняя 
электрическая  

цепь  

Напряжения 
на обмотках  

1u , 2u   

 

Тепловая задача  
для трансформатора  

и окружающей  
воздушной среды 

 

Электромагнитная 
задача  

для трансформатора

Электрические 
потери  

   ,, 21 PP  
 магP  

Скорость движения
воздуха u 

Рис. 16.3. Структура мультифизической задачи и связи между частными задачами 
расчета режима принудительного охлаждения трансформатора 
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Рис. 16.4. Simulink-модель электрической цепи с однофазным трансформатором  
для расчета потерь в его активных элементах. На вставке внизу показано окно  

Simulink-модели с задаваемыми значениями параметров трансформатора 

Таблица 16.1. Рассчитанные значения удельных потерь  
в активных элементах трансформатора для двух режимов работы 

 

Удельные потери в активных элементах, Вт/м3 
Режим работы  
трансформатора 

в первичной
обмотке,  

 11 /  

во вторичной
обмотке, 

22 /V  

в магнитопроводе, 
магмаг  P V/

PP V
1. Работа на  
    номинальную  
    активную нагрузку  
    н = 4 Ом   

7,34·103 8,9·103 1,88·104 
R

2. Работа в режиме  
    короткого замыкания 
    в нагрузке 

1,5·105 2·105 1,3·104 
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Проведены расчеты для двух режимов работы трансформатора – 
на номинальную активную нагрузку и в режиме короткого замыкания в 
нагрузке. Рассчитанные при этом значения удельных потерь в активных 
элементах приведены в табл. 16.1. Эти значения задаются в качестве ис-
ходных данных для решения тепловой задачи. 

 
16.3.   Тепловая задача для случая свободной конвекции воздуха 

 

Математическая модель процессов для стационарного и неста-
ционарного режимов. Основой расчета стационарного температурного 
поля является уравнение теплопроводности: 

0)( =+∇⋅∇ QTλ , 
которое в декартовой системе координат в случае анизотропии тепло-
проводности имеет вид [5] 

0)()()( =+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂ Q

z
T

zy
T

yx
T

x zyx λλλ .           (16.1) 

Нестационарное тепловое поле T  в трансформаторе описывается 
уравнением  

QT
t
TCp +∇⋅∇=
∂
∂ )(λρ      или 

Q
z
T

zy
T

yx
T

xt
TC zyxp +

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ )()()( λλλρ .         (16.2) 

Здесь )(),(),( rrr λρ pC  – соответственно плотность, удельная теплоем-
кость и теплопроводность материала элемента, эти величины предпола-
гаются известными функциями координаты ),,( zyx=r  из-за наличия 
разнородных элементов в конструкции трансформатора;  – удель-
ная мощность объемных источников тепла (для активных элементов из-
вестна из решения электромагнитной задачи), рассчитываемая как 

)(rQ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

вода.магнитопродля/
обмотки,первичнойдля/
обмотки,первичнойдля/

22

11

магмаг VP
VP
VP

Q                   (16.3) 

Здесь  – соответственно объем первичной обмотки, вторич-
ной обмотки и магнитопровода. 

магVVV ,, 21

Теплопроводность в предположении анизотропности материалов 
в ортогональной декартовой системе координат определяется как  
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
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x
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λ
λ

λ

00

00
00

, 

где zyx λλλ ,,  – коэффициенты теплопроводности в текущей точке  в 
направлении осей x, y и z соответственно. 

r

В процессе нагрева устройства часть тепла передается окружаю-
щей среде за счет теплопроводности, конвекции и излучения. Для учета 
этого поставлены следующие граничные условия.  

На всех открытых поверхностях трансформатора задается тепло-
вой поток  

)( 0 TTk
n
Tq S −=
∂
∂

= λ   

или условие   )( 0 TTke
z
Te

y
Te

x
T

zzyyxx −=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ λλλ ,          (16.4) 

где  – эффективный коэффициент теплоотдачи конвекцией, значе-
ния которого зависят от тепловых условий для рассматриваемой гра-
ничной поверхности и могут быть определены по результатам экспери-
ментальных исследований;  – температура окружающей среды; 

 – направляющие косинусы вектора внешней нормали  к рас-
сматриваемой поверхности по отношению к осям x, y и z. 

)(rk

0T

zyx eee ,, n

На основании данных [14] отметим следующее. Значения коэф-
фициентов теплоотдачи для магнитопровода и обмоток зависят от час-
тоты, соотношения между потерями в меди и стали, мощности транс-
форматора, состояния охлаждающей поверхности. Такие коэффициенты 
могут задаваться различными для разных режимов и различных поверх-
ностей, к примеру, на открытых границах – открытых поверхностях 
магнитопровода и обмоток – бóльшие значения, а на закрытых границах 
и в основании магнитопровода – меньшие значения.  

В [14] приведены полученные экспериментальным путем значе-
ния коэффициента теплоотдачи для элементов трансформаторов малой 
мощности, в том числе для трансформаторов броневой конструкции, да-
ны аппроксимационные выражения для коэффициента теплоотдачи об-
моток. Для стали коэффициент теплоотдачи определен в диапазоне 

 = 5,5–12,5 Вт/(м2·К). Для обмоток трансформаторов броневой кон-стk
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струкции коэффициенты теплоотдачи связаны между собой следующим 
соотношением [14, выражение (3-98)]:  

05,1:15,1: =обст kk . 

В разработанной модели учитывается также тепловой поток, из-
лучаемый в окружающую среду нагретыми элементами – открытыми 
участками магнитопровода и обмоток: 

)( 44
0 TT

n
Tq BopS −=
∂
∂

= εσλ ,                            (16.5) 

где ε  – излучательная способность материала (для листовой стали маг-
нитопровода ε  = 0,67, для полированной меди обмоток ε  = 0,04); Bσ  = 
= 5,67·10–8 Вт/(м2·К4) – постоянная Стефана-Больцмана. 

Краевые задачи: (16.1), (16.4), (16.5) – для стационарного нагрева 
и (16.2)–(16.5) – для нестационарного режима, дополненные начальным 
полем температуры 00 TTt == , представляют собой математическую 

модель для исследования тепловых процессов в трансформаторе. 
Отметим, что проведение расчета нестационарного теплового 

поля трансформаторов необходимо в случаях, когда: 
– устройство, в состав которого входит трансформатор, эксплуа-

тируется в состоянии переходного теплового процесса, работает в крат-
ковременных и повторно-кратковременных режимах с периодическими 
и частыми пусками; 

– важным является определение условий и продолжительности 
времени, в течение которого практически достигается установившаяся 
температура нагрева элементов; 

– необходимо учесть динамику нагрева элементов при выборе 
оптимальных температурных режимов эксплуатации электротехниче-
ских устройств с трансформаторами. 

 

Эффективные теплофизические характеристики магнитопро-
вода. Анизотропная теплопроводность магнитопровода трансформатора 
находится на основе данных, представленных в литературе для пакетов 
электротехнической стали [2, 5, 12–15].  

Тонколистовые электротехнические стали классифицируются по 
технологии производства, количеству кремния, термической обработке, 
виду покрытия, коэффициенту заполнения и другим факторам [16]. В 
зависимости от изготовителя, принятой сборки пакетов листов стали и 
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Таблица 16.2. Значения коэффициента заполнения магнитопровода сталью 
в зависимости от его конфигурации и толщины листа стали 

 

Толщина стали, мм 
Конфигурация магнитопровода 

0,1 0,15 0,2 0,08 0,35 
Стержневая, броневая (пластинчатая) –– 0,7 (0,75) –– 0,85 (0,89) 0,91 (0,94)
Стержневая, броневая (ленточная) 0,87 –– 0,9 0,91 0,93 
Тороидальная (ленточная) 0,87 –– –– 0,88  

 
 

Таблица 16.3. Значения продольной стlλ  и поперечной стcrλ  
теплопроводностей различных марок стали 

 

Марки стали  Продольная  
и поперечная  

теплопроводности 2111, 2112 2211, 2212 2311, 2312 2411–2413, 2421,  
3404–3408, 3421–3425 

   стlλ , Вт/(м·К) 41–48 36–39 21–23 19–21 

стcrλ , Вт/(м·К) 

 

3–4 (для лакированных листов) 

технологии их изолирования значения теплофизических параметров 
магнитопроводов различны.  

В табл. 16.2 [14] приведены значения коэффициента заполнения 
магнитопровода сталью в зависимости от его конфигурации и толщины 
листа стали. Значения продольной стlλ  и поперечной стcrλ  теплопро-
водностей различных марок стали приведены в табл. 16.3 [2, 5, 16]. 

Для изготовления ленточных магнитопроводов широко применя-
ется холоднокатаная анизотропная сталь ХВП (Э340–Э360) с содержа-
нием кремния 2,8–3,8%, которая соответствует согласно [16] современ-
ным маркам стали 3421–3423. Коэффициент заполнения сечения магни-
топровода сталью при толщине ленты 0,15 мм для броневой ленточной 
конструкции магнитопровода составляет  = 0,9 (табл. 16.2) – приве-
денные и использованные в численных расчетах параметры соответст-
вуют примеру аналитического расчета броневого трансформатора в [14, 
раздел 4-9]. Теплопроводность материала определяется согласно 
табл. 16.3 – 

стk

стlλ  = 21 Вт/(м·К), стcrλ  = 3 Вт/(м·К). 
Отметим, что значения поперечной теплопроводности задавались 

в направлениях, перпендикулярных листам стали, а продольной тепло-
проводности – вдоль листов. Значения теплопроводности поперек лис-
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тов значительно меньше, чем продольная теплопроводность из-за нали-
чия изоляции между листами и влияния контактных термических сопро-
тивлений. В общем случае теплопроводность магнитопроводов зависит 
от температуры и давления опрессовки листов стали при изготовлении 
[5], однако эти факторы из-за неопределенности не учитывались. 

Удельная теплоемкость и плотность материала магнитопровода 
определялись с учетом данных, представленных в литературе (напри-
мер, в [17]), и коэффициента заполнения магнитопровода сталью . 
Задавались постоянные значения теплоемкости 

стk

стpC = 470·  

Дж/(кг·К) и плотности 
стk

стρ  = 7800·  кг/м3. стk
 

Эффективные теплофизические характеристики обмоток 
трансформатора. Для изготовления обмоток трансформаторов малой 
мощности применяются провода круглого сечения с эмалевой изоляци-
ей. Эмалевые покрытия проводов стойки к воздействию лаков, которые 
используются для пропитки обмоток.  

Для обмоток трансформатора в расчетной методике используют-
ся эффективные коэффициенты теплопроводности с учетом вида и тол-
щины изоляции. Отметим, что коэффициенты теплопроводности меди и 
изоляционных материалов отличаются между собой на три порядка, по-
этому эффективная теплопроводность вдоль и поперек проводов обмо-
ток имеет различные значения.  

Продольная теплопроводность обмоток обlλ  определяется по 
следующей формуле [2]: 

wизCuобl kk2
4
πλλ = . 

Здесь Cuλ  = 390 Вт/(м·К) – теплопроводность меди;  – коэффициент 
заполнения обмотки медью, который полагался равным = 0,3 [14]; 

 – коэффициент изоляции проводов [18]: 

wk

wk

изk

изиз ddk /= , 

где  – диаметр провода;  – диаметр провода с изоляционным по-
крытием.  

d изd

Для определения эквивалентной теплопроводности обмоток 
трансформатора поперек проводов использовалась эмпирическая фор-
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мула, учитывающая свойства эмаль-изоляции проводов и пропиточных 
лаков [14, формула (2-15)]: 

(16.6),К)Вт/(м,)
143,0

()
162,0

)(32.011,2(

]81,0)2,52,91(32,01)[0007,01(165,0

25,03/15,1

22

⋅−×

×++−⋅−⋅+=

эмл
w

изппизсробcr

k

dkkdT

λλ

λ

 

где  – средняя температура пучка проводов (в 0С);  – технологи-

ческий коэффициент пропитки;  – диаметр изолированного провода 
(в миллиметрах); 

срT пk

изd

лλ  и эмλ  – соответственно теплопроводность пропи-
точных лаков и эмалей [в Вт/(м·К)].  

При этом технологиче-
ский коэффициент пропитки 
проводов  может опреде-
ляться в зависимости от спосо-
ба пропитки равным в диапа-
зоне: 0,1–0,3 – для пропитки 
окунанием; 0,3–0,6 – для ка-
пельной пропитки; 0,6–0,9 – 
для вакуумной пропитки [2]. 
Предполагалось, что  = 0,9. 

пk

пk
Отметим, что в выра-

жении (16.6) теплопроводность 
зависит от температуры , 
однако зависимость эта слабо 
выражена (рис. 16.5).  

срT

Для расчетов было принято, что используется провод марки 
ПЭВ-1 со стандартным диаметром  = 0,64 мм,  = 0,69 мм (как и в 
расчетном примере [14, раздел 4-9]) и изоляционные материалы с теп-
лопроводностью 

d изd

эмλ  = 0,11 Вт/(м·К), лλ  = 0,14 Вт/(м·К). 
Теплоемкость и плотность материала обмоток задавались с уче-

том коэффициента заполнения их медью , а именно  = 390·  

Дж/(кг·К); 
wk pwC wk

wρ  = 8960·  кг/м3. wk

Результаты компьютерного моделирования. Компьютерная реа-
лизация моделей стационарного и нестационарного температурного 

 

Рис. 16.5. Зависимость эквивалентной  
поперечной теплопроводности обcrλ  
от температуры срT  согласно (16.6)  

для обмотки трансформатора с изd  = 1 мм 

20 40 60 80 100
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                                  в                                                            г

Рис. 16.6. Установившееся температурное поле  
во всем объеме трансформатора (а); в магнитопроводе (б);  

в первичной обмотке (в); во вторичной обмотке (г) 

Рис. 16.7. Зависимость от времени температуры  
нагрева первичной обмотки трансформатора  

в точке 1, показанной на вставке 

T, 0C 

t, c 

1
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поля трансформатора проводилась для трехмерного случая в программе 
Comsol [1]. Геометрическая модель исследуемого трансформатора и его 
конечно-элементное сеточное разбиение показаны на рис. 16.2, а и б со-
ответственно. 

Расчетная область рассматривается как гетерогенная среда, со-
ставляющие которой имеют эффективные теплофизические характери-
стики. В модели предполагается задание значений мощности электриче-
ских потерь для активных элементов трансформатора. Для расчетов вы-
браны два варианта, приведенные в табл. 16.1.  

Связь электромагнитной и тепловой задач, а также обмен данны-
ми между ними для исследуемого случая свободной конвекции показа-
ны на рис. 16.1.  

На рис. 16.6 представлены результаты компьютерных расчетов 
варианта 1 согласно табл. 16.1 для случая работы трансформатора на на-
грузку, когда мощность тепловых источников составляет: для первич-
ной обмотки  = 7,34·103 Вт/м3, для вторичной обмотки  = 8,9·103 

Вт/м3, для магнитопровода  = 1,88·104 Вт/м3. Как видно, наиболее 
нагретыми являются внутренние центральные области трансформатора, 
а максимальная температура достигает 

1P 2P

магP

=maxT 93,30С при температуре 
окружающей среды 500С.  =0T

Кривая на графике рис. 16.7 отражает динамику нагрева обмотки 
трансформатора в отмеченной точке 1. Как показано, температура уста-
навливается примерно за четыре часа работы трансформатора.  

Результаты расчета режима короткого замыкания в нагрузке (ва-
риант 2 из табл. 16.1) в виде распределения температуры в объеме 
трансформатора после 10 мин его работы в таком режиме и кривой из-
менения во времени температуры в выбранной точке первичной обмот-
ки приведены на рис. 16.8. Как видно, при температуре окружающей 
среды 500С за 10 мин достигается температура до 1300С, что может 
превышать допустимые значения.  

=0T

 
16.4.   Связанные тепловая и газодинамическая задачи  
           для случая принудительного охлаждения трансформатора 

 
Математическая модель тепловых и газодинамических процес-

сов. Моделируется случай нагрева трансформатора в нестационарном 
режиме с охлаждением вентилятором (рис. 16.9, а). Задачи теплоперено-
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са и движения воздуха, нагнетаемого вентилятором со скоростью 0υ , 
решаются в области в форме параллелепипеда вокруг трансформатора – 
активной области, которая представляет собой внутреннюю область 
блока питания с трансформатором (рис. 16.9).  

Исследуемые процессы движения воздуха и распределения тем-
пературы описываются уравнениями [19]  

]))(3/2())(([)( IuuuIuu ⋅∇−⋅∇+∇+−⋅∇=∇⋅ ηηρ Tp ;      (16.7) 

0)( =⋅∇ uρ ;                                            (16.8) 

QTTC
t
TC pp +∇⋅∇=∇⋅+
∂
∂ )(λρρ u .                   (16.9) 

Стационарное уравнение (16.7) представляет собой основное 
уравнение механики газа – уравнение Навье-Стокса, (16.8) – уравнение 
неразрывности; уравнение (16.9) описывает нестационарные процессы 
теплопередачи за счет механизмов теплопроводности и конвекции. 

Неизвестными в системе (16.7)–(16.9) являются:  – вектор ско-
рости газа (воздуха);  – давление и  – температура. В системе при-
няты обозначения: 

u
p T

η  – динамическая вязкость воздуха; ρ  – плотность; 
λ  – теплопроводность материала соответствующего элемента рассмат-
риваемой неоднородной области;  – теплоемкость;  – единичный pC I

                                   а                          б 
 

Рис. 16.8. Распределение температуры в объеме трансформатора  
после 10 мин работы в режиме короткого замыкания в нагрузке (а)  
и зависимость от времени температуры нагрева первичной обмотки  

в показанной на вставке точке 1 (б) 

T, 0C 

1 

t, c 
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тензор; составляющая Iuuu ))(3/2())(( ⋅∇−⋅∇+∇ ηη T  представляет со-
бой тензор вязких напряжений (Па); Q  – плотность мощности тепловых 
источников в области, определяемая по выражению (16.3).    

Для газодинамической задачи задаются симметричные гранич-
ные условия на боковых поверхностях расчетной области, ограничи-
вающей воздушное пространство. На поверхностях трансформатора ус-
ловия непротекания воздуха (граничные условия для твердых стенок). 
Входной поток определяется равным 0υ = 1 м/с. На противоположной 
(задней) границе области задается выходной поток воздуха (рис. 16.9).   

Математическая модель неизотермического процесса движения 
воздуха в окрестности трансформатора включает также начальные усло-
вия:  

0=u ,      constp = ,        0TT = ,                       (16.10) 

где  – начальная температура воздуха.  0T
Математическая модель реализовывалась численно в программе 

Comsol. Конечно-элементное разбиение расчетной области показано на 
рис. 16.9, б. Теплофизические характеристики материалов и сред ρ , 

, pC λ  принимались независящими от температуры. Для элементов 
трансформатора учитывалась анизотропия теплопроводности. Исполь-
зовался подход к расчету эффективных характеристик магнитопровода и 
обмоток трансформатора, описанный в разделе 16.3.  

 

 

                                     а                                                                        б 
 
 

Рис. 16.9. Расчетная область тепловой задачи с учетом обдува трансформатора  
вентилятором (а) и конечно-элементное разбиение области (б) 

 
 

область, 
заполненная 
воздухом 

трансформатор 

0υ   0υ
 
 

направление 
обдува 
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0υ

Результаты компьютерного моделирования. Реализованная 
связь мультифизических задач показана на рис. 16.3. 

Результаты численного расчета варианта 1 согласно табл. 16.1 
при охлаждении трансформатора путем обдува вентилятором со скоро-
стью воздуха на входе в активную зону 0υ = 1 м/с показаны на 
рис. 16.10.  

В расчете режима принудительного охлаждения трансформатора 
первоначально определялась скорость движения воздуха , распределе-
ние которой в центральных поперечном и продольном сечениях расчет-
ной области и в ее объеме представлено на рис. 16.10, б–в. Здесь поле 
скорости показано в цвете, а пропорциональными стрелками отображе-
ны вектор скорости и соответственно направления движения воздуха. 
Затем рассчитывался нестационарный нагрев трансформатора. Полу-
ченное распределение установившегося температурного поля приведено 
на рис. 16.10, а. Максимальная температура составляет ~760 С. 

u

Как видно из рис. 16.6, 16.10, в рассматриваемом случае наиболее 
нагретыми являются области магнитопровода, соприкасающиеся с об-

0υ  
 

б

а 

в 
Рис. 16.10. Температурное поле (а) и поле скоростей воздуха – в центральных  
поперечном и продольном сечениях области расчета и на ее поверхности (б)  

в случае принудительного охлаждения трансформатора  
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моткой и сами обмотки, и при 0υ = 1 м/с использование принудительно-
го охлаждения позволяет снизить максимальную температуру по срав-
нению с естественным охлаждением трансформатора на ~11,50С. 

 
В заключение отметим основные результаты работы, представ-

ленной в разделе. 
Путем компьютерного моделирования мультифизических про-

цессов в однофазном трансформаторе с целью определения температу-
ры нагрева его элементов проведен учет параметров внешней электри-
ческой цепи, решены связанные электромагнитная, тепловая и газоди-
намические задачи. 

Разработаны модель внешней электрической цепи с трансформа-
тором для расчета потерь в его активных элементах и методика трех-
мерного компьютерного расчета тепловых процессов в трансформаторе 
с учетом анизотропии тепловых свойств его активных элементов. Мето-
дика позволяет рассчитывать два тепловых режима – переходный и ус-
тановившийся, а также исследовать два способа охлаждения трансфор-
матора – на основе свободной конвекции воздуха и охлаждение путем 
принудительного обдува вентилятором. В случае использования внеш-
ней системы охлаждения выбрана скорость движения воздуха из усло-
вия получения допустимого уровня нагрева трансформатора.  

Рассмотрены два режима работы исследуемого трансформатора – 
установившийся режим на номинальную активную нагрузку и переход-
ный режим короткого замыкания в нагрузке. 

Предлагаемая компьютерная методика может быть полезна при 
разработке новых типов трансформаторов, изучении различных режи-
мов работы и мониторинге трансформаторов на этапе их эксплуатации. 
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17. СОВМЕСТНЫЙ РАСЧЕТ МАГНИТНОГО ПОЛЯ  
И МАГНИТНОЙ ЦЕПИ В ЭЛЕКТРОМАГНИТЕ 
МАГНИТОДИНАМИЧЕСКОЙ УСТАНОВКИ 

 
 

 
17.1.   Предварительные замечания  

 
Магнитодинамические установки для плавки и транспортировки 

жидких металлов [1, 2] имеют в своем составе электрический магнит, 
который создает переменное (с частотой 50 Гц) магнитное поле возбуж-
дения в активной зоне установки – в области канала с жидким металлом. 
Типичная конструкция электромагнита показана на рис. 17.1, а. Элек-
тромагнит содержит магнитопровод, выполненный из шихтованной 
электротехнической стали и имеющий воздушный зазор. По обе сторо-
ны от зазора расположены две катушки возбуждения. К особенностям 
такой конструкции относятся наличие большого воздушного зазора, в 
котором размещается канал с жидким металлом, и относительно длин-
ный магнитопровод, что также связано с расположением канала с кон-
структивными элементами во внутреннем пространстве электромагнита.  

Решение задачи исследования магнитного поля в электромагните 
предполагает расчет магнитного поля в объеме воздушного зазора и в 

магнитопровод  
из шихтованной стали 

катушки 
с током 

eJ  

52
0 
мм

 

100 мм 

                               а                                                                         б 
 

Рис. 17.1. Исследуемый электромагнит (а) и трехмерная расчетная область 
с электромагнитом, покрытая 23083 конечными элементами (б) 

250 



Раздел 17 

основном в области канала с жидким металлом с тем, чтобы в дальней-
шем определить электромагнитную силу, действующую на металл.  

Для расчета магнитного поля в области канала могут быть пред-
ложены два подхода. Первый – традиционный подход, состоит в расчете 
поля во всем довольно большом объеме электромагнита и в окружаю-
щем воздушном пространстве. Второй – упрощенный подход, основы-
вается на расчете магнитного поля только в области воздушного зазора. 
Во втором подходе наличие магнитопровода с обмоткой возбуждения 
учитывается с помощью эквивалентной магнитной цепи, содержащей 
последовательно включенные магнитное сопротивление и электродви-
жущую силу (ЭДС), равную ампер-виткам двух катушек возбуждения.  

Отметим, что при реализации первого подхода в качестве расчет-
ной области рассматривается вся область, занимаемая полем электро-
магнита. Это позволяет строго рассчитать поле рассеяния электромагни-
та, однако требует больших компьютерных ресурсов. При реализации 
второго подхода выбирается достаточно малая по размерам расчетная 
область, локализованная в окрестности воздушного зазора, что позволя-
ет, с одной стороны, снизить требования к компьютерным ресурсам и 
сократить время расчета, а с другой стороны, приводит к уменьшению 
точности численных результатов.  

В данном разделе реализуется второй из описанных подходов, 
основанный на сочетании положений теории магнитного поля и магнит-
ных цепей и решении связанных полевой задачи и задачи расчета цепи.  

Структура решаемой мультифизической цепно-полевой задачи и 
связи между частными задачами показаны на рис. 17.2. Задачи характе-
ризуются сильной связью (согласно классификации раздела 1) и должны 
решаться одновременно. При их решении расчет как магнитного поля, 
так и магнитной цепи необходимо выполнять, исходя из единых пози-
ций, используя понятия скалярного магнитного потенциала, магнитного 
напряжения как разности скалярных магнитных потенциалов между 
двумя узлами, и магнитного тока, численно равного величине магнитно-
го потока в ветви магнитной цепи. С целью сравнения результатов ре-

                                      

Рис. 17.2. Структура мультифизической задачи и связи между частными задачами 
при расчете магнитного поля электромагнита 

Магнитный поток Ф

 

Разность скалярных  
магнитных потенциалов Vm  

 
 
 
 
 

Задача расчета  
магнитной цепи 

 
 
 
 

Задача расчета  
магнитного поля  
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шения такой цепно-полевой задачи с результатами расчета магнитного 
поля во всей области электромагнита (первый подход) первоначально 
выполняется расчет поля в рамках первого подхода.  

 
17.2.   Расчет магнитного поля во всем объеме электромагнита  
          (первый подход) 
 

При работе магнитодинамической установки в обмотках элек-
тромагнита протекает переменный электрический ток с частотой 50 Гц. 
Моделирование магнитного поля проводится без рассмотрения нели-
нейных и в общем случае гистерезисных явлений в магнитопроводе. Та-
кие предположения позволяют выполнять расчеты для случая протека-
ния в обмотках электромагнита эквивалентного постоянного тока, рав-
ного, например, действующему значению переменного тока, полагая 
магнитное поле стационарным.  

Распределение трехмерного стационарного магнитного поля 
электромагнита во всем его объеме описывается следующим дифферен-
циальным уравнением для векторного магнитного потенциала : A

e
r

JA =×∇×∇ )1(
0μμ

,                                 (17.1) 

где rμ  – относительное значение магнитной проницаемости материала, 
для магнитопровода полагается =1000, а для воздуха и обмотки –rμ

rμ =1;  – вектор плотности тока в обмотке возбуждения электромаг-
нита, принимается значение  = 2·106 А/м2. 

eJ
eJ

Расчетная область задачи показана на рис. 17.1, а, а ее конечно-
элементное разбиение – на рис. 17.1, б. Расчеты выполнены численным 
методом конечных элементов в программе Comsol Multiphysics [3]. Ре-
зультаты компьютерных расчетов магнитного поля приведены на 
рис. 17.3. 

Основные количественные характеристики вычислительного про-
цесса и полученные результаты расчетов приведены в табл. 17.1, в стро-
ках, соответствующих подходу 1. Количество конечных элементов в 
Comsol-программе выбиралось путем задания их максимального разме-
ра для области магнитопровода. Расчеты проводились на компьютере с 
характеристиками: процессор Intel(R) Core™ 2, 2,5 ГГц, 3,25 ГБ ОЗУ.  

Данные табл. 17.1 с учетом того, что задача решается для неиз-
вестной векторной величины (векторного потенциала), позволяют за-
ключить следующее.  
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Таблица 17.1. Сравнение основных количественных характеристик 
для двух подходов к расчету магнитного поля электромагнита 

 

Подходы к расчету 

Макси-
мальный 
размер  

конечных 
элементов, 

м 

Общее  
количество 
конечных 
элементов

Число 
степеней 
свободы

Значение 
магнитной 
индукции  
в центре  
зазора,     
Тл 

Время  
расчета,  

с 

1. Число степеней свободы и соответственно порядок системы 
линейных уравнений превышают приблизительно в 6 раз количество 
выбранных конечных элементов. 

0,05 23083 150164 0,1998 39,4 
0,03 31945 206340 0,1988 39,7 
0,02 57749 369938 0,1988 79,5 

0,015 103465 659646 0,204 126,5 

Подход 1 
 

Расчет  
магнитного поля  
во всей области 

0,01 262728 – – – 
0,05 9618 14618 0,2121 0,75 
0,03 13759 20133 0,215 0,97 
0,02 37788 54107 0,214 3,17 

 

Подход 2 
 

Совместный расчет 
магнитного поля  
и магнитной цепи 

 
 

0,01 303865 420278 0,214 69,08 

                                  а                                                                           б  
 

Рис. 17.3. Распределение магнитной индукции || B , показанное в цвете  
и силовыми линиями в объеме магнитной системы, (а)  

и индукция || B  в поперечном сечении расчетной области,  
проходящем через центр воздушного зазора, (б) – первый подход 
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2. С ростом количества элементов существенно возрастает время 
расчета, хотя при этом значение магнитной индукции  в централь-
ной точке воздушного зазора изменяется слабо.  

|| B

3. При выборе количества элементов, равного 262728, число сте-
пеней свободы превышает 106, и оперативной памяти используемого 
компьютера оказывается недостаточно для решения данной задачи. 

Далее эти результаты будут сравниваться с аналогичными ре-
зультатами, полученными с использованием второго подхода к расчету 
электромагнита.  

 
17.3.   Расчет магнитного поля электромагнита в области   
           воздушного зазора (второй подход) 

 
В рамках описанного в подразделе 17.1 второго подхода решает-

ся связанная цепно-полевая задача, для которой в качестве расчетной 
области выбирается только область воздушного зазора электромагнита с 
фрагментами полюсов магнитопровода (рис. 17.4). Обмотки возбужде-
ния с протекающими в них токами, создающими вихревое магнитное 
поле, не рассматриваются. При этом напряженность магнитного поля  
в расчетной области имеет только потенциальную составляющую (от-
сутствует вихревая составляющая) и характеризуется скалярным маг-
нитным потенциалом :  

H

mV

mV−∇=H   .                                       (17.2) 

В (17.2) для скалярного магнитного потенциала используется 
обозначение, принятое в программе Comsol Multiphysics. 

Применяя известные выражения 

HB rμμ0=;     , 0=⋅∇ B

с учетом (17.2) получим дифференциальное уравнение для определения 
потенциала : mV

.                                  (17.3) 0)( 0 =∇−⋅∇ mr Vμμ

Отметим, что расчет магнитного поля важно выполнять с при-
влечением скалярного магнитного потенциала  для реализации связи 
полевой задачи с внешней магнитной цепью, в которой величина маг-
нитного напряжения на произвольном участке равна разности именно 
магнитных потенциалов на концах участка.  

mV
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Φ

2mV  

01 =mV  

2S  

1S  

mR  

iwEm =  

Рис. 17.4. Расчетная область с магнитной цепью,  
определяющей граничные условия полевой задачи 

При определении граничных условий задачи будем полагать, что 
нижняя  и верхняя  границы магнитопровода являются эквипотен-
циальными с потенциалами  и  соответственно, т. е. магнитное 
поле на этих поверхностях имеет только нормальную компоненту.  

1S 2S

1mV 2mV

Внешняя по отношению к выбранной расчетной области часть 
магнитопровода с двумя катушками возбуждения может быть заменена 
фрагментом магнитной цепи, показанным на рис. 17.4 и состоящим из 
последовательно включенных магнитного сопротивления (в общем 
случае нелинейного) и ЭДС , равной ампер-виткам токов, проте-
кающих в двух катушках возбуждения.  

mR

mE

Исходя из условия баланса магнитного напряжения для этого 
участка магнитной цепи, запишем следующее равенство, выражающее 
закон Кирхгофа для магнитных напряжений: 

iwVVR mmm =−+Φ 12 .                                 (17.4) 

dS
n

Vm
r

S ∂
∂

−=Φ ∫ μμ
2

0Здесь  – магнитный поток, проходящий через по-

верхность магнитопровода  (в принятой постановке задачи он равен 
потоку через поверхность ). Полагая магнитный потенциал на нижней 

2S

1S
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                                   а                                                                      б 
 

Рис. 17.5. Полученные расчетным путем распределения магнитной индукции || B   
в области воздушного зазора (а) и в поперечном сечении расчетной области,  

проходящем через центр зазора, (б) – второй подход 

поверхности магнитопровода  равным 01 =mV1S , из выражения (17.4) 
находим величину , которая используется в качестве интегрального 
граничного условия для полевой задачи. 

2mV

На всех внешних воздушных границах расчетной области задает-
ся условие магнитной изоляции: 

    .                                        (17.5) 0=⋅Hn
Дифференциальное уравнение (17.3) с граничными условиями 

(17.4), (17.5) представляет собой математическую модель в замкнутом 
виде для расчета магнитного поля электромагнита согласно второму 
подходу. Решение задачи выполнялось с помощью программы Comsol 
Multiphysics [3]. Результаты компьютерных расчетов представлены на 
рис. 17.5 и в табл. 17.1 (поход 2). Приведенные данные позволяют за-
ключить следующее. 

В силу того, что неизвестной является скалярная величина, а не 
векторная, как в первом подходе, число степеней свободы, а значит, и 
порядок решаемой системы уравнений приблизительно в полтора раза 
превышают общее количество конечных элементов (а не в 6 раз, как для 
случая векторного потенциала). В силу этого задача существенно упро-
щается и может быть решена при более детальном конечно-элементном 

 256



Раздел 17 

разбиении расчетной области и с относительно малыми затратами ком-
пьютерного времени для расчета. 

С ростом количества элементов значение магнитной индукции 
|  в центральной точке воздушного зазора изменяется слабо. Значение 

индукции также мало отличается от решения, найденного с использова-
нием первого подхода. Отличие в полученных численных результатах 
составляет (0,214 – 0,204) / 0,214 · 100% = 4,7% и связано с некоторым 
различием в расчетных моделях – при втором подходе потоки рассеяния 
учитываются лишь приближенно.  

| B

 
Сформулируем основные результаты раздела. 
 

Предложен и реализован подход к упрощенному компьютерному 
моделированию магнитного поля электромагнита магнитодинамической 
установки. Его суть заключается в расчете магнитного поля только в 
малой области воздушного зазора электромагнита, что предусматривает 
решение связанных цепной задачи для внешней магнитной цепи и поле-
вой задачи в области зазора, которая формулируется в терминах скаляр-
ного магнитного потенциала. Граничные условия полевой задачи опре-
деляются на основании уравнения баланса магнитных напряжений в 
магнитной цепи электромагнита. Предлагаемый подход позволяет ис-
пользовать компьютеры относительно небольшой мощности для расчета 
электромагнитов и существенно сократить время счета.  
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18. МУЛЬТИФИЗИЧЕСКОЕ И МНОГОМАСШТАБНОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИХ  

ПРОЦЕССОВ В ПОЛИЭТИЛЕНОВОЙ ИЗОЛЯЦИИ  
СИЛОВЫХ КАБЕЛЕЙ 

 
 
 

18.1.   Предварительные замечания  
 
Разработка и внедрение современных электротехнических уст-

ройств и силового электрооборудования, в том числе силовых кабелей с 
полиэтиленовой изоляцией на высокое и сверхвысокое напряжения, 
требуют детального изучения электромагнитного поля и электрофизиче-
ских процессов с учетом сложной внутренней структуры и особенностей 
составляющих элементов на различных по размерному масштабу уров-
нях. Как правило, не удается построить и реализовать единую модель 
для всех уровней внутренней структуры устройства. C целью всесто-
роннего и детального исследования электротехнических устройств при-
меняется метод многомасштабного моделирования [1–5].  

Достичь более полного понимания явлений и процессов для раз-
личных физических объектов позволяет исследование на основе совме-
стного использования методов мультифизического и многомасштабного 
моделирования. В работах [6–8] даны примеры таких исследований во 
многих областях науки и техники, в том числе в материаловедении, гид-
ромеханике, структурной механике, химии, биомедицине, астрофизике. 
Подходы к моделированию на основе сочетания методов мультифизиче-
ского и многомасштабного моделирования описаны в обзоре [6]. Изло-
жению общих принципов организации связей в совместных многомас-
штабных и мультифизических моделях посвящена работа [8].  

В статьях [9, 10] разработаны теоретические основы построения 
комбинированных многомасштабных мультифизических моделей для 
мультиобластей (multiscale multiphysics and multidomain models). Такие 
многомасштабные мультифизические и мультигеометрические модели 
предназначены для исследования физических, химических и биологиче-
ских систем, к которым в указанных статьях отнесены топливные эле-
менты, молекулярные двигатели, наножидкости, ионные каналы, виру-
сы, биологические и макромолекулярные системы.  
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В данном разделе предлагается совместное использование мно-
гомасштабного и мультифизического моделирования электрофизичес-
ких процессов в конструктивных элементах силовых кабелей с целью 
изучения распределения электрического поля и механических напряже-
ний в полиэтиленовой изоляции в различных эксплуатационных режи-
мах работы кабелей. 

Для исследования электротехнических устройств в работах [1, 
11] предложен следующий подход к реализации многомасштабного мо-
делирования. Компьютерное моделирование проводится на различных 
пространственных уровнях электротехнического устройства. Каждый 
уровень характеризуется своим размерным масштабом и включает важ-
нейшие элементы структуры, качество и работа которых наиболее 
влияют на функционирование всего устройства в целом. Такие элемен-
ты устройства названы ответственными элементами.  

Необходимость выделения структурных уровней при детальном 
исследовании электротехнических устройств связана с ограниченной 
разрешающей способностью численных методов решения физических 
задач и ограниченными ресурсами компьютеров. 

Совместное использование методов многомасштабного и муль-
тифизического моделирования для расчета процессов в электротехниче-
ских устройствах состоит в выполнении следующих этапов [1, 11]. 

1. Исследуемое устройство рассматривается как иерархическая 
структура, в которой выделяются характерные структурные уровни, от-
личающиеся по масштабу (размеру). 

2. На каждом выбранном структурном уровне определяется свой 
ответственный элемент и строится своя математическая модель для рас-
чета электромагнитного поля и связанных с ним мультифизических 
процессов. Отметим, что выбор ответственного элемента на каждом уров-
не требует в общем случае проведения дополнительных исследований. 

3. Устанавливаются величины, характеризующие электрофизиче-
ские поля, а также параметры, связывающие процессы на структурных 
уровнях. Определяется характер связи между процессами разных уров-
ней (слабо- или сильносвязанные процессы согласно классификации 
раздела 1).  

4. Численно решаются в общем случае мультифизические задачи 
на различных структурных уровнях. Связь полевых задач, решаемых на 
этих уровнях, реализуется путем задания соответствующих граничных 
или начальных условий. Для случая цепных задач, решаемых на каких-
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либо уровнях, осуществляется обмен данными, в качестве которых вы-
ступают параметры и / или характеристики цепей.  

5. Выполняется анализ рассчитанных характеристик поля или це-
пей в наиболее важных областях исследуемого устройства – ответствен-
ных элементах на выбранных уровнях. С помощью конкретных данных 
об электромагнитных процессах на каждом структурном уровне форми-
руется обобщенная информация о характере функционирования всего 
устройства в целом.  

В разделе путем совместного использования методов многомас-
штабного и мультифизического моделирования выполняется исследова-
ние электрофизических процессов в кабельной линии. При этом осуще-
ствляется выбор ответственных элементов на трех основных структур-
ных уровнях (рис. 18.1): всей кабельной линии (макроуровне), полиэти-
леновой изоляции кабеля (среднем уровне) и отдельного элемента объе-
ма изоляции с характерными микронеоднородностями (микроуровне). 
Исследования проводятся на примере кабельной линии с изоляцией из 
сшитого полиэтилена на напряжение 330 кВ, проложенной в Днепро-
петровске для электроснабжения металлургического завода "Днепро-
сталь" [12, 13]. 
 
18.2.   Схема решения мультифизических задач в рамках  
           многомасштабного моделирования 

 
Для силовых кабелей с полиэтиленовой изоляцией также, как и 

для ряда электротехнических устройств, рассмотренных в [1], реализу-
ется следующая последовательность операций:  

1) выделение трех взаимосвязанных структурных уровней ка-
бельной линии со своими ответственными элементами: макроуровня со 
всей кабельной линией, среднего уровня – полиэтиленовой изоляции и 
микроуровня, включающего отдельный элемент объема изоляции с ха-
рактерными микровключениями; такие уровни связаны между собой по-
средством основных характеристик, в общем случае – электрических, 
тепловых, механических; 

2) выбор ответственных элементов на указанных структурных 
уровнях и расчет электрических характеристик, электромагнитного поля 
и связанных с ним процессов (механических напряжений) при учете 
связи цепных и полевых задач на разных уровнях.  

Схема реализации многомасштабного и мультифизического мо-
делирования процессов в кабельных линиях показана на рис. 18.1. 
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Макроуровень – кабельная линия 

1 км 

0,1 м 

0,1 мкм 

На макроуровне всей кабельной линии с учетом определенных 
условий ее работы в электроэнергетической системе проводится моде-
лирование переходных процессов с использованием программы расчета 
динамических систем Matlab/Simulink [14]. Рассчитывается зависимость 
от времени напряжения на входе в кабельную линию для двух режимов 
– в режиме короткого замыкания в нагрузке на выходе линии  и в )(tUкз

)(tUкз  

)(tUхх  

a

   Микроуровень – область изоляции с микровключением 
 

    Распределение электрической силы (стрелками) и механических  
        напряжений (в цвете) вблизи включений различной формы  

Цепная 
электромагнитная 

задача 

Средний уровень – сечение кабеля 
 

                                                        Электрическое поле  
                                                     (в цвете и изолиниями) 

 

Рис. 18.1. Схема многомасштабного и мультифизического моделирования 
процессов в кабельных линиях с полиэтиленовой изоляцией 
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   Высокочастотное напряжение Uкз(t)
            на входе в кабельную линию  
     в режиме короткого замыкания  
      в нагрузке на выходе линии 

режиме включения кабельной линии без нагрузки (на холостом ходу) 
.  )(tU хх
На среднем уровне выделяется ответственный элемент – элемент 

полиэтиленовой изоляции кабеля. По результатам решаемой на макро-
уровне цепной задачи последовательно решается полевая задача. Рас-
считывается распределение электрического поля в объеме изоляции по 
зависимости , которая формирует граничные условия электриче-
ской задачи. Так, на макро- и среднем уровнях решаются связанные 
цепная и полевая задачи – мультифизическая цепно-полевая задача 
(рис. 18.2). 

)(tUкз

На микроуровне выделяется ответственный элемент – объем по-
лиэтиленовой изоляции с характерными микровключениями, т. к. на 
этом уровне определяющей является неоднородность микроструктуры 
полиэтиленового материала. В микрообъеме с включением решается за-
дача определения электрического поля с граничными условиями, соот-
ветствующими максимальному перенапряжению в режиме включения 
кабельной линии на холостом ходу, найденном на макроуровне – . 
По результатам решения электрической задачи рассчитываются механи-
ческие напряжения в материале изоляции с микровключениями. Таким 
образом, на макро- и микроуровнях решается мультифизическая задача 
– связанные цепная и полевые задачи определения электрического поля 

ххU

 

Мультифизические  
полевые задачи  

в элементе изоляции  
с микровключениями 

(микроуровень) 

 

 

Задача расчета 
электрического поля  
в объеме изоляции  
силового кабеля 

(средний уровень) 

Перенапряжение Uхх  
   на входе в кабельную линию  
       в режиме включения линии  
           на холостом ходу 

Цепная задача расчета 
электрической сети  
с кабельной линией 

для режимов короткого 
замыкания и холостого хода 

(макроуровень) 

Рис. 18.2. Связь между частными задачами при реализации методов  
многомасштабного и мультифизического моделирования  

процессов в кабельной линии 
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и механических напряжений в изоляции кабеля в конкретном режиме 
работы. 

По электрическим характеристикам, по допустимому значению 
электромеханических напряжений может быть сделано заключение об 
интенсивности старения изоляции силового кабеля и надежности рабо-
ты кабельной линии в целом, а также сформированы соответствующие 
рекомендации относительно необходимости изменения нагрузочной 
способности и условий эксплуатации исследуемой линии. 

Важными в решении задач согласно схеме рис. 18.1 являются 
учет конкретных условий и режимов работы кабельной линии, выбор 
ответственных элементов на каждом структурном уровне, строгое опре-
деление граничных условий более низкого уровня в соответствии с дан-
ными, полученными при решении задач на более высоком уровне.  

Отметим, что связь процессов на различных структурных уров-
нях может быть слабой (согласно классификации раздела 1), тогда зада-
чи на этих уровнях могут решаться последовательно, как в данном раз-
деле. В случае, когда процессы низких уровней сильно влияют на про-
цессы более высоких уровней, связь задач разных уровней сильная, и 
такие задачи необходимо решать одновременно либо последовательно с 
применением итерационных процедур. 

В целом в описанной схеме моделирования процессов в кабель-
ной линии осуществляется решение цепно-полевых задач, причем на 
микроуровне проводится решение двух полевых задач (рис. 18.2). 

 
18.3.   Макроуровень – расчет электромагнитных процессов  
           в кабельной линии на основе теории цепей 
 

В Украине производятся, а в электрических сетях используются 
силовые кабели с изоляцией из сшитого полиэтилена на сверхвысокое 
напряжение – до 330 кВ [15].  

Первая в Украине кабельная линия с изоляцией из сшитого поли-
этилена на напряжение 330 кВ разработана и проложена в Днепропет-
ровске для металлургического завода "Днепросталь" с целью обеспече-
ния внешнего электроснабжения электроплавильного комплекса [12, 
13]. Линия представляет собой сложное инженерное сооружение 
(рис. 18.1, макроуровень). Ее характеристики описаны в разделе 12, где 
вопросы надежности и безопасности функционирования предложено 
решать путем компьютерного моделирования переходных электромаг-
нитных процессов для различных режимов работы. 

 263



Раздел 18 

 264

Средствами пакета программ Matlab/Simulink в разделе 12 реали-
зована Simulink-модель кабельной линии на напряжение 330 кВ и полу-
чены результаты для случая, когда линия работает на номинальную ак-
тивную нагрузку с линейным током 600 А, в момент времени 0,5 с 
все три фазы нагрузки замыкаются на землю, каждая через сопротивле-

ние 10 Ом, а при 

=t

=t 1 с эти цепи 
размыкаются.  

Для случая трехфазного ко-
роткого замыкания в нагрузке на 
выходе кабельной линии на рис. 
18.3 представлены полученные пу-
тем компьютерного моделирования 
осциллограммы напряжения на вхо-
де в линию. Напряжение здесь при-
ведено в относительных единицах в 
долях от =max,фU  3/2330  кВ. 
Из рис. 18.3 видно, что в момент 
возникновения короткого замыка-
ния в линии появляется высокочас-

Рис. 18.3. Компьютерные осциллограммы напряжения на входе в кабельную линию 
в режиме трехфазного короткого замыкания в нагрузке (макроуровень) 

Напряжение, о.е. 

      время, с 
           0.3              0.4            0.5              0.6             0.7              0.8             0.9               1              1.1             1.2  

Напряжение, о.е. 

   время, с 

Рис. 18.4. Изменение напряжения  
на входе в кабельную линию 

при включении на холостом ходу 
(макроуровень) 

 0            0.05           0.1            0.15         0.2 

Напряжение, о.е. 

                 
 
 

                время, с 
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тотное затухающее напряжение, которое может быть аппроксимировано 
функцией: 

fttUtU фкз πτ 2sin)/exp(15,1)( max, −⋅⋅= ,                  (18.1) 

где τ  = 0,01 с;  2,5 кГц.  =f
Выражение (18.1) используется далее на среднем уровне в схеме 

многомасштабного моделирования согласно рис. 18.1 для расчета элек-
трического поля в изоляции кабеля в режиме трехфазного короткого за-
мыкания в нагрузке. 

По результатам моделирования в вычислительной среде Mat-
lab/Simulink найдено также изменение напряжения на входе в кабель-
ную линию в другом режиме – в режиме включения линии на холостом 
ходу (рис. 18.4). Полученное при этом максимальное перенапряжение, 
равное max,8,1 фхх UU ⋅= , передается на микроуровень для проведения 
мультифизического моделирования в неоднородной полиэтиленовой 
изоляции.  

 
18.4    Средний пространственный уровень – электрическое  
           поле в изоляции 
 

Надежность и срок службы кабельных линий зависят от техниче-
ских характеристик кабелей, качества, электрофизических свойств ис-
пользуемых материалов, условий и режимов эксплуатации [16, 17]. В 
кабелях с изоляцией из сшитого полиэтилена используется экструдиро-
ванная трехслойная изоляционная структура, которая включает поли-
этиленовую изоляцию, полупроводящий слой по жиле и полупроводя-
щий слой по основной изоляции. Полупроводящие слои предназначены 
для выравнивания скачка напряженности электрического поля у по-
верхности жилы и металлического экрана в различных режимах работы 
кабелей, в том числе в условиях короткого замыкания в нагрузке, крат-
ковременных бросков токов и перенапряжений на линии с тем, чтобы не 
допустить преждевременного старения изоляции.  

В связи со сказанным практический интерес представляет иссле-
дование распределения электрического поля в изоляции силовых кабе-
лей в аварийных режимах, например, в случае возникновения высоко-
частотного напряжения на токопроводящей жиле кабеля в режиме ко-
роткого замыкания с целью гарантирования экранирующей функции 
полупроводящего слоя и надежности изоляции. Исследования в этом 
направлении представлены в работах [18, 19]. 
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Далее решается задача исследования электрического поля в объ-
еме изоляции кабеля с учетом условий его работы в режиме короткого 
замыкания в нагрузке. Моделируется такой режим путем задания на-
пряжения на жиле кабеля, найденного из решения задачи на макроуров-
не (рис. 18.3). Полагается, что силовой кабель находится во внешнем 
переменном электрическом поле, изменяющемся во времени с частотой 

= 2,5 кГц. f
Применяется схема с элементами многомасштабного моделиро-

вания, представленная на рис. 18.5. Сечение кабеля разбивается на ряд 
эквивалентных секторов с учетом неровности поверхности многопрово-
лочной жилы. Один из таких секторов составляет элементарную ячейку 
структуры (рис. 18.5) [1, 20]. Учитывая периодичность структуры попе-
речного сечения кабеля, достаточно найти распределение электрическо-
го поля в одном секторе. Тогда картина поля во всем сечении кабеля оп-
ределится путем периодического повторения по угловой координате 
распределения поля в элементарной ячейке. В связи с этим в качестве 
расчетной области выбрана элементарная ячейка, показанная на 
рис. 18.5.  

Задача рассматривается в двумерной постановке в декартовой 
системе координат. Основное уравнение, определяющее нестационарное 

      Рис. 18.5. Схема многомасштабного моделирования электрического поля  
      в полиэтиленовой изоляции кабеля (макро- и средний масштабные уровни) 

1мм 

1 км 

0,1 м 
  Элементарная
ячейка структуры 
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Рис. 18.6. Конечно-элементное разбиение области вблизи полупроводящего слоя  
по жиле и граничные условия задачи на среднем масштабном уровне.  

На вставках справа показана область с расчетным разбиением, представляющая  
интерес для исследования, (вверху) и заданное напряжение на поверхности жилы  

согласно решению задачи на макроуровне (внизу) 

 

электрическое поле в кабеле ϕ−∇=E , имеет вид 

0][ 0 =∇−
∂
∂

∇−⋅∇ ϕσϕεε
tr ,                          (18.2) 

где ),( trϕ  – электрический потенциал, зависящий от пространственной 
координаты  и времени ; ),( yx=r t σ  и rε  – электропроводность и ди-
электрическая проницаемость соответствующего материала (относи-
тельное значение); 12

0 1085,8 −⋅=ε  Ф/м – диэлектрическая проницае-
мость вакуума. Отметим, что электрические параметры принимают раз-
личные значения в зависимости от рассматриваемого материала – мате-
риала либо изоляции, либо полупроводящих слоев. 

Граничные условия задачи (18.2) задаются таким образом 
(рис. 18.6):  

– на боковых границах условие Неймана 0/ =∂∂ пϕ  (n  – единич-
ный вектор внешней нормали);  

– на поверхности медного экрана кабеля 0=ϕ ;  
– на поверхности жилы зависимость от времени вида  

       fttUtU фкз πτϕ 2sin)/exp(15,1)( max, ⋅−⋅⋅== .           (18.3) 

0=
∂
∂

n
ϕ

 

)(tUкз=ϕ  

изоляция 

0 x 

y 

жила

полупроводящий 
слой 

изоляция 

t , с 

 

0=
∂
∂

n
ϕ
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В (18.3) 3/2330max, =фU  кВ – максимальное фазное напряжение 
для кабеля 330 кВ в рассматриваемом аварийном режиме. 

Отметим, что зависимость (18.3) соответствует выражению (18.1) 
при параметре τ  = 0,01 с и частоте =f  2,5 кГц. На поверхности жилы 
кабеля таким образом задается высокочастотное напряжение, опреде-
ляемое на макроуровне (рис. 18.1). 

Численные расчеты выполнены для кабеля на напряжение 
330 кВ, у которого согласно [12] наружный диаметр составляет 105 мм, 
диаметр жилы – 34,8 мм, площадь сечения жилы – 800 мм2, площадь се-
чения медного экрана – 150 мм2, толщина изоляции – 23,5 мм, толщина 
наружной оболочки – 6 мм, внутренний радиус внешнего экрана – 
42,8 мм, толщина полупроводящего слоя – 1,9 мм. Приняты значения 
электрических параметров для полиэтиленовой изоляции: электропро-
водность 1σ  = 10–14 (Ом·м)–1, диэлектрическая проницаемость 3,21 =ε ; 
для полупроводящего слоя: 2σ  = 10–6 (Ом·м)–1, 3,22 =ε . 

Процесс рассматривается во времени, когда напряжение на жиле 
изменяется по закону (18.3) и максимальное значение поля достигается 
в момент времени  (T⋅25,0 T – период изменения напряжения). Пока-
занное на рис. 18.7, а распределение электрического поля соответствует 
этому значению времени. На рис. 18.7, б для сравнения приведено изме-
нение напряженности электрического поля  вдоль границы полупро-|| E

длина, мм  

| E |, В/мм  

А В 

f = 2,5 кГц 

f = 50 Гц 

f = 2,

А В 

5 кГц 

                         а                                                                                 б 
 

Рис. 18.7. Распределение электрического поля | E | (в цвете и изолиниями) 
в окрестности полупроводящего слоя по жиле при частоте f = 2,5 Гц (а); 

изменение напряженности электрического поля вдоль границы  
полупроводящего слоя (линии АВ) при различных значениях частоты  f (б) 

(средний масштабный уровень) 
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водящего слоя (линии АВ) при частоте = 2,5 кГц, соответствующей 
рассматриваемому аварийному режиму, и частоте номинального режима 
кабельной линии f = 50 Гц. Для аварийного режима ( = 2,5 кГц) пока-
зано увеличение уровня поля в изоляции на границе перехода "токопро-
водящая жила – полупроводящий слой по жиле" и некоторое возраста-
ние напряженности электрического поля в центральной части этой зоны. 
Здесь наиболее вероятны процессы возникновения и развития триинго-
вых структур и, как результат, ускоренное старение полиэтиленовой 
изоляции.  

f

f

 
18.5.   Микроуровень – мультифизические процессы  
           в неоднородной изоляции  
 

Одной из важных проблем, связанных с достижением высокой 
надежности электрических кабелей с полиэтиленовой изоляцией, явля-
ется повышение устойчивости изоляционного материала к деградации. 
Поскольку наличие водных включений в изоляции приводит к ухудше-
нию свойств и является причиной ее старения путем развития водных 
триинговых структур [21], значительное внимание исследователей уде-
ляется изучению влияния микроразмерных включений на электричес-
кую прочность и структурно-механическое состояние изоляции. В связи 
с этим на микроуровне по схеме многомасштабного моделирования 
рис. 18.1 проведено исследование электрического поля и механических 
напряжений в неоднородной изоляции силового кабеля. 

Физической моделью для исследования выбран малый объем по-
лиэтиленовой изоляции с водным микровключением.  

Основным уравнением для расчета электрического поля в микро-
объеме изоляции является уравнение для электрического потенциала ϕ& :  

  0)( =∇+⋅∇ ϕεωεσ &&roj ,                                (18.4) 

где кроме описанных выше величин ω  является угловой частотой; точ-
кой наверху обозначены комплексные величины; j  – мнимая единица.  

Расчетная модель представлена как осесимметричная, в цилинд-
рической системе координат (рис. 18.8).  

Значение перенапряжения max,8,1 фхх UU ⋅=  на входе в кабель-
ную линию в режиме включения на холостом ходу, передаваемое с мак-
роуровня (рис. 18.4), формирует граничные условия задачи (18.4). На 
верхней границе, ориентированной вдоль поля, определяется условие 
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a

Fmax= 1,8·1010 Н/м3 Fmax= 2,9·108 Н/м3 Fmax= 2,2·108 Н/м3 Fmax= 6,0·108 Н/м3 

 0 r 

z 

Рис. 18.8. Распределение эквивалентного механического напряжения Мσ  (в цвете) 
и электрической силы F (стрелками) в окрестности включений различной формы 

(при постоянной ширине включений а = const). На вставках схематически  
показан характер действия силы на микровключение (микроуровень) 

hlU хх /⋅=ϕ& ,  – толщина полиэтиленовой изоляции кабеля, l  – высота 
расчетной области вдоль поля; на нижней границе области с включени-
ем задается 

h

0=ϕ& . 
По значению электрического поля  на основании сле-

дующего выражения [22] определяется объемная электрическая сила 
(средняя за период), действующая в диэлектрической среде, в предпо-
ложении отсутствия объемных зарядов: 

ϕ&& −∇=E

20 ||)1(
2

EF &−∇= εε
e . 

Здесь )))(Im())(Re())(Im())(Re(|| 2222
zzrr EEEE &&&&& +++=E , zr EE && ,  – 

составляющие вектора поля ;  и  обозначают действительную и 
мнимую части комплексных величин. 

E& Re Im

Для расчета механических напряжений в материале изоляции 
решается дифференциальное уравнение механического равновесия, за-
писанное для тензора механических напряжений Mσ  в предположении, 
что действует только внутренняя объемная сила eFF = , а внешние си-
ловые нагрузки и давление в материале отсутствуют [23]: 

0=+∇ eM Fσ . 
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Более подробно математические модели для решения электриче-
ской и механической задач описаны в разделе 3. 

На рис. 18.8 представлено распределение эквивалентного меха-
нического напряжения Мσ  и электрической силы eF  в окрестности 
включения различной формы (при постоянной ширин  включений а = 
= const). На вставках схематически отображен сжимающий характер 
действия на включение электрической силы. Значения силы наибольшие 
на полюсах, ориентированных вдоль поля. Внутри водного включения 
электрическая сила незначительна в силу малого значения поля. Чем бо-
лее вытянуто микровключение вдоль поля, тем бóльшая сила действует 
на его полюсах и тем бóльшее механическое напряжение имеет здесь 
место. Количественно об этом свидетельствуют данные рис. 18.9, где 
показано изменение максимального механического напряжения 

е

Мσ  в 
окрестности микровключения в зависимости от его размеров. На вс авке 
рис. 18.9 дан в увеличенном виде фрагмент графика при изменении от-
ношения h/a от 0,1 до 1,0.  

Действие электрической силы eF  связано с накоплением упругой 
энерги

т

  

 
 

Рис. 18.9. Изменение максимального механического напряжения в окрестности  
микровключения в зависимости от его размеров (отношения h/a при а=const).  

На вставке показан в увеличенном виде фрагмент графика  
при изменении отношения h/a от 0,1 до 1,0 (микроуровень)  

h/a , о.е. 

и, которая при определенных у виях может преобразовываться 
в работу разрыва молекулярных связей и приводить к локальной дефор-
мации и разрушению на микроуровне полиэтиленовой изоляции. На-
правленное сжимающее действие силы eF  на включения в изоляции 
(рис. 18.8) содействует растрескиванию их поверхности и дальнейшему
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увеличению включений в объеме. Подтве дают такой вывод и резуль-
таты раздела 3, в котором путем компьютерного моделирования связан-
ных электрических и механических процессов показано, что в зоне 
сильно заостренных триинговых вершин могут достигаться значения 
механического напряжения, совпадающие по порядку величины с раз-
рушающим напряжением полиэтилена.  

Таким образом, применение предложенной схемы комбиниро-
ванного многомасштабного и мультифизического моделирования сило-
вых ка

рж

 

ногомасштабного и мультифизического моделирова-
ния по

белей (рис. 18.1) позволяет путем исследования электрических и 
механических характеристик изоляции оценить с помощью количестве-
нных характеристик основные физические процессы в изоляции кабеля 
в различных режимах работы кабельной линии, прогнозировать интен-
сивность старения изоляции и срок службы линии в конкретных услови-
ях эксплуатации.  

 
Резюмируя основные результаты раздела, отметим, что совмест-

ное применение м
зволяет проводить комплексные исследования сложных электро-

технических устройств путем:  
– решения цепно-полевых задач на различных структурных уров-

нях исследуемого устройства;  
– осуществления связей между задачами на разных уровнях;  
– применения мультифизического моделирования в рамках от-

дельного структурного уровня устройства.  
Описанные подходы к совместному использованию методов мно-

гомасштабного и мультифизического моделирования могут быть приме-
нены для исследования других электротехнических устройств и систем, 
в числе которых трансформаторы, электрические машины, турбогенера-
торы, индукционные установки и др.  
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