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В роботі виведено загальну кінематичну граничну умову на верхній рухомій межі масиву 
ґрунту у випадку його ущільнення в процесі фільтраційної консолідації. Запропоноване 
узагальнення дозволяє враховувати ряд фізико-хімічних факторів (включаючи тепломасо-
перенесення, хімічну суфозію, механічну суфозію, термічне розширення фаз ґрунту тощо) 
без зміни вигляду кінематичної граничної умови. 

Ключові слова: консолідація ґрунтів, просідання, кінематична умова, 
задача Стефана. 
 

Вступ. Математичні моделі класичної теорії консолідації ґрунтів розроблені 
в 20-х-30-х роках 20-го століття [1, 2]. Однак, дослідження динаміки зміни 
надлишкових напорів у поровій рідині пористого середовища (до визначення 
яких і зводяться задачі в теорії фільтраційної консолідації) залишаються актуаль-
ними і донині [3, 4]. В роботах [5-8] побудовано та досліджено математичні 
моделі фільтраційної консолідації ґрунтів в умовах впливу техногенних факторів 
[9, 10]. Актуальність дослідження взаємозв’язаних процесів фільтраційної консо-
лідації та теплосолеперенесення обґрунтовано в цих же роботах. У праці [11] 
побудовано математичну модель фільтраційної консолідації ґрунтів із частинками 
нанопористої структури. 

Фільтраційна консолідація (незалежно від урахування чи не врахування 
впливу техногенних факторів) супроводжуються ущільненням (набуханням) ґрунту. 
Тому математична модель вказаних процесів буде описуватись задачею стефа-
нівського типу (дослідження й огляд робіт з якісної теорії відповідних неліній-
них крайових задач наведено у праці [12]) із відповідними кінематичними умо-
вами на рухомих межах. У роботах [13,14] таку умову побудовано на випадок 
урахування теплосолеперенесення, у праці [15] — на випадок контактної багато-
фракційної механічної суфозії, в роботі [16] — з урахуванням контактної меха-
нічної суфозії, у праці [17] — з урахуванням хімічної суфозії. Однак, урахування 
нових факторів впливів (наприклад, механічної суфозії, багатофракційної 
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суфозії, механіко-хімічної суфозії, різних типів масообмінних процесів тощо) 
вимагає нових модифікацій кінематичної граничної умови. Це є незручним.  

Тому метою статті є узагальнення кінематичної граничної умови на випа-
док консолідації ґрунтів з урахуванням довільної кількості факторів. Отримана 
умова має забезпечити можливість використання будь-яких залежностей (експе-
риментальних або теоретичних) параметрів ґрунтів від фізико-хімічних факторів, 
що можуть впливати на просідання ґрунтів. 

1. Узагальнена кінематична гранична умова 

Аналогічно до робіт [15, 17], припустимо, що ґрунт може просідати лише 
внаслідок вертикальних зміщень. У момент часу t верхня межа ґрунту в точці 
Z = (x, y, z) визначається рівнянням z = l(X, t), де X = (x, y) (рис. 1).  

Повторюючи міркування робіт [15, 17], отримуємо 
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де інтегрування проводиться по вертикальному відрізку  ( , ); ( , )l t L tX X , ( , )l tX  — 
верхня межа ґрунту, L(X, t) — нижня межа ґрунту, ε(Z, t) — відносна об’ємна 
деформація ґрунту [2]. 

Умова (1) виводиться з інтегральної суми 
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Тут n — кількість фрагментів об’ємами  1,iV i n  пористого середовища, які 

покривають вертикальний проміжок  ( , ); ( , )l t L tX X . Під записом  l t t   

Рис. 1. Просідання верхньої межі ґрунту 
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розуміється   ,l t t t t   X , де       ;t t x t t y t t      X . Аналогічне 
стосується інших функцій, які залежать від часу. Саме тому в формулу (1) вхо-
дять повні похідні по часу. 

Далі використаємо методику, запропоновану в роботах [6, 17], дещо уза-
гальнивши та модифікувавши її. З метою збереження цілісності викладок мате-
ріалу повторимо деякі вже відомі міркування. Зокрема, припустимо, що тверді 
частинки ґрунту, які формують його скелет, є нестисливі. Тоді їх об’єм у виді-
леному фрагменті середовища загальним об’ємом ( )iV t  залишається незмінним. 
Тобто, зміна об’єму iV  за проміжок часу t  можлива лише внаслідок зміни 
об’єму пор, який дорівнює i iV . Тоді  

          ( )i i i i i iV t V t t t V t t t V t t         , (2) 

де ( )i t  — осереднена пористість ґрунту у виділеному фрагменті. Зміна об’єму 
пор може відбуватися не лише внаслідок ущільнення, але і внаслідок хімічної 
суфозії, механічної суфозії, термічного розширення фаз ґрунту тощо. Урахування 
вказаних ефектів і, можливо, нових, які до цього не враховувались, і має забез-
печити узагальнена кінематична гранична умова. В роботах [6, 17] такі ефекти 
враховувались явно, виходячи з певних фізичних міркувань. Це є незручним, 
оскільки урахування нових факторів вимагало б модифікації умови та нових 
викладок. У співвідношенні (2) запис «  i t t   » означає 
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t t t t s t t t t


        S Z Z  — вектор факторів впливу на зміну 

пористості (температура, концентрації солей у рідкій і твердій фазах ґрунту, 
концентрації суфозійних частинок тощо). 

Враховуючи, що  ( )i i iV V t V t t     , отримаємо 
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Оскільки за визначенням відносної об’ємної деформації ґрунту 
( )

i
i

i

V
V t


   [2], то  

    ( )i i i i it t t t t          , 
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d t
t t t
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

       , 

де у вищенаведеному співвідношенні знехтувано нескінченно малими вищих 
порядків (при 0t  ). 
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Враховуючи, що  1i i ie e   , де ie  — осереднений коефіцієнт порис-
тості у виділеному фрагменті середовища, маємо 
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( )1
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i i
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i i

e t t e td t
e t t dt e t
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або (при 0t  ) 
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Підставляючи вище отриману рівність у співвідношення (1), маємо кінема-
тичну граничну умову 

  
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Умова (3) власне і є кінематичною граничною умовою, якою описується 
зміна положення верхньої рухомої межі ґрунту внаслідок зміни коефіцієнта порис-
тості ґрунту. Вказана умова може використовуватись у задачах фільтраційної 
консолідації, фільтрації в деформівних пористих середовищах (за виконання 
умови лише вертикальних просідань) при відомих залежностях  , ( , )e e t t S Z , 

де   1
( , ) ( , )

m
j j

t s t


S Z Z  — вектор-функція фізико-хімічних факторів впливу. 

2. Кінематична гранична умова в теорії фільтраційної консолідації ґрунтів 

У роботі [16] виведено узагальнене рівняння фільтраційної консолідації ґрунтів 

    1 1 (1 ) ,p m

p m

d dde e e t h
dt dt dt

  
            

h osmK S F . (4) 

Тут  ,thK S  — коефіцієнт (тензор) фільтрації; h  — надлишковий напір; m  — 
густина твердих частинок ґрунту (включаючи водорозчинні та нерозчинні 
компоненти); p  — густина порової рідини; osmF  — вектор-функція осмотичних 
впливів. Наприклад, у роботах [5, 6, 14] 

 c Tc T   osmF K K , 

де Kc — коефіцієнт (тензор) хімічного осмосу; KT — коефіцієнт (тензор) терміч-
ного осмосу; с — концентрація домішкової речовини. У роботах [6, 17] осмо-
тичні впливи узагальнені на випадок багатокомпонентного хімічного розчину. 
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Підставивши вираз (4) у формулу (3), отримаємо 

     
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X
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X

X
K S F . (5) 

Більше того, якщо врахувати узагальнений закон Дарсі-Герсеванова (тут u — 
швидкість фільтрації) 

  ,e t h    h osmu v K S F , 

то із співвідношення (5) (у разі нехтування швидкістю v руху твердих частинок 
ґрунту) отримаємо 

   ( , )

( , )

, 1 1
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L t
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Для можливого практичного застосування умови (5) (або (6)) мають бути 
відомі залежності коефіцієнта пористості e , густин p  та m  від фізико-хімічних 
факторів. Зручність умов (5) і (6) для подальшого використання полягає в тому, 
що відомі на даний час залежності легко можна замінити іншими точнішими, 
адекватнішими для розглядуваних процесів. Окрім того, мають бути відомими 
або визначатись як розв’язки крайових задач математичної фізики (математич-
них моделей) відповідні техногенні функції факторів впливів   , 1,js t j mZ . 

3. Залежності густин фаз ґрунту та коефіцієнта пористості суфозійних частинок 
від температури, концентрацій хімічних речовин 
Формулу залежності густини водного розчину NaCl від його концентрації с (%) 
та від температури Т(°С) наведено у праці [18]. 

У роботі [19] запропоновано густину ρp багатокомпонентного хімічного 
розчину розраховувати згідно модифікованого методу Езрохі за формулою 

 0
1

lg lg
n

p i i
i

A c


    , 

де ρ0 — густина води; Ai — коефіцієнти; ci — концентрація хімічних компонент (%); 

 0 , 1,iA i n   — функції від температури.  
Про залежність густини води від температури та її немонотонність вказано 

в роботі [20], а про залежності густини розчину NaCl від температури — у праці [21]. 
У роботі [22] запропоновано таку формулу для визначення зміни густини 

глинистих частинок залежно від зміни температури: 
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де αm — коефіцієнт об’ємного термічного розширення глинистих частинок (зна-
чення варіюється від 5 o1,5 10 1 C  до 5 o5,2 10 1 C ); ,m T   — зміна густини 
та температури відповідно.  

Із співвідношення (7) маємо 

 
1

m m
m

mT T
 
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і, переходячи до границі при 0T  , отримаємо 

 m
m mT


  


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Для визначення коефіцієнта пористості залежно від механічної та хімічної 
суфозій виділимо елементарний фрагмент ґрунту загальним об’ємом V, який 
повністю насичений поровою рідиною. Виділений фрагмент ґрунту буде містити: 
1) поровий розчин об’ємом V , який дорівнює об’єму пор; 2) тверді структурні 
частинки об’ємом (0)

mV , які утворюють «скелет» пористого середовища; 3) тверді 

суфозійні багатофракційні вільнорухомі частинки об’ємами  ( ) 1,i
mV i l , де 

номер i відповідає частинкам певної фракції; 4) тверді водорозчинні хімічні речо-
вини об’ємами  ( ) 1,j

NV j k , де номер j відповідає частинкам певних солей. 
Згідно означення 
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Тут   — пористість, ( )i
m  — концентрація суфозійних нерозчинних частинок 

ґрунту i-oї фракції  1,i l  [13]; ( ) ( )j j
jN NN   , де ( )j

N  — густина солей i-oго 
хімічного компонента у твердій фазі, Nj — концентрація цих солей у твердій фазі 
пористого середовища. 

Оскільки 1 (1 )m e   , то коефіцієнт пористості визначається як 
1 1me     [2]. Тоді 
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Нехай m — маса твердих частинок у виділеному фрагменті пористого сере-
довища об’ємом V. Густина твердої фази ґрунту визначиться як 
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Тут (0)
m  — густина твердих частинок, які утворюють скелет ґрунту (поки що 

вважаємо його однорідним, але в загальному випадку скелет теж може склада-
тись із різнотипних частинок — глин, пісків тощо); ( )i

m  1,i l  — густина 
твердих суфозійних частинок i-oї фракції. Тоді, наприклад в умові (6), маємо 

 
( )

( )

0 1

im k
jim m

m m m
i j

Nd T
dt t t t 

 
     

    . 

Висновки. У роботі виведено узагальнену кінематичну граничну умову на рухо-
мій межі ґрунту у випадку його (ґрунту) фільтраційної консолідації, яка дозволяє 
системно враховувати вплив різних факторів на цей процес. Для формування 
математичної моделі досліджуваних процесів узагальнене рівняння фільтрацій-
ної консолідації (4) потрібно доповнити умовою (5), рівняннями, які описують 
зміну функцій-техногенних впливів, відповідними початковими та граничними 
умовами, а також експериментальними або теоретичними залежностями пара-
метрів ґрунтів від фізико-хімічних факторів. Подальші роботи будуть стосува-
тися формування нелінійних математичних моделей, чисельного розв’язання 
відповідних нелінійних крайових задач на випадок урахування сумісних процесів 
механічної та хімічної суфозії.  
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General kinematic boundary condition  
in the theory of soil filtration consolidation 
Volodimir Gerus, Petro Martynyuk, Olga Michuta 

The general kinematic boundary condition on the upper moving bound of soil has been proposed for 
the case of its consolidation during filtration. The suggested generalization takes into account a number 
of physical and chemical factors (including heat and mass transfer, chemical suffusion, mechanical 
suffusion, thermal expansion of soil, etc.) without changing the form of the kinematic boundary condition. 

Общее кинематическое граничное условие  
в теории фильтрационной консолидации грунтов  
Владимир Герус, Пётр Мартынюк, Ольга Мичута 

В работе выведено общее кинематическое граничное условие на верхней подвижной гра-
нице массива грунта в случае его уплотнения в процессе фильтрационной консолидации. 
Предложенное обобщение позволяет учитывать ряд физико-химических факторов (вклю-
чая тепломассоперенос, химическую суффозию, механическую суффозию, термическое рас-
ширение фаз грунта и т. д.) без изменения вида кинематического граничного условия. 
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