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We study aggregate properties of mappings of two variables that are closed graph relative
one of variables. In particular we prove that if X is a topological space, a space Y is a first
(second) countable space, Z is a locally compact Hausdorff second countable space, a mapping
f : X × Y → Z such that fx is continuous for every x with some residual subsets of X and fy
has closed graph for each y ∈ Y , then Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} is residual in X for
each y ∈ Y (CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)} is residual in X).

В. В. Нестеренко. Совокупные свойства отображений, ассоциированные с замкнутостью
графика // Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №1. – C.27–35.

Исследуются совокупные свойства отображений двух переменных, имеющие замкну-
тый график относительно одной из переменных. В частности установлено, что если X
— топологическое пространство, пространство Y удовлетворяет первой (второй) аксиоме
счетности, Z — хаусдорфово локально компактное пространство, удовлетворяющее вто-
рую аксиому счетности, а у отображения f : X × Y → Z сечение fx непрерывно для
каждого x принадлежащего некоторому остаточному в X множеству и сечение fy име-
ет замкнутый график для каждого y ∈ Y , то для каждого y ∈ Y множество Cy(f) =
{x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} остаточное в X (множество CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}
остаточное в X).

1. Вступ. Властивостi функцiй iз замкненим графiком вивчалися у цiлому рядi статей
([1–5]). В [6] Z. Grande дослiджував властивостi функцiй f : X × Y → R, вертикальнi
розрiзи fx = f(x, ·) яких мають замкнений графiк. Зокрема, там доведено, що за вiдпо-
вiдних умов на простори X, Y , якщо у функцiї f : X ×Y → R всi вертикальнi x-розрiзи
мають замкнений графiк, а всi y-розрiзи fy = f(·, y) одностайно неперервнi (мають вла-
стивiсть Бера, клiковi чи вимiрнi за Лебеґом), то функцiя f має замкнений графiк (має
властивiсть Бера, клiкова чи вимiрна за Лебеґом) як функцiя вiд двох змiнних.

У цiй статтi ми продовжимо дослiдження розпочате Z. Grande в [6]. Зокрема дове-
демо, що за певних умов на топологiчнi простори X, Y i Z, якщо для вiдображення
f : X×Y → Z всi його y-розрiзи fy мають замкнений графiк, а всi x-розрiзи неперервнi
(квазiнеперервнi) для всiх x з деякої залишкової в X множини, то iснує залишкова в X
множина A, така, що вiдображення f неперервне (квазiнеперервне) за сукупнiстю змiн-
них в кожнiй точцi множини A× Y . Також доведемо, що коли функцiя f : X ×R→ R,
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де X — берiв простiр, горизонтально i вертикально квазiнеперервна та fx має замкне-
ний графiк для всiх x з деякої залишкової в X множини, то f є квазiнеперервною за
сукупнiстю змiнних.

2. Основнi означення. Нехай X, Y та Z — топологiчнi простори. Для пiдмножини
A топологiчного простору через A чи int A будемо позначати вiдповiдно замикання чи
внутрiшнiсть множини A. Для вiдображення f : X → Z через Grf = {(x, f(x)) : x ∈ X}
позначимо графiк вiдображення f в X × Z. Якщо вiдображення f дiє з X × Y в Z,
то через fx(y) = f(x, y) i fy(x) = f(x, y) ми позначаємо вiдповiдно x- та y-розрiзи
вiдображення f .

Вiдображення f : X → Y називається квазiнеперервним в точцi x ∈ X ([7]), якщо
для довiльних околiв U i V вiдповiдно точок x ∈ X i y = f(x) ∈ Y iснує вiдкрита
непорожня множина G в X така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Вiдображення називається
квазiнеперервним, якщо воно є таким в кожнiй точцi.

Вiдображення f : X × Y → Z називається горизонтально квазiнеперервним (верти-
кально квазiнеперервним) в точцi p = (x, y) ∈ X × Y ([8]), якщо для довiльних околiв
U , V i W точок x, y i z = f(x, y) в просторах X, Y i Z вiдповiдно iснують вiдкрита
непорожня множина G в X (H в Y ) i точка b ∈ V (a ∈ U) такi, що G ⊆ U (H ⊆ V ) i
f(G× {b}) ⊆ W (f({a} ×H) ⊆ W ). Вiдображення називається горизонтально квазiне-
перервним (вертикально квазiнеперервним), якщо воно є таким в кожнiй точцi.

Вiдображення f : X × Y → Z називається симетрично квазiнеперервним вiдносно
x в точцi p = (x, y) ∈ X × Y ([9]), якщо для довiльного околу W точки z = f(x, y) у
просторi Z i довiльних околiв U i V точок x i y у просторах X i Y вiдповiдно iснують
окiл G точки x в X i вiдкрита непорожня множина H в Y такi, що G × H ⊆ U × V i
f(G×H) ⊆ W , i просто симетрично квазiнеперервним вiдносно x, якщо воно є таким
в кожнiй точцi з X × Y .

Нехай X i Y — топологiчнi простори, а Z — метричний простiр з метрикою d. Для
функцiї f : X → Z позначимо через ωf (A) = sup{d(f(u), f(v)) : u, v ∈ A} коливання
функцiї f на непорожнiй множинi A. Через Bε(z0) = {z ∈ Z : d(z, z0) < ε} i Bε[z0] = {z ∈
Z : d(z, z0) ≤ ε} позначимо вiдповiдно вiдкриту i замкнену кулi з центром в точцi z0 i
радiуса ε. Для метричного простору Z функцiя f : X → Z називається клiковою в точцi
x ∈ X ([10]), якщо для кожного ε > 0 i довiльного околу U точки x в X iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i ωf (G) < ε. Якщо функцiя f клiкова в
кожнiй точцi з X, то вона називається клiковою. Функцiя f : X × Y → Z називається
симетрично клiковою вiдносно x в точцi p = (x, y) ([11]), якщо для кожного ε > 0, для
довiльних околiв U i V вiдповiдно точок x ∈ X i y ∈ Y iснують окiл G точки x в X i
вiдкрита непорожня множина H в Y , такi що G×H ⊆ U × V i ωf (G×H) < ε, i просто
симетрично клiковою вiдносно x, якщо вона є такою в кожнiй точцi.

Нагадаємо, що множина A топологiчного простору X називається множиною пер-
шої категорiї, якщо A подається у виглядi не бiльш нiж злiченного об’єднання нiде не
щiльних множин в X. Якщо множина A не є множиною першої категорiї, то її нази-
вають множиною другої категорiї. Множина A топологiчного простору X називається
залишковою, якщо множина X \ A першої категорiї. Топологiчний простiр X називає-
ться беровим, якщо кожна вiдкрита непорожня пiдмножина простору X є множиною
другої категорiї. Залишкова множина в беровому просторi є скрiзь щiльною.

3. Допомiжнi твердження.

Лема 1. Нехай X i Y — топологiчнi простори, K — компактна пiдмножина простору
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Y , U — вiдкрита непорожня множина в X, A — пiдмножина простору X, яка щiльна в
U , f : X → Y — вiдображення, яке має замкнений графiк i f(A) ⊆ K. Тодi f(U) ⊆ K.

Доведення. Добре вiдомо ([12]), що якщо вiдображення має замкнений графiк, то про-
образ компактної множини є замкненою множиною. Тому, множина f−1(K) є замкне-
ною. Тодi,

U ⊆ A ⊆ f−1(K) = f−1(K).

Отже, f(U) ⊆ K.

Леми 2 i 3 для деяких типiв просторiв X i Y є в [1–3].

Лема 2. Нехай X — топологiчний простiр, Y — локально компактний простiр i вiдобра-
ження f : X → Y має замкнений графiк. Тодi множина D(f) точок розриву функцiї f
є замкненою.

Доведення. Досить переконатися, що множина C(f) точок неперервностi вiдображення
f є вiдкритою. Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ C(f) i компактний окiл V точки f(x0).
З неперервностi вiдображення f в точцi x0 випливає, що iснує вiдкритий окiл U точки
x0 такий, що f(U) ⊆ V . Розглянемо звуження g = f |U вiдображення f на множину U .
Тодi вiдображення g дiє з U в компактну множину V i має замкнений графiк. Тому,
вiдображення g неперервне ([16, с. 228]). Оскiльки множина U вiдкрита, то вiдображен-
ня f неперервне на множинi U . Отже, U ⊆ C(f) i тому точка x0 є внутрiшньою точкою
множини C(f), а це й означає, що множина C(f) є вiдкритою.

Лема 3. Нехай X — берiв простiр, Y — сепарабельний метризовний локально компа-
ктний простiр i вiдображення f : X → Y має замкнений графiк. Тодi D(f) є замкненою
нiде не щiльною множиною.

Доведення. За лемою 2 множина D(f) є замкненою. Припустимо, що множина D(f)
десь щiльна. Оскiльки множина D(f) замкнена i за припущенням десь щiльна, то
int D(f) 6= ∅. З беровостi простору X випливає, що множина D(f) другої категорiї.

Оскiльки простiр Y локально компактний, то для кожної точки x ∈ X iснує ком-
пактний окiл V (x) точки f(x) в Y такий, що для довiльного околу U точки x має-
мо, що f(U) 6⊆ V (x). Сепарабельний метризовний простiр має злiченну базу. Нехай
{Vm : m ∈ N} — база простору Y . Розглянемо множини

Em = {x ∈ D(f) : f(x) ∈ Vm ⊆ V (x)}.

Зрозумiло, що D(f) =
⋃

m∈N Em. Оскiльки множина D(f) другої категорiї, то iснує
номер m0, такий, що множина Em0 десь щiльна. Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ int Em0∩
Em0 . Зауважимо, що f(Em0) ⊆ V (x0) i множина V (x0) компактна. За лемою 1 маємо,
що f(int Em0) ⊆ V (x0). Оскiльки x0 ∈ int Em0 , то множина U = int Em0 є околом точки
x0 i f(U) ⊆ V (x0). Отримали суперечнiсть.

Нам потрiбна така, доведена, наприклад, в [13], проста лема.

Лема 4. Нехай X, Y i Z — топологiчнi простори, f : X × Y → Z — горизонталь-
но квазiнеперервне вiдображення, U — вiдкрита непорожня множина в X, V — вiд-
крита непорожня множина в Y , множина A мiститься в X i така, що U ⊆ A. Тодi
f(U × V ) ⊆ f(A× V ).
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Добре вiдомими є наступнi твердження.

Лема 5. Якщо U — вiдкрита непорожня пiдмножина в R, функцiя f : R → R має
замкнений графiк i обмежена на U , то f неперервна на U .

Лема 6. Якщо функцiя f : R→ R має замкнений графiк, то для довiльної точки x ∈ R
виконується одна з наступних альтернатив:
1) функцiя f неперервна справа чи злiва в точцi x (отже, квазiнеперервна в точцi x);
2) lim

t→x+0
f(t) =∞ i lim

t→x−0
f(t) =∞.

Лема 7. Нехай X — топологiчний простiр, функцiя f : X ×R→ R вертикально i гори-
зонтально квазiнеперервна, а fx має замкнений графiк для всiх x з деякої залишкової
множини M . Тодi множина

Ky(f) = {x ∈ X : fx— квазiнеперервна в точцi y}

залишкова в X для кожної точки y ∈ R.

Доведення. Будем мiркувати вiд супротивного. Нехай iснує точка y ∈ R, така, що E =
X \Ky(f) — множина другої категорiї в X. Зрозумiло, що множина E0 = E ∩M теж
другої категорiї в X. Тодi для кожної точки x ∈ E0 функцiя fx має замкнений графiк
i не є квазiнеперервною в точцi y. З леми 6 випливає, що для кожної точки x ∈ E0

маємо, що lim
t→y+0

fx(t) = ∞ i lim
t→y−0

fx(t) = ∞. Таким чином, для кожної точки x ∈ E0

iснують окiл W (x) точки f(x, y) i окiл V (x) точки y, такi, що f(x, v) ∈ R \W (x) для
v ∈ V (x) \ {y}. Нехай {Wn : n ∈ N} — база простору R i {Vm : m ∈ N} — база околiв
точки y. Для номерiв m i n розглянемо множини

Am,n = {x ∈ E0 : f(x, y) ∈ Wn ⊆ W (x), y ∈ Vm ⊆ V (x)}.

За означенням околiв V (x) i W (x) випливає, що f(Am,n × (Vm \ {y})) ⊆ R \ Wn для
довiльних номерiв m i n. Легко бачити, що

⋃∞
m,n=1Am,n = E0. Оскiльки множина E0

другої категорiї, то iснують номери m0 i n0, такi, що множина Am0,n0 десь щiльна.
Нехай множина Am0,n0 щiльна у вiдкритiй непорожнiй множинi U0, тобто U0 ⊆ Am0,n0 .
Зауважимо, що множина Vm0 \ {y} вiдкрита в R. Тодi згiдно з лемою 4 маємо, що

f(U0 × (Vm0 \ {y})) ⊆ f(Am0,n0 × (Vm0 \ {y})) ⊆ R \Wn0 = R \Wn0 .

Тепер вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ U0. З вертикальної квазiнеперервностi випливає,
що iснують точка a ∈ U0 i вiдкрита непорожня множина H в R, такi, що H ⊆ Vm0

i f({a} × H) ⊆ Wn0 . Зрозумiло, що iснує точка b ∈ H ∩ (Vm0 \ {y}). Тодi з одного
боку f(a, b) ∈ Wn0 , бо (a, b) ∈ {a} × H, а з iншого боку f(a, b) ∈ R \Wn0 , бо (a, b) ∈
U0 × (Vm0 \ {y}). Одержали суперечнiсть.

4. Неперервнiсть. Як i в [14], пiдмножину B топологiчного простору Y ми нази-
ваємо множиною злiченного типу, якщо iснує така не бiльш нiж злiченна система
V = {Vn : n ∈ N} вiдкритих множин Vn в Y , що для кожної точки y ∈ B система
V(y) = {Vn : y ∈ Vn} є базою околiв точки y в просторi Y . Така система V називається
базою для B. Увесь простiр Y є множиною злiченного типу тодi i тiльки тодi, коли вiн
має не бiльш нiж злiченну базу, тобто задовольняє другу аксiому злiченностi, а вико-
нання першої аксiоми злiченностi в Y означає, що всi одноточковi множини {y} в Y є
множинами злiченного типу.
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Теорема 1. Нехай X i Y — топологiчнi простори, B — множина злiченного типу в Y ,
Z — гаусдорфовий локально компактний простiр, який задовольняє другу аксiому злi-
ченностi, вiдображення f : X×Y → Z таке, що fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y .
Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B) ⊆ C(f)}
є залишкова в X.

Доведення. Припустимо, що доповнення

E = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ (C(fx) ∩B) | px = (x, yx) ∈ D(f)}

є множиною другої категорiї в X. Для кожної точки x ∈ E iснує окiл W (x) точки
zx = f(px) такий, що для довiльних околiв U точки x в X та V точки yx в Y маємо
f(U × V ) 6⊆ W (x).

Нехай V = {Vm : m ∈ N} — злiченна база для B, а W = {Wn : n ∈ N} — база про-
стору Z. Оскiльки кожний гаусдорфовий локально компактний простiр є регулярним
(навiть простором Тихонова, [17, с. 231]) i W — база простору Z, то для кожної точки
x ∈ E iснує номер n такий, що zx ∈ Wn ⊆ W (x), при цьому множина Wn компактна.
Розглянемо множини

Em,n = {x ∈ E : zx ∈ Wn ⊆ W (x), yx ∈ Vm i fx(Vm) ⊆ Wn}.

З неперервностi функцiї fx в точцi yx для всiх x ∈ E i того, що V — база для B
маємо, що E =

⋃∞
n,m=1En,m. Оскiльки множина E другої категорiї, то iснують номери

n0 i m0 такi, що множина E1 = En0,m0 ⊆ E десь щiльна в X. Нехай U0 — вiдкрита
непорожня множина в X така, що U0 ⊆ E1. Оскiльки f(E1×Vm0) ⊆ Wn0 , тобто fy(E1) ⊆
Wn0 для кожного y ∈ Vm0 , то за лемою 1 fy(U0) ⊆ Wn0 для кожного y ∈ Vm0 . Тому,
f(U0 × Vm0) ⊆ Wn0 . Оскiльки U0 ⊆ E1, то iснує точка x0 ∈ U0 ∩ E1. Множина U0 × Vm0

є околом точки px0 i f(U0 × Vm0) ⊆ Wn0 ⊆ W (x0). З iншого боку, x0 ∈ E, U0 — окiл
x0, а Vm0 — окiл yx0 , отже, f(U0 × Vm0) 6⊆ W (x0). Одержана суперечнiсть показує, що
зроблене на початку нашого доведення припущення не правильне.

Теорема 2. Нехай X i Y — топологiчнi простори, Z — гаусдорфовий локально компа-
ктний простiр, який задовольняє другу аксiому злiченностi, вiдображення f : X×Y → Z
таке, що розрiз fx неперервний для кожного x з деякої залишкової множини M в X i
розрiз fy має замкнений графiк для кожного y ∈ Y . Тодi:
(1) якщо простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то для кожного y ∈ Y
множина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} залишкова в X;
(2) якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, то множина CY (f) = {x ∈
X : {x} × Y ⊆ C(f)} залишкова в X.

Доведення. За теоремою 1 для множини злiченного типу B множина R = {x ∈ X : {x}×
(C(fx) ∩ B) ⊆ C(f)} є залишковою в X. Оскiльки за умовою множина M = {x ∈
X : C(fx) = Y } залишкова в X, то E = M ∩R теж залишкова множина в X.

У випадку (1) простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi. Тодi, для довiльної
точки y ∈ Y множина B = {y} є злiченного типу. Тому, для довiльної точки y ∈ Y
маємо, що

E = M ∩ {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B) ⊆ C(f)} =
= {x ∈ X : {x} × (Y ∩ {y}) ⊆ C(f)} = Cy(f).
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Отже, множина Cy(f) залишкова для кожного y ∈ Y .
У випадку (2) простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi i, тому, множина

B = Y є злiченного типу. Оскiльки

E = M ∩ {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B) ⊆ C(f)} =
= {x ∈ X : {x} × (Y ∩ Y ) ⊆ C(f)} = CY (f),

то множина CY (f) залишкова в X.

5. Квазiнеперервнiсть. Через K(f) позначатимемо множину точок квазiнеперервно-
стi вiдображення f : X → Y , а через Ks(f) — множину точок симетричної квазiнепе-
рервностi вiдносно x вiдображення f : X × Y → Z.

Теорема 3. Нехай X — топологiчний простiр, простiр Y має злiчену псевдобазу, Z —
гаусдорфовий локально компактний простiр, який задовольняє другу аксiому злiчен-
ностi, вiдображення f : X × Y → Z таке, що fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y .
Тодi множина R = {x ∈ X : {x} ×K(fx) ⊆ Ks(f)} залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Тодi множина

E = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ K(fx) | px = (x, yx) 6∈ Ks(f)}

другої категорiї в X. З означенням множини E випливає, що для кожної точки x ∈ E
iснують околи U(x), V (x) i W (x) вiдповiдно точок x в X, yx в Y i zx = f(px) в Z такi,
що для кожного околу U точки x в X i для кожної вiдкритої множини V в Y , для яких
U × V ⊆ U(x)× V (x), маємо f(U × V ) 6⊆ W (x).

Нехай {Vm : m ∈ N} — злiченна псевдобаза простору Y така, що Vm 6= ∅ для кожного
m, а {Wn : n ∈ N} – база простору Z. Для кожної точки x ∈ E iснує номер n такий, що
zx ∈ Wn ⊆ Wn ⊆ W (x), при цьому множина Wn компактна. Розглянемо множини

Em,n = {x ∈ E : zx ∈ Wn ⊆ Wn ⊆ W (x), Vm ⊆ V (x) i fx(Vm) ⊆ Wn}.

З квазiнеперервностi функцiї fx у точцi yx для всiх x ∈ E нескладно отримати, що
E =

⋃∞
n,m=1En,m. Оскiльки множина E другої категорiї, то iснують такi номери n0 i

m0, що множина E1 = En0,m0 ⊆ E десь щiльна в X. Нехай U0 — вiдкрита непорожня
множина в X така, що U0 ⊆ E1. Оскiльки fy(E1) ⊆ Wn0 для кожного y ∈ Vm0 , то за
лемою 1 fy(U0) ⊆ Wn0 для кожного y ∈ Vm0 . Тому, f(U0×Vm0) ⊆ Wn0 . Оскiльки U0 ⊆ E1,
то iснує точка x0 ∈ U0 ∩ E1. Множина U0 є околом точки x0, Vm0 ⊆ V (x0) i

f((U0 ∩ U(x0))× Vm0) ⊆ f(U0 × Vm0) ⊆ Wn0 ⊆ W (x0).

З iншого боку, x0 ∈ E. З одержаної суперечностi випливає, що зроблене на початку
доведення припущення не правильне.

Теорема 4. Нехай X — топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z
— гаусдорфовий локально компактний простiр, який задовольняє другу аксiому злi-
ченностi, вiдображення f : X × Y → Z таке, що fx квазiнеперервне для всiх з деякої
залишкової в X множини M i fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y . Тодi iснує така
залишкова в X множина A, що A× Y ⊆ Ks(f).
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Доведення. За теоремою 3 множина R = {x ∈ X : {x} ×K(fx) ⊆ Ks(f)} залишкова в
X. Тодi множина A = R ∩M теж залишкова в X i A× Y ⊆ Ks(f).

Теорема 5. Нехай X — берiв простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z — регуляр-
ний простiр, вiдображення f : X×Y → Z горизонтально квазiнеперервне i для кожного
y ∈ Y множина

Ky(f) = {x ∈ X : fx— квазiнеперервна в точцi y}

залишкова в X. Тодi функцiя f квазiнеперервна за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ X×Y , замкнений окiлW точки z0 =
f(p0) в Z, окiл U точки x0 вX i окiл V точки y0 в Y . З горизонтальної квазiнеперервностi
вiдображення f в точцi p0 випливає, що iснують вiдкрита непорожня множина G в X
i точка b ∈ V такi, що G ⊆ U i f(G × {b}) ⊆ int W . Оскiльки простiр X берiв, то
множина G другої категорiї. Тому, множина A = G ∩Kb(f) теж другої категорiї в X.
Нехай {Vn : n ∈ N} — псевдобаза простору Y . Для кожного номера n ∈ N розглянемо
множини An = {x ∈ A : Vn ⊆ V, fx(Vn) ⊆ W}. Оскiльки множина A другої категорiї
в X, f(A× {b}) ⊆ int W i для кожної точки x ∈ A вiдображення fx квазiнеперервне
в точцi b, то iснує номер n0 такий, що множина An0 десь щiльна. Нехай множина An0

щiльна у вiдкритiй непорожнiй множинi G0 в X, тобто, G0 ⊆ An0 . З леми 4 випливає,
що

f(G0 × Vn0) ⊆ f(An0 × Vn0) ⊆ W = W.

Оскiльки G0 × Vn0 ⊆ U × V , то вiдображення f квазiнеперервне в точцi p0.

Теорема 6. Нехай X — берiв простiр, функцiя f : X × R → R горизонтально i вер-
тикально квазiнеперервна та fx має замкнений графiк для всiх x з деякої залишкової
множини в X. Тодi функцiя f квазiнеперервна за сукупнiстю змiнних.

Доведення теореми 6. Це безпосереднiй наслiдок з теореми 5 i леми 7.

6. Клiковiсть. В [6] одержано такий результат: якщо простори X i Y задовольняють
другу аксiому злiченностi, X — берiв простiр, для функцiї f : X×Y → R всi x-розрiзи
fx клiковi, а всi y-розрiзи fy мають замкнений графiк, то функцiя f клiкова за суку-
пнiстю змiнних. Тут, використавши iнший метод, перенесемо цей результат на випадок
функцiй зi значеннями в метричних просторах, при цьому його уточнимо.

Позначимо через A(f) множину точок клiковостi функцiї f : X → Y , а через As(f)
— множину точок симетричної клiковостi вiдносно x функцiї f : X × Y → Z.

Теорема 7. Нехай X i Y — топологiчнi простори i Y має злiченну псевдобазу, Z —
сепарабельний метричний простiр з метрикою d, в якому кожна обмежена множина
має компактне замикання, функцiя f : X × Y → Z така, що fy має замкнений графiк
для всiх y ∈ Y . Тодi множина R = {x ∈ X : {x} × A(fx) ⊆ As(f)} залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай доповнення

E = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ A(fx) | px = (x, yx) 6∈ As(f)}

є множиною другої категорiї в X. Тодi, для кожної точки x ∈ E iснують околи U(x)
i V (x) вiдповiдно точок x в X i yx в Y та число εx > 0, такi, що ωf (U × V ) ≥ εx
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для кожного околу U точки x в X i для кожної вiдкритої множини V в Y , для яких
U × V ⊆ U(x)× V (x).

Нехай {Vm : m ∈ N} — злiченна псевдобаза простору Y . Розглянемо множини

Em,n =
{
x ∈ E : Vm ⊆ V (x), εx >

1

n
, ωfx(Vm) <

1

8n

}
.

З клiковостi функцiї fx в точцi yx для всiх x ∈ E маємо, що E =
⋃∞

n,m=1 En,m. Оскiльки
множина E другої категорiї, то iснують номери n0 i m0, такi, що множина E1 = En0,m0 ⊆
E другої категорiї в X.

Розглянемо довiльну точку b ∈ V = Vm0 . Оскiльки простiр Z сепарабельний, то
iснує не бiльш нiж злiченна скрiзь щiльна множина {z1, z2, ..., zk, ...} в Z. Зрозумiло, що
Z =

⋃
k∈N B 1

16n0

(zk). Оскiльки f(E1 × {b}) ⊆ Z i множина E1 другої категорiї в X, то
iснують десь щiльна пiдмножина E2 ⊆ E1 та номер k0, такi, що f(E2 × {b}) ⊆ B 1

16n0

(zk0).
Тодi, d(f(u1, b), f(u2, b)) <

1
8n0

для всiх u1, u2 ∈ E2.
Переконаємось, що ωf (E2 × V ) ≤ 3

8n0
. Вiзьмемо довiльнi точки pi = (ui, vi) ∈ E2 × V

для i = 1, 2. Тодi,

d(f(p1), f(p2)) ≤ d(f(p1), f(u1, b)) + d(f(u1, b), f(u2, b))+

+d(f(u2, b), f(p2)) <
1

8n0

+
1

8n0

+
1

8n0

=
3

8n0

.

Отже, ωf (E2 × V ) ≤ 3
8n0

< 1
2n0

. Тодi множина f(E2 × V ) мiститься в деякiй кулi B =

B 1
2n0

(z0). Нехай U — вiдкрита непорожня множина в X така, що U ⊆ E2.

За умовою замикання B є компактною множиною. Вiзьмемо y ∈ V . Оскiльки fy має
замкнений графiк, U ⊆ E2, множина B компактна i fy(E2) ⊆ B ⊆ B, то за лемою 1
fy(U) ⊆ B. Тому f(U × V ) ⊆ B. Але B ⊆ B 1

2n0

[z0], отже, ωf (U × V ) ≤ 1
n0
.

З умови U ⊆ E2 випливає, що iснує точка a ∈ U ∩E2, причому множина U є околом
точки a. Оскiльки a ∈ E1 = Em0,n0 i V = Vm0 , то V ⊆ V (a) i εa > 1

n0
. В такому разi

ωf (U × V ) ≤ 1
n0

< εa. Але за побудовою для Ũ = U ∩ U(a)

ωf (U × V ) ≥ ωf (Ũ × V ) ≥ εa,

адже Ũ — це окiл точки a, V — вiдкрита непорожня множина i Ũ × V ⊆ U(a) × V (a).
Суперечнiсть, яка вказує на те, що наше припущення не правильне.

У виглядi наслiдiкiв одержуємо наступнi два твердження.

Теорема 8. Нехай X — топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z —
сепарабельний метричний, в якому кожна обмежена множина має компактне замикан-
ня, функцiя f : X × Y → Z така, що fx клiкова для всiх x з деякої залишкової множини
M в X i fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y . Тодi, iснує залишкова в X множина A
така, що A× Y ⊆ As(f).

Теорема 9. Нехай X — берiв простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z — сепа-
рабельний метричний, в якому кожна обмежена множина має компактне замикання,
функцiя f : X × Y → Z така, що fx клiкова для всiх x з деякої залишкової множини
в X i fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y . Тодi, функцiя f клiкова.
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Доведення. З теореми 8 випливає, що iснує залишкова вX множина A така, що функцiя
f симетрично клiкова вiдносно x (а отже, клiкова) в кожнiй точцi множини A × Y .
Оскiльки простiр X берiв, то множина A скрiзь щiльна в X, а, тому, множина A × Y
скрiзь щiльна в X × Y . Множина точок клiковостi функцiї є замкненою ([15]). Тодi,
функцiя f клiкова в кожнiй точцi з X × Y .
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(1985), 60–68.
6. Grande Z. On functions of two variables whose vertical sections have closed graphs, Real Anal. Exch.,

27 (2002), 661–668.
7. Marcus S. Sur les fonctions quasicontinues an sens de S. Kempisty, Col-loq. Math., 8 (1961), 47–53.
8. Maslyuchenko V.K., Nesterenko V.V. Joint continuity and quasicontinuity of horizontally quasiconti-

nuous mappings, Ukr. Math. J., 52 (2000), № 12, 1711–1714.
9. Maslyuchenko V.K., Mykhajlyuk V.V., Nesterenko, V.V. Symmetrical quasicontinuity of joint quasi-

continuous functions, Mat. Stud. 11 (1999), № 2, 204–208. (in Ukrainian)
10. Thielman H.P. Types of functions, Amer. Math. Monthly., 60, (1953), 156–161.
11. Nesterenko V.V. Sufficient conditions for the existence of points of symmetrically quasi-continuity and

of symmetrically cliquishness of functions of two variables, Carpat. Math. Publ., 3 (2011), № 2, 114–119.
(in Ukrainian)

12. Fuller R.V. Relations among continuous and various non-continuous functions, Pac. J. Math., 25 (1968),
495–509.

13. Maslyuchenko V.K. On separate and joint modifications of continuity, Mat. Stud. 25 (2006), № 2, 213–
218. (in Ukrainian)
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