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ЗI ЗНАЧЕННЯМИ В ПРЯМIЙ ЗОРҐЕНФРЕЯ
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with values in the Sorgenfrey line, Mat. Stud. 45 (2016), 67–75.

We prove the following results. Let X and Y be topological spaces with Y first countable.
If f : X × Y → L is a separately continuous mapping with values in the Sorgenfrey line L
then for every y ∈ Y the set Dy(f) = {x ∈ X : (x, y) is a discontinuity point of f} is meager
in X. Conversely, for every meager Fσ-set A in L and for arbitrary point b of the rational
line Q we construct the separately continuous mapping f : L×Q → L, such that the set of all
discontinuity points is equal to A× {b}.

1. Вступ. В останнi роки з’явилося багато праць, в яких дослiджується множина D(f)
точок розриву нарiзно неперервних вiдображень f : X×Y → Z зi значеннями в просто-
рах, близьких до метризовних. Зокрема, цi питання розглядалися в дисертацiях [1, 2]. З
iншого боку, вивчалися ([3, 4]) нарiзно неперервнi вiдображення зi значеннями в прямiй
Зорґенфрея L, топологiчному просторi, який далекий своїми властивостями вiд класу
метризовних просторiв, бо хоча L — це спадково сепарабельний берiвський i досконало
нормальний простiр з першою аксiомою злiченностi, L має континуальну вагу, отже, не
є метризовним, бiльше того L — це не σ-метризовний i не напiввичерпний простiр, який
також не має розвинення, отже, не є простором Мура. Зокрема, в [4] було поставлено
питання про опис множини D(f) у нарiзно неперервних вiдображень f : L × Q → L,
де Q — рацiональна пряма, i з’ясовано, що для кожної пiдмножини B в Q i довiльної
точки a ∈ L iснує така нарiзно неперервна функцiя f : L×Q → L, що D(f) = {a} ×B.

В цiй працi ми продовжуємо дослiдження, розпочатi в [4]. По перше, ми доводимо
загальну теорему, з якої випливає, що для кожної точки y ∈ Q множина Dy(f) = {x ∈
L : (x, y) ∈ D(f)} є першої категорiї в L. Далi розв’язуємо обернену задачу, будуючи
для кожної Fσ-множини першої категорiї A в L i довiльної точки b ∈ Q таку нарiзно
неперервну функцiю f : L×Q → L, що D(f) = A× {b}.

2. Лема Бреккенрiджа-Нiшiури. Нагадаємо, що множина A в топологiчному про-
сторi X називається нiде не щiльною, якщо вона не є щiльною в жоднiй вiдкритiй
непорожнiй частинi U простору X, тобто для U завжди iснує така непорожня вiдкрита
в X множина V , що V ⊆ U i V ∩A = ∅. Нiде не щiльнiсть множини A в X рiвносильна
тому, що intA = ∅, тобто замикання A множини A не має внутрiшнiх точок. Кажуть,
що A — це множина першої категорiї в X, якщо A =

∪∞
n=1 An, де множини An нiде не
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щiльнi в X. Якщо X \B — це множина першої категорiї в X, то множина B називається
залишковою в X.

Добре вiдомо, що межа кожної вiдкритої чи замкненої множини є нiде не щiль-
ною. Звiдси можна вивести наступний корисний факт ([5]), який ми називаємо лемою
Бреккенрiджа-Нiшiури.

Лема 1. Нехай (Fn)
∞
n=1 — послiдовнiсть замкнених множин у топологiчному просто-

рi X, X =
∪∞

n=1 Fn i Gn = intFn для кожного n. Тодi вiдкрита множина G =
∪∞

n=1 Gn

буде залишковою в X.

3. Пряма теорема. В теорiї нарiзно неперервних вiдображень добре вiдомий такий
результат, який випливає з теореми Калбрi-Троаллiка ([6]): для топологiчниx просто-
рiв X, Y i Z, таких, що Y задовольняє першу аксiому злiченностi i Z метризовний, у
кожного нарiзно неперервного вiдображення f : X × Y → Z для кожного y ∈ Y мно-
жина Dy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ D(f)} є першої категорiї в X. Тут ми доведемо, що
аналогiчне твердження має мiсце i для нарiзно неперервних вiдображень f : X×Y → L
зi значеннями в прямiй Зорґенфрея L. Нагадаємо, що пряма Зорґенфрея L — це мно-
жина R дiйсних чисел, надiлена топологiчною структурою, для якої окiл точки z ∈ L
— це множина W ⊆ L, яка мiстить промiжок [z, z + ε) для деякого ε > 0.

Для вiдображення f : X × Y → Z i точки (x, y) ∈ X × Y ми позначаємо як зав-
жди fx(y) = fy(x) = f(x, y). Для топологiчних просторiв X, Y i Z символом C(f) ми
позначаємо множину всiх точок сукупної неперервностi функцiї f : X × Y → Z.

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр, Y — топологiчний простiр, що задоволь-
няє першу аксiому злiченностi i f : X × Y → L — нарiзно неперервне вiдображення.
Тодi для кожного y ∈ Y множина Dy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ D(f)} є першої категорiї
в X.

Доведення. Зафiксуємо точку y0 ∈ Y i покажемо, що множина Cy0(f) = {x ∈ X :
(x, y0) ∈ C(f)} залишкова в X, тобто, що множина Dy0(f) = X\Cy0(f) є першої категорiї
в X.

Для ε > 0 i довiльної точки z ∈ L покладемо Wε[z] = [z, z + ε]. Зауважимо, що
Wε[z] — це замкнена пiдмножина в числовiй прямiй R. Оскiльки простiр Y задовольняє
першу аксiому злiченностi, то iснує така спадна послiдовнiсть околiв Vn точки y0 в Y ,
що система V = {Vn : n ∈ N} — це база околiв точки y0 в Y .

Введемо в розгляд множини Fn(ε) = {x ∈ X : fx(Vn) ⊆ Wε[f
x(y0)]}. Доведемо, що

вони замкненi в X. Нехай (xs)s∈S — це напрямленiсть, що складається з точок xs ∈ Fn(ε)
i xs → x в X. Зафiксуємо якесь y ∈ Vn. Тодi fxs(y0) ≤ fxs(y) ≤ fxs(y0) + ε або iнакше

fy0(xs) ≤ fy(xs) ≤ fy0(xs) + ε (1)

для кожного s ∈ S. З неперервностi функцiй fy i fy0 випливає, що fy(xs) → fy(x) i
fy0(xs) → fy0(x) в L, а значить i в R. Тому перейшовши в нерiвностi (1) до границi, ми
отримаємо, що fy0(x) ≤ fy(x) ≤ fy0(x) + ε, тобто fx(y0) ≤ fx(y) ≤ fx(y0) + ε, а значить,
fx(y) ∈ Wε[f

x(y0)]. Тому fx(Vn) ⊆ Wε[f
x(y0)], тобто x ∈ Fn(ε).

Крiм того,
∪∞

n=1 Fn(ε) = X. Справдi, нехай x ∈ X. Функцiя fx : Y → L непе-
рервна в точцi y0. Отже, iснує такий окiл V точки y0 в Y , що fx(V ) ⊆ Wε[f

x(y0)].
Оскiльки V — це локальна база в точцi y0, то Vn ⊆ V для деякого номера n. Тому
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fx(Vn) ⊆ Wε[f
x(y0)], отже, x ∈ Fn(ε). Покладемо Gn(ε) = intFn(ε). За лемою 1 вiдкри-

та множина G(ε) =
∪∞

n=1 Gn(ε) буде залишковою у просторi X. Розглянемо множину
E =

∩∞
n=1 G( 1

m
). Множина E буде залишковою в просторi X як перетин послiдовностi

залишкових в X множин. Для доведення теореми досить показати, що E ⊆ Cy0(f).
Нехай x0 ∈ E. Доведемо, що p0 = (x0, y0) ∈ C(f). Зафiксуємо ε > 0. Iснує такий

номер m, що 1
m

< ε
2
. Зрозумiло, що x0 ∈ G( 1

m
). Тому iснує такий номер n, що x0 ∈ Gn(

1
m
).

З неперервностi функцiї fy0 : X → L у точцi x0 i вiдкритостi множини Gn(
1
m
) в X

випливає, що iснує такий окiл U точки x0 в X, що U ⊆ Gn(
1
m
) i

fy0(x0) ≤ fy0(x) < fy0(x0) +
ε

2
, (2)

як тiльки x ∈ U . Покладемо V = Vn. Ясно, що U × V — це окiл точки p0 в добутку
X × Y . Нехай p = (x, y) ∈ U × V . Тодi x ∈ U i y ∈ V . В такому разi

f(x, y) = fx(y) ∈ fx(V ) ⊆ W 1
m
[fx(y0)],

бо x ∈ U ⊆ Gn(
1
m
) ⊆ Fn(

1
m
) i V = Vn. Отже,

fx(y0) ≤ f(x, y) ≤ fx(y0) +
1

m
< fx(y0) +

ε

2
.

Але з нерiвностi (2), яка виконується, бо x ∈ U , випливає, що

f(x0, y0) = fy0(x0) ≤ fy0(x) = fx(y0) < f(x, y) < fx(y0) +
ε

2
=

= fy0(x) +
ε

2
< fy0(x0) +

ε

2
+

ε

2
= f(x0, y0) + ε,

отже, f(p0) ≤ f(p) < f(p0) + ε, що i дає нам неперервнiсть функцiї f у точцi p0.
Таким чином, E ⊆ Cy0(f) i залишковiсть множини Cy0(f) випливає iз залишковостi

множини E.

4. Опис вiдкритих пiдмножин прямої Зорґенфрея. Тепер ми беремо курс на
розв’язання оберненої задачi для нарiзно неперервних вiдображень f : L × Q → L, де
L — пряма Зорґенфрея, а Q — рацiональна пряма. А саме для даної пiдмножини E
добутку L×Q ми будемо будувати нарiзно неперервну функцiю f : L×Q → L, у якої
D(f) = E. Для цього нам буде потрiбний результат про опис вiдкритих множин прямої
Зорґенфрея, який ми дамо у цьому пунктi.

Ми кажемо, що промiжок I = (a, b) прилягає до промiжку J = [c, d), якщо b = c.
Так само промiжок I = [a, b) прилягає до промiжку J = [c, d), якщо b = c або a = d.

Теорема 2. Нехай G — вiдкрита пiдмножина прямої Зорґенфрея L. Тодi iснує така не
бiльш, нiж злiченна, диз’юнктна система I непорожнiх промiжкiв I = (a, b) або [a, b),
кожний з яких не прилягає до iншого, що

G =
⊔

I =
⊔
I∈I

I.

Якщо I та J — такi диз’юнктнi системи непорожнiх промiжкiв виду (a, b) чи [a, b),
кожний з яких не прилягає до iншого i G =

⊔
I =

⊔
J , то I = J .
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Доведення. Iснування. Вважатимемо, що G ̸= ∅. Для кожної точки x ∈ G визначимо
систему промiжкiв Ix = {[x, y) : x < y i [x, y) ⊆ G}. Ясно, що Ix ̸= ∅, бо множина
G вiдкрита в L. Покладемо Yx = {y ∈ L : [x, y) ∈ Ix}, так само Yx ̸= ∅. Тодi iснує
vx = supYx ∈ [x,+∞]. Зрозумiло, що [x, vx) ⊆ G. Справдi, нехай u ∈ [x, vx). Тодi
x ≤ u < vx. Оскiльки yx = supYx i u < vx, то iснує y ∈ Yx, таке, що u < y ≤ vx. Оскiльки
y ∈ Yx, то [x, y) ⊆ G. Але u ∈ [x, y) отже, u ∈ G. Крiм того, vx /∈ G. Справдi, припустимо,
що vx ∈ G. Тодi iснує таке y ∈ L, що vx < y i [vx, y) ⊆ G. Оскiльки [x, vx) ⊆ G, то i

[x, y) = [x, vx) ∪ [vx, y) ⊆ G.

Таким чином, y ∈ Yx. Але y > vx, що суперечить тому, що vx = supYx.
Далi для x ∈ G розглянемо систему промiжкiв

Ux = {[u, vx) : u ≤ x i [u, vx) ⊆ G}

i множину Ux = {u ∈ L : [u, vx) ∈ Ux}. Ясно, що x ∈ Ux, отже, Ux ̸= ∅ i Ux ̸= ∅. Оскiльки
Ux ̸= ∅ i x ∈ Ux, то iснує ux = inf Ux ∈ [−∞, x]. Легко пояснити, що (ux, vx) ⊆ G.
Покладемо I(x) = (ux, vx), якщо ux /∈ G i I(x) = [ux, vx), якщо ux ∈ G. Ясно, що i
той, i другий випадок можливий, як показує приклад вiдкритих множин G = (a, b) чи
G = [a, b). Зауважимо, що x ∈ I(x), i, крiм того, зрозумiло, що I(x) ⊆ G для кожного
x ∈ G.

Покажемо, що побудована нами система промiжкiв I = {I(x) : x ∈ G} є шуканою.
Спочатку доведемо, що для будь-якої точки v ∈ I(x), де x ∈ G, обов’язково I(v) =

I(x). Припустимо, що x ≤ v. Оскiльки x i v належать до одного промiжку I(x), то
[x, v] ⊆ I(x). Розглянемо множини

Yx = {y ∈ L : y > x i [x, y) ⊆ G} та Yv = {y ∈ L : y > v i [v, y) ⊆ G}.

Якщо y ∈ Yv, то [x, y) = [x, v] ∪ [v, y) ⊆ G, отже, y ∈ Yx. Тому Yv ⊆ Yx i supYv ≤ supYx.
Навпаки, нехай y ∈ Yx. Якщо y ≤ v, то оскiльки Yv ̸= ∅, то iснує елемент ỹ ∈ Yv i
для нього обов’язково y < ỹ. Якщо ж y > v, то [v, y) ⊆ [x, y) ⊆ G, отже, y ∈ Yv. Так
чи iнакше завжди iснує ỹ ∈ Yv, такий, що y ≤ ỹ. Оскiльки ỹ ≤ supYv, то i y ≤ supYv,
звiдки випливає, що i supYx ≤ supYv. Таким чином, vx = supYx = supYv. Так само легко
пояснюється, що i ux = inf Ux = inf Uv. Тому i I(x) = I(v), бо I(x) = (ux, vx) = I(v),
якщо ux /∈ G, i I(x) = [ux, vx) = I(v), якщо ux ∈ G.

Нехай v < x. Оскiльки v ∈ I(x), то [v, x] ⊆ G, отже, x ∈ Yv, i тому v < x < supYv,
а значить x ∈ I(v). Тодi за доведеним вище I(x) = I(v). Покажемо, що система I
диз’юнктна. Нехай I1 = I(x1) та I2 = I(x2), де {x1, x2} ⊆ G, — це два промiжки з
системи I. Якщо I1 ∩ I2 ̸= ∅, то iснує точка x0 ∈ I1 ∩ I2 i за доведеним I1 = I(x0) = I2,
отже, I1 = I2. Таким чином, I1 ∩ I2 = ∅, якщо промiжки I1 i I2 рiзнi.

Нехай (a, b) ∈ I i [c, d) ∈ I. Якби b = c, тo (a, d) = (a, b) ∪ [c, d) ⊆ G, зокрема,
b = c ∈ G, що суперечить побудовi. Отже, (a, b) не прилягає до [c, d).

Нехай [a, b) ∈ I i [c, d) ∈ I. Якщо b = c, то b ∈ G, а якщо d = a, то d ∈ G, i те, i друге
неможливе, тому i [a, b) не прилягає до [c, d).

Рiвнiсть G =
⊔

I очевидна, бо x ∈ I(x) ⊆ Gдля кожного x ∈ G.
Єдинiсть. Припустимо, що системи I та J такi як у формулюваннi теореми. Доведемо,
що I = J . Нехай I0 ∈ I i I0 = ⟨a, b⟩. Покажемо, що I0 ∈ J . Утворимо систему

J̃0 = {J ∈ J : J ∩ I0 ̸= ∅} i J0 = {J ∩ I0 : J ∈ J̃0}.
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Елементи системи J0 — це промiжки типу (α, β) чи [α, β), причому
∪
J0 = I0. Справдi,∪

J0 ⊆ I0, оскiльки кожний промiжок з J0 мiститься в I0. Навпаки, нехай x ∈ I0. Тодi
x ∈ G =

∪
J , отже, iснує такий промiжок J ∈ J , що x ∈ J . В такому разi x ∈ J ∩ I0,

отже, J ∩ I0 ̸= ∅ i J ∈ J̃0, а J ∩ I0 ∈ J0, звiдки отримуємо, що x ∈
∪
J0.

Зауважимо, що промiжки з системи J0 диз’юнктнi i не прилягають один до одного.
Доведемо, що тодi система J0 складається з одного промiжку. По-перше, система J0

непорожня, бо I0 ̸= ∅ i I0 =
∪

J0. Припустимо, що J0 мiстить принаймнi два рiзних
промiжки. Нехай це будуть промiжки P1 = ⟨α1, β1⟩ i P2 = ⟨α2, β2⟩, причому α1 ≤ α2.
Оскiльки цi промiжки диз’юнктнi, то β1 ≤ α2.

Зрозумiло, що β1 ∈ I0, адже P1 ⊆ I0 i P2 ⊆ I0, тому a ≤ α1 < β1 ≤ α2 < β2 ≤ b i
a < β1 < b. Тому iснує такий промiжок P3 = ⟨α3, β3⟩ ∈ J0, що β1 ∈ P3. Ясно, що P3 або
перетинає промiжок P1, або прилягає до нього, що неможливо, бо в системi J0 таких
промiжкiв нема. Таким чином, система J0 складається з одного елемента P0 = J0 ∩ I0,
де J0 ∈ J . Оскiльки

∪
J0 = I0, то I0 = P0 ⊆ J0.

Для знайденого промiжку J0 з системи J побудуємо системи

I0 = {I ∈ I : I ∩ J0 ̸= ∅} i I0 = {I ∩ J0 : I ∈ Ĩ0}.

Зрозумiло, що I0 ∈ I0, адже ∅ ̸= I0 ⊆ J0, а тому I0 = I0
∩

J0 i I0 ∈ Ĩ0. Як i ранiше,
J0 =

∪
I0 i система I0 складається з одного елемента. Оскiльки I0 ∈ I0, то I0 = {I0} i

I0 =
∪

I0 = J0. Таким чином, I0 = J0 ∈ J , що доводить включення I ⊆ J .
Iз тих самих причин справедливе i обернене включення J ⊆ I, отже, I = J , що i

доводить єдинiсть.
Зауважимо, що будь-яка диз’юнктна система невироджених промiжкiв I на числовiй

прямiй обов’язково не бiльш, нiж злiченна, адже в кожному з цих промiжкiв I можна
вибрати по рацiональному числу rI i отримати iн’єкцiю I 7→ rI системи I в злiченну
множину Q рацiональних чисел. Таким чином, побудована в доведеннi теореми системи
промiжкiв не бiльш, нiж злiченна.

5. Нiде не щiльнi розриви. Символом χ
A

ми позначаємо характеристичну функцiю
множини A.

Теорема 3. Нехай b ∈ Q i F — замкнена нiде не щiльна пiдмножина прямої Зорґен-
фрея L. Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя f : L×Q → L, така, що D(f) = F ×{b}.

Доведення. Розглянемо вiдкриту в L множину G = L \ F . За теоремою 2 iснує така
диз’юнктна не бiльш нiж злiченна система I, що складається з промiжкiв I = (a, b) або
I = [a, b), кожен з яких не прилягає до iншого, i G =

⊔
I.

Для кожного промiжку I ∈ I у випадку I = (a, b) виберемо двосторонню послi-
довнiсть чисел (an)n∈Z таку, що a < an < an+1 < b для кожного n, limn→−∞ an = a
i limn→∞ an = b, а у випадку I = [a, b) односторонню послiдовнiсть (an)n∈N, таку, що
a1 = a, an < an+1 для кожного n ∈ N i limn→∞ an = b. Ясно, що i в першому, i в другому
випадках I =

⊔
n[an, an+1). Систему промiжкiв [an, an+1), що пов’язана з промiжком I,

позначимо L(I). Введемо у розгляд диз’юнктну систему L =
∪

I∈I L(I) напiввiдкритих
справа промiжкiв, що виникають при таких розбиттях промiжкiв I з системи I. Оскiль-
ки система I не бiльш нiж злiченна, то система L злiченна, отже, L = {Lk : k ∈ N},
причому Lk ∩ Lj = ∅ при k ̸= j.

Для числа b ∈ Q розглянемо послiдовнiсть iррацiональних чисел bk = b −
√
2
k

, яка,
строго зростаючи, прямує до b. Для кожного номера k нехай Mk = (bk, bk+1) ∩Q i Pk =
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Lk×Mk. Розглянемо характеристичнi функцiї uk = χ
Pk

прямокутникiв Pk в добутку L×
Q. Як легко перевiрити ([4]), функцiї uk : L×Q → L неперервнi. Оскiльки прямокутники
Pk i Pj при k ̸= j не перетинаються, то формулою

f(x, y) =
∞∑
k=1

uk(x, y)

визначається функцiя на добутку L×Q, яка збiгається з характеристичною функцiєю
множини E =

⊔∞
k=1 Pk. Покажемо, що функцiя f : L×Q → L i буде шуканою.

Спочатку перевiримо, що функцiя f нарiзно неперервна. Нехай x ∈ L. Якщо x ∈ F ,
то ({x} × Q) ∩ E = ∅, отже, fx(y) = 0 для кожного y ∈ Q, а значить, fx : Q → L
— неперервна функцiя. Якщо x ∈ G, то iснує єдиний номер k, такий, що x ∈ Lk. В
такому разi fx = χ

Mk
, а характеристична функцiя промiжку з iррацiональними кiнцями

неперервна, отже, i тут x-розрiз fx : Q → L буде неперервним.
Нехай y ∈ Q. Якщо y < b1 або y ≥ b, то, очевидно, функцiя fy : L → L неперервна,

адже fy = 0. Припустимо, що b1 < y < b. Тодi iснує єдиний номер k, такий, що bk < y <
bk+1. В такому разi fy = χ

Lk
, а характеристична функцiя напiввiдкритого промiжку

[α, β) є неперервною як функцiя з L в L (див. [4]), отже i тут y-розрiз fy : L → L
неперервний. Таким чином, функцiя f : L×Q → L нарiзно неперервна.

Розглянемо тепер точку p0 = (x0, y0) ∈ L × Q i дослiдимо, коли f буде розривною
в точцi p0. По-перше, зауважимо, що на вiдкритiй в добутку L × Q множинi H =
(L × Q) \ (L × {b}) функцiя f неперервна, адже її звуження на вiдкритi диз’юнктнi
частини Hk = L × Mk при k = 1, 2, ... i H0 = L × (Q \ [b1, b]) множини H неперервнi i
H =

⊔∞
k=0 Hk. Тому, коли y0 ̸= b, то p0 ∈ C(f).

Нехай y0 = b i x0 ∈ G. Оскiльки G =
⊔∞

k=0 Lk, то iснує єдиний номер k, такий, що
x0 ∈ Lk. Зрозумiло, що p0 ∈ Wk = Lk × ((bk+1,+∞)∩Q). При цьому Wk — це окiл точки
p0 в добутку L × Q i f(p) = 0 на Wk. Це показує, що функцiя f буде неперервною в
точцi p0.

Нехай y0 = b i x0 ∈ F . Покажемо, що тодi p0 ∈ D(f). Оскiльки множина F нiде не
щiльна в L, то її доповнення G буде щiльною множиною в просторi L. Зауважимо, що за
побудовою f(p0) = 0. Розглянемо довiльний базисний окiл W = U×V , де U = [x0, x0+δ)
i V = (y0 − δ, y0 + δ) ∩ Q, точки p0 у добутку L × Q. Оскiльки G = L, то G ∩ U ̸= ∅.
Тому iснує такий промiжок I ∈ I, що I ∩ U ̸= ∅.

Припустимо, що I = (a, b) i u ∈ I ∩ U . Тодi a ≥ x0, адже, у випадку a < x0, ми
б отримали, що a < x0 ≤ u < b, звiдки x0 ∈ I ⊆ G, що неможливо, бо x0 ∈ F =
L \ G. Крiм того, a < u < x0 + δ. Таким чином, x0 ≤ a < x0 + δ. Нехай (an)n∈Z —
двостороння послiдовнiсть точок, що поставлена у вiдповiднiсть iнтервалу I = (a, b).
Тодi limn→−∞ an = a, отже, iснує таке N0 ∈ Z, що an < x0 + δ при n ≤ N0. Всi промiжки
[an, an+1) при n < N0 будуть мiститися в промiжку U , адже для них x0 ≤ a < an <
an+1 < x0 + δ. Нескiнченна система промiжкiв L0 = {[an, an+1) : n < N0} є частиною
системи L = {Lk : k ∈ N}. Тому iснує така строго зростаюча послiдовнiсть номерiв kj,
що L0 = {Lkj : j ∈ N}. При цьому bkj → b при j → ∞, отже, iснує такий номер j, що
b − δ < bkj < bkj+1 < b. В такому разi Mkj ⊆ V i Lkj ⊆ U , отже, Pkj = Lkj × Mkj ⊆
U × V = W . Оскiльки Pkj ̸= ∅, то iснує точка p ∈ Pkj i для неї f(p) = ukj(p) = 1. Таким
чином, в околi W ми знайшли таку точку p, що f(p)− f(p0) = 1− 0 = 1.

Нехай тепер I = [a, b). Як i ранiше, легко пояснити, що x0 < a < x0 + δ. Промiжок
U0 = [x0, a) теж буде околом точки x0 в L, причому U0 ⊆ U . Оскiльки G = L, то
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G ∩ U0 ̸= ∅, а значить, iснує такий промiжок J = (c, d) або [c, d) з I, що J ∩ U0 ̸= ∅.
Ясно, що I ̸= J , адже iснує точка v ∈ J ∩ U0, а для неї v ∈ J i v /∈ I, бо v ∈ U0.
Тому I ∩ J = ∅, звiдки випливає, що d ≤ a. Таким чином, x0 ≤ v < d ≤ a < x0 + δ,
отже, x0 < d < x0 + δ. Нехай (cn) — це та одностороння чи двостороння послiдовнiсть
точок, що була поставлена у вiдповiднiсть промiжку J з I при визначеннi системи
L(J). Тодi limn→∞ cn = d, отже, iснує такий номер N1, що x0 < cn < cn+1 < d при
n ≥ N1. Нескiнченна система промiжкiв L1 = {[cn, cn+1) : n ≥ N1} є частиною системи
L = {Lk : k ∈ N}. Тому iснує така строго зростаюча послiдовнiсть номерiв k′

j, що L1 =
{Lk′j

: j ∈ N}. Як i ранiше, bkj → b i тому iснує такий номер i, що Pk′j
= Lk′j

×Mk′j
⊆ W .

Звiдки знову отримуємо, що f(p)− f(p0) = 1 для деякої точки p ∈ W .
Таким чином, для кожного базисного околу W точки p0 у добутку L×Q ми знайшли

таку точку p ∈ W , що f(p)− f(p0) = 1. Це показує, що p0 ∈ D(f).

6. Розриви першої категорiї. Тут ми доведемо, що побудову з попереднього пункту
можна модифiкувати так, що твердження теореми 3 буде виконуватися i в тому ви-
падку, коли замiсть замкненої нiде не щiльної множини F фiгурує Fσ-множина першої
категорiї.

Зауважимо, що звичний для дiйснозначних функцiй прийом згущення особливостей
з допомогою ряду для L-значних функцiй не проходить, як показує наступний приклад.

Приклад 1. Нехай un = 1
2n
χ

[0, 1n )
для кожного номера n. Тодi функцiї un : L → L

неперервнi, ряд

f(x) =
∞∑
n=1

un(x)

збiгається нормально, а значить, рiвномiрно на L (як ряд з дiйснозначних функцiй) i
його сума f : L → L є розривною в точцi 0 функцiєю.

Справдi, f(0) =
∑∞

n=1 un(0) =
∑∞

n=1
1
2n

= 1. Якщо ж, x > 0, то iснує такий номер N ,
що 1

N
≤ x. Тодi un(x) = 0 при n > N , адже x /∈ [0, 1

n
) при n ≥ N . Тому

f(x) =
N∑

n=1

un(x) ≤
N∑

n=1

1

2n
= 1− 1

2N
< 1 = f(0).

Таким чином, в точцi 0 функцiя f не має локального мiнiмуму, а значить, є розривною
як функцiя зi значеннями в прямiй Зорґенфрея L.

Цей приклад показує, що при використаннi рядiв для побудови L значних функцiй
треба проявляти певну обачнiсть, щоб зберегти неперервнiсть.

Основний результат подамо в уточненому формулюваннi у порiвняннi з формулю-
ванням теореми 3. Зауважимо, що кожну Fσ-множину A першої категорiї у довiльному
топологiчному просторi X можна подати у виглядi A =

∪∞
n=1 Fn, де Fn — замкненi

нiде не щiльнi в X множини. Тому наступну теорему можна застосувати для кожної
Fσ-множини першої категорiї в L.

Теорема 4. Нехай (Fn)
∞
n=1 — послiдовнiсть замкнених нiде не щiльних множин Fn в L,

Gn = L \ Fn, A =
∪∞

n=1 Fn, b ∈ Q, (bm)∞m=1 — послiдовнiсть iррацiональних чисел bn,
яка, строго зростаючи, прямує в R до b, (bm,j)

∞
j=1 — строго зростаючi послiдовностi

iррацiональних чисел bm,j, якi прямують до bm+1 i для них bm,1 = bm, bm < bm,j < bm+1
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для кожного j > 1. Тодi для кожного n iснує така диз’юнктна послiдовнiсть промiжкiв
Ln,k = [an,k, an,k+1), що Gn =

⊔∞
k=1 Ln,k, при цьому характеристичнi функцiї χ

Pn,k
: L ×

Q → L прямокутникiв Pn,k = Ln,k × Mk,n, де Mk,n = (bk,n, bk,n+1) ∩ Q, неперервнi як i
функцiї un,k =

1
2n
χ

Pn,k
, функцiї un =

∑∞
k=1 un,k : L×Q → L нарiзно неперервнi i для них

D(un) = Fn × {b} i функцiя f =
∑∞

k=1 un : L × Q → L теж нарiзно неперервнi i для неї
D(f) = A× {b}.

Доведення. Як в доведеннi теореми 3 перевiряється, що функцiї un нарiзно неперервнi
i для них D(un) = Fn × {b}, при цьому промiжки Mk замiнюються на промiжки Mk,n i
число 1 замiнюється на 1

2n
. Функцiя f визначена на L×Q, причому носiї функцiй un i

um при n ̸= m не перетинаються, тому f |suppun = un|suppun для кожного n.
Доведемо, що функцiя f : L × Q → L нарiзно неперервна. Зафiксуємо спочатку

y ∈ Q i доведемо неперервнiсть функцiї fy : L → L. Якщо y < b1 або y ≥ b, то fy = 0
за побудовою, отже, неперервнiсть fy зрозумiла. Нехай b1 < y < b. Тодi iснують такi
номери k i n, що bk,n < y < bk,n+1. За побудовою носiї функцiй um при m ̸= n не
перетинаються зi смугою L × Mk,n, тому f(p) = un(p) на L × Mk,n. Тодi fy = (un)y i
неперервнiсть функцiї fy випливає з неперервностi функцiї (un)y.

Нехай x ∈ L. Покажемо, що функцiя fx : Q → L неперервна. Введемо у розгляд
множину N(x) = {n ∈ N : x ∈ Gn}. Оскiльки Gn =

⊔∞
k=1 Ln,k, то для кожного n ∈ N(x)

iснує єдиний номер kn, такий, що x ∈ Ln,kn , а тодi ux
n = 1

2n
χ

Mkn,n
за побудовою функцiї

un. Якщо ж n /∈ N(x), то ux
n = 0. В такому разi

fx =
∞∑
k=1

ux
n =

∑
n∈N(x)

ux
n =

∑
n∈N(x)

1

2n
χ

Mkn,n
.

Доповнення Q \ {b} є диз’юнктним об’єднанням вiдкритих в Q множин Mk,n, V1 =
(−∞, b1)∩Q i V2 = (b,+∞)∩Q. За побудовою fx|V1 = 0 i fx|V2 = 0. Далi f |Mk,n

= 1
2n
χ

Mkn,n
,

якщо k = kn, i f |Mk,n
= 0, якщо k ̸= kn. Тому звуження на всi розглянутi вiдкритi

множини є неперервними. Звiдси негайно випливає неперервнiсть fx у всiх точках, крiм
точки b.

Доведемо, що функцiя fx : Q → L неперервна i в точцi b. Зауважимо, що за побудо-
вою fx(b) = 0 ≤ fx(y) для кожного y ∈ Q. Вiзьмемо ε > 0 i знайдемо такий номер n0,
що 1

2n
< ε при n > n0. Множина K = {kn : n ∈ N(x) i n ≤ n0} скiнченна i тому iснує

номер m, такий, що k < m для кожного k ∈ K. Покладемо δ = b− bm > 0 i розглянемо
y ∈ Q, для якого b− δ < y < b, тобто bm < y < b. Нехай N1(x) = {n : n ≤ n0 i n ∈ N(x)}
i N2(x) = {n : n > n0 i n ∈ N(x)}. Введемо функцiї

g =
∑

n∈N1(x)

1

2n
χ

Mkn,n
i h =

∑
n∈N2(x)

1

2n
χ

Mkn,n
.

Ясно, що fx = g+h. Якщо n ∈ N1(x), то kn < m, отже, Mkn,n∩(bm, b) = ∅ i χ
Mkn,n

(y) = 0,
а значить i g(y) = 0. Далi, оскiльки множини Mkn,n диз’юнктнi, то h(y) ≤ 1

2n
< ε. В

такому разi, fx(b) = 0 ≤ fx(y) = g(y) + h(y) < ε. Оскiльки fx(y) = 0 при y ≥ b, то
0 ≤ fx(y) < ε при |y − b| < δ, що i дає нам неперервнiсть функцiї fx : Q → L у точцi b.

Залишилось довести, що D(f) = A×{b}. З’ясуємо спочатку, що A×{b} ⊆ D(f), тобто
Fn × {b} ⊆ D(f) для кожного n. За побудовою з доведення теореми 3 для даної точки
p0 = (x0, b) ∈ Fn × {b} iснує послiдовнiсть точок pn,m ∈ L × Q, така, що un(pn,m) =

1
2n



РОЗРИВИ НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ 75

для кожного m i pn,m → p0 при m → ∞. Оскiльки f(p0) = un(p0) = 0 i f(p) ≥ un(p)
для кожного p ∈ L × Q, то f(pn,m) ≥ un(pn,m) = 1

2n
> 0 = f(p0). Це показує, що

f(pn,m) 9 f(p0) при m → a в L, отже, функцiя f розривна в точцi p0.
Нехай тепер p0 = (x0, b) /∈ A× {b} i x0 ∈ L. Оскiльки f(p) =

∑∞
n=1 un(p), 0 ≤ un(p) ≤

1
2n

на L×Q, для кожного n i функцiї un неперервнi в точцi p0 (як функцiї зi значеннями
в L, а значить, i в R), то ряд

∑∞
n=1 un(p) збiгається рiвномiрно на L × Q i функцiя

f : L × Q → R неперервна в точцi p0. Але 0 = f(p) ≤ f(p0) для кожного p ∈ L × Q,
отже, в точцi p0 функцiя f має найменше значення. Тому f буде неперервною i як
вiдображення зi значеннями в прямiй Зорґенфрея L.

Нарештi поза прямою y = b функцiя f буде неперервною, бо на вiдкритих смугах
L×Mk,n вона збiгається з неперервною функцiєю un, а на вiдкритих множинах L× V1

i L× V2 вона нульова. Таким чином, D(f) = A× {b}.
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