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Для стохастичного рiвняння Iто ẍ + (p(t) + q(t)ẇ(t))x = 0 дру-
гого порядку встановлено умови, при яких всi його нетривiальнi
розв’язки є неколивними на пiвосi.

1 Вступ

Стохастичнi диференцiальнi рiвняння Iто другого порядку мають ва-
жливе значення з точки зору практичних застосувань i вивчалися, на-
приклад, в [4], [6], [8].

В данiй роботi дослiджується поведiнка на пiвосi розв’язкiв лiнiйного
стохастичного рiвняння Iто другого порядка, зокрема, встановлено умо-
ви неколивностi всiх нетривiальних його розв’язкiв. Для встановлення
цих умов ми використовуємо метод асимптотичної вiдповiдностi, згiдно
з яким розв’язки стохастичної системи порiвнюються з розв’язками спе-
цiальним чином побудованої детермiнованої системи.

Метод асимптотичної еквiвалентностi для дослiдження поведiнки
звичайних диференцiальних рiвнянь почали вивчати давно. Першi ре-
зультати з цього напрямку отриманi Вiтнером [11], Левiнсоном [9] та
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Якубовичем [12]. Згодом з’явилася низка праць, в яких вивчалася асим-
птотична еквiвалентнiсть диференцiальних систем рiзного вигляду [5],
[10]. В працях [1], [2], [7] данi питання розглядалися для стохастичних
систем. Однак, питання неколивностi розв’язкiв лiнiйного стохастичного
рiвняння Iто другого порядку ранiше не вивчалися.

Строге означення асимптотичної вiдповiдностi наступне.

Розглянемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dx = f(t, x)dt, (1)

при t ≥ 0, x ∈ Rn.

Поруч з системою (1) розглянемо систему стохастичних диференцi-
альних рiвнянь

dy = g(t, y)dt + σ(t, y)dw(t). (2)

Будемо вважати, що всi розв’язки систем (1), (2) визначенi при t ≥ 0.

Означення 1. Якщо кожному розв’язку y(t) системи (2) можна
поставити у вiдповiднiсть розв’язок x(t) системи (1) такий, що

P{ lim
t→∞

|x(t)− y(t)| = 0} = 1,

то систему (1) будемо називається асимптотично вiдповiдною до си-
стеми (2) з ймовiрнiстю одиниця.

Дана стаття складається зi вступу, постановки задачi, допомiжних
тверджень та основного результату (теорема про неколивнiсть). У роз-
дiлi допомiжнi твердження сформульовано i доведено двi леми. В першiй
лемi дана оцiнка другого моменту розв’язку стохастичного рiвняння Iто
другого порядку. У другiй лемi встановлено умови, при яких звичайна та
стохастичнi диференцiальнi системи другого порядку спецiального виду
є асимптотично вiдповiдними з ймовiрнiстю одиниця.

Основним результатом є отримання умов неколивностi розв’язкiв лi-
нiйного стохастичного рiвняння Iто другого порядку.

2 Постановка задачi

Розглянемо лiнiйне стохастичне диференцiальне рiвняння Iто другого
порядку

ẍ + (p(t) + q(t)ẇ(t))x = 0, (3)
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де t ≥ 0, x ∈ R, p(t), q(t) – неперервнi функцiї при t ≥ 0; w(t) – стандар-
тний скалярний вiнерiвський процес, визначений для t ≥ 0 на ймовiр-
носному просторi (Ω, F,P); {Ft, t ≥ 0} – потiк σ-алгебр, вiдносно якого
узгоджений процес w(t).

Рiвняння (3) будемо розумiти, як систему стохастичних диференцi-
альних рiвнянь Iто

dx1 = x2dt,
dx2 = −p(t)x1dt− q(t)x1dw(t).

(4)

В силу лiнiйностi (4) i неперевностi її коефiцiєнтiв за t, сильний
розв’язок x(t) = (x1(t), x2(t)) iснує i єдиний при t ≥ t0 з початковими
даними x(t0) = x0, де x0 − Ft0-вимiрна випадкова величина з обмеже-
ним другим моментом. В наших позначеннях x(t) = x1(t).

Означення 2. Розв’язок x(t) рiвняння (3) назвемо нетривiальним
при t ≥ 0, якщо вiн перетворюється в нуль з нульовою ймовiрнiстю.

Визначимо випадкову величину τ1 наступним чином:

τ1 = inf{t > t0, x1(t) = 0}

якщо множина пiд знаком непорожня, iнакше τ1 = ∞.

Означення 3. Випадкову величину τ1 назвемо першим нулем
розв’язку x(t) на iнтервалi t > t0, якщо τ1 < +∞ з ймовiрнiстю одини-
ця.

В силу лiнiйностi системи (4) i умов на її коефiцiєнти точка (0; 0)
недосяжна для процесу (x1(t), x2(t)). Отже, враховуючи гладкiсть ком-
поненти x1(t), в деякому правому околi першого нуля τ1 компонента x1(t)
вiдмiнна вiд нуля.

Тому можна визначити випадкову величину τ2:

τ2 = inf{t > τ1, x1(t) = 0},

якщо множина пiд знаком inf непорожня, iнакше τ2 = +∞.

Дану випадкову величину будемо називати другим нулем розв’язку
x(t) на iнтервалi t > t0, якщо τ2 < +∞ з ймовiрнiстю одиниця.

Далi за iндукцiєю можна визначити послiдовнiсть нулiв {τn} розв’яз-
ку x(t) на iнтервалi t > t0. При цьому два нулi τn−1 та τn будемо називати
послiдовними нулями розв’язку x(t) на iнтервалi t > t0.
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Покладемо t0 = 0 i будемо говорити про нулi на пiвосi t ≥ 0.

Означення 4. Нетривiальний розв’язок x(t) рiвняння (3) назвемо
коливним на пiвосi t > 0, якщо вiн має нескiнченну множину нулiв. В
противному разi розв’язок назвемо неколивним.

3 Допомiжнi твердження

Для дослiдження задачi про неколивнiсть розв’язкiв лiнiйного стоха-
стичного рiвняння Iто другого порядку, сформулюємо i доведемо лему
про асимптотичну вiдповiднiсть мiж стохастичною системою Iто спецi-
ального вигляду другого порядку та детермiнованою системою другого
порядку. Шукана вiдповiднiсть буде використана в подальшому для до-
слiдження поведiнки нулiв.

Розглянемо стохастичну систему рiвнянь Iто спецiального виду

dy = Aydt + Q(t)ydw(t) (5)

та систему лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь

dx = Axdt, (6)

де t ≥ 0, x, y ∈ R2, A =
(

0 0
1 0

)
, Q(t) =

(
0 0

−q(t) 0

)
, q(t)– неперевна

функцiя при t ≥ 0.

Нехай X(t, τ) – матрицант системи (6). Введемо позначення
X(t) = X(t, 0). Очевидно, що матрицант системи (6) має вигляд

X(t, τ) =
(

1 t− τ
0 1

)
, ‖X(t, τ)‖2 = (t− τ)2 + 2. (7)

В подальшому, для встановлення асимптотичної вiдповiдностi мiж
системами (5) та (6), нам знадобиться оцiнка другого моменту розв’язкiв
системи (5).

Має мiсце наступна лема.

Лема 1. Нехай виконується умова

∞∫
0

τ2q2(τ)dτ < ∞. (8)
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Тодi iснує стала a > 0, що для довiльного розв’язку y(t) системи (5)
при t ≥ 0 справедлива оцiнка

E|y(t)|2 ≤ 2(t2 + 2)aE|y(0)|2. (9)

Доведення. З аналога формули Кошi [3, c. 234], розв’язок системи (5)
допускає представлення в iнтегральнiй формi через матрицант системи
(6). Маємо

y(t) = X(t)y(0) +

t∫
0

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ). (10)

Оцiнимо другий момент y(t). Маємо

E|y(t)|2 ≤ 2‖X(t)‖2E|y(0)|2 + 2

t∫
0

‖X(t, τ)‖2‖Q(τ)‖2E|y(τ)|2dτ.

Використовуючи формулу (7) та подiливши обидвi частини останньої
нерiвностi на (t2 + 2), отримуємо

E|y(t)|2

t2 + 2
≤ 2E|y(0)|2 + 2

t∫
0

(t− τ)2 + 2
t2 + 2

q2(t)E|y(τ)|2dτ.

Звiдси маємо нерiвнiсть

E|y(t)|2

t2 + 2
≤ 2E|y(0)|2 + 2

t∫
0

E|y(τ)|2

τ2 + 2
q2(τ)(τ2 + 2)dτ,

з якої, на пiдставi нерiвностi Гронуолла-Беллмана, отримуємо оцiнку
для другого моменту розв’язку системи (5):

E|y(t)|2

t2 + 2
≤ 2E|y(0)|2 exp

 t∫
0

q2(t)(τ2 + 2)dτ


або

E|y(t)|2 ≤ 2(t2 + 2)E|y(0)|2a, (11)

де a = exp
(

t∫
0

q2(t)(τ2 + 2)dτ

)
.
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Лему 1 доведено.

Наступна лема встановлюємо умови асимптотичної вiдповiдностi мiж
системами (5) i (6).

Лема 2. Нехай виконується умова
∞∫
0

t4q2(t)dt < ∞. (12)

Тодi система (6) асимптотично вiдповiдна з ймовiрнiстю одиниця до
системи (5).

Доведення. Використовуючи еволюцiйну властивiсть матрицанта
X(t, τ) = X(t, 0)X(0, τ), перепишемо (10) у виглядi

y(t) = X(t)[y(0) +
∫ ∞

0
X(0, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)]−

−
∫ ∞

t
X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ). (13)

Перевiримо збiжнiсть в середньому квадратичному iнтегралiв в (13).

Iз оцiнки

E|
∫ ∞

0
X(0, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)|2 ≤ 2a

∫ ∞
0

(τ2 + 2)2q2(τ)E|y(0)|2dτ < ∞

випливає потрiбна збiжнiсть.

Аналогiчно з оцiнки

E|
∫ ∞

t
X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)|2 ≤

≤ 2a

∫ ∞
t

((t− τ)2 + 2)q2(τ)E|y(0)|2(τ2 + 2)dτ ≤

≤ 2a

∫ ∞
0

(τ2 + 2)2q2(τ)E|y(0)|2dτ < ∞

випливає збiжнiсть другого iнтеграла в середньому квадратичному.

Отже, умова (12) є достатньою для збiжностi iнтегралiв в середньому
квадратичному у виразi (13).

Оскiльки розв’язки систем (5) i (6) однозначно визначаються почат-
ковими даними, то вiдповiднiсть мiж розв’язками встановимо через вiд-
повiднiсть мiж початковими умовами. Кожному розв’язку y(t) системи
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(5) з початковими умовами y(0) ставимо у вiдповiднiсть розв’язок x(t)
системи (6) з початковими умовами

x(0) = y(0) +

∞∫
0

X(0, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ). (14)

Оцiнимо рiзницю мiж вiдповiдними розв’язками. Для цього виберемо
послiдовнiсть {lk, k ≥ 1} так, щоб lk > k, k ≥ 1 i

∞∫
lk

t4q2(t)dt ≤ 1
2k

. (15)

З умови (12) випливає можливiсть такого вибору. Оскiльки x(t) =
X(t)x(0), де x(0) визначається формулою (14), то з (13) для вiдповiд-
них розв’язкiв x(t) та y(t) одержуємо

P{sup
t≥lk

|x(t)− y(t)| > 1
k
} ≤ P

sup
t≥lk

|
∞∫
t

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)| > 1
k

 =

= P

 ∞⋃
n=0

{ sup
lk+n≤t<lk+n+1

|
∞∫
t

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)| > 1
k
}

 ≤

≤
∞∑

n=0

P

 sup
lk+n≤t<lk+n+1

|
∞∫
t

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)| > 1
k

 ≤

≤
∞∑

n=0

(
P

 sup
lk+n≤t<lk+n+1

|
∞∫

lk+n

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)| > 1
2k

+

+P

 sup
lk+n≤t<lk+n+1

|
t∫

lk+n

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)| > 1
2k


)

. (16)

Проведемо оцiнку спочатку для другого доданку. З нерiвностi Чеби-
шева маємо

∞∑
n=0

P

 sup
lk+n≤t<lk+n+1

|
t∫

lk+n

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)| > 1
2k

 ≤
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≤
∞∑

n=0

4k2E

 sup
lk+n≤t<lk+n+1

|
t∫

lk+n

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)|2

 ≤

≤
∞∑

n=0

4k2 sup
lk+n≤t<lk+n+1

lk+n+1∫
lk+n

‖X(t, τ)‖2‖Q(τ)‖2E|y(τ)|2dτ ≤

≤
∞∑

n=0

4k2 sup
lk+n≤t<lk+n+1

‖X(t, lk + n)‖2×

×
lk+n+1∫
lk+n

‖X(t, τ)‖2‖Q(τ)‖2E|y(τ)|2dτ ≤

≤
∞∑

n=0

4k2‖X(lk +n+1, lk +n)‖2

lk+n+1∫
lk+n

‖X(lk +n, τ)‖2‖Q(τ)‖2E|y(τ)|2dτ ≤

≤
∞∑

n=0

8k2aE|y(0)|23
lk+n+1∫
lk+n

q2(τ)(τ2 + 2)dτ =

=
∞∑

n=0

48k2aE|y(0)|2
lk+n+1∫
lk+n

q2(τ)(τ2 + 2)dτ ≤

≤ 48k2aE|y(0)|2
∞∫

lk+n

q2(τ)(τ2 + 2)dτ ≤ 48k2aE|y(0)|2 1
2k

= I
(1)
k .

Остання нерiвнiсть виконується згiдно (15).

Оцiнимо тепер перший доданок у формулi(16). Маємо:

∞∑
n=0

P

 sup
lk+n≤t<lk+n+1

|
∞∫

lk+n

X(t, τ)Q(τ)y(τ)dw(τ)| > 1
2k

 ≤

≤
∞∑

n=0

4k2 sup
lk+n≤t<lk+n+1

∞∫
lk+n

‖X(t, τ)‖2‖Q(τ)‖2E|y(τ)|2dτ ≤
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≤
∞∑

n=0

4k2 sup
lk+n≤t<lk+n+1

‖X(t, lk + n)‖2×

×
∞∫

lk+n

‖X(lk + n, τ)‖2q2(τ)2aE|y(0)|2(τ2 + 2)dτ ≤

≤
∞∑

n=0

48k2aE|y(0)|2
∞∫

lk+n

q2(τ)(τ2 + 2)dτ =

=
∞∑

n=0

48k2aE|y(0)|2
∞∫

lk+n

q2(τ)τ2 τ2 + 2
τ2

dτ ≤

≤
∞∫

lk

q2(τ)(τ2 + 2)dτ

∞∑
n=0

1
(lk + n)2

48k2aE|y(0)|2 ≤

≤ 1
2k

48k2aE|y(0)|2
∞∑

n=0

1
(n + 1)2

= I
(2)
k .

Отже
P{sup

t≥lk

|x(t)− y(t)| > 1
k
} ≤ I

(1)
k + I

(2)
k = Ik.

Оскiльки, ряд
∞∑

k=0

Ik збiжний, то з леми Бореля-Кантелi отримуємо

доведення твердження леми 2.

4 Основний результат

Дослiдимо поведiнку нулiв нетривiальних розв’язкiв рiвняння (3) на пiв-
осi. Доведемо теорему про неколивнiсть розв’язкiв лiнiйного стохасти-
чного рiвняння Iто другого порядку.

Теорема. Нехай функцiя p(t) ≤ 0 на додатнiй пiвосi.

Якщо виконується умова (12), то всi розв’язки рiвняння (3) неко-
ливнi на додатнiй пiвосi.

Доведення проведемо вiд супротивного. Припустимо, що iснує не-
тривiальний розв’язок рiвняння (3), який є коливним на пiвосi. Нехай
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{τn}∞n=1 – його нескiнченна послiдовнiсть нулiв. Поруч з рiвнянням (3)
розглянемо рiвняння

ÿ(t) + q(t)yẇ(t) = 0. (17)

З леми 2 випливає, що рiвняння z̈ = 0 асимптотично вiдповiдне з ймо-
вiрнiстю одиниця до рiвняння (17). Всi нетривiальнi розв’язки рiвняння
z̈ = 0 мають вигляд z = c1t + c2, де c1, c2 – довiльнi сталi i |c1|+ |c2| 6= 0.
Цi розв’язки є неколивними на додатнiй пiвосi. Тому i всi нетривiальнi
розв’язки рiвняння (17) будуть теж неколивними.

З iншого боку, з аналога теореми порiвнянь маємо, що мiж будь-
якими послiдовними нулями нетривiального розв’язку рiвняння (3) iснує
з ймовiрнiстю одиниця принаймi один нуль довiльного нетривiального
розв’язку рiвняння (17). Отже, якщо в нашому припущенi розв’язок x(t)
рiвняння (3) коливний, то всi нетривiальнi розв’язки y(t) рiвняння (17)
теж коливнi. Отримане протирiччя i доводить теорему.

5 Висновки

В данiй роботi встановлено умови неколивностi всiх нетривiальних
розв’язкiв стохастичного рiвняння Iто другого порядку на пiвосi.
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the second order ẍ + (p(t) + q(t)ẇ(t))x = 0 are no oscillatory on semiaxis
are obtained.


