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ЕКСПОНЕНТА ГРОМОВА–ХАУСДОРФА МАЙЖЕ
ЕКВIДИСТАНТНОГО ПРОСТОРУ

У статтi охарактеризовано простiр, що є експонентою Громова–Хаусдорфа простору з майже
сталою метрикою. Показано, що всi рiзностороннi трикутники в цьому просторi є виродженими.
Доведено, що група iзометрiй експоненти Громова–Хаусдорфа n-точкового майже еквiдистантного
простору iзоморфна Sn−2 або iзоморфна S2, або є трiвiальною.
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Вступ

Одним з основних понять теорiї метричних
просторiв є метрика Хаусдорфа мiж пiдпростора-
ми метричного простору. Це поняття широко ви-
користовується в сучаснiй геометрiї [1], [2] теорiї
фракталiв [3] тощо. На початку 80-х р. минулого
столiття вiдомий французький математик М. Гро-
мов запропонував розглядати узагальнення метри-
ки Хаусдорфа, впровадивши визначення вiдстанi
мiж довiльними компактними метричними просто-
рами [4]. Це поняття М. Громов використовував
при доведеннi того факту, що кожна група полiно-
мiального росту є майже нiльпотентною. Метрика
Громова–Хаусдорфа застосовується також в асим-
птотичнiй геометрiї, або геометрiї великих розмi-
рiв, теорiї многовидiв, обчислювальнiй геометрiї
тощо.

Поняття експоненти Громова–Хаусдорфа введе-
но у роботi [5]. У цiй працi також розглянуто вла-
стивостi експоненти Громова–Хаусдорфа для про-
стору зi сталою метрикою.

Мета цього дослiдження — характеризацiя екс-
поненти Громова–Хаусдорфа простору з майже
сталою метрикою. Опишемо деякi геометричнi вла-
стивостi цього простору та схарактеризуємо його
групу iзометрiй. Деякi результати вже анонсовано
в [6].

Необхiднi вiдомостi

Нагадаємо потрiбнi нам далi означення.
Метричний простiр (X, d) називається еквiди-

стантним або простором зi сталою метрикою, якщо
вiдстань мiж будь-якими двома рiзними точками
цього простору є сталою, тобто iснує таке a > 0,
що для всiх x, y ∈ X виконується рiвнiсть

d(x, y) =

{
a, якщо x 6= y,

0, якщо x = y.
(1)

Простiр (X, d) називатимемо простором iз майже
сталою метрикою, якщо в ньому всi вiдстанi мiж

рiзними точками, окрiм однiєї, рiвнi, тобто iснують
такi z1, z2 ∈ X , що

d(z1, z2) = d(z2, z1) = b,

де b > 0 i ∀x, y ∈ X, x 6= z1, y 6= z2 виконується
рiвнiсть

d(x, y) = d(y, x) = a,

де a > 0. Причому a > b/2.
Вiдстанню Хаусдорфа [7] мiж непорожнiми

замкненими пiдпросторами X,Y метричного про-
стору (Z, ρ) називається число

dH(X,Y ) = sup
x∈X,y∈Y

{ρ(x, Y ), ρ(X, y)}.

Вiдстань Громова–Хаусдорфа dGH визначає-
ться мiж двома довiльними компактними метрич-
ними просторами.

Означення 1. [4] Вiдстанню Громова–Хаусдорфа
dGH мiж двома компактними метричними прос-
торами (X, dX) i (Y, dY ) називається точна ниж-
ня грань вiдстаней Хаусдорфа мiж образами X , Y
при найможливiших iзометричних зануреннях цих
просторiв у довiльнi компактнi метричнi просто-
ри.

Означення 2. Нехай X i Y — двi множини. Вiд-
повiднiстю мiж X i Y називається множина
< ⊂ X × Y , що задовольняє таку умову: для кож-
ної точки x ∈ X iснує принаймнi одна така точка
y ∈ Y , що (x, y) ∈ <, й аналогiчно для кожної точ-
ки y ∈ Y iснує така x ∈ X , що (x, y) ∈ <. Якщо
(x, y) ∈ <, казатимемо, що x i y «вiдповiдають»
одна однiй.

Iншими словами, вiдповiднiсть — це таке вiд-
ношення мiж точками з X i Y , що кожна точка з
X чи з Y перебуває у вiдношеннi хоча б з однiєю
точкою другої множини.
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Означення 3. Нехай < —- вiдповiднiсть мiж мет-
ричними просторами X i Y . Його викривлення
dis< визначається рiвнiстю

dis< = sup(|dX(x, x′)− dY (y, y′)| :
(x, y), (x′, y′) ∈ <),

де dX , dY —- метрики просторiв X i Y , вiдповiдно.

Теорема 1. [7] Для будь-яких метричних просто-
рiв X та Y виконується рiвнiсть

dGH(X, Y ) =
1
2

inf(dis<), (2)

де iнфiмум береться за всiма можливими вiдповiд-
ностями < мiж X та Y .

Зауважимо, якщо простори X та Y скiнченнi,
то iснує скiнченна кiлькiсть вiдповiдностей мiж X
i Y , а тому у цьому випадку формулу 2 можна пе-
реписати так:

dGH(X, Y ) =
1
2

min(dis<).

Твердження 1. Для просторiв з однаковою кiлькi-
стю точок (|X| = |Y |) можна шукати iнфiмум не
за всiма можливими вiдповiдностями <, а тiльки
за тими, для яких кожна точка з X чи з Y входить
рiвно в одну пару, що належить вiдношенню <. Та-
кi вiдповiдностi називатимемо однозначними.

Доведення. Зрозумiло, що це вiдношення насправ-
дi буде вiдповiднiстю, оскiльки кожнiй точцi x ∈ X
вiдповiдає одна точка y ∈ Y .

Кiлькiсть елементiв у такiй вiдповiдностi < мi-
нiмальна, оскiльки неможливо викинути з < жод-
ної пари так, щоб < не перестало бути вiдповiд-
нiстю.

Жодна вiдповiднiсть з бiльшого числа елемен-
тiв не може мати меншого викривлення, оскiльки
додана до < пара (x, y) утворює новi рiзницi з ко-
жною з пар, що вже мiститься в <, збiльшуючи,
множину рiзниць M на |<| елементiв. Тобто нова
M ′ ⊃ M , з чого випливає, що sup M ′ > supM .

Властивостi експоненти Громова–Хаусдорфа
простору з майже сталою метрикою

Нехай (X, d) — довiльний n-точковий метри-
чний простiр, B(X) — множина всiх непорожнiх
пiдмножин простору X . Вiдношення iзометрич-
ностi є, очевидно, еквiвалентнiстю на множинi
B(X), яку ми позначатимемо символом ∼. Вiд-
стань Громова–Хаусдорфа (на вiдмiну вiд вiдстанi
Хаусдорфа) залежить лише вiд класiв еквiвален-
тностi ∼, до яких цi пiдпростори належать, i не
залежить вiд вибору представникiв.

Означення 4. [5] GH-експонентою простору
(X, d) називається метричний простiр, носiєм
якого є фактор–множина B(X)/ ∼, а метри-
ка iндукується метрикою Громова–Хаусдорфа на
B(X).

Позначатимемо GH-експоненту простору (X, d)
символом (2X , DGH).

Твердження 2. Потужнiсть експоненти
Громова–Хаусдорфа майже еквiдистантного n-
точкового простору рiвна 2 · (n− 1).

Доведення. Потужнiстю експоненти Громова–
Хаусдорфа n-точкового майже еквiдистантного
простору X є кiлькiсть рiзних (не iзометричних
один одному) пiдпросторiв простору X . Зрозумiло,
що простори з рiзною кiлькiстю точок не iзомет-
ричнi. Iзометричними є пiдпростори з однаковою
кiлькiстю точок i сталою метрикою. Також iзомет-
ричнi пiдпростори з однаковою кiлькiстю точок i
майже сталою метрикою. Крiм того, всi одноточко-
вi простори iзометричнi. Отже, у простiр 2n увiйде
1 одноточковий пiдпростiр, 1 простiр iз майже
сталою метрикою потужнiстю n i по парi пiдпро-
сторiв з потужнiстю, бiльшою вiд 1, але меншою
вiд n. А тому потужнiсть простору B = (2X , DGH)
дорiвнює 2 + 2 · (n− 2) = 2 · (n− 1).

Нехай (X, d) — простiр iз майже сталою метри-
кою. Далi в цiй замiтцi точки експоненти Громова–
Хаусдорфа простору (X, d) позначатимемо Y a

k

i Y b
k — якщо пiдпростори мають сталу i майже ста-

лу метрику вiдповiдно, де k (1 < k ≤ n) дорiвнює
кiлькостi точок у кожному з пiдпросторiв. Оскiль-
ки одноточковий простiр з точнiстю до iзометрiї
єдиний, то позначимо його Y1.

Теорема 2. Вiдстанi мiж точками експоненти
Громова–Хаусдорфа (2X , DGH) простору з майже
сталою метрикою (X, d) вказано у табл. 1.

Доведення. Опишемо, як шукати вiдстань мiж до-
вiльними точками простору (2X , DGH), використо-
вуючи теорему 1.

Нехай k, m < n i k 6= 1, як i ранiше, вважатиме-
мо, що у просторiв зi сталою метрикою всi вiдстанi
мiж точками дорiвнюють a, майже сталою — вiд-
станi a й одна вiдстань b. Розглянемо такi випадки:

1. У пiдпросторах рiвна кiлькiсть точок.
Оскiльки пiдпростори не iзометричнi, то один iз
них має сталу метрику, а iнший — майже сталу.
А тому, якщо побудувати однозначну вiдповiднiсть
мiж точками цих пiдпросторiв, вона задасть таку
вiдповiднiсть мiж вiдстанями, що всiм вiдстаням a
вiдповiдатиме a, крiм однiєї, якiй вiдповiдатиме b.
Отже, вiдстань мiж пiдпросторами рiвна |b− a|/2.
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2. У пiдпросторах кiлькiсть точок нерiвна (k
i m), але обидва мають сталу метрику. Вiдпо-
вiднiсть мiж точками тут неоднозначна, оскiльки
принаймнi двом точкам iз m-точкового простору
вiдповiдає одна й та сама точка з k-точкового про-
стору. Отже, деякiй кiлькостi вiдстаней a вiдповi-
дають вiдстанi рiвнi 0. Тому вiдстань мiж такими
пiдпросторами буде рiвна a/2.

3. k-точковий пiдпростiр має сталу метрику,
а m-точковий — майже сталу.

A. Якщо m − k = 1, то рiвно двом точкам iз
бiльшого простору доцiльно ставити у вiдповiд-
нiсть одну точку з меншого простору, адже так
буде рiвно одна вiдстань, якiй вiдповiдає 0 (таких
вiдповiдностей хочеться мати якнайменше, оскiль-
ки рiзниця з 0 максимальна). Однак якщо це вiд-
стань a, то в бiльшому просторi лишається ще вiд-
стань b, що не утворює нульової рiзницi, оскiль-
ки вона вiдповiдає a. Або ж можна поставити у
вiдповiднiсть кiнцям вiдрiзка довжиною b якусь
одну точку з меншого простору, а мiж рештою то-
чок побудувати однозначну вiдповiднiсть, внаслi-
док чого утвориться тiльки одна ненульова рiзниця
мiж b i 0. Тобто при m − k = 1 вiдстань рiвна
min(max(a/2, |b− a|/2), b/2) = min(a/2, b/2).

Б. Якщо m − k 6= 1, то бiльше, нiж однiй
парi точок з бiльшого пiдпростору, доведеться
поставити у вiдповiднiсть одну точку з мен-
шого простору, тобто бiльше, нiж однiй вiдста-
нi вiдповiдатиме 0, а тому в будь-якому ви-
падку серед цих вiдстаней буде a. Вiдстанi
ж b вiдповiдає або 0, або a. Отже, вiдстань
рiвна min(max(a/2, |b − a|/2), max(b/2, a/2)) =
min(a/2,max(b/2, a/2)) = a/2.

4. k-точковий пiдпростiр має майже сталу ме-
трику, а m-точковий — сталу. Через рiзну кiль-
кiсть точок певним вiдстаням a з бiльшого про-
стору вiдповiдатимуть 0. Мiж k довiльно обрани-

ми точками бiльшого простору i точками меншо-
го пiдпростору можна побудувати однозначну вiд-
повiднiсть, а тому вiдстанi b вiдповiдатиме a. Пi-
сля того, як рештi точок iз бiльшого простору по-
ставити у вiдповiднiсть довiльнi точки з меншо-
го простору, деяким вiдстаням a з бiльшого про-
стору вiдповiдатимуть 0, а тому вiдстань рiвна
max(a/2, |b− a|/2) = a/2.

5. У пiдпросторах кiлькiсть точок нерiвна (k i
m), але обидва мають майже сталу метрику.

A. Якщо m−k = 1, то тiльки однiй вiдстанi вiд-
повiдатиме 0. Однак якщо 0 вiдповiдатиме вiдста-
нi b з бiльшого простору, то b з меншого простору
вiдповiдатиме a. Якщо ж 0 вiдповiдатиме вiдстанi
a, то можна побудувати вiдповiднiсть мiж точками
так, щоб b вiдповiдало b, а рештi a вiдповiдали a.
Отже, вiдстань рiвна min(a/2,max(b/2, |b−a|/2)).

Б. Якщо m − k 6= 1, вiдстаней з бiльшого про-
стору, яким вiдповiдають 0, буде бiльше нiж одна,
тому серед них точно буде хоч одна a. Якщо всi во-
ни a, то решта вiдповiдних вiдстаней утворюють
нульовi рiзницi. Якщо серед них є b, то b з мен-
шого простору вiдповiдає a, а тому вiдстань рiвна
min(a/2, max(b/2, |b− a|/2, a/2)) = a/2.
6. Є 1-точковий пiдпростiр i m-точковий. Оскiль-
ки в першому пiдпросторi тiльки 1 точка, то вона
вiдповiдає будь-якiй точцi з другого простору, тоб-
то всiм вiдстаням з бiльшого простору вiдповiда-
ють 0. Отже, вiдстань рiвна:

А. max(a/2, b/2), якщо серед вiдстаней m-
точкового простору є i b, i a, тобто якщо вiн — з
майже сталою метрикою i мiстить бiльше 2 точок.

Б. b/2, якщо серед вiдстаней m-точкового про-
стору є тiльки b, тобто цей простiр зi сталою ме-
трикою i мiстить рiвно 2 точки.

В. a/2, якщо серед вiдстаней m-точкового про-
стору немає вiдстанi b, тобто вiн — зi сталою ме-
трикою.

Таблиця 1. Вiдстанi в експонентi Громова–Хаусдорфа простору з майже сталою метрикою

№ Точки b− a ≤ a ≤ b b ≤ a− b ≤ a a− b ≤ b ≤ a
1 Y a

k i Y b
k (b− a)/2 (a− b)/2 (a− b)/2

2 Y a
k i Y a

n a/2 a/2 a/2
3a Y a

k i Y b
k+1 a/2 b/2 b/2

3b Y a
k i Y b

n , n− k > 1 a/2 a/2 a/2
4 Y b

k i Y a
n a/2 a/2 a/2

5a Y b
k i Y b

k+1 a/2 (a− b)/2 b/2
5b Y b

k i Y b
n , n− k > 1 a/2 a/2 a/2

6a Y1 i Y b
k , k > 2 b/2 a/2 a/2

6b Y1 i Y b
2 b/2 b/2 b/2

6c Y1 i Y a
k a/2 a/2 a/2
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Безпосередньо з теореми 2 отримаємо такi твер-
дження.

Наслiдок 1. Дiаметр експоненти Громова–
Хаусдорфа (2X , DGH) простору з майже сталою
метрикою (X, d) рiвний max(a/2, b/2).

Наслiдок 2. Усi рiзностороннi трикутники у про-
сторi (2X , DGH) є виродженими.

Доведення. Справдi, у побудованому просторi є
всього 3 рiзних вiдстанi (b/2, a/2, |b−a|/2), якi ста-
новлять сторони будь-якого рiзностороннього три-
кутника в (2X , DGH). Якщо b > a, то b−a

2 + a
2 = b

2 .
Якщо ж b 6 a, то b−a

2 + b
2 = a

2 .

Група iзометрiй експоненти
Громова–Хаусдорфа майже еквiдистантного

простору

Теорема 3. Група iзометрiй експоненти Громова–
Хаусдорфа (2X , DGH) n-точкового простору з
майже сталою метрикою (X, d):

• iзоморфна групi Sn−2, якщо b− a 6 a 6 b;

• iзоморфна групi S2, якщо D 6 d−D 6 d;

• є тривiальною, якщо d−D 6 D 6 d.

Доведення. Нехай ϕ – довiльна iзометрiя простору
B = (2X , DGH) (експоненти Громова–Хаусдорфа
простору X з майже сталою метрикою). Опишемо
дiю ϕ на 2X для рiзних випадкiв.

1. Припустимо, що b − a 6 a 6 b. Покажемо,
що в цьому випадку група iзометрiй експоненти
Громова–Хаусдорфа n-точкового простору з майже
сталою метрикою iзоморфна групi Sn−2.

Iз табл. 1 випливає, що тiльки для одноточково-
го простору Y1 iснує бiльше одного простору Y ∗

k

такого, що DGH(Y1, Y
∗
k ) = b/2, а тому

ϕ(Y1) = Y1. (3)

Iз табл. 1 також випливає, що єдиною точкою
Y ∗

k простору 2X такою, що для всiх V ∈ 2X

DGH(Y ∗
k , V ) 6= (b− a)/2, є простiр Y b

n . Отже,

ϕ(Y b
n ) = Y b

n . (4)

Для довiльного k, 1 < k < n, 1 < l < n

ϕ(Y a
k ) 6= Y b

l ,

оскiльки DGH(Y1, Y
a
k ) = a/2, а DGH(Y1, Y

b
l ) =

b/2. Крiм того, DGH(Y b
k , Y a

k ) = (b−a)/2, i для всiх
l 6= k виконуються рiвностi DGH(Y a

k , Y b
l ) = a/2 i

DGH(Y a
k , Y a

l ) = a/2, а тому якщо ϕ(Y a
k ) = Y a

l , то
буде виконуватись рiвнiсть ϕ(Y b

k ) = Y b
l .

Покажемо, що ∀k, l 1 < k, l < n може викону-
ватися рiвнiсть

ϕ(Y a
k ) = Y a

l . (5)

Iз (5) i доведеного вище випливає, що ϕ(Y b
k ) =

Y b
l . Враховуючи (3) i (4), це означає, що ϕ дiє як

перестановка на множинi Y a
2 , Y a

3 , ..., Y a
n−1, а обра-

зи елементiв Y b
2 , Y b

3 , ..., Y b
n−1 однозначно визнача-

ються цiєю перестановкою.
Покажемо, що довiльне вiдображення ϕ, для

якого справедливi такi рiвностi:

ϕ(Y1) = Y1;

ϕ(Y b
n ) = Y b

n ;

ϕ(Y a
k ) = Y a

l ;

ϕ(Y b
k ) = Y b

l

є iзометрiєю простору 2X . Очевидно, що ϕ є бiє-
кцiєю. Крiм того, для будь-яких k 6= l 6= m 6= j
виконуються рiвностi

DGH(ϕ(Y1), ϕ(Y a
k )) = DGH(Y1, Y

a
l ) =

= a/2 = DGH(Y1, Y
a
k ),

DGH(ϕ(Y1), ϕ(Y b
k )) = DGH(Y1, Y

b
l ) =

= b/2 = DGH(Y1, Y
b
k ),

DGH(ϕ(Y a
k ), ϕ(Y b

k )) = DGH(Y a
l , Y b

l ) =

= (b− a)/2 = DGH(Y a
k , Y b

k ), 1 < k < n,

DGH(ϕ(Y a
k ), ϕ(Y a

l )) = DGH(Y a
m, Y a

j ) =

= a/2 = DGH(Y a
k , Y a

l ),

DGH(ϕ(Y a
k ), ϕ(Y b

l )) = DGH(Y a
m, Y b

j ) = a/2 =

= DGH(Y a
k , Y b

l ),

DGH(ϕ(Y b
k ), ϕ(Y b

l )) = DGH(Y b
m, Y b

j ) = a/2 =

= DGH(Y b
k , Y b

l ).

Отже, ϕ зберiгає вiдстанi, а тому є iзометрiєю про-
стору (2X , DGH).

2. Припустимо тепер, що виконуються нерiвно-
стi b 6 a − b 6 a. Покажемо, що група iзометрiй
експоненти Громова–Хаусдорфа n-точкового про-
стору з майже сталою метрикою iзоморфна групi
S2.

З табл. 1 випливає, що тiльки для одноточкового
простору Y1 iснує рiвно 1 простiр (а саме Y b

2 ), для
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якого виконується DGH(Y1, Y
b
2 ) = b/2, для реш-

ти просторiв Y ∗
k 6= Y b

2 : DGH(Y1, Y
∗
k ) = a/2. Для

будь-якого простору Y ∗
k , крiм Y1, ∃Y ∗∗

l , такий, що:
DGH(Y ∗

k , Y ∗∗
l ) = (a− b)/2, тому

ϕ(Y1) = Y1.

Крiм того, якщо ϕ(Y b
2 ) 6= Y b

2 , то
DGH(ϕ(Y1), ϕ(Y b

2 )) = DGH(Y1, Y
∗
k ) = a/2 6=

DGH(Y1, Y
b
2 ), де Y ∗

k 6= Y b
2 . Таким чином, щоб

ϕ була iзометрiєю, необхiдно:

ϕ(Y b
2 ) = Y b

2 .

Далi, за табл. 1 для простору Y b
2 iснує 2 про-

стори Y ∗
k такi, що DGH(Y b

2 , Y ∗
k ) = (a − b)/2. Це

простори Y a
2 i Y b

3 . Однак, якщо ϕ(Y b
3 ) = Y a

2 , то ϕ
не є iзометрiєю, оскiльки кiлькiсть просторiв Y ∗

k ,
для яких DGH(Y b

3 , Y ∗
k ) = (a − b)/2, вiдрiзняється

вiд кiлькостi просторiв, для яких DGH(Y a
2 , Y ∗

k ) =
(a− b)/2. Тому:

ϕ(Y a
2 ) = Y a

2 ;
ϕ(Y b

3 ) = Y b
3 .

(6)

Тепер методом математичної iндукцiї доведемо,
що для того, щоб ϕ була iзометрiєю, необхiдно,
щоб для довiльного k,1 < k < n− 1 виконувалося
наступне:

ϕ(Y a
k ) = Y a

k ;
ϕ(Y b

k+1) = Y b
k+1.

(7)

Базою iндукцiї є (6). Припустимо, що (7) вико-
нується для всiх k : 1 < k < l < n− 1. Покажемо,
що тодi (7) виконується i для k = l. Iз табл. (1)
бачимо, що DGH(Y b

l , Y b
l+1) = DGH(Y b

l , Y b
l−1) =

DGH(Y b
l , Y a

l ) = (a− b)/2. Оскiльки за припущен-
ням iндукцiї ϕ(Y b

l−1+1) = Y b
l i ϕ(Y b

l−1) = Y b
l−1,

то необхiдно показати, що при ϕ(Y b
l+1) = Y a

l ϕ
не є iзометрiєю. А це очевидно, якщо помiтити,
що DGH(Y a

l , Y ∗
j ) = (a − b)/2 тiльки для одного

простору Y ∗
j (а саме для Y ∗

j = Y b
l ), тодi як при

l + 1 < n DGH(Y b
l+1, Y

∗
j ) = (a − b)/2 для 3 рiз-

них просторiв: Y ∗
j ∈ Y a

l+1; Y
b
l+2; Y

b
l . Таким чином,

ми показали, якщо ϕ є iзометрiєю, то обов’язково
виконується ϕ(Y a

k ) = Y a
k i ϕ(Y b

k+1) = Y b
k+1.

Тепер зауважимо, що може виконуватися нас-
тупне: ϕ(Y a

n−1) = Y b
n . Покажемо, що вiдстанi при

цьому зберiгаються. Справдi, виконуються рiвно-
стi:

DGH(ϕ(Y a
n−1), ϕ(Y b

n )) = DGH(Y b
n , Y a

n−1) =

= DGH(Y a
n−1, Y

b
n ),

DGH(ϕ(Y a
n−1), ϕ(Y b

n−1)) = DGH(Y b
n , Y b

n−1) =

= (a− b)/2 = DGH(Y a
n−1, Y

b
n−1),

DGH(ϕ(Y b
n ), ϕ(Y b

n−1)) = DGH(Y a
n−1, Y

b
n−1) =

= (a− b)/2 = DGH(Y b
n , Y b

n−1),

DGH(ϕ(Y a
n−1), ϕ(Y ∗

j )) = DGH(Y b
n , Y ∗

j ) =

= a/2 = DGH(Y a
n−1, Y

∗
j ),

DGH(ϕ(Y b
n ), ϕ(Y ∗

j )) = DGH(Y a
n−1, Y

∗
j ) =

= a/2 = DGH(Y b
n , Y ∗

j ),

де j 6= n− 1, j 6= n.
Отже, у цьому випадку є всього двi iзомет-

рiї: одна — тотожнє перетворення; для iншої
ϕ(Y a

n−1) = Y b
n , ϕ(Y b

n ) = Y a
n−1, а для всiх iнших

точок ϕ(Y ∗
j ) = Y ∗

j .
3. Покажемо, що при a − b 6 b 6 a гру-

па iзометрiй експоненти Громова–Хаусдорфа n-
точкового простору з майже сталою метрикою є
тривiальною.

З табл. 1 випливає, що тiльки для одноточково-
го простору Y1 iснує рiвно 1 простiр (а саме Y b

2 ),
для якого виконується DGH(Y1, Y

b
2 ) = b/2, а для

решти просторiв Y ∗
k 6= Y b

2 : DGH(Y1, Y
∗
k ) = a/2 .

Крiм того, для будь-якого неодноточкового просто-
ру Y ∗

k , ∃Y ∗∗
l такий, що: DGH(Y ∗

k , Y ∗∗
l ) = (a−b)/2.

Отже

ϕ(Y1) = Y1. (8)

Крiм того, якщо ϕ(Y b
2 ) 6= Y b

2 , то
DGH(ϕ(Y1), ϕ(Y b

2 )) = DGH(Y1, Y
∗
k ) = a/2 6=

DGH(Y1, Y
b
2 ), де Y ∗

k 6= Y b
2 . Таким чином, щоб

ϕ була iзометрiєю, необхiдно:

ϕ(Y b
2 ) = Y b

2 . (9)

Далi, якщо ϕ(Y a
2 ) 6= Y a

2 , то DGH(ϕ(Y b
2 ), ϕ(Y a

2 )) =
DGH(Y b

2 , Y ∗
k ) 6= DGH(Y b

2 , Y a
2 ) = (a − b)/2, де

Y ∗
k 6= Y a

2 . Таким чином, щоб ϕ була iзометрiєю,
необхiдно:

ϕ(Y a
2 ) = Y a

2 . (10)

Також потрiбно:

ϕ(Y b
3 ) = Y b

3 , (11)

оскiльки якщо ϕ(Y b
3 ) = Y ∗

k 6= Y b
3 , то

DGH(ϕ(Y a
2 ), ϕ(Y b

3 )) = DGH(Y a
2 , Y ∗

k ) 6=
DGH(Y a

2 , Y b
3 ) = b/2.

Тепер методом математичної iндукцiї доведемо,
що для того, щоб ϕ була iзометрiєю, необхiдно,
щоб ∀k : 1 < k < n виконувалося наступне:
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ϕ(Y a
k ) = Y a

k ,
ϕ(Y b

k+1) = Y b
k+1.

(12)

Базою iндукцiї є (9), (а (10) та (11) демон-
струють перший крок iндукцiї). Припустимо, що
(12) виконується для всiх k, 1 < k < l < n.
Покажемо, що тодi це виконується i для k = l.
Iз табл. 1 бачимо, що iснує тiльки один про-
стiр Y ∗

j = Y a
l , такий що DGH(Y b

l , Y ∗
j ) = (a −

b)/2. Це означає, що при ϕ(Y a
l ) = Y ∗

j 6= Y a
l

(з урахуванням того, що за припущенням iндук-
цiї ϕ(Y b

l−1+1) = Y b
l ): DGH(ϕ(Y b

l ), ϕ(Y a
l )) =

DGH(Y b
l , Y ∗

j ) 6= DGH(Y b
l , Y a

l ) = (a − b)/2. Тоб-
то з того, що ϕ(Y b

l ) = Y b
l випливає: ϕ(Y a

l ) = Y a
l .

Далi з табл. 1 можна бачити, що iснує тiльки один
простiр Y ∗

j = Y b
l+1 такий, що DGH(Y a

l , Y ∗
j ) = b/2.

Це означає, що при ϕ(Y b
l+1) = Y ∗

j 6= Y b
l+1 (з ураху-

ванням того, що ϕ(Y a
l ) = Y a

l , як було щойно по-
казано): DGH(ϕ(Y a

l ), ϕ(Y b
l+1)) = DGH(Y a

l , Y ∗
j ) 6=

DGH(Y a
l , Y b

l+1) = b/2. Тобто з того, що ϕ(Y a
l ) =

Y a
l , випливає, що ϕ(Y b

l+1) = Y b
l+1. Таким чи-

ном, ми показали, що з того, що ϕ — iзометрiя i
ϕ(Y b

l ) = Y b
l , випливають рiвностi ϕ(Y a

l ) = Y a
l i

ϕ(Y b
l+1) = Y b

l+1. Тобто рiвнiсть (12) виконується
∀k : 1 < k < n.

Очевидно, що завдяки виконанню (8) i (12) гру-
па iзометрiй у цьому випадку буде тривiальною.
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A. Panova

THE GROMOV–HAUSDORFF EXPONENT OF A ALMOST EQUIDISTANCE
SPACE

The article describes the features of a metric space constructed as the Gromov–Hausdorff exponent of a
almost equidistance metric space. It is shown that all scalene triangles in this space are degenerate. It is
proven that isometry group of the Gromov–Hausdorff exponent of a almost equidistance n-points space is either
isomorphic to Sn−2, or isomorphic to S2, or is trivial.
Keywords: metric space, Gromov–Hausdorff exponent, isometry group.
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