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We prove a theorem on existence of an optimal control for differential systems in terms of coefficients of
the initial system.

Доказаны теоремы существования оптимального управления для систем дифференциальных
уравнений в терминах коэффициентов исходного уравнения.

Вступ. У данiй роботi розглядається задача оптимального керування системою диферен-
цiальних рiвнянь

ẋ = f1(t, x) + f2(t, x)u(t),
(1)

x(0) = x0,

з критерiєм якостi

J(u) =

τ∫
0

L(t, x(t), u(t)) dt → inf, (2)

де t ∈ [0, T ], x ∈ D, D — деяка обмежена замкнена область в Rd, τ — момент виходу
розв’язку x(t) на межу областi D.

Бiльш точну постановку задачi наведено в основнiй частинi роботи.
В статтi доводиться теорема iснування оптимального керування для задачi (1), (2) в

термiнах правих частин системи (1) i функцiї L(t, x, u) з критерiю якостi. Ранiше подiбнi
задачi розглядалися, наприклад, у роботах [1, 2, 3, 6], де є широка бiблiографiя.

Робота складається зi вступу, постановки задачi та основного результату.

1. Постановка задачi. Розглянемо задачу оптимального керування (1), (2), де x0 ∈ D—
фiксований вектор, t ∈ [0, T ], x ∈ D — фазовий вектор,D — обмежена замкнена область
в Rd, τ — момент першого виходу розв’язку x(t) на межу областi D, u ∈ U ⊂ Rm —
вектор керування, U — опукла замкнена множина, вектор-функцiя f1(t, x) : [0, T ]×D →
→ Rd та матриця f2(t, x) : [0, T ] × D → Rd × Rm — неперервнi за сукупнiстю змiнних
функцiї, для яких за змiнною x виконується умова Лiпшиця, тобто iснує така сталаH > 0,
що для будь-яких x1, x2 ∈ D, t ∈ [0, T ] виконуються нерiвностi

|f1(t, x1)− f1(t, x2)| ≤ H|x1 − x2|, ‖f2(t, x1)− f2(t, x2)‖ ≤ H|x1 − x2|.
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Функцiї L(t, x, u) i Lu(t, x, u) є неперервними для будь-яких t ∈ [0, T ], x ∈ D, u ∈ U i
задовольняють наступнi умови:

1) iснують такi сталi k > 0 та p > 1, що виконується нерiвнiсть

L(t, x, u) ≥ k|u|p (3)

для t ∈ [0, T ], x ∈ D, u ∈ U ;

2) iснує стала K > 0 така, що

|Lx(t, x, u)|+ |Lu(t, x, u)| ≤ K(1 + |u|p); (4)

3) L(t, x, u) опукла по u для будь-яких фiксованих t ∈ [0, T ], x ∈ D.
Керування u(t) вважаються допустимими, якщо:
а1) u(t) ∈ Lp([0, T ]),
а2) u(t) ∈ U при t ∈ [0, T ].

Множину керувань, що задовольняють умови а1), а2), будемо називати допустимою
для задачi (1), (2) i позначатимемо її через V.

2. Основний результат. Основним результатом даної роботи є наступна теорема.

Теорема. Нехай для системи (1) з критерiєм якостi (2) виконуються умови пунк-
ту 1. Тодi задача (1), (2) має розв’язок у класi допустимих керувань V, тобто iснує
оптимальне керування u∗(t), що мiнiмiзує критерiй якостi (2).

Доведення. Оскiльки критерiй якостi — невiд’ємна величина, то iснує невiд’ємна ниж-
ня границя m значень J(u), i тому iснує послiдовнiсть допустимих керувань {un(t), n ≥
≥ 1} таких, що J(un) → m при n → ∞ монотонно, тобто

J(un) =

τn∫
0

L(t, xn(t), un(t)) dt → m при n → ∞,

де xn(t) — розв’язки системи (1), що вiдповiдають керуванням un(t), τn — моменти виходу
розв’язкiв xn(t) на межу областi D.

Зауважимо, що для достатньо великих n

J(un) ≤ m+ 1.

Отже, використовуючи умову (3), отримуємо

k

τn∫
0

|un(t)|p dt ≤
τn∫
0

L(t, xn(t), un(t)) dt ≤ m+ 1,

τn∫
0

|un(t)|p dt ≤
m+ 1

k
.
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Не втрачаючи загальностi, будемо вважати, що un(s) = 0 для τn < s ≤ T. Тодi

τn∫
0

|un(t)|p dt =
T∫
0

|un(t)|p dt ≤
m+ 1

k
,

а отже,

‖un(·)‖p ≤
(
m+ 1

k

)1/p

. (5)

Тому можна вибрати пiдпослiдовнiсть (яку також позначимо через un(t)), яка слабко збi-
гається до границi u∗(t) ∈ Lp([0, T ]) i така, що виконується умова (5). Тодi за лемою Ма-
зура [4, с. 173] знайдеться опукла комбiнацiя bk(t) =

∑n(k)
i=1 αi(k)ui(t) елементiв ui(t) ∈

∈ U
(
αi ≥ 0,

∑n(k)
i=1 αi = 1

)
така, що bk → u∗, k → ∞, за нормою Lp. Отже, iснує збiжна

майже скрiзь на [0, T ] за мiрою Лебега пiдпослiдовнiсть bkl така, що bkl(t) → u∗(t), l → ∞,
для майже всiх t. Оскiльки U — опукла i замкнена множина, то

∑n(k)
i=1 αiui(t) ∈ U. Тодi iз

замкненостi множини U випливає, що u∗(t) ∈ U майже для всiх t ∈ [0, T ].
Розглянемо тепер послiдовнiсть розв’язкiв системи (1), що вiдповiдають послiдовностi

керувань {un(t), n ≥ 1}. Має мiсце зображення

xn(t) = x0 +

t∫
0

[f1(t, xn(t)) + f2(t, xn(t))un(t)] ds, t ∈ [0, τn].

Продовжимо функцiї xn на весь iнтервал [0, T ] таким чином:

yn(t) =

{
xn(t) при t ∈ [0, τn),
xn(τn) при t ∈ [τn, T ].

(6)

Доведемо рiвностепеневу неперервнiсть функцiй yn(t) при t ∈ [0, T ].
Iз нерiвностi Гельдера для будь-яких s1, s2 ∈ [0, τn] таких, що s1 < s2, отримуємо

|yn(s1)− yn(s2)| = |xn(s1)− xn(s2)| =

∣∣∣∣∣∣
s2∫
s1

[f1(t, xn(t)) dt+ f2(t, xn)(t)un(t)] dt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ M(s2 − s1) +M

∣∣∣∣∣∣
s2∫
s1

un(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M(s2 − s1) +M(s2 − s1)1/q‖un‖p,

де 1/p+ 1/q = 1, а M = max{maxx∈D,t∈[0,T ]|f1(t, x)|,maxx∈D,t∈[0,T ]|f2(t, x)|}.
Якщо s1 < τn < s2 < T, то маємо

|yn(s1)− yn(s2)| = |xn(s1)− xn(τn)| =

∣∣∣∣∣∣
τn∫
s1

[f1(t, xn(t)) + f2(t, xn(t))un(t)] dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ M(τn − s1) +M

∣∣∣∣∣∣
τn∫
s1

un(t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M(τn − s1) +M(τn − s1)1/q‖un‖p ≤

≤ M(s2 − s1) +M(s2 − s1)1/q‖un‖p.

Якщо τn < s1 < s2 < T, то

|yn(s1)− yn(s2)| = |xn(τn)− xn(τn)| = 0.

Звiдси випливає рiвностепенева неперервнiсть функцiй yn(t). Оскiльки yn(t) належить D
для будь-якого n ≥ 0 i t ∈ [0, T ], то функцiї yn(t) є рiвномiрно обмеженими на [0, T ]. За
теоремою Асколлi тепер можна видiлити пiдпослiдовнiсть послiдовностi {yn(t), n ≥ 1}
(яку також позначимо через {yn(t), n ≥ 1}) таку, що yn(t) → y∗(t) при n → ∞ рiвномiрно
на вiдрiзку [0, T ].

Позначимо через τ∗ момент першого виходу y∗(t) на межу ∂D, тобто

τ∗ =

{
inf{t ∈ [0, T ] : y∗(t) ∈ ∂D},
T, якщо y∗(t) ∈ D \ ∂D ∀t ∈ [0, T ],

i

τn =

{
inf{t ∈ [0, T ] : yn(t) ∈ ∂D},
T, якщо yn(t) ∈ D \ ∂D ∀t ∈ [0, T ].

Покажемо, що τ∗ ≤ limn→∞ inf τn.
Припустимо, що це не так. Тодi

τ∗ > lim
n→∞

inf τn = τ.

За теоремою про характеризацiю точної нижньої межi для будь-якого δ > 0 множина
{n ∈ N|τn < τ + δ} є нескiнченною. Виберемо δ таким чином, щоб τ + δ < τ∗. Тодi
iснують така пiдпослiдовнiсть {τnk

, nk ≥ 1} послiдовностi {τn, n ≥ 1} i число N ∈ N таке,
що для будь-якого nk ≥ N τnk

< τ + δ.
Виберемо момент часу t0 такий, що t0 ∈ (τ + δ, τ∗). Тодi ynk

(t0) = xnk
(τnk

) належить
∂D.

Iз рiвномiрної збiжностi yn(t) до y∗(t) на [0, T ] маємо, що для будь-якого ε > 0 iснує
таке P ∈ N, що для будь-якого nk ≥ P виконується нерiвнiсть

|y∗(t)− ynk
(t)| < ε.

Але якщо взяти 0 < ε < infv∈∂D |y∗(t0)− v|, то для фiксованого t0 ∈ (τ + δ, τ∗)

|y∗(t0)− ynk
(t)| = |y∗(t0)− xnk

(τnk
)| > ε.

Отримали суперечнiсть. Тому

τ∗ ≤ lim
n→∞

inf τn.
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Покладемо x∗(t) = y∗(t) при t ∈ [0, τ∗].
Покажемо, що x∗(t) є розв’язком системи (1) при t ∈ [0, τ∗], що вiдповiдає керуван-

ню u∗(t).
Для будь-якого t ∈ [0, τ∗] ynk

(y) = xnk
(t) для достатньо великих nk, i оскiльки для всiх

t ∈ [0, T ] ynk
(t) → y∗(t) при n → ∞ рiвномiрно, то xnk

(t) → x∗(t) при n → ∞ рiвномiрно
по t ∈ [0, τ∗].

Оскiльки xnk
(t) — розв’язок системи (1), то маємо

xnk
(t) = x0 +

t∫
0

[f1(s, xnk
(s)) dt+ f2(s, xnk

(s))unk
(s)] ds =

= x0 +

t∫
0

[f1(s, xnk
(s)) + f2(s, xnk

(s))u∗(s)] ds+

+

t∫
0

[f2(s, xnk
(s))− f2(s, x∗(s))](unk

(s)− u∗(s)) ds+

+

t∫
0

f2(s, x
∗(s))[unk

(s)− u∗(s)] ds ≤ x0 +

t∫
0

[f1(t, xnk
(s)) + f2(t, xnk

(s))u∗(s)] ds+

+

 t∫
0

[f2(t, xnk
(s))− f2(t, x∗(s))]q ds

1/q t∫
0

(unk
(s)− u∗(s))p ds

1/p

+

+

t∫
0

f2(t, x
∗(s))(unk

(s)− u∗(s)) ds ≤ x0 +

t∫
0

[f1(t, xnk
(s)) + f2(t, xnk

(s))u∗(s)] ds+

+

 t∫
0

[H|xnk
(s)− x∗(s)|]q ds

1/q

(‖unk
(s)‖p + ‖u∗(s)‖p)+

+

t∫
0

f2(t, x
∗(s))(unk

(s)− u∗(s)) ds при t ∈ [0, τ∗].

Останнi два iнтеграли прямують до нуля при n → ∞.Це випливає iз рiвномiрної збiж-
ностi послiдовностi розв’язкiв xnk

(t) до x∗(t) i слабкої збiжностi послiдовностi керувань
unk

(t) до u∗(t) при n → ∞ на вiдрiзку t ∈ [0, T ]. Тому маємо

x∗(t) = x0 +

t∫
0

[f1(s, x
∗(s)) dt+ f2(s, x

∗(s))u∗(s)] ds

для будь-якого t ∈ [0, τ∗].
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Отже, x∗(t) — розв’язок системи (1), що вiдповiдає керуванню u∗(t) при t ∈ [0, τ∗].

Залишилось довести, що керування u∗(t) є оптимальним.
Розглянемо два випадки:
1. Функцiя y∗(τ∗) належить ∂D.
Нехай χR(t) — характеристична функцiя множини {t : |u∗(t) |< R}.Оскiльки L(t, x, ·)

є опуклою, то виконується нерiвнiсть

L(t, y∗(t), v(t))χR(t) ≥ L(t, y∗(t), u∗(t))χR(t)+

+ (v(t)− u∗(t))Lv(t, y∗(t), u∗(t))χR(t) ∀v(t) ∈ V, t ∈ [0, τ∗].

Покладемо v(t) = unk
(t), тодi

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), unk
(t))χR(t) dt ≥

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), u∗(t))χR(t) dt+

+

τ∗∫
0

(unk
(t)− u∗(t))Lu(t, y∗(t), u∗(t))χR(t) dt. (7)

Iз умови (4) маємо

|Lu(t, y∗(t), u∗(t))| ≤ |Lx(t, x∗(t), u∗(t))|+ |Lu(t, x∗(t), u∗(t))| ≤ K(1+ |u∗(t)|p) ≤ K(1+Rp).

Другий iнтеграл у правiй частинi нерiвностi (7) прямує до 0 при n → ∞. Останнє випливає
iз слабкої збiжностi unk

(t) до u∗(t). Отже,

lim
nk→∞

inf

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), unk
(t))χR(t) dt ≥

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), u∗(t))χR(t) dt.

Оскiльки L(t, x, u) ≥ 0, χR(t) ≤ 1 i χR(t) → 1 при R → ∞, то

lim
nk→∞

inf

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), unk
(t)) dt ≥

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), u∗(t)) dt. (8)

Розглянемо також величину

∣∣∣∣∣∣
τ∗∫
0

[L(t, ynk
(t), unk

(t))− L(t, y∗(t), unk
(t))] dt

∣∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣
τ∗∫
0

1∫
0

Ly(t, yλnk
(t), unk

(t))(ynk
(t)− y∗(t)) dλdt

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
τ∗∫
0

|ynk
(t)− y∗(t)|K(1 + |unk

(t)|p) dt ≤

≤ K max
t∈[0,τ∗]

{|ynk
(t)− y∗(t)|}

τ∗∫
0

(1 + |unk
(t)|p) dt, (9)

де yλnk
(t) = y∗(t) + λ(ynk

(t) − y∗(t)). Оскiльки ‖unk
‖p є обмеженою, то права частина

нерiвностi (9) прямує до 0 при nk → ∞. Далi маємо

τ∗∫
0

L(t, ynk
(t), unk

(t)) dt±
τ∗∫
0

L(t, y∗(t), unk
(t)) dt±

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), u∗(t)) dt =

=

τ∗∫
0

[L(t, ynk
(t), unk

(t))− L(t, y∗(t), unk
(t))] dt+

+

τ∗∫
0

[L(t, y∗(t), unk
(t))− L(t, y∗(t), u∗(t))] dt+

τ∗∫
0

L(t, y∗(t), u∗(t)) dt.

Перший iнтеграл у правiй частинi останньої нерiвностi прямує до 0 при n → ∞ в силу
нерiвностi (9), а другий iнтеграл в силу нерiвностi (8) є невiд’ємним. Тому

lim
nk→∞

inf

τ∗∫
0

L(t, ynk
(t), unk

(t)) dt ≥
τ∗∫
0

L(t, y∗(t), u∗(t)) dt (10)

або
J(u∗) ≤ lim

nk→∞
inf J(unk

(t)).

Оскiльки
inf
u∈U

J(u) ≤ J(u∗) ≤ lim
nk→∞

inf J(unk
) = m,

то
J(u∗) = m.

Отже, u∗(t) — оптимальне керування.
2. Нехай тепер τ∗ = T i y∗(τ∗) ∈ D \ ∂D.
Оскiльки ynk

(t) → y∗(t) при nk → ∞ рiвномiрно на [0, T ], то для достатньо великих nk
τnk

= T.
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Тодi якщо в (10) τ∗ замiнити на T, то отримаємо

J(u∗) ≤ lim
nk→∞

inf

T∫
0

L(t, ynk
(t), unk

(t)) dt = lim
nk→∞

inf J(un) = m.

Отже, u∗(t) — оптимальне керування.
На завершення проiлюструємо доведену теорему.

Приклад. Нехай задача (1), (2) має вигляд

ẋ = x2etx + x2u(t),
(11)

x(0) = 1,

з критерiєм якостi

J(u) =

τ∫
0

(etx
2
+ etx

2
u2) dt → inf, (12)

де |x| < 2, t ∈ [0, 1]T = 1, u ∈ U, U — довiльна опукла замкнена множина, що мiстить 0.
Легко перевiрити, що для задачi (11), (12) виконано всi умови теореми 1 при p = 2,

а тому iснує її оптимальне керування у класi допустимих керувань, що задовольняють
умови а1) та а2) при T = 1 i p = 2.

Отже, задача (11), (12) має розв’язок.
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