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The present paper is a brief review of the history and development of the famous Kuramoto model of
coupled phase oscillators. We consider several systems that are generalizations of the classical Kuramoto
model, which are given on symmetric oscillatory networks with different functions of interaction between
the elements. We describe the collective dynamics and bifurcations of transitions between different modes
of the interacting elements, namely: partial and full synchronizations, the global anti-phase mode, a slow
switching mode between clusters, and chimera states. We show the interconnection between symmetries
of networks and the existence of invariant manifolds of the system, cluster states and more complicated
collective modes. In part II, we will consider several models with non-global symmetric coupling.

Наведено короткий огляд iсторiї виникнення та розвитку знаменитої моделi Й. Курамото зв’я-
заних фазових осциляторiв. Розглянуто декiлька систем, що є узагальненнями класичної моделi
Курамото, заданих на симетричних осциляторних мережах при рiзних функцiях взаємодiї мiж
елементами. Описано колективну динамiку та бiфуркацiї переходiв мiж рiзними режимами взаємо-
дiючих елементiв: повну та часткову синхронiзацiї, режим глобальної антифази, режим повiльного
перемикання мiж кластерами та химернi стани. Показано взаємозв’язок симетрiй мережi з iснуван-
ням iнварiантних многовидiв системи, кластерних станiв та бiльш складних колективних режимiв.
У частинi II даної роботи буде розглянуто декiлька моделей з неглобальним симетричним зв’язком.

1. Вступ. Першi експерименти, що засвiдчили протифазову синхронiзацiю двох годин-
никових маятникiв, були проведенi знаменитим фiзиком Х. Гюйгенсом у XVII ст. [1, 2].
Близько двох з половиною столiть нiяких суттєвих досягнень в отриманнi нових експе-
риментальних даних i теоретичних обґрунтувань синхронiзацiї не було. Винятком можна
вважати лише помiченi бiологами синхронiзацiї спалахiв свiтлячкiв та циркадних ритмiв у
рослин. Сплеск наукового iнтересу до синхронiзацiї почався наприкiнцi XIX— на початку
XX ст. з виникненням електродинамiки та успiхами в дослiдженнi взаємодiї нейронiв. Це
можна пояснити автоколивною природою колективної поведiнки взаємодiючих об’єктiв,
теоретичного розумiння якої у попереднiй перiод часу ще не було. Подальшi поштовхи до
розвитку теорiї синхронiзацiї та колективної динамiки були спричиненi винаходом ком-
п’ютерiв та появою кiбернетики, радiофiзики, розвитком теорiї коливань, появою теорiї
бiфуркацiй, успiхами у дослiдженнi людського мозку та появою математичних нейронних
моделей (моделi Ходжкiна –Хакслi, в першу чергу), рiзноманiтними бiологiчними спо-
стереженнями колективної динамiки живих органiзмiв, винайденням коливних хiмiчних
реакцiй, лазерiв, появою приладiв, що стимулюють роботу серця та мозку, комп’ютерних
та штучних нейронних мереж. Серед учених, якi зробили значний внесок у становлен-
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ня теорiї синхронiзацiї, варто згадати Релея, Ван-дер-Поля, Андронова, Вiтта, Вiннера.
В серединi XX ст. з’явилося розумiння складностi колективної динамiки взаємодiючих
об’єктiв та необхiднiсть створення математичних моделей, якi б описували спiльнi ри-
си синхронiзацiї навiть незалежно вiд природи та складностi взаємодiючих об’єктiв та
були якомога простiшими та зручними для подальшого аналiтичного вивчення. Першу
вагому спробу здiйснив А. Вiнфрi [4, 5] у серединi 1960-х рокiв, запропонувавши мо-
дель взаємозв’язаних осциляторiв. Iншим значним проривом у теорiї синхронiзацiї мож-
на вважати запропоновану японським фiзиком Й. Курамото модель зв’язаних фазових
осциляторiв у 1975 р. [6]. Широке визнання вченими рiзних природничих спецiальностей
та шалену популярнiсть модель Курамото (МК) отримала пiсля виходу його книги [7] у
1984 р. Популярною МК стала саме завдяки своїй простотi, зручностi для дослiдження
та можливостi опису структурно дуже вiдмiнних мiж собою режимiв колективної дина-
мiки, таких як повна синхронiзацiя, часткова синхронiзацiя, протифазна синхронiзацiя,
хвилi обертання, довготривала синхронiзацiя з перемиканням, химернi стани i т. п. I при
цьому в класичнiй МК кожен осцилятор описується всього одним рiвнянням, у якому
також вказується спосiб його взаємодiї з iншими осциляторами. Iншим важливим момен-
том для моделi є її гнучкiсть: можливiсть легко описувати рiзнi сiтки взаємодiй, легко
ускладнювати способи взаємодiї, наприклад, ускладнюючи функцiю взаємодiї, узагальню-
ючи опис власних частот осциляторiв або вводячи адаптацiю чи пластичнiсть (записую-
чи додатковi рiвняння для опису залежностi сили взаємодiї елемента вiд його поточної
фази).

Важливий внесок у розвиток та популярнiсть МК внiс, на думку автора, С. Строгатц,
який є також спiвавтором кiлькох теорiй стосовно вказаної моделi (зокрема, теорiї Вата-
набе –Строгатца), а також автором чисельної кiлькостi статей та книги про синхронiзацiю
[8]. Також слiд вiдмiтити книгу А. Пiковського, М. Розенблюма та Ю. Куртца [2], в якiй
детально викладено iсторiю синхронiзацiї, її фiзичну мотивацiю, математичний опис та
перспективи застосування в рiзних галузях природознавства.

Дослiдження МК та її застосування приводять до появи нових типiв моделей колек-
тивної динамiки та нових математичних теорiй. Вiдмiтимо, зокрема, МК з запiзненням
[9 – 14], осциляторну модель з центральним елементом [15 – 19], осциляторнi мережi з
хабами [20 – 23], МК з пластичнiстю [24 – 26], МК з адаптацiєю [27 – 29], рiзницеву МК
[14, 30], нескiнченновимiрнi МК [31 – 35], ланцюговi та кiльцевi осциляторнi моделi [36 –
43], MK з випадковими розподiлами частот та шумом [31, 35, 44 – 46], МК з нелiнiйними
фазовими зсувами [47 – 49], МК зi зворотним впливом [10, 50, 51], МК з iнерцiєю [9, 31,
52 – 54] та МК на мережах, заданих специфiчними графами [55, 57 – 59]. Крiм зазначеної
вище теорiї Ватанабе –Строгатца, вiдмiтимо також анзац Отта –Антонсена [60], теорiю
Хонг –Строгатца [61, 62], а також численнi дослiдження (якi можна вважати окремою
теорiєю) про режими повiльного перемикання та гетероклiнiчнi структури в системах
типу Курамото [11, 55, 57, 63 – 65].

Дуже важливими в теорiї синхронiзацiї є виявленi Й. Курамото та Д. Баттогтохом
когерентно – некогерентнi стани [39], якi пiзнiше Д. Абрамс та С. Строгатц назвали “хи-
мерними станами” або просто “химерами” [36, 66]. Крiм своєрiдної структури, химернi
режими цiкавi тим, що спочатку вони були описанi математичними рiвняннями i ли-
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ше згодом (приблизно через десятирiччя) пiдтвердженi численними фiзичними експери-
ментами.

Вiдмiтимо, що за допомогою МК та подiбних моделей були отриманi значнi результати
при дослiдженнi таких режимiв, як “змагання без переможцiв”, “переможець отримує
все”, “змагання за синхронiзацiю”. Також за допомогою системи Курамото можуть бути
змодельованi певнi ситуацiї в теорiї iгор та теорiї конфлiктiв.

Оскiльки варiацiї МК дозволяють легко конструювати системи з наперед заданими
симетрiями, вони дозволяють виявляти взаємозалежнiсть мiж симетрiями системи та її
iнварiантними множинами, а також приводять до знаходження та дослiдження нових типiв
бiфуркацiй. Також моделi типу Курамото широко використовуються для видiлення та
дослiдження фазової синхронiзацiї у системах бiльш складної природи, коли один вузол
задається багатьма диференцiальними рiвняннями. Особливо такi методи ефективнi для
дослiдження рiзних типiв синхронiзацiї в нейронних мережах.

На даний момент iснують тисячi статей, присвячених рiзноманiтним варiацiям та уза-
гальненням МК, а також дослiдженням синхронiзацiї та колективної динамiки зв’язаних
осциляторiв та нейронiв. Великi огляди даної тематики можна знайти, зокрема, в робо-
тах [2, 31, 35, 42, 55, 59, 67 – 74]. У даному контекстi також слiд особливо вiдзначити
монографiї [2, 5, 8, 75 – 79].

Вiдмiтимо, що МК (та її узагальнення) мережi одновимiрних фазових осциляторiв є
часто перехiдним етапом для дослiдження мереж бiльш складних багатовимiрних еле-
ментiв. Зокрема така система може бути отримана як усереднення бiльш складної си-
стеми зi збереженням певних властивостей колективної поведiнки [80 – 85]. Стандартна
МК виникла як фазова частина зв’язаних комплекснозначних систем Стюарта –Ландау
[7]. Мотивацiєю Й. Курамото для створення моделi слугували спостереження поведiнки
хiмiчних та бiологiчних осциляторiв. Пiсля виникнення МК знайшла своє широке за-
стосування при дослiдженнях нейронних мереж, надпровiдникових з’єднань Джозефсо-
на, масивах лазерiв та моделюваннi багатьох iнших складних систем взаємодiючих еле-
ментiв. Незважаючи на те що для моделювання окремих елементiв мережi в бiльшостi
прикладних випадкiв застосовуються багатовимiрнi системи з дуже складною iндивiду-
альною поведiнкою, для моделювання їхньої колективної поведiнки може бути достатньо
вивчення лише їхньої фазової (у певному розумiннi) синхронiзацiї. Одним зi способiв
дослiдження синхронiзацiї даних є видiлення фаз сигналiв за допомогою перетворення
Гiльберта [86], що дає змогу подальшого їхнього дослiдження у виглядi осциляторних
систем.

У данiй роботi ми коротко оглянемо моделi взаємодiючих осциляторiв, що базуються на
МК. Також, використовуючи в основному попереднi власнi результати, покажемо, як рiзно-
манiтнi типи зв’язкiв впливають на утворення рiзних типiв колективної динамiки в системi
та на бiфуркацiйнi переходи мiж рiзними режимами. Також покажемо, як симетрiї взає-
модiї мiж елементами та функцiї зв’язкiв у моделях впливають на утворення рiзних типiв
синхронiзацiї. У цiй частинi огляду ми розглянемо найбiльш популярнi моделi iдентичних
осциляторiв iз глобальним зв’язком, а саме: стандартнуМК, модель Курамото –Сакагучi (з
одногармонiчним зв’язком та фазовим зсувом), модель Пiковського – Розенблюма (з нелi-
нiйним фазовим зсувом, залежним вiд параметра порядку), модель Гансела –Мато –Моньє
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(з двогармонiчним зв’язком) та узагальнену модель Даiдо/Хонг –Строгатца (з притягу-
вальними та вiдштовхувальними елементами i фазовим зсувом).

Удругiй частинi цiєї роботибуде розглянутомоделi iдентичних осциляторiв iз симетрич-
ними графами взаємодiї, а саме: модель iз центральним елементом, модель iз циркулянтним
зв’язком, модель нерозрiзнюваних осциляторiв, моделi з блочно-симетричними зв’язками.
У цiй частинi основною метою буде показати наявнiсть колективних динамiк iз певними
особливостями (взаємодiя мiж елементами спецiально будується таким чином, щоб були
тi чи iншi особливi типи розв’язкiв).

2. Моделi фазових осциляторiв типу Курамото. 2.1. Опис системи. Розглянемо модель
N зв’язаних фазових осциляторiв типу Курамото:

dθi
dt

= ωi +
1

N

N∑
j=1

KijΓij(θi − θj), i = 1, . . . , N, (1)

де θi ∈ [0, 2π) = T1 — фазовi змiннi, ωi — власнi частоти осциляторiв, Kij — параметри
(сили) зв’язкiв мiж осциляторами, Γij(x) —гладкi 2π -перiодичнi функцiї зв’язку. Наголо-
симо на тому, що кожна змiнна θi пробiгає одновимiрне коло, i отже, фазовим простором
системи є тор TN . Для наочностi можемо уявляти N точок, якi рухаються в одному напрям-
ку по колу з власними кутовимишвидкостями ωi у випадку, коли система не зв’язана (коли
всi Kij = 0), i мають спiльну колективну динамiку у випадку наявностi зв’язкiв. Наявнiсть
зв’язкiв у системi та залежнiсть окремих фазових точок одна вiд одної може спричиняти
досить складну загальну поведiнку. Зокрема згаданi фазовi точки пiд дiєю колективного
впливу одна на одну можуть: рухатися не лише в одному напрямку, а й коливатися досить
рiзноманiтним чином, збиратися в групи (кластери) i рухатися разом протягом певного
часу або перманентно, рухатися протягом довгого часу разом iз якоюсь групою, а потiм за
короткий час перейти в iншу групу, коливатися хаотично i т. д. Параметр Kij (який також
може бути не постiйним Kij(t)) вказує на силу впливу j -го осцилятора на i-й. Рiвнiсть
будь-якого з параметрiв Kij нулю означає вiдсутнiсть зв’язкiв мiж вiдповiдними осциля-
торами. Система є досить загальною, частiше, як правило, використовується одна функцiя
зв’язкiв Γij(x) = g(x). Стандартна МК (з чого все починалось) описує систему глобально
зв’язаних осциляторiв iз однiєю функцiєю зв’язку Γij(x) = − sinx та однаковими силами
взаємодiї Kij = K для всiх значень iндексiв. Природно такожпочинати дослiдження систе-
ми Курамото у випадку iдентичних фазових осциляторiв, тобто коли ωi = ω, i = 1, . . . , N,

оскiльки така система є максимально симетричною. Випадок iдентичних осциляторiв є
найбiльш дослiджуваним для будь-яких способiв взаємодiї, дає можливiсть отримати ваго-
мi аналiтичнi результати, на вiдмiну вiд неiдентичних випадкiв. Тим бiльше неочiкуваними
часто є результати (як правило, спочатку отриманi за допомогою комп’ютерної симуляцiї)
рiзноманiтних режимiв, якi здаються дуже несиметричними в симетричних умовах взаємо-
дiї (такi як перемикання мiж кластерами чи химернi стани). Варiюючи елементи матрицi
взаємодiї мiж осциляторами Kij , функцiї зв’язку Γij(x) та власнi частоти ωi, можна ство-
рити ситуацiю, коли система (1) має ту чи iншу наперед задану симетрiю. Часто симетрiї
в подiбних системах є добре прихованими i можуть бути виявленi лише при детальному
дослiдженнi. Виявляється, що симетрiї в системi часто приводять до виникнення iнварi-
антних многовидiв, якi, в свою чергу, вiдповiдають рiзноманiтним кластерам (частковiй
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синхронiзацiї кiлькох осциляторiв). Також велика кiлькiсть симетрiй може привести до
iснування многовидiв, цiлком заповнених особливими точками чи сiм’єю перiодичних
розв’язкiв, якi розсипаються при найменшому порушеннi симетрiї. Вiдмiтимо також, що
певнi бiфуркацiї в системi також можливi лише при наявностi певних симетрiй, зокрема
локальних транскритичної та вилкової бiфуркацiй (замiсть бiльш типової сiдло-вузлової
бiфуркацiї в несиметричних ситуацiях) та рiзноманiтних гетероклiнiчних бiфуркацiй.

У данiй роботi ми коротко опишемо кiлька випадкiв, коли симетрiї в системi (1) при-
водять то рiзних типiв синхронiзацiї, а також до певних типiв бiфуркацiй.

2.2. Система у фазових рiзницях. Спочатку вiдмiтимо, що правi частини загальної
системи (1) залежать вiд фазових рiзниць θi − θj , що свiдчить про наявнiсть у системи
симетрiї фазового зсуву T1 вздовж кола, який задається дiєю θi 7→ θi + ε. Це означає,
що для дослiдження рiзноманiтних видiв колективної динамiки можна зафiксувати один
осцилятор i далi розглядати систему з фазовими змiнними, яка має меншу на одиницю
вимiрнiсть. Зокрема ми фiксуємо перший осцилятор i вводимо фазовi рiзницi

ϕi = θ1 − θi+1, i = 1, . . . , N − 1. (2)

Таким чином, вiд системи (1) переходимо до допомiжної системи у фазових рiзницях

dϕi
dt

= ∆i +
1

N

N∑
j=1

(K1,jΓ1,j(ϕj−1)−Ki+1,jΓi+1,j(ϕj−1 − ϕi−1)) , i = 1, . . . , N − 1, (3)

де ∆i = ω1 − ωi+1, i = 1, . . . , N − 1, та ϕ0 = 0. Остання система “поглинає” вказану
симетрiю. Цiлий одновимiрний iнварiантний многовид синхронiзацiї θi = θ, i = 1, . . . , N,

для системи (1) стискається в одну точку ϕi = 0, i = 1, . . . , N −1, для нової системи. Недо-
лiками нової системи є вiдсутнiсть або прихованiсть однiєї iз симетрiй та бiльш складна її
права частина. Перевагами є те, що певнi особливi множини зменшують свою вимiрнiсть
на одиницю (не завжди, залежно вiд ситуацiї), що має певнi спiльнi риси з дослiдженням
перерiзiв Пуанкаре при описi певних розв’язкiв динамiчної системи. Так, зокрема, замiсть
дослiдження перiодичних розв’язкiв часто можна обмежитися розглядом положень рiв-
новаги, а замiсть дослiдження квазiперiодичних траєкторiй — перiодичними орбiтами. В
останнiх випадках дослiдження стiйкостi та бiфуркацiйний аналiз значно спрощуються.
Для зручностi дослiджень для редукцiї системи (1) крiм фазових рiзниць (2) можна кори-
стуватися будь-яким набором з N − 1 лiнiйно незалежних фазових рiзниць ϕij = ϕi − ϕj ,
оскiльки динамiки рiзних зведених систем є топологiчно еквiвалентними мiж собою.

Iнколи для опису динамiки системи (1) зручно переходити до нових змiнних (2), зали-
шаючи N -те рiвняння в системi. Зокрема, невироджена замiна змiнних,

Φ
T

=

(
θ1

ΦT

)
= SNΘT , SN =



1 0 . . . 0 0

1 −1
. . . . . . 0

... 0
. . . . . . ...

1
... . . . −1 0

1 0 . . . 0 −1


,
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зводить систему (1), записану у векторнiй формi як dΘ/dt = F (Θ), до системи dΦ/dt =

= G(Φ), що є розширенням системи dΦ/dt = G(Φ), Φ = (θ1,Φ) за допомогою рiвняння
dθ1/dt = F1(θ1, . . . , θN ) = F 1(ϕ1, . . . , ϕN ). Зв’язок мiж власними значеннями λ лiнеаризо-
ваної системи iдентичних осциляторiв (1) та лiнеаризацiї її редукцiї (3) можна записати у
виглядi [37]:

det(A− λIN ) = −λ det(B − λIN−1),

де
A = A(Θ0) =

∂F (Θ)

∂Θ

∣∣∣∣
Θ=Θ0

, B = B(Φ0) =
∂G(Φ)

∂Φ

∣∣∣∣
Φ=Φ0

,

IN — квадратна одинична матриця розмiру N.
2.3. Позначення та означення. Одним iз важливих понять для розумiння та оцiнювання

ступеня синхронiзацiї в системах зв’язаних фазових осциляторiв є поняття параметра
порядку Курамото. Комплексне середнє поле

Z(t) = R(t)eıψ(t) =
1

N

N∑
j=1

eıθj(t),

де ı =
√
−1, будемо називати комплексним параметром порядку, а його амплiтуду R(t) —

параметром порядку (у рiзних джерелах параметром порядку називають або Z, або R).
Позначимо

Θ = (θ1, . . . , θN ), Θij = lim
t→∞
|θi(t)− θj(t)| , Ωij = lim

t→∞

1

t
|θi(t)− θj(t)| .

Далi надамо означення (iнколи з короткими поясненнями) рiзних найбiльш важливих типiв
синхронiзацiї в системi (1).

Два осцилятори θi та θj є фазово синхронiзованими, якщо Θij = 0.

Два осцилятори θi та θj є частотно синхронiзованими, якщо Ωij = 0.

Два осцилятори θi та θj є десинхронiзованими (у будь-якому розумiннi), якщо Ωij 6= 0.

Система має повну синхронiзацiю Θsync, коли всi її осцилятори є синхронiзованими мiж
собою, тобто

Θsync = (θ, . . . , θ). (4)

Легко перевiрити, що повна синхронiзацiя еквiвалентна тому, що R = R(Θsync) = 1.

Одночасна синхронiзацiя m осциляторiв (m ≥ 2) у системi називається або m-класте-
ром, або просто кластером.

Назвемо k -кластерним станом таке розбиття множини осциляторiв (θ1, . . . , θN ), при
якому вся множина їхнiх iндексiв розбита на пiдмножини таким чином:

A = {1, . . . , N} =

k⋃
j=1

Aj , Aj ∩ Ai = ∅ для j 6= i,

що будь-якi осцилятори θi та θm є рiвними, якщо їхнi iндекси належать однiй пiдмножи-
нi Aj , та не дорiвнюють один одному, якщо їхнi iндекси належать рiзним пiдмножинам.
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Величиною кожного кластера aj є число iндексiв вiдповiдної множини aj = |Aj |,∑k

j=1
aj = N.

Два осцилятори є фазово замкнутими, якщо |θi(t)− θj(t)| ≤ C < 2π. Осцилятори θi та
θj знаходяться у антифазi, якщо Θij = π.

Системамає стан рiвномiрно розподiленихфаз Θsplay (або хвилi обертання), якщо Θi,i+1 =

= m · 2π/N, i = 1, . . . , N (iндекс i береться за модулем N ), або (в iншому записi)

Θsplay =

(
θ, θ +m

2π

N
, θ +m

2 · 2π
N

, . . . , θ +m
(N − 1)2π

N

)
, m = 1, . . . , N − 1. (5)

Параметр порядку R(Θsplay) = 0.

Система має стан глобальної антифази, якщо R = 0 (попереднiй стан є частковим
випадком цього). З означення параметра порядку випливає, що стан повної антифази за-
дається (N − 2)-вимiрною множиноюM(N) ∈ TN :

M(N) =

(θ1, . . . , θN ) :

N∑
j=1

eıθj = 0

 . (6)

Будемо вважати, що оригiнальна система (1) має режим повiльного (гетероклiнiчно-
го) перемикання мiж кластерами, коли вiдповiдна їй система у фазових рiзницях (3) має
гетероклiнiчний цикл, сiдловi точки якого вiдповiдають кластерним режимам. Варiацiєю
режиму повiльного перемикання можна вважати також режим, що вiдповiдає граничному
циклу системи (3), близькому до згаданого гетероклiнiчного циклу i утвореного пiсля його
зникнення унаслiдок бiфуркацiї. Ми не даємо тут бiльш чiткого математичного означення,
щоб не звузити дане поняття, яке використовується значною кiлькiстю авторiв у дещо
рiзних контекстах з метою опису деяких фiзичних чи нейронних явищ (див., зокрема,
[63, 64, 85, 87 – 90]). Iдея даного означення полягає у тому,щофазова траєкторiя дуже довго
знаходиться у околi сiдла (сiдло-вузла), що вiдповiдає кластеризацiї певної кiлькостi (не
всiх) осциляторiв, а потiм за дуже короткий час дана траєкторiя “перебiгає” до iншого сiдла,
що також вiдповiдає кластеру, але уже з iншим набором осциляторiв. Поняття слабкого
перемикання може бути i бiльш загальним, зважаючи на те, що гетероклiнiчнi цикли
можуть мати своїми вузлами не тiльки сiдла, а й сiдловi граничнi цикли або сiдловi хаотичнi
орбiти.

У даному списку режимiв синхронiзацiї вiдсутнiй так званий “химерний стан” або
когерентно-некогерентний режим, який є мабуть одним з найбiльш цiкавих та дослiджу-
ваних режимiв колективної взаємодiї у системах зв’язаних елементiв. Химернi стани не
можуть виникати у системах глобально зв’язаних фазових осциляторiв, тому у цiй частинi
роботи ми не будемо його описувати, а зробимо це у наступнiй частинi, де будуть роз-
глядатися симетричнi неглобальнi мережi взаємодiї. Крiм того, iсторiя виникнення химер,
їхнього означення та мереж, для яких вони можуть iснувати, вимагає бiльш детальної
дискусiї.

Вiдмiтимо, що в означеннях кожного з описаних вище режимiв ми не вимагали його
стiйкостi або стiйкостi вiдповiдної траєкторiї системи, що вiдповiдає певному режиму.
Стiйкiсть кожного з таких режимiв може бути предметом окремого дослiдження. Але,
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якщо не вказується зворотне, ми вважаємо, що режим iснує, якщо вiн асимптотично стiй-
кий. Можуть бути й iншi режими, зв’язанi з елементами синхронiзацiї в системi (як,
наприклад, хаотична синхронiзацiя), але їхнi означення є досить складними та неодно-
значними.

Зробимо декiлька зауважень вiдносно окремих означень. Фазова синхронiзацiя є бiльш
слабким поняттям, нiж частотна. Осцилятори, якi знаходяться у протифазi, є частотно
синхронiзованими. Система може мати декiлька кластерiв (груп синхронiзованих осци-
ляторiв), якi при цьому можуть бути фазово замкненими мiж собою, а можуть i не бути
такими (обертатися по колу так, щоб їхня рiзниця долала бар’єр 2π ). Параметр порядку
R може бути константою (наприклад, у режиму повної синхронiзацiї чи повної протифа-
зи), так i бути функцiєю, залежною вiд часу R = R(t) (як будь-якого режиму, що має
принаймнi два десихронiзованi осцилятори). Складнi колективнi динамiчнi режими мо-
жуть бути у певному розумiннi суперпозицiями бiльш простих колективних режимiв, як,
наприклад, хаотична синхронiзацiя [91, 92], гетероклiнiчнi химери [93 – 95] чи хаотичнi
химери [96, 97]. Усi означення, зробленi для фазових осциляторiв, мають свої природнi
аналоги для бiльш складних зв’язаних динамiчних систем (наприклад, моделей нейрон-
них мереж).

3. Системи глобально зв’язаних iдентичних осциляторiв. Математичне задання мереж
динамiчно взаємодiючих мiж собою елементiв (осциляторiв, нейронiв тощо) завжди має
три основнi складовi:

1. Опис динамiки iндивiдуального (не зв’язаного з iншими) вузла за допомого рiвнянь
або систем рiвнянь.

2. Опис архiтектури взаємодiї мiж окремими елементами мережi, що найчастiше мож-
ливо за допомогою графу зв’язкiв.

3. Опис впливу одного елемента на iнший у кожнiй ланцi зв’язки, що вiдбувається за
допомогою додаткових виразiв у правих частинах системи iндивiдуального елемента або
за допомогою додаткових рiвнянь чи систем рiвнянь.

Складна система взаємодiючих елементiв завжди має важливi особливостi колективної
динамiки, якщо якась iз описаних вище складових 1 – 3 має симетрiї. Зокрема, характер-
ною особливiстю симетричних мереж є наявнiсть рiзноманiтних кластерiв та iнварiантних
множин динамiчних моделей. Симетрiйнi властивостi часто суттєво спрощують аналiтичне
дослiдження вiдповiдних систем та надають можливостi для рiзноманiтної їхньої редукцiї.
Очевидно, що найбiльшу можливiсть редукцiї надає система, у якої симетрiї присутнi у
кожнiй з описаних складових 1 – 3. У данiй роботi ми розглядаємо системи, що мають
симетрiї в описi iндивiдуальних вузлiв та зв’язкiв мiж вузлами, а також повну або часткову
симетрiю мережi взаємодiї. У подальшому буде показано, як наявнiсть таких симетрiй у
осциляторних систем приводять до iснування iнварiантних областей чи замкнутих мно-
жин, що мiстять розв’язки певного типу. Наявнiсть певних симетрiй у системi часто є
необхiдною умовою для iснування гетероклiнiчних циклiв або багато-параметричних сi-
мей перiодичних чи квазiперiодичних розв’язкiв.

Розглянемо найбiльше розповсюджений випадок моделi глобально зв’язаних осцилято-
рiв з однiєю i тою ж функцiєю взаємодiї Γij(x) = g(x)
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dθi
dt

= ωi +
K

N

N∑
j=1

g(θi − θj), i = 1, . . . , N. (7)

Будемо говорити, що система описує iдентичнi осцилятори, якщо всi власнi частоти є
рiвними:

ωi = ω, i = 1, . . . , N. (8)

Умова (8) говорить про те, що всi вузли системи є повнiстю однаковими (складова 1 iз наве-
деного вище опису взаємодiї). У iдентичностi вузлiв осциляторiв система (7) є максимально
симетричною, оскiльки має глобальний граф iдентичних зв’язкiв кожного елементу з кож-
ним та однаковий вплив будь-якого i-го елемента на j -й елемент, що задається виразом:
Kg(θi − θj)/N. В подальшому у данiй роботi ми будемо порушувати лише симетрiю графу
взаємодiї, що задається матрицею сил зв’язкiв K = (Kij)

N
i,j=1. Також у пп. 3.5 буде по-

казано, що симетрiя функцiї взаємодiї g(x) суттєво впливає на динамiку системи i може
зробити її градiєнтною або гамiльтоновоподiбною.

Система iдентичних осциляторiв може бути одразу ж спрощеною. За допомогою замiни
θi → θi − ωt можна прибрати параметр ω з системи i далi за допомогою шкалування часу,
не обмежуючи загальностi, можна зробити параметри зв’язку K будь-якою константою,
зокрема ми покладемо K = N. Тодi система (7) набуває вигляду

dθi
dt

=

N∑
j=1

g(θi − θj), i = 1, . . . , N. (9)

Системi (7) вiдповiдає редукована зi змiнними (2) система вигляду

dϕi
dt

= ∆i + g(0)− g(−ϕi) +
N−1∑
j=1

(g(ϕj)− g(ϕj − ϕi)), i = 1, . . . , N = 1, (10)

А умовi iдентичностi осциляторiв (2) вiдповiдає умова

∆i = 0, i = 1, . . . , N − 1. (11)

Система (7), (8) i, отже, (9) має симетрiю перестановок SN . Це приводить до iнварiант-
ностi будь-яких кластерiв θi = θj , i 6= j, оскiльки

∑N

j=1
g(θj − θj) = 0. У кластер можуть

зiбратися вiд двох до N осциляторiв. Кластер не руйнується, якщо початковi умови почи-
наються з нього. N -кластер є повною синхронiзацiєю системи. Кластери можуть бути як
атракторами, так i репелерами чи мати сiдлову структуру стiйкостi. Для системи у фазових
рiзницях вказанi кластери вiдповiдають iнварiантним прямим чи гiперплощинам. Iнварi-
антнi гiперплощини вимiрностi N−2 роздiляють весь фазовий простiр TN−1 системи (10),
(11) на (N −1)! iнварiантних симетричних регiонiв, якi мiстять фазово замкнутi траєкторiї
(траєкторiя не може покинути регiон, з якого стартувала). Один з iнварiантних регiонiв
системи (10) описується виразом

C = {(ϕ1, . . . , ϕN−1 : 0 < ϕ1 < ϕ2 < · · · < ϕN−1 < 2π} , (12)
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iншi регiони отримуються за допомогоюперестановок iндексiв [80, 98].Порушення iдентич-
ностi власних частот (наприклад, за допомогою збурень) призводить до втрати симетрiї
системи i руйнування згаданих iнварiантних регiонiв. У останньому випадку можуть з’яв-
лятися фазово незамкнутi траєкторiї (наприклад, у [99, 100] дослiджується екстремальна
чутливiсть траєкторiй до таких збурень). Крiм iнварiантних многовидiв, якi вiдповiдають
кластерам, симетрiя SN може бути причиною довгострокової синхронiзацiї з перемикан-
ням, що вiдповiдає гетероклiнiчним траєкторiям у фазовому просторi TN−1 системи (3).
Такi гетероклiнiчнi траєкторiї можуть мати рiзнi власнi симетрiї, якi є пiдмножинами си-
метрiї SN . Наприклад, можуть iснувати ZN -симетричнi гетероклiнiчнi цикли або гетеро-
клiнiчнi цикли, що базуються на сiдлах з SN/2 × SN/2 iзотропiєю. Iснування таких циклiв
залежить вiд функцiї зв’язку системи та дуже часто вiд парностi кiлькостi осциляторiв
[55, 80, 89, 99, 101].

У випадку, коли функцiя зв’язку g(x) = − sin(x − α), де α — параметр, система (7)
має назву моделi Курамото –Сакагучi [56]. Для такої моделi розроблена теорiя Ватанабе –
Строгатца [49, 83], яка добре описує динамiку цiєї системи всерединi iнварiантних регiонiв,
редукуючи її до тривимiрної динамiки. Використання теорiї, представленої у роботi [102],
дозволяє описувати також кластернi розв’язки, що знаходяться на границях iнварiантних
областей. Теорiя Ватанабе –Строгатца узагальнюється i працює для бiльш складної си-
стеми з нелiнiйним фазовим зсувом α=α(R,β ) у функцiї взаємодiї. При наявностi другої
гармонiки у функцiї g(x) динамiка системи може бути суттєво складнiшою. Зокрема, у
роботах [94, 103] було встановлено, що система чотирьох iдентичних осциляторiв має хао-
тичнi траєкторiї у випадку, коли g(x) має третю та четверту гармонiки. Це приклад хаосу
з максимально можливою кiлькiстю симетрiй. Динамiку, стiйкiсть та бiфуркацiї систе-
ми (7) було детально розiбрано у роботах [99, 101, 104] (та багатьох iнших) у випадку,
коли g(x) = − sin(x − α) + r sin(2x − β), де α, β, r — параметри, тобто у моделi Гансе-
ла –Мато –Моньє [64, 105]. Типовими режимами для моделей такого типу є рiзноманiтнi
режими повiльного перемикання мiж осциляторами. Загальнi властивостi розв’язкiв си-
стеми (7) добре описуються у випадку довiльної кiлькостi гармонiк функцiї взаємодiї g(x),

але за умов, що ця функцiя є парною або непарною. У цих випадках система може бути
градiєнтною або консервативною. Порушення глобальної симетрiї зв’язкiв системи веде
до руйнування певних кластерних режимiв та вiдповiдних iнварiантних множин системи.
При цьому, збереження часткових симетрiй перестановок мiж елементами системи також
зберiгає i її кластернi режими (як це буде продемонстровано в пп. 3.6). Також вiдмiтимо,
що парновимiрнi симетрично зв’язанi системи мають бiльш рiзноманiтну множину колек-
тивних режимiв та бiльшу кiлькiсть рiзних бiфуркацiй порiвняно з непарновимiрними
системами.

3.1. Стандартна модель Курамото. Першою природно розглянути класичну модель з
найпростiшим зв’язком, яку запропонував саме Й. Курамото [6, 7], i яку ми будемо на-
зивати стандартною МК. Тобто ми розглядаємо систему глобально зв’язаних фазових
осциляторiв (7) з позитивною (притягувальною) силою зв’язку K > 0 та функцiєю вза-
ємодiї:

g(x) = − sinx. (13)
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Як i в даному випадку системи з найпростiшоюфункцiєю (13), так i в подальшому для бiльш
складних функцiй та бiльш нетривiальних графiв взаємодiї, описуючи особливi режими
системи (7) (або (9)) зi змiнними θi, будемо описувати вiдповiднi розв’язки системи у
фазових рiзницях (3) зi змiнними ϕi. Система (9) має такi режими:

Стiйкий стан повної синхронiзацiї Θsync, що вiдповiдає стiйкiй особливiй точцi Φsync =

= (0, . . . , 0) системи (10).
Положення повної антифази M(N), що задається спiввiдношенням (6). Даному (N −

−2)-вимiрному iнварiантному многовидуM(N) вiдповiдає (N−3)-вимiрний iнварiантний
многовид

M(N)
=

(ϕ1, . . . , ϕN−1) :
N−1∑
j=1

eıϕj = −1

 ,

що цiлком складається з особливих точок системи (10). Кожна точка iнварiантного много-
виду M(N) є стiйкою всерединi цього многовиду та вона є вiдштовхуючою у двох транс-
версальних доM(N) напрямках. Тобто даний многовид є репелером системи.

Сiдловi точки Sij системи у фазових рiзницях (10), що мають i координат рiвних 0

та j координат рiвних π, i 6= 0. Таких сiдлових точок, очевидно, система має 2N − 1. У
випадку парної кiлькостi N осциляторiв сiдла Sij належатьM

(N) та є виродженими, якщо
i = N/2−1, j = N/2. Нестiйкi многовиди W u(Sij) прямують до Φsync, а стiйкi W s(Sij) —
доM(N) при зворотному часi.

Система у фазових рiзницях (10) не має жодних iнших особливих множин (граничних
циклiв, наприклад), усi її неособливi траєкторiї починаються на M(N) та закiнчуються
у Φsync. Вiдмiтимо, що при K < 0 динамiка системи описується таким же чином для
зворотного часу. Тобто у цьому випадку єдиним атрактором є множина антисинхронних
станiв, а єдиним репелером є стан повної синхронiзацiї. Випадок K = 0 є бiфуркацiйним.

Незважаючи на те, що дана стаття присвячена опису систем з симетричними зв’яз-
ками, у даному випадку наведемо короткi вiдомостi про глобально зв’язанi неiдентичнi
осцилятори. Тобто вважаємо, що рiвнiсть (8) не виконується. Iнакше кажучи, вважаємо,
що ωi = ω + δi, i = 1, . . . , N, де δi є збуреннями власних частот вiд режиму їхньої пов-
ної iдентичностi. Позначимо рiзницi власних частот ∆i = ω1 − ωi+1, i = 1, . . . , N − 1,

для редукованої системи (3). Очевидно, що випадок iдентичних частот для (1) вiдповiдає
∆i = 0, i = 1, . . . , N − 1, для редукованої системи. Спочатку зафiксуємо параметр K > 0

та будемо змiнювати власнi частоти оригiнальної системи (принаймнi деякi з δi 6= 0), що
вiдповiдає змiнi ∆i вiд нуля для системи (10). Що буде вiдбуватись з описаними вище
особливими режимами системи iдентичних осциляторiв? Iнварiантний (N − 3)-вимiрний
многовид M(N) “розсипається” при найменшому збуреннi будь-якого параметра ∆i вiд
нуля. Майже всi точки цього многовиду зникають i залишаються лише N − 1 iзольованих
особливих точок, близьких до точок рiвномiрного розподiлу фаз

Φsplay =

(
2mπ

N
,
4π

N
, . . . ,

2(N − 1)mπ

N

)
, m = 1, . . . , N − 1, (14)

де iндекси беруться по модулю N, для системи (3), (11). Тобто випадок ∆i = 0, i =

= 1, . . . , N − 1, є бiфуркацiйним, i дана бiфуркацiя є виродженою. Очевидно, що iншi 2N

гiперболiчних точок Φsyn та Sij не змiнять свою стiйкiсть при невеликих збуреннях ∆i.
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Отже, при змiнах частотних рiзниць ми будемо спостерiгати рух 2N + N − 1 згада-
них вище точок у фазовому просторi. При подальшiй змiнi параметрiв особливi точки
будуть пiдходити близько одна до одної, бiфуркувати та зникати. Частiше за все будуть
вiдбуватися сiдло-вузловi бiфуркацiї двох точок або, при наявностi додаткової симетрiї,
вилковi бiфуркацiї. Загальна картина бiфуркацiй може бути доволi складною, оскiльки тут
ми не прив’язуємось до якогось конкретного розподiлу частот та до їхнiх усiляких варiа-
цiй. Послiдовнiсть бiфуркацiй (можливо, не лише локальних) приводить до послiдовностi
зникнення особливих точок, останньою з яких зникне стiйка точка, що почала свiй рух з
початку координат при ∆i = 0. У параметричному (N−1)-вимiрному просторi параметрiв
∆i буде деяка (N − 2)-вимiрна сферо-подiбна поверхня, що вiдповiдає бiфуркацiї зникне-
ння стiйкої точки. Вiдмiтимо, що параметр порядку R стiйкої точки рiвномiрно спадає
вiд одиницi, при русi вздовж довiльної прямої у параметричному просторi вiд початку ко-
ординат. У разi iснування цiєї точки (частотної синхронiзацiї) її параметр порядку R є
константою для довiльних параметрiв. Пiсля зникнення останнього положення рiвноваги
залишаються режими, що вiдповiдають рiзнiй кластеризацiї за винятком повної синхронi-
зацiї. При останнiй бiфуркацiї має виникнути принаймнi два кластери з рiзними середнiми
частотами Ωi. При подальшiй змiнi частот бiльшi кластери будуть розщеплюватись на
меншi, аж до повного розщеплення на N окремих осциляторiв з рiзними середнiми часто-
тами. При русi по прямiй вiд початку координат у параметричному ∆i -просторi ми будемо
спостерiгати розгалужене дерево середнiх частот (як, наприклад, на малюнку 1 у [106]).
Бiльш традицiйний пiдхiд вивчення бiфуркацiйних переходiв мiж кластерними режима-
ми полягає у фiксуваннi конкретного розподiлу частот (з природничих, ймовiрнiсних чи
симетрiйних мiркувань) i змiнi єдиного параметра сили зв’язку K [7, 35, 107, 108]. Тодi
важливою задачею є знаходження бiфуркацiйного значення Kc = Kc(ω1, . . . , ωN ) (зале-
жного вiд даного розподiлу) такого, що при K = Kc зникає частотна синхронiзацiя всiх
осциляторiв i починається кластеризацiя (бiфуркацiя розщеплення частот). Найбiльш по-
пулярним є зображення бiфуркацiйної дiаграми у (K,R)-параметричнiй площинi (див.,
наприклад, рис. 3 у [35]) або (K,ωi) бiфуркацiйна дiаграма, де ωi є середнiми частотами
осциляторiв, набутих пiд дiєю векторного поля системи (див., наприклад, малюнок 1 у
[106]). При K ≥ Kc iснує режим повної частотної синхронiзацiї з середньою частотою
Ω = ωi, i = 1, . . . , N, параметр порядку якого R збiльшується зi збiльшенням значення
K. При K < Kc iснують лише кластери (осцилятори, середнi частоти яких спiвпадають),
кiлькiсть яких (унаслiдок бiфуркацiй роздiлення частот) збiльшується при зменшеннi зна-
чення K. При K = 0 всi осцилятори мають iндивiдуальну поведiнку, а їхнi середнi частоти
спiвпадають з власними: ωi = ωi, i = 1, . . . , N. Наявнiсть певних симетрiй у розподiлi вла-
сних частот (наприклад, частоти рiвновiддаленi вiд середнього значення або рiвномiрно
розподiленi на вiдрiзку) також веде до iснування квазiперiодичних iнварiантних много-
видiв та фазового хаосу [109, 110]. Вiдмiтимо, що важливу роль у розумiннi колективної
поведiнки осциляторiв у кластерах та кластерiв мiж собою вiдiграють числа обертання
(спiввiдношення обмотки) [106, 111, 112].

3.2. МодельКурамото –Сакагучi. Систему глобально зв’язанихфазових осциляторiв (7)
з функцiєю взаємодiї вигляду

g(x) = − sin(x− α), (15)
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де α ∈ T є параметром фазового зсуву, розглянуто та детально дослiджено в роботi Х. Са-
кагучi та Й. Курамото [56]. Модель (7), (15) привертає увагу багатьох дослiдникiв, оскiльки
має дуже широкий спектр застосувань у рiзних галузях науки. Дослiдження явищ колек-
тивної динамiки може бути застосоване в описi взаємодiї найпростiших частинок, масивiв
з’єднань Джозефсона, електрохiмiчних осциляторiв, масивiв лазерiв, нейронних мереж та
взаємодiї живих органiзмiв. Системи зв’язаних осциляторiв iз фазовим зсувом на негло-
бальних (особливо симетричних) сiтках є також дуже корисними для чисельних застосу-
вань i тому є досить популярними. Особливу увагу привертають такi моделi на кiльцевих
мережах, циркулянтних мережах та мережах нерозрiзнюваних елементiв, оскiльки вони є
джерелом появи дуже цiкавих режимiв колективної взаємодiї, таких як химернi стани та
консервативно-дисипативнi просторовi режими [36, 37, 39, 93, 113].

У роботi С. Ватанабе та С. Строгатца [82, 83] показано, яким чином динамiка над-
провiдникових масивiв Джозефсона може бути описаною за допомогою моделi Курамо-
то –Сакагучi та сформульовано теорiю (теорiя Ватанабе –Строгатца), яка дозволяє суттєво
редукувати цю систему для подальшого вивчення. Основний результат даної теорiї полягає
в тому, що N -вимiрна система глобально зв’язаних iдентичних осциляторiв (9), (15) може
бути зведеною до тривимiрної системи

dρ̃

dt
= K sinα

(1− ρ̃2)3/2

N

N∑
i=1

sin(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
+K cosα

1− ρ̃2

N

N∑
i=1

ρ̃− cos(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
,

ρ̃
dΨ̃

dt
= K sinα

(1− ρ̃2)1/2

N

N∑
i=1

ρ̃− cos(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
−K cosα

1− ρ̃2

N

N∑
i=1

sin(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
, (16)

ρ̃
dΦ̃

dt
= K sinα

1

N

N∑
i=1

ρ̃− cos(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
−K cosα

(1− ρ̃2)1/2

N

N∑
i=1

sin(ψi − Ψ̃)

1− ρ̃ cos(ψi − Ψ̃)
,

де Ψ̃ , Φ̃ є “глобальними фазами”, а ρ̃ ∈ [0, 1] є “амплiтудою”. Дана редукцiя виконується
за допомогою замiни змiнних

θi(t) = Φ̃(t) + 2 arctan

[√
1 + ρ̃(t)

1− ρ̃(t)
tan

(
1

2
ψi − Ψ̃(t)

)]
, i = 1, . . . , N, (17)

де ψi —константи, що задовольняють умови
∑N

i=1
cosψi =

∑N

i=1
sinψi = 0. Теорiя ствер-

джує, що множина констант ψi разом iз розв’язками системи (16) описують розв’язки
системи (9) за допомогою перетворення (17). У роботах [82, 83] показано, яким чином
спiввiдносяться початковi умови ρ̃(0), Ψ̃(0), Φ̃(0) та константи ψi нової системи з поча-
тковими умовами θi(0) оригiнальної.

Незважаючи на всю красу та ефективнiсть теорiї Ватанабе –Строгатца, вона має певне
обмеження у застосуваннi, пов’язане з сингулярнiстю замiни змiнних та умовами щодо ψi.
Обмеження полягає у тому, що дана теорiя не може бути застосованою на множинi нульо-
вої мiри, що включає в себе всi розв’язки, що вiдповiдають кластерним станам θi = θj ,

i 6= j. Iншими словами Теорiя Ватанабе –Строгатца може бути ефективно застосована
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лише всерединi канонiчних iнварiантних областей C. Оскiльки особливi режими та їхнi
локальнi бiфуркацiї вiдбуваються саме на кластерних розв’язках, то виникла необхiднiсть
розробки альтернативної теорiї, яка б доповнювала теорiю Ватанабе –Строгатца та запов-
нювала її прогалини. У роботi [102], зокрема, було запропоновано методи дослiдження,
що полягають у переходi вiд оригiнальної системи до системи у фазових рiзницях i подаль-
шому описi всiх можливих положень рiвноваги та їхнiх стiйкостей та бiфуркацiй. Даний
метод дозволив описувати не лише локальнi бiфуркацiї положень рiвноваги, а й глобальнi
(появи гетероклiнiчних циклiв), частиною яких вони є. Об’єднуючи обидвi теорiї, можна
показати, що особливi режими системиКурамото –Сакагучi, записаної у фазових рiзницях,
є такими:

Початок координат Φsync = (0, . . . , 0), що вiдповiдає режиму повної синхронiзацiї ори-
гiнальної системи Θsync, який є стiйким при α ∈ (−π/2, π/2). При α = ±π/2 ця точка
втрачає свою стiйкiсть внаслiдок N одночасних транскритичних бiфуркацiй. Параметри
порядку R(Φsync) = 1.

(N − 3)-вимiрний антифазний iнварiантний многовид M(N), що повнiстю складаєть-
ся з особливих точок. Кожна точка многовиду є нейтрально стiйкою у N − 2 напрямках
в серединi самого многовиду для будь-яких α. У двох трансверсальних до многовиду
напрямках вона є стiйкою при α ∈ (π/2, 3π/2). Многовид втрачає свою стiйкiсть внаслiдок
виродженої бiфуркацiї Андронова –Хопфа при α = ±π/2. Параметр порядку R(M(N)) =

= 0.

Двокластернi стани Θp,N−p, якi для системи у фазових рiзницях належать одновимiр-
ним iнварiантним многовидам, що описуються виразом

P2 = {(ϕ1, . . . , ϕN ) : ϕ1 = ϕ2 = . . . = ϕp

6= ϕp+1 = ϕp+2 = . . . = ϕN−1 = 0, p = 1, . . . , N − 1} . (18)

Двокластернi стани є сiдловими точками на iнварiантних многовидах для довiльних па-
раметрiв α та мають iзотропiю Sp × SN−p, p 6= N/2. Данi сiдловi точки на вказаних
многовидах мають координати

ϕj =

ϕ(p, α), α ∈ [0, π/2) ∪ [π, 3π/2) ,

−ϕ(p, α), α ∈ [π/2, π) ∪ [3π/2, 2π) ,
(19)

де

ϕ(p, α) = arccos

(
−

2p(N − p) +
(
N2 − 2p(N − p)

)
cos(2α)

N2 + 2p(N − p)(cos(2α)− 1)

)
.

Параметр порядку двокластерного стану залежить вiд положення вiдповiдної точки на
многовидi i має вигляд

R(P2, ϕj) =
1

N

√
N2 + 2p(p−N)(1− cosϕj),

а фаза середнього поля — вiдповiдно ψ = ψ(P2, ϕj) = ϕj/2.

Iнварiантний многовид з симетрiєю SN/2 × SN/2 для системи з парною кiлькiстю осци-
ляторiв, що складається повнiстю з особливих точок при критичних значеннях параметра
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α = ±π/2. Кожна точка многовиду є нейтрально стiйкою всерединi многовиду i сiдловою
у трансверсальних напрямках. Кожнi двi симетричнi сiдловi точки формують гетероклi-
нiчнi цикли, що складаються також зi стiйких та нестiйких одновимiрних iнварiантних
многовидiв цих сiдел.

(N − 2)-параметричнi множини граничних циклiв, що заповнюють канонiчнi iнварiан-
тнi областi C при α = ±π/2. Параметри порядкiв кожної з орбiт є змiнними функцiями
R = R(t) = R(ξ(t)) ∈ (0, 1), де ξ(t) є перiодичною функцiєю, що вiдображає положення
фазової точки на перiодичнiй орбiтi. Параметр порядку R(t) залежить вiд амплiтуди пе-
рiодичної орбiти, яка у свою чергу, залежить вiд близькостi до точок многовиду M(N).

R(t) коливається близько до нуля, якщо орбiта знаходиться в околi точки з M(N), i R(t)

може мати максимальнi значення близькi до одиницi, у разi великих амплiтуд i близькостi
частин орбiти до кластерних многовидiв.

Неперервнi сiм’ї гетероклiнiчних траєкторiй на границях iнварiантних областей C, що
разом утворюють гетероклiнiчнi цикли при α = ±π/2. Параметри порядку таких циклiв
також є функцiями R = R(t) ∈ (0, 1]. Значення 1 функцiя R(t) досягає лише у точцi Φsync

найбiльшого гетероклiнiчного циклу, який складається з N двокластерних iнварiантних
многовидiв P2 i проходить через вказану вище точку (яка є у цей момент виродженим
сiдлом).

З описаного вище видно, що система не має жодних k -кластерiв для k ≥ 3. При
α = ±π/2 вiдбуваються транскритичнi бiфуркацiї двокластерних сiдел зi стiйким (не-
стiйким) вузлом, який перманентно знаходиться у початку координат (тобто вiдповiдає
синхронному режиму). Данi бiфуркацiї змiнюють стiйкiсть синхронного режиму на проти-
лежний. Одночасно з транскритичними бiфуркацiями вiдбуваються виродженi бiфуркацiї
Андронова –Хопфа у точках антифазового многовидуM(N), якi також змiнюють стiйкiсть
многовиду на протилежну. Бiфуркацiя Андронова –Хопфа вироджена у даному випадку i
не приводить до утворення граничних циклiв пiсля (чи до) бiфуркацiї. Стiйкостi синхрон-
ного i антифазного режимiв є протилежними при α 6= ±π/2. У моменти α = ±π/2, коли
вiдбуваються одночасно двi вище згаданi бiфуркацiї, кожна з (N − 1)! iнварiантних обла-
стей (12) цiлком заповнена перiодичними орбiтами, а (N − 2)-вимiрнi межi цих областей
∂C заповненi гетероклiнiчними траєкторiями, що разом утворюють гетероклiнiчнi цикли.
Отже, рiзнi iнварiантнi регiони роздiленi мiж собою (N − 2)-параметричними сiм’ями
гетероклiнiчних циклiв.

3.3. Система з нелiнiйноюфункцiєю зв’язкiв. Розглянемо запропонованеА.Пiковським
таМ. Розенблюмом узагальнення моделi Курамото –Сакагучi з нелiнiйнимфазовим зсувом
[47 – 49]. Тобто розглянемо системи (9) та (10) з функцiєю зв’язку

g(x− α) = − sin(x− α(R, β)), (20)

що має фазовий зсув α, який вже є не константою, а гладкою функцiєю, залежною вiд па-
раметра порядку R та векторного параметра β = (β1, . . . , βm), m ≥ 1. У згаданих роботах
Пiковського та Розенблюма було не лише обґрунтовано фiзичну мотивацiю застосуван-
ня моделi саме такого типу, а i запропоновано узагальнення теорiї Ватанабе –Строгатца
для цiєї системи. Згiдно узагальненiй теорiї система з нелiнiйним фазовим зсувом також
може бути редукована до тривимiрної системи вигляду (16) разом з N − 3 константами
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руху ψj . Очевидно, що редукована система залежна вiд нелiнiйного фазового зсуву α(R, β)

має складнiшу динамiку, нiж аналогiчна редукцiя системи Курамото –Сакагучi. Також
вiдмiтимо, що теорiя Пiковського – Розенблюма працює як для скiнченно-, так i для не-
скiнченномiрних систем. Як i для моделi Курамото –Сакагучi, дана модель має проблеми
при застосуваннi її на кластерних многовидах. Тому й система Пiковського – Розенблюма
вимагає додаткових дослiджень за допомогою альтернативних методiв. У роботi [102] було
описано положення рiвноваги системи у фазових рiзницях (10). Опираючись на цю роботу
та результати теорiї Ватанабе –Строгатца [47, 49, 83], опишемо всi можливi атрактори
оригiнальної системи (9), (20) та бiфуркацiї переходiв мiж ними.

Отже, дана система має такi атрактори:
Режим повної синхронiзацiї Θsync, який є стiйким при α(1, β) ∈ (−π/2 + 2πl, π/2 + 2πl),

l ∈ Z. Даний режим вiдповiдає початку координат Φsync системи у фазових рiзницях. При
α(1, β) = ±π/2 точка Φsync втрачає свою стiйкiсть внаслiдок одночасних транскритичних
бiфуркацiй, що вiдбуваються вздовж iнварiантних двокластерних многовидiв з iзотропiєю
Sp × SN−p, p = 1, . . . , [N/2] − 1. У випадку парної кiлькостi осциляторiв N = 2p, ра-
зом з транскритичною бiфуркацiєю вiдбувається вилкова бiфуркацiя вздовж многовидiв з
iзотропiєю SN/2 × SN/2.

Многовид M(N) (6), що описує режим глобальної антифази. Вiдповiдний iнварiант-
ний многовид для системи (10), (20) є (N − 3)-вимiрною множиною у фазовому просто-
рi TN−1, яка цiлком складається з положень рiвноваги. Даний iнварiантний многовид є
нейтральним у N − 3 внутрiшнiх для себе напрямках для будь-яких значень параметрiв
системи. Даний многовид є стiйким у двох трансверсальних до себе напрямках, коли
α(0, β) ∈ (π/2 + 2πl, 3π/2 + 2πl), l ∈ Z. У випадках, коли α(0, β) = π/2 + 2πl, l ∈ Z, вiд-
бувається бiфуркацiя Андронова –Хопфа одночасно у всiх точках многовиду. Внаслiдок
цiєї бiфуркацiї утворюються (N − 3)-параметричнi сiм’ї (многовиди) граничних циклiв
(iлюстрацiї бiфуркацiй можна побачити на малюнках у [102]).

Двокластернi стани Θp,N−p, що мають iзотропiю Sp × SN−p, p 6= N/2. В роботi [102]
доведено, що будь-якi k -кластери для k ≥ 3 неможливi для цiєї системи для довiльних
функцiй α(R, β). Двокластерним станам Θp,N−p оригiнальної системи (9) вiдповiдають
положення рiвноваги системи (10), якi знаходяться на одно-вимiрних iнварiантних мно-
говидах P2 (18). Кiлькiсть положень рiвноваги на кожному з таких многовидiв залежить
вiд кiлькостi нулiв функцiї α(R, β), коли змiннi ϕi належать згаданому вище многовиду.
Данi атрактори (положення рiвноваги) з’являються та зникають внаслiдок сiдло-вузлових
бiфуркацiй на вказаних многовидах, а також при транскритичних бiфуркацiях двокла-
стерних положень рiвноваги зi синхронним положенням рiвноваги у початку координат.
У випадках парних розмiрностей разом з транскритичними бiфуркацiями вiдбуваються
також вилковi бiфуркацiї сiдлових точок на одновимiрних iнварiантних многовидах, якi
мають симетрiї SN/2×SN/2. Дослiдити стiйкiсть та бiфуркацiї всерединi кожного з iнварi-
антних многовидiв P2 можна, використавши спiввiдношення (19) для конкретних значень
функцiї α(R, β).

Гетероклiнiчнi цикли системи (10), (20), якi вiдповiдають режиму довгострокової син-
хронiзацiї кластерiв з перемиканням. Гетероклiнiчнi цикли (якi можуть бути не лише стiй-
кими) утворюються з сiдлових двокластерних точок та їхнiх одновимiрних iнварiантних
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многовидiв. Гетероклiнiчнi та гомоклiнiчнi цикли у даної системи можуть бути трьох видiв.
Данi цикли можуть мати симетрiю ZN або SN/2 × SN/2 в залежностi вiд базових сiдлових
точок. Пiд час згаданої транскритичної бiфуркацiї точка Φsync є виродженим (напiвстiй-
ким у кожному напрямку) сiдлом i також базою для N симетричних гомоклiнiчних циклiв
(кожен такий цикл складається з точки Φsync та петлi, утвореної iнварiантним многовидом
ϕi = 0, i 6= j ; оскiльки фазовий простiр є тором TN−1, то кожен описаний iнварiантний
многовид зв’язує точку Φsync саму з собою вздовж змiнної ϕj : W u(Φsync) = W s(Φsync ).
Вiдмiтимо, що пiд час бiфуркацiй при α(1, β) = π/2 + 2πl, l ∈ Z, гетероклiнiчнi цикли
утворюють (N − 3)-параметричнi сiм’ї у випадках N ≥ 4.

Сiм’ї перiодичних орбiт для системи у фазових рiзницях, що утворюють є (N − 2)-
вимiрнi iнварiантнi многовиди у серединi iнварiантної областi C \M(N)

. Кожна траєкто-
рiя є нейтрально-стiйкою вздовж N − 3, N ≥ 4 напрямкiв всерединi многовиду та може
мати iншу стiйкiсть у трансверсальному до многовиду напрямку. Позначимо Ls, Lu та Ln
вiдповiдно стiйкi, нестiйкi та нейтральнi у трансверсальному напрямку множини циклiв.
Iснування даних траєкторiй добре описуються згаданою теорiєюВатанабе –Строгатца.При
певних умовах, зокрема коли α(R, β) = ±π/2, весь фазовий простiр, крiм (N−2)-вимiрних
гiперплощин ϕi = 0, ϕi = ϕj та iнварiантного многовиду M(N)

, заповнений перiодични-
ми орбiтами ((N − 2)-вимiрна сiм’я орбiт заповнює TN−1 ). Залежно вiд функцiї α(R, β)

сiм’ї перiодичних орбiт L з’являються та зникають за допомогою трьох основних типiв
бiфуркацiй: 1) бiфуркацiя Андронова –Хопфа усiх точок iнварiантного многовиду M(N)

у двох трансверсальних до цього многовиду напрямках при α(0, β) = ±π/2 ; 2) гетероклi-
нiчнi бiфуркацiї (кiлькох типiв) на границi ∂C канонiчної iнварiантної областi ∂C, що
приводить до появи (зникнення) гетероклiнiчного циклу або множини гетероклiнiчних
циклiв; 3) бiфуркацiї граничних множин граничних циклiв Ls, Lu у серединi iнварiантної
областi C (найчастiше це сiдло-вузлова бiфуркацiя циклiв, але може бути i їхня вилкова
бiфуркацiя).

ОскiлькимодельПiковського – Розенблюма є узагальненняммоделi Курамото –Сакагу-
чi, то, як показано вище, вона має бiльш складну динамiку. Ще раз коротко вiдмiтимо
особливостi додаткової динамiки, яку отримує система, коли фазовий зсув перестає бути
константою. Це: 1) поява великої кiлькостi (в залежностi вiд α(R, β)) положень як стiйких,
так i нестiйких точокна iнварiантних двокластернихмноговидах P2 (для α = const це лише
одне сiдло); 2) поява многовидiв граничних циклiв C у серединi iнварiантної областi C (не
лише множини перiодичних орбiт, що заповнюють цю область i не лише при α = ±π/2);
3) поява гетероклiнiчних циклiв рiзноманiтної структури i при рiзних бiфуркацiях (не лише
при транскритичнiй/гетероклiнiчнiй бiфуркацiї).

Детальний опис бiфуркацiй з наведенням фазових портретiв та бiфуркацiйних дiаграм
для системи (9), (20) у випадку квадратичного нелiнiйного фазового зсуву α = α(R, β) =

= β1 + β2R
2 можна знайти в роботах [47, 49, 102].

3.4. Система з двогармонiчною функцiєю взаємодiї. У пп. 3.2 описано динамiку моделi
Курамото –Сакагучi, тобто випадок, коли функцiя зв’язку в системi (9) має лише одну
гармонiку: g(x) = − sin(x−α). Природно очiкувати,що у випадку наявностi iнших гармонiк
у цiєї функцiї динамiчнi та бiфуркацiйнi властивостi даної моделi стануть складнiшими.
Виявилося, що навiть при наявностi другої гармонiки, тобто коли
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g(x) = − sin(x− α) + r sin(2x− β), (21)

система (9) може мати велику рiзноманiтнiсть нових нетривiальних розв’язкiв [55, 64, 114,
115]. Ця система при β = 0 має назву моделi Гансела –Мато –Моньє (див. роботу [64, 105],
де вона вперше детально дослiджувалася). Навiть для малих розмiрностей N = 3, 4, 5 си-
стема (9), (21) може показувати досить складну колективну динамiку [11, 99 – 101, 116].
Повний опис такої системи у випадку довiльної кiлькостi осциляторiв досi залишається
вiдкритоюпроблемою. Теорiя Ватанабе –Строгатца вже неможе бути застосована у даному
випадку, на вiдмiну вiд моделi Курамото –Сакагучi. Найпростiшою суттєвою властивiстю
системи (9) при появi другої гармонiки (тобто при r 6= 0 у (21)) виявляється поява k -
кластерних станiв з k ≥ 3 на вiдмiну вiд системи з одно-гармонiчною функцiєю g(x),

яка мала виключно двокластернi стани Θp,N−p. Незважаючи на те, що завдяки симетрiї
перестановок SN (що iснує для системи з довiльною g(x)), система у фазових рiзницях
(10), (11) роздiляється (N − 2)-вимiрними iнварiантними многовидами ϕi = 0 та ϕi = ϕj
на (N − 1)! канонiчних iнварiантних областей C, внутрiшнi частини цих областей вже
не є вiльними вiд наявностi особливих точок, як при r = 0. Дана особливiсть одразу ж
спричиняє значну варiативнiсть як локальних бiфуркацiй цих положень рiвноваги, так i
веде до значної кiлькостi глобальних бiфуркацiй, що базуються на згаданих локальних.
Наявнiсть симетричних кластерних режимiв, якi можуть бути сiдлами Si при певних зна-
ченнях параметрiв, та можливiсть з’єднання мiж ними за допомогою (також симетричних)
одновимiрних iнварiантних многовидiв W u(Si) = W s(Sj), приводить до утворення рiзних
типiв гетероклiнiчних циклiв.

Далi ми опишемо декiлька режимiв, що є притаманними для системи з двогармонiчним
зв’язком.

Повна синхронiзацiя Θsync (4), що вiдповiдає початку координат Φsync системи у фазових
рiзницях (10), (11). Даний режим є стiйким при g′(0) = 2r cosβ − cosα < 0. Стiйкiсть
Φsync втрачає внаслiдок одночасних транскритичних бiфуркацiй вздовж двокластерних
iнварiантних многовидiв з iзотропiєю Sp×SN−p, p 6= N/2, та вилкових бiфуркацiй вздовж
двокластерних многовидiв з iзотропiєю SN/2 × SN/2, коли система є парновимiрною.

Режим рiвномiрного розподiлу фаз Θsplay (5). Даному режиму вiдповiдають (N − 1)!

положень рiвноваги Φsplay (14) системи (10), (11), кожне з яких знаходиться усерединi
окремої iнварiантної областi C. Даний режим є стiйким, якщо

N−1∑
j=1

g′
(

2π

N
j

)(
1− cos

(
2pjπ

N

))
< 0, p = 1, . . . , N − 1,

i втрачає стiйкiсть унаслiдок бiфуркацiй Андронова –Хопфа.
Режим повної антифази M(N) (6), який вiдповiдає множинi M(N) для системи (10),

(11). На вiдмiну вiд системи Курамото –Сакагучi, дана множина не є iнварiантною для
довiльних N при r 6= 0. Множина M(N) цiлком складається з положень рiвноваги систе-
ми (10), (11) при N = 2, 3, вона є iнварiантною множиною для N = 4 та в загальному
випадку не iнварiантною множиною для N ≥ 5. Як уже зазначалося, Φsplay ⊂M

(N)
.

Двокластернi режими Θp,N−p, що вiдповiдають Φp,N−p на одновимiрних iнварiантних
многовидах P2 (18) для системи (10), (11). Бiфуркацiї даних режимiв можуть вiдбуватися
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як уздовж iнварiантних многовидiв P2, так i в трансверсальних до цих многовидiв напрям-
ках (на вiдмiну вiд системи Курамото –Сакагучi). Бiфуркацiйнi кривi в цьому випадку
описують досить складнi спiввiдношення [101].

Багатокластернi режими можливi для r 6= 0. Дослiдження наявностi таких режимiв є
нетривiальною проблемою навiть для систем малих вимiрностей [99, 101, 116].

Режими повiльного перемиканнямiж кластерами, що вiдповiдають гетероклiнiчним цик-
лам системи у фазових рiзницях (10), (11). Наявнiсть великої кiлькостi рiзноманiтних гете-
роклiнiчних циклiв є однiєю з основних особливостей даної системи. Поява та зникнення
таких циклiв вiдбувається за допомогою рiзних глобальних гетероклiнiчних бiфуркацiй
або навiть ланцюжкiв таких бiфуркацiй. Серед iнших бiфуркацiй вiдмiтимо сiдловузло-
ву/гетероклiнiчну, SN — транскритичну/гомоклiнiчну, ZN — гетероклiнiчну, вилкову/ге-
тероклiнiчну, сiдло-зв’язну/гетероклiнiчну, транскритично-вилкову/гетероклiнiчну. Вiд-
мiтимо, що стiйка гетероклiнiчна траєкторiя у системi зв’язаних елементiв також може
бути iнтерпретованою як режим “гра без переможцiв” [55, 117, 118].

Багатопараметричнi сiм’ї гетероклiнiчних траєкторiй. Дана система може також ма-
ти сiм’ї гетероклiнiчних циклiв, починаючи з вимiрностi N = 3, що знаходяться як на
границях iнварiантних областей C, так i всерединi [99].

Перiодичнi та квазiперiодичнi режими. Система у фазових рiзницях має перiодичнi
орбiти усерединi iнварiантних областей C системи у фазових рiзницях, що можуть вiд-
повiдати також квазiперiодичним розв’язкам оригiнальної системи при несумiрностi вла-
сних частот iндивiдуальних осциляторiв з частотою середнього поля системи. Найбiльш
типовими бiфуркацiями появи перiодичних орбiт є бiфуркацiї Андронова –Хопфа усе-
рединi iнварiантних областей та рiзнi гетероклiнiчнi бiфуркацiї, згаданi вище. Граничнi
цикли “повторюють” структуру гетероклiнiчних циклiв при невеликих змiнах параметра
пiсля вiдповiдної бiфуркацiї i також до певної мiри описують режими повiльного пере-
микання.

Для бiльш детального ознайомлення з режимами повiльного перемикання та хао-
тичними режимами, а також бiфуркацiйними переходами в симетричних осциляторних
моделях з узагальненою функцiєю взаємодiї можна звернутись до робiт [11, 55, 57, 67, 94,
103, 104, 119].

3.5. Система з парними та непарними зв’язками. Доволi детально можна описати дина-
мiку системи (9) у випадках, коли функцiя зв’язку g(x) має довiльну кiлькiсть гармонiк,
але при цьому є парною або непарною. У випадку, коли g(x) є непарною, система (9) стає
градiєнтною та має потенцiал

V (Θ) = − 1

2N

N∑
k,j=1

h(θk − θj), h′(x) = g(x).

У випадку, коли g(x) є парною, система (9) є бездивергентною, тобто

N∑
j=1

(∂Fj/∂θj) = 0,

де F = (F1, . . . , FN ), Fj = Fj(Θ), є вектором правих частин системи (9). Крiм того,
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система з парною функцiєю взаємодiї є також часово оборотною. Нагадаємо, що iнволюцiя
R : TN → TN є часово оборотною симетрiєю, якщо

d

dt
R(Θ) = −F (R(Θ)),

тобто R вiдображає будь-який розв’язок у iнший розв’язок цiєї ж системи зi зворотнiм
напрямком фазового потоку [120, 121]. Система (9) має часово оборотну симетрiю R, де
R(Θ) = −Θ, t 7→ −t. Часово оборотна симетрiя не пропадає при переходi до системи
у фазових рiзницях (10). Фiксований пiдпростiр часово оборотної симетрiї має вигляд
FixR =

{
Θ ∈ TN : RΘ = Θ

}
. Часово оборотна симетрiя R разом симетрiєю перестановок

SN визначають структуру фазового простору та дозволяють описати загальнi властивостi
траєкторiй системи. У випадку парної функцiї зв’язку система (9) має Гамiльтоновоподiбну
структуру фазового простору. Система трьох осциляторiв N = 3 має перший iнтеграл
V (θ) = h(θ1 − θ2) + h(θ2 − θ3) + h(θ3 − θ2). Ми припускаємо, що дана система має першi
iнтеграли у подiбному випадку i для N ≥ 4. Бiльш детально динамiка глобально зв’язаних
систем з парними та непарними функцiями взаємодiї розглянута у роботах [3, 55, 80, 101,
103].

3.6. Осциляторна модель з притягувальними та вiдштовхувальними зв’язками. Як зазна-
чалося вище, стандартнаМК (з g(x) = − sin(x)) глобально зв’язаних iдентичних осцилято-
рiв має лише один атрактор при додатнiй силi зв’язку: K > 0. Ця ж система має репелером
(N−2)-вимiрний iнварiантний многовидM(N). Останнє говорить про те, щоМКбуде мати
атрактором саме многовид M(N) при негативних значеннях сили зв’язку: K < 0. Отже,
при K > 0 всi осцилятори прагнуть синхронiзуватися (з параметром порядку R = 1), i
такi зв’язки ми називаємо притягувальними. При K < 0 всi осцилятори прагнуть розта-
шуватися по колу таким чином, щоб утворити глобальний антифазовий стан (з R = 0), i
такi зв’язки ми називаємо вiдштовхувальними. Х. Даiдо запропонував осциляторну модель,
яка має одночасно притягувальнi та вiдштовхувальнi зв’язки [122]. Дану модель деталь-
но проаналiзовано в роботах Х. Хонг та С. Строгатца [61, 123]. Вiдмiтимо також роботи
[124 – 127], де також розглядалася колективна динамiка в осциляторних моделях iз двома
типами взаємодiї. Х. Хонг та С. Строгатц наводять дотепну соцiологiчну iнтерпретацiю
своєї моделi. Вони роздiляють множину всiх осциляторiв на двi групи: 1) конформiстiв,
якi прагнуть синхронiзуватися мiж собою, а також примусити синхронiзуватися з ними
осциляторiв iншої групи (з R = 1) та 2) нонконформiстiв, якi прагнуть досягти стану гло-
бальної антифази (з R = 0) або, принаймнi, поставити свою групу в протифазу до iншої
групи.

Ми розглянемо узагальнення моделi, наведеної в зазначених вище роботах, а саме
розглянемо модель iз фазовим зсувом α ∈ T1. Позначимо через H1 множину осциляторiв-
конформiстiв, яка складається з N1 елементiв, а через H2 —множину осциляторiв-нонкон-
формiстiв, яка складається з N2 = N−N1 елементiв. Ми припускаємо, що кожна з множин
Hi є непорожньою, тобто N1 > 0, N2 > 0. Без обмеження загальностi (внаслiдок симетрiї
перестановок) осцилятори субпопуляцiї H1 можуть бути проiндексованi як {1, 2, . . . , N1} =

= J1, а осцилятори субпопуляцiї H2 можуть бути проiндексованi як {N1 + 1, . . . , N} = J2.

Модель iдентичних осциляторiв iз притягувальними та вiдштовхувальними елементами та
фазовим зсувом має вигляд [128]
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dθi
dt

= ω − K1

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i ∈ J1, (22)

dθi
dt

= ω − K2

N

N∑
j=1

sin(θi − θj − α), i ∈ J2, (23)

де K1 > 0, K2 < 0. Тобто частина рiвнянь системи (22) з притягувальною взаємодiєю
описує динамiку конформiстiв, а iнша частина (23) з вiдштовхуючою взаємодiєю описує
динамiку нонконформiстiв. Осцилятори у данiймоделi є iдентичними вже умовно, оскiльки
перестановки осциляторiв можливi лише всерединi кожної з множин Hi. Використовуючи
теорiюВатанабе –Строгатца [47, 49] та анзацОтта –Антонсена [60], Х.Хонг таС. Строгатц
створили теорiю, що дозволяє систему великої кiлькостi осциляторiв iз взаємодiєю двох
типiв (без фазового зсуву: α = 0) звести спочатку до системи з шести рiвнянь, a при
подальшому переходi до термодинамiчної границi — й до системи з трьох рiвнянь:

dr1

dt
= c(1− r2

1)(q1r1 + q2r2 cos δ),

dr2

dt
= −(1− c)(1− r2

2)(q1r1 cos δ + q2r2),

dδ

dt
= sin δ

[
q1(1− c)

(
r1

r2
+ r1r2

)
+ q2c

(
r2

r1
+ r1r2

)]
,

де q1 = N1/N та q2 = N2/N — вiдноснi фракцiї осциляторiв двох типiв, c = K1/(K1 −
−K2) —вiдносна iнтенсивнiсть зв’язку конформiстiв, а змiнними є два частковi параметри
порядку rs (амплiтуди середнiх полiв груп Hs ):

zs = rse
ıψs =

1

Ns

∑
j∈Js

eıθj , s = 1, 2,

та рiзниця фаз середнiх полiв δ = ψ1 − ψ2. Важливим для розумiння спiввiдношень мiж
конформiстами та нонконформiстами є спiввiдношення мiж глобальними та локальними
параметрами порядку: Z = q1z1 + q2z2. Використовуючи цю редукцiю, автори зазначеної
вище теорiї показали iснування чотирьох стiйких динамiчних режимiв, якi будуть описанi
далi. Теорiя розрахована на нескiнченну кiлькiсть осциляторiв i не враховує деякi особли-
востi скiнченновимiрних систем. Тому для доповнення даної теорiї було запропоновано
альтернативний метод дослiдження [128], що дозволив показати iснуванняще двох стiйких
режимiв (один є частковим випадком iншого з певними особливостями) у скiнченновимiр-
ному випадку, а iншi результати якого цiлком узгоджуються з теорiєю Хонга –Строгатца.
Даний метод полягає в редукцiї системи до фазових змiнних, дослiдженнi стацiонарних
та нестацiонарних режимiв цiєї системи та їхнiх бiфуркацiй. Також даний метод дозволяє
отримувати результати для ненульового фазового зсуву α. Використовуючи обидвi теорiї,
ми наведемо кiлька результатiв.

Систему (22), (23) можна редукувати за допомогою фазових рiзниць (2) до системи
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dϕi
dt

= − sin(ϕi + α)−
N−1∑
j=1

sin(ϕj − α)−

−
N−1∑

j=1,j 6=i
sin(ϕi − ϕj + α), i = 1, . . . , N1 − 1, (24)

dϕi
dt

= −k sin(ϕi + α)−
N−1∑
j=1

sin(ϕj − α)

− k
N−1∑

j=1,j 6=i
sin(ϕi − ϕj + α)− (k − 1) sinα, i = N1, . . . , N − 1, (25)

де k = K2/K1 —новий параметр. Система (22), (23) має два типи природних iнварiантних
многовидiв

P1
i,j = {(θ1, . . . , θN ) : θi = θj} , i, j ∈ J1, i 6= j,

P2
i,j = {(θ1, . . . , θN ) : θi = θj} , i, j ∈ J2, i 6= j,

що вiдповiдають кластерам довiльної кiлькостi осциляторiв першої чи другої групи мiж
собою. Можна легко переконатись, що осцилятори з рiзних груп H1, H2 не будуть утворю-
вати кластерiв i, отже, вiдповiдних iнварiантнихмноговидiв не iснує. З останнього випливає
також те, що оригiнальна система (22), (23), а також i вiдповiдна редукована система (24),
(25), не будуть мати канонiчних iнварiантних областей вигляду (12). Точнiше, на вiдмiну
вiд систем глобально зв’язаних iдентичних осциляторiв зi спiльною силою взаємодiї K,
фазовий простiр яких роздiлений на замкнутi областi, фазовий простiр системи (24), (25)
також роздiлений на iнварiантнi областi за допомогою iнварiантних гiперплощин ϕi = 0

або ϕi = ϕj , але цi областi вже не є обмеженими у всьому фазовому просторi. Як зазна-
чалося ранiше, всi розв’язки систем у фазових рiзницях, описанi у попереднiх пiдпунктах,
є фазово замкнутими. Розв’язки ж системи (24), (25) не обов’язково повиннi бути фазово
замкнутими. Наприклад, перiодичнi траєкторiї даної системи можуть бути як гомотопiчнi
нулю у просторi TN−1, так i нi.

Iнша властивiсть системи Курамото –Сакагучi зберiгається для даної моделi. А саме,
система (22), (23) має iнварiантний многовид M(N), а система (24), (25) — iнварiантний
многовид M(N)

, що цiлком складається з особливих точок. Остання властивiсть зберiга-
ється для обох параметрiв α, k. Також у роботi [128] показано, що система (24), (25) для
α = 0 довiльних параметрiв k, за винятком k = 0 та k = −N2/N1, має положення лише
двох типiв: 1) точки згаданого многовиду M(N) та 2) точки Φ = (ϕ1, . . . , ϕN ), що мають
координати виключно 0 або π. Не всi точки з обох наведених множин 1), 2) є стiйкими.
Деякi з них можуть бути стiйкими при певних значеннях параметра k, iншi не будуть та-
кими при будь-яких значеннях цього параметра. Далi опишемо всi можливi стiйкi режими
(стацiонарнi та нестацiонарнi) взаємодiї осциляторiв двох груп:

π -стан. Це режим протистояння в антифазi конформiстiв та нонконформiстiв, для
яких r1 = r2 = 1, δ = π. Даний стан є стiйким при одночасному виконаннi умов:
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k < −N2/N1, N1 > N2, N ≥ 3. З другої умови бачимо, що даний режим є стiйким
лише при перевазi конформiстiв над нонкоформiстами, проте залучити їх на свою сторону
першi не можуть.

Некогерентний стан. Режим, який вiдповiдає антифазам обох груп осциляторiв: r1 =

= r2 = 0. Очевидно, що даний режим є повною перемогою нонконформiстiв, оскiльки
загальний параметр порядку R також є нульовим. Положення рiвноваги, що належать до
даного режиму, складають разом (N − 3) iнварiантний многовид, що є пiдмноговидом
M(N)

. Усi точки даного многовиду є нейтральними в його серединi та мають рiзнi ви-
мiрностi у двох трансверсальних напрямках. Отже, iснує певний iнтервал параметричних
значень [kmin(Φ), kmax(Φ)], залежний вiд локалiзацiї окремої точки у фазовому просто-
рi, що визначає її стiйкiсть. Очевидними двома пiдмножинами даного режиму також є
випадки, коли в системi наявнi лише нонконформiсти (N2 = N ) та система парної вимiр-
ностi має однакову кiлькiсть конформiстiв та нонконформiстiв (N1 = N2, r1 = r2 = 1,

δ = π ).
Розмитий π -стан. Режим, що вiдповiдає протистоянню груп конформiстiв та нонкон-

формiстiв у протифазi, але без чiткої синхронiзацiї елементiв кожної групи мiж собою.
Точнiше, для даного стану δ = π, N1r1 = N2r2. З наведених рiвностей випливає, що R = 0,

i отже, даний стан також є пiдмножиною многовиду M(N)
. Як i в попередньому випад-

ку, стiйкiсть кожної точки, що презентує даний режим, є iндивiдуальною i залежить вiд
положення цiєї точки у просторi.

Ренегатний режим. Режим антифазного протистояння синхронiзованих усiх конфор-
мiстiв з майже всiма нонконформiстами, крiм одного нонконформiста-ренегата, що “пе-
рейшов на протилежну сторону”. Формально даний режим описується так: r1 = 1, r2 =

= (N2 − 2)/N2, δ = π. При цьому R = (N1 − N2 + 2)/N = 2n1 − 1 − 2/N. З останнього
виразу видно, що вiн мiстить число осциляторiв N (на вiдмiну вiд попереднiх режимiв),
що це вказує на iснування ренегатного режиму лише для скiнченної кiлькостi елементiв.
Даний режим є стiйким при виконаннi умов

k ∈
(
−N2

N1
− N2 − 2

N2

)
для 2 ≤ N2 ≤ N1 +

1− (−1)N

2
.

Зауважимо, що режими, коли два чи бiльше нонконформiстiв синхронiзуються з конфор-
мiстами, є нестiйкими, а точнiше вони є сiдловими точками системи (24), (25).

Повна синхронiзацiя. Даний режим можливий у двох випадках: 1) система має лише
конформiстiв (N1 = N), 2) система має лише одного нонконформiста (N2 = 1, r1 =

= R = 1, δ = 0). Другий випадок є пiдмножиною станiв попереднього пункту, але при
повнiй синхронiзацiї. В обох випадках даний стан є стiйким при k > k, коли бiфуркацiйне
значення залежить вiд кiлькостi осциляторiв:

k =


0, N1 = 1, . . . , N − 2,

− 1

N − 1
, N1 = N − 1,

−∞, N1 = N.
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Бiжучi хвилi. Даний режим не є стацiонарним на вiдмiну вiд попереднiх чотирьох.
Це стан, при якому всi конформiсти є синхронiзованими (r1 = 1), а положення нонкон-
формiстiв змiнюється з часом (локальний параметр порядку r2 = r2(t) не є постiйним).
При даному режимi, очевидно, вiд часу залежатимуть i глобальний параметр порядку
R = R(t), i кут мiж середнiми фазами δ = δ(t). Даний режим вiдповiдає iснуванню стiйких
фазово незамкнутих траєкторiй системи (24), (25). Крiм того, такi траєкторiї можуть бути
перiодичними, квазiперiодичними або хаотичними (при N ≥ 4).

Динамiка системи (22), (23) суттєво ускладнюється при наявностi фазового зсуву α 6= 0

[128]. Наявнiсть фазового зсуву приводить до виникнення нових стацiонарних та нестацiо-
нарних колективних режимiв. Вiдзначимо лише декiлька з них.

Режим взаємного обертання двох синхронних кластерiв конформiстiв (з r1 = 1) та нон-
конформiстiв (з r2 = 1) з вiльним кутом мiж ними δ = δ(t). Даний стан описує двокла-
стернi обертальнi хвилi i є можливим при наявностi принаймнi двох конформiстiв та двох
нонконформiстiв.

Режими з повiльним перемиканням.Такi режими представленi рiзними негомотопiчними
нулю гомоклiнiчними та гетероклiнiчними траєкторiями.

Багатовимiрнi множини нейтральних перiодичних орбiт та гетероклiнiчних циклiв, що
є можливими лише при α = ±π/2.

Режими без повної синхронiзацiї конформiстiв з r1 = r1(t), що задаються фазово незамк-
нутими атракторами системи (24), (25).

Система має багато бiфуркацiйних лiнiй корозмiрностi 1 у площинi параметрiв (α, k).

Система (24), (25) має всi можливi локальнi бiфуркацiї (сiдло-вузлову, транскритичну,
вилкову, Андронова –Хопфа), а також рiзноманiтнi бiфуркацiї утворення граничних та
гетероклiнiчних циклiв. У даному випадку й граничнi, й гетероклiнiчнi цикли можуть
бути як фазово замкнутими, так i нi. Бiфуркацiї моделi Хонга –Строгатца (при α = 0)
завжди вiдповiдають бiфуркацiйним точкам корозмiрностi 2 у (α, k)-площинi незалежно
вiд кiлькостi осциляторiв у групах. Особливо слiд вiдмiтити випадок α = ±π/2, коли
система показує гамiльтоновоподiбну динамiку. В даному випадку система має додатковi
часово-реверсивнi симетрiї та може мати (при N ≥ 4) консервативний хаос, подiбний до
ABC -потокiв [129, 130]. Також слiд зазначити чутливiсть системи до збурень фазового зсу-
ву α вiд нульового положення, коли стiйкi режими моделi Хонга –Строгатца руйнуються
та з’являються режими нових типiв [128].

У даному пiдпунктi було розглянуто систему, зв’язки в якiй можна представити мат-
рицею K = (Kij)

N
i,j=1, де Kij = K1 > 0 при i = 1, . . . , N1 та Kij = K2 < 0 при i = N1 +

+ 1, . . . , N. Природнiм узагальненням даної ситуацiї є система з матрицею зв’язкiв, яка є
бiльш загальною i має рядки однакових елементiв: Kij = Ki, i = 1, . . . , N (подiбнi системи
розглядаються, зокрема, в [131, 132]). Тодi можна називати конформiстами осцилятори, дiя
на якi iнших осциляторiв є позитивною (Ki > 0), а конформiстами—осцилятори з такоюж
негативною дiєю. Динамiка даної системи звичайно є складнiшою за (22), (23), але зберiгає
багато властивостей, описаних вище. Зокрема вiдповiдна система у фазових рiзницях при
α = 0 має всi тi ж положення рiвноваги, що й система (24), (25). Отже, використовуючи
методи, наведенi и [61, 123, 128], можна досить повно описати колективнi режими даної
системи.
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4. Дискусiя. У данiй роботi представлено короткий огляд дослiджень явища синхро-
нiзацiї у природознавствi та наведено мотивацiю появи математичних моделей, що опису-
ють дане явище. МК зв’язаних фазових осциляторiв є найбiльш простою математичною
системою, що не лише дозволяє описувати дуже складну та рiзноманiтну динамiку взає-
модiї мiж зв’язаними елементами, а й описувати таку взаємодiю, використовуючи строгу
математичну термiнологiю. МК можна вважати вiдправною точкою до дослiдження ба-
гатьох складнiших природничих моделей (таких як, зокрема, динамiчнi мережi нейронiв
Ходжкiна –Хакслi). В данiй роботi описано деякi результати вiдносно рiзних типiв коле-
ктивної динамiки та бiфуркацiйних переходiв мiж рiзними режимами для мереж фазових
осциляторiв, що мають симетрiї iндивiдуальних вузлiв, графiв та функцiй взаємодiї мiж
елементами. Було показано, яким чином тип функцiї взаємодiї мiж елементами впливає на
наявнiсть та утворення рiзноманiтних синхронних режимiв i яким чином наявнiсть певної
кiлькостi гармонiк, параметрiв та симетрiй даної функцiї спричиняє появу тих чи iнших
бiфуркацiй.

Незважаючи на велику кiлькiсть дослiджень (повний список робiт, пов’язаний з дослi-
дженнями подiбних моделей, є в декiлька разiв бiльшим, нiж представлено в данiй роботi)
багато важливих питань дослiдження колективної динамiки моделей типу Курамото зали-
шаються вiдкритими в загальному випадку. Наведемо декiлька з них.

1. Повний опис моделi глобально зв’язаних iдентичних фазових осциляторiв вигля-
ду (9) для функцiї взаємодiї g(x), що має довiльну кiлькiсть гармонiк у розкладi в ряд
Фур’є.

2. Знаходження iнтегралiв руху системи (9) для парних функцiй g(x) з довiльною кiль-
кiстю гармонiк. Опис сiмей перiодичних, квазiперiодичних, гетероклiнiчних та хаотичних
траєкторiй для цiєї системи.

3. Опис iнварiантнихмножин та розв’язкiв неглобально зв’язаних систем, але з рiзними
симетрiями у графах взаємодiї мiж елементами, тобто для рiзних симетричних матриць
взаємодiї K = (Kij)

N
i,j=1.

4. Опис рiзних синхронних режимiв, а також дерев бiфуркацiйних переходiв мiж рiз-
ними режимами фазової синхронiзацiї при рiзних симетричних розподiлах власних частот
ωi та варiацiях сили/сил зв’язку.

5. Питання, розглянутi в попереднiх пунктах, для нескiнченновимiрних систем, отри-
маних при термодинамiчних переходах.

Ми навели найпростiшi та очевиднi постановки проблем, пов’язаних з дослiдженням
фазових осциляторiв. Данi проблеми часто приводять до виявлення нових та дуже цi-
кавих явищ (як, наприклад, режими з повiльним перемиканням чи химернi стани) або
до нових глибоких математичних теорiй (як теорiї Ватанабе –Строгатца чи Отта –Ан-
тонсена).

Результати, описанi в данiй частинi огляду, дають часткову вiдповiдь на проблеми,
описанi в пп. 1, 2.

У другiй частинi роботи буде дано часткову вiдповiдь на проблеми, описанi в п. 3, тобто
розглядатимуться певнi явища колективної поведiнки у неглобальних мережах зв’язаних
iдентичних осциляторiв курамотiвського типу. Буде показано, яким чином архiтектура
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зв’язкiв мiж елементами мережi (яка вже буде не глобальною, а отже, бiльш рiзноманiт-
ною) приводить до появи тих чи iнших колективних динамiчних режимiв.
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109. Chiba H., Pazó D. Stability of an [n/2] -dimensional invariant torus in the Kuramoto model at small coupling //
Phys. D. – 2009. – 238(13). – P. 1068 – 1081.

110. Popovych O., Maistrenko Yu., Tass P. A. Phase chaos in coupled oscillators // Phys. Rev. E. – 2005. – 71. –
065201.

111. Baesens C., Guckenheimer J., Kim S., MacKay R. S. Three coupled oscillators: mode-locking, global bifurcati-
ons and toroidal chaos // Phys. D. – 1991. – 49(3). – P. 387 – 475.

112. Delabays R., Coletta T., Jacquod P. Multistability of phase-locking and topological winding numbers in locally
coupled Kuramoto models on single-loop networks // J. Math. Phys. – 2016. – 57. – 032701.

113. Laing C. R. The dynamics of chimera states in heterogeneous Kuramoto networks // Phys. D. – 2009. –
238(16). – P. 1569 – 1588.

114. Ashwin P., Borresen J. Encoding via conjugate symmetries of slow oscillations for globally coupled oscillators //
Phys. Rev. E. – 2004. – 70(2). – 026203.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 2



КОЛЕКТИВНА ДИНАМIКА ТА БIФУРКАЦIЇ У СИМЕТРИЧНИХ МЕРЕЖАХ ФАЗОВИХ ОСЦИЛЯТОРIВ. I 195

115. Skardal P. S., Ott E., Restrepo J. G. Cluster synchrony in systems of coupled phase oscillators with higher-order
coup // Phys. Rev. E. – 2011. – 84. – 036208.

116. Ashwin P., Orosz G., Wordsworth J., Townley S. Dynamics on networks of clustered states for globally coupled
phase oscillators // SIAM J. Appl. Dyn. Syst. – 2007. – 6(4). – P. 728 – 758.

117. Rabinovich M., Varona P., Selverston A., Abarbanel H. Dynamical principles in neuroscience // Rev. Mod.
Phys. – 2006. – 78. – P. 1213 – 1265.

118. Rabinovich M., Varona P., Tristan I., Afraimovich V. Chunking dynamics: heteroclinics in mind // Front.
Comput. Neurosci. – 2014. – 8. – 22.

119. Xu C., Xiang H., Gao J., Zheng Z. Collective dynamics of identical phase oscillators with high-order coupling //
Sci. Rep. – 2016. – 6. – 31133.

120. Lamb Jeroen S. W., Roberts John A. G. Time-reversal symmetry in dynamical systems: a survey // Phys. D. –
1998. – 112(1-2). – P. 1 – 39.

121. Sevryuk M. B. Reversible Systems // Lect. Notes Math. – Berlin: Springer, 1986. – 1211.

122. Daido H. Quasientrainment and slow relaxation in a population of oscillators with random and frustrated
interactions // Phys. Rev. Lett. – 1992. – 68. – P. 1073 – 1076.

123. Hong H., Strogatz S. H. Kuramoto model of coupled oscillators with positive and negative coupling parameters:
an example of conformist and contrarian oscillators // Phys. Rev. Lett. – 2011. – 106. – 054102.

124. Maistrenko Yu., Penkovsky B., RosenblumM. Solitary state at the edge of synchrony in ensembles with attractive
and repulsive interactions // Phys. Rev. E. – 2014. – 89. – 060901.

125. Montbrió E., Kurths J., Blasius B. Synchronization of two interacting populations of oscillators // Phys. Rev.
E. – 2004. – 70. – 056125.

126. Restrepo J. G., Ott E., Hunt B. R. Onset of synchronization in large networks of coupled oscillators // Phys.
Rev. E. – 2005. – 71. – 036151.

127. Sheeba J. H., Chandrasekar V. K., Stefanovska A., McClintock P. V. E. Asymmetry-induced effects in coupled
phase-oscillator ensembles: routes to synchronization // Phys. Rev. E. – 2009. – 79. – 046210.

128. Burylko O., Kazanovich Y., Borisyuk R. Bifurcation study of phase oscillator systems with attractive and
repulsive interaction // Phys. Rev. E. – 2014. – 90. – 022911.
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