
МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ В МЕТАЛУРГІЇ ТА МАШИНОБУДУВАННІ

ISSN 1607-6885     Нові матеріали і технології в металургії та машинобудуванні №1, 2013         109

Затем эквивалентные напряжения в і-м профиле
вычисляются по одной из теорий прочности, напри-
мер – по III:

.4 22
іі
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Анализ полученных результатов

В перспективе полученные аналитические зависи-
мости могут быть использованы для расчета конструк-
ций, относящихся к статически неопределимым про-
странственным составным стержням.

Выводы

В статически неопределимых пространственных
составных стержнях кручение может вызывать нор-
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Отримані аналітичні залежності для розрахунку на міцність статично невизначуваних просторових
складових стержнів, які являють собою набір повздовжніх профілів, з’єднаних поперечними діафрагмами.
Показано, що кручення таких стержнів може викликати згин повздовжніх профілів.
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мальные изгибающие напряжения в параллельных про-
филях.
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Устойчивость неконсервативных систем – один из
разделов механики, имеющий важное практическое
значение и вызывавший интерес на протяжении всего
минувшего столетия [1, 2]. Задачи исследования устой-
чивости при рассмотрении систем со следящими и ре-

активными силами, при проектировании современных
конструкций в машиностроении, крупногабаритных
космических конструкций. Эти же вопросы возникают
и при решении задач управления, поскольку нагруз-
ки, возникающие в объектах систем автоматического
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циклическая постоянная, отвечающая координате ϕ .
Штрих означает дифференцирование по безразмерно-
му времени t0ω=τ . Выражения для безразмерных ста-
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регулирования, в большинстве случаев представляют
собой неконсервативные силы. Поэтому анализ и об-
наружение новых качественных механических эффек-
тов поведения систем под действием неконсерватив-
ных нагрузок представляет значительный интерес.

Уравнения движения космического аппарата

Рассматривается движение динамически симмет-
ричного космического аппарата, центр масс которого
движется по круговой орбите с угловой скоростью

const0 =ω . Два главных центральных момента рав-

ны BA = , момент инерции относительно оси симмет-
рии равен C . За обобщенные координаты примем углы
Эйлера .,, ψϕθ

Функция Лагранжа системы имеет вид [3]
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Здесь точка означает дифференцирование по вре-
мени t . После исключения циклической координаты
ϕ  [4] уравнения движения космического аппарата при-
водятся к виду:
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где 212121 ,,,,, llddγγ – положительные постоянные.
Заметим, что каждой паре значений 0θ  и 0ψ  соответ-
ствуют выражения для 

θ
m  и  

ψ
m , которые в свою оче-

редь определяют ориентацию космического аппарата.
Система  (1) имеет тривиальное решение

0,0 2121 =′=′== xxxx , устойчивость которого ис-
следуется в дальнейшем.

Исследование устойчивости в первом приближении

Разделяя нелинейные слагаемые системы (1) в ряды
Маклорена, ограничиваясь линейными слагаемыми,
получаем систему первого приближения:

0=+′+′′ KXXGXM , (3)
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Здесь g , 1k , 2k , 3k  – определенные тригонометри-

ческие функции углов 0θ  и 0ψ , линейным образомом

зависящие от выбора параметров α  и β .
Отметим, что матрица M  в (3) является положи-

тельно определенной.
В случае если матрица K  положительно определе-

на, то нулевое положение равновесия системы (3) ус-
тойчиво, так как в этом случае нулевое положение по-
тенциальной системы 0=+′′ KXXM  устойчиво и мат-
рица G  не влияет на устойчивость [5].

Условия положительной определенности матрицы K:

0,0 2
2311 >−> kkkk . (4)

В случае если матрица K  отрицательно определе-
на, то нулевое положение равновесия потенциальной
системы 0=+′′ KXXM  неустойчиво. Однако оба соб-
ственных значения матрицы K  отрицательны, то есть
степень неустойчивости четна, а это означает, что ус-
тойчивость равновесия системы (3) зависит от матри-
цы G  и в системе возможна гироскопическая стабили-
зация [5].

Условия отрицательной определенности матрицы K:

0,0 2
2311 >−< kkkk . (5)

Характеристическое уравнение системы (3) имеет
вид:
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24 =+λ+θλ cb , (6)
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Уравнение (6) биквадратное. Для устойчивости си-
стемы (3) необходимо, чтобы уравнение (6) имело две
пары чисто мнимых корней, для этого необходимо вы-
полнение условий:

.0sin4,0,0 0
22 >θ−>> cbcb (7)

Таким образом, при выполнении условий (5) и (7)
система (3) устойчива и устойчивость достигнута за
счет гироскопической стабилизации.

В случае если не выполняются условия (4), (5), то
матрица K  не является знакоопределенной и нулевоее
положение равновесия потенциальной системы неус-
тойчиво. Матрица K  при этом имеет одно отрицатель-
ное и одно положительное собственное значение, т. е.
степень неустойчивости нечетна, следовательно, поло-
жение равновесия 0=′= XX  системы (3) будет неус-
тойчивым при любом выборе матрицы G  [5].

Критический случай двух пар чисто мнимых корней

В случаях знакооределенной матрицы K  характе-
ристическое уравнение (6) имеет две пары чисто мни-
мых корней 21, ω±ω± ii .Таким образом, из устойчиво-
сти в первом приближении нельзя делать вывод об ус-
тойчивости нелинейной системы. Для исследования
этого критического случая необходимо использовать
также нелинейные слагаемые системы (1). Запишем
систему (1) в  нормальной форме,  полагая

.,,, 24132211
′=′=== xyxyxyxy

Разлагая нелинейные слагаемые системы (1) в ряды
Маклорена, ограничиваясь членами третьего порядка
включительно, получаем следующую систему диффе-
ренциальных уравнений:
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Здесь многоточие означает совокупность слагаемых поряд-
ка не ниже четвертого; 12Y , 22Y  содержат квадратичные, а

13Y  и 23Y  кубические слагаемые аргументов 1y , 2y , 3y , 4y

),,,(),,,,( 432123432113 yyyyYyyyyY  – кубические сла-
гаемые, и являются определенными функциями аргу-
ментов ( ).2,1,,,,,, 00 =γψθβα ild iii
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Здесь черта означает сопряжение, комплексные

постоянные ( )4,1, =iac ii  выбираем таким образом,
чтобы для линейных слагаемых выполнялись соотно-
шения
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Обратная замена переменных может быть представ-
лена в виде:
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Здесь ( )4,1, =jimij  – известные комплексные величи-
ны.

В результате замены переменных (10) система (8)
принимает вид:
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где

( ) 224123432112
~~,,, YсYсzzzzZ += ,

( ) 234133432113
~~,,, YсYсzzzzZ += ,

( ) 224123432122
~~,,, YaYazzzzZ += ,

( ) 234133432123
~~,,, YaYazzzzZ +=

функции ijY~  получаются из ijY  путем подстановки (10).
С помощью полиномиального преобразования пе-

ременных ( ) ( )43214321 ,,,,,, wwwwzzzz → , систему
(11) можно привести к нормальной форме:
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Коэффициенты 11A , 12A  равны соответствую-

щим коэффициентам при 4213
2
1 , zzzzz  в разложеении
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функции ( )432113 ,,, zzzzZ , коэффициенты 21A , 22A  –

коэффициентам при 4
2
2321 , zzzzz  в разложении функ-

ции ( )432123 ,,, zzzzZ .
Согласно теоремы Каменкова [6, 7], положение рав-

новесия 02121 =′=′== wwww  системы (12) асимп-
тотически устойчиво при одновременном выполнении
трех условий:
1) ,0Re 11 <A 2) ,0Re 22 <A    3) если 0Re 12 >A  и

0Re 21 >A , то 0ReReReRe 21122211 >−=Δ AAAA .
В случае строгого нарушения знака хотя бы в од-

ном из приведенных условий, положение равновесия
будет неустойчивым.

Аналитический анализ позволяет утверждать, что в
случае отрицательной определенности матрицы K ,
всегда имеет место нарушение условий Каменкова, т.е.
нулевое положение равновесия нелинейной системы
(1) всегда неустойчиво, в то время как линейной систе-
мы первого приближения устойчиво при выполнении
условий (5), (7).

В случае положительной определенности матрицы
K , всегда можно найти нетривиальные значения пара-
метров задачи ( )2,1,, =γ ild iii , при которых условия
Каменкова будут выполнены, т. е. имеет место асимп-

тотическая устойчивость тривиального решения сис-
темы (1), при этом в случае ( )2,10 ====γ ild iii  ну-
левое положение равновесия системы (1) неустойчи-
во, или иными словами стабилизация движения посто-
янными моментами невозможна.

Полученные аналитические результаты подтверж-
даются численными, что свидетельствует об их досто-
верности.
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додаванням нелінійних складових.

Ключові слова: стійкість, космічний апарат, функція Ляпунова, перше наближення, зовнішні моменти.

Kuzemko A., Kuzemko I. Stabilization of the steady motion of a dynamically symmetric spacecraft with the help of
external moments

For a dynamically symmetric spacecraft the problem of stabilization of the relative equilibrium with the external
side, the emerging of the permanent and non-linear components is solved. In the linear formulation conditions for the
stabilization constant moments were obtained. In the nonlinear setting the impossibility of stabilizing the constant
moments, we obtain conditions for the stabilization of the external moments with the addition of non-linear compo-
nents.

Key words: stability, spacecraft, Lyapunov function, the first approximation, the external moments.




