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ЕНЕРГЕТИЧНІ  РІВНІ  МІЛКИХ  ДОНОРІВ  У   
АНІЗОТРОПНИХ  НАПІВПРОВІДНИКАХ 

Енергії іонізації мілких донорів в анізотропних кристалах у наближенні теорії збурень подані 
у вигляді рядів за степенями фактора анізотропії. Проведено порівняння отриманих співвідно-
шень із результатами Деверіна, Герлаха і Полмана, результатами варіаційних розрахунків Фол-
кнера, а також експериментальними даними. Проаналізовано межі застосовності різних методів 
розрахунку енергії іонізації. У рамках водневоподібної моделі проведено розрахунки енергії 
іонізації мілких донорів у Ge, Si, InSe, CdSe, CdS та ZnO. 

The ionization energies of shallow donors in anisotropic semiconductors calculated in the approxi-
mation of perturbation theory are presented as series with respect to the degrees of anisotropy factor. 
The obtained relationships are compared to the results of Déverin, Gerlach and Pollmann, the varia-
tional calculations of Faulkner as well as the experimental data. We have analyzed the ranges for the 
application of the various calculations methods of ionization energy. In the framework of the hydro-
gen-like model the calculations of ionization energy are carried out for shallow donors in Ge, Si, InSe, 
CdSe, CdS and ZnO. 

Вступ 
Енергії іонізації мілких донорів в анізотроп-

них кристалах можуть бути визначені у рамках 
водневоподібної моделі, яка вперше була засто-
сована для дослідження енергетичного спектру 
і хвильових функцій екситонів [1-3]. Розв'язок 
рівняння Шредінгера, отриманий Деверіним [4], 
дозволяє визначити енергетичні рівні основного 
та збуджених станів як екситонів так і мілких до-
норів в одноосьових кристалах. Введення ефек-
тивного зарядового фактора та вдалий вибір ну-
льового гамільтоніану дозволили Герлаху і По-
лману [5-7] отримати більш точний розв'язок да-
ної задачі. Актуальною та важливою у теоретич-
ному плані є задача визначення області застосов-
ності різних апроксимацій при розв'язуванні рів-
няння Шредінгера для мілких донорів. 

У даній роботі досліджуються області засто-
совності розв'язків рівняння Шредінгера для елек-
трона мілких донорів в одноосьових кристалах 
залежно від величини фактора анізотропії. З ці-
єю метою отримано співвідношення для енергії 
іонізації мілких донорів у вигляді степеневих 
рядів (до α6) фактора анізотропії, а також наве-
дені основні співвідношення для енергії іоніза-

ції основного і збуджених станів мілких донорів 
в апроксимації Деверіна [4] і Герлаха і Полмана 
[5-7]. Проведено кількісне порівняння результа-
тів, отриманих за допомогою рядів, з результа-
тами розрахунків за співвідношеннями Девері-
на [4] і Герлаха-Полмана [5-7] для фактора ані-
зотропії α>0 і α<0, а при α>0 виконано порівнян-
ня з результатами варіаційних розрахунків Фол-
кнера [8]. Досліджено вплив анізотропії на енер-
гію іонізації мілких збуджених 2S і 2P рівнів. 

Кількісні розрахунки енергії іонізації донорів 
в Ge, Si, InSe, CdSe, CdS, ZnO виконанні з вико-
ристанням експериментальних даних [3, 9-19]. 

Перший порядок теорії збурень в анізо-
тропних кристалах 

Гамільтоніан донорного електрона в одно-
осному кристалі у наближенні ефективних мас 
має вигляд [1-2]: 
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де Ze, e – відповідно абсолютні значення зарядів 
іона й електрона, *

⊥m , *
||m , ⊥ε , ||ε  − ефективні 

маси і діелектричні проникності матеріалу у на-
прямках перпендикулярно і паралельно C−осі, 
вздовж якої направлена вісь OZ. Використову-
ючи перетворення Уілера і Діммока [2] 
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запишемо рівняння Шредінгера: 
( ) ( ) ( )rErHH rr

Ψ=Ψ+ α0 ,               (3) 
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Як правило, γ називають параметром анізот-
ропії, а α − фактором анізотропії. 

У сферичній системі координат H0 і Hα мають 
вигляд: 
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Тоді радіальне рівняння Шредінгера нульової 
задачі записується як 
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Хвильові функції і енергетичні рівні незбуре-
ного рівняння Шредінгера з гамільтоніаном (7) 
мають вигляд: 
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У випадку малих α розв’язок рівняння Шре-
дінгера (3) знаходимо за допомогою теорії збу-
рень. Енергія іонізації мілких донорів у першому 
її наближенні визначаються співвідношенням  

>ΨΨ<+= α nlmnlmnlmnlm HEE ||0 .        (14) 

У випадку малих α оператор збурення Hα 
можна подати у вигляді рядів 
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Підставляючи (15) в (14) з урахуванням раді-
альної і сферичної частин водневоподібних фун-
кцій [20], отримуємо енергії іонізації мілкого 
донора з точністю до α6: 
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Вирази (16)-(19) зручні для числового розра-
хунку енергії іонізації. Вони також дозволяють 
аналізувати вплив анізотропії на енергію іоніза-
ції і визначити область застосовності розкладів 
за фактором анізотропії. 

При збереженні квадратичних членів по α у 
(16)-(19) отримуємо співвідношення, наведені в 
[2, 9] для нульового магнітного поля, а при збе-
реженні кубічних доданків по α – співвідношен-
ня роботи [21]. 

Енергію іонізації можна отримати і без розкла-
ду (15), підставляючи (8), (12) і (13) в (14). В ре-
зультаті отримуємо 
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Зауважимо, що співвідношення, аналогічні 
(20)-(25), вперше отримав Деверін [4] для енер-
гії зв’язку екситонів Ваньє в анізотропних крис-
талах. 

Співвідношення (20)-(23) можна узагальни-
ти, якщо ввести ефективний зарядовий фактор 

( )αlmZ  [6]: 
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В результаті для енергії іонізації отримуємо 
співвідношення:  
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Введення зарядового фактора )(αmlZ  дає 

можливість ввести характеристики анізотропії 
матеріалу в ефективний заряд дефекту. 

Модифікована теорія збурень Герлаха-
Полмана 

Окрім наведених методів визначення енергії 
іонізації мілких донорів відомий також метод 
Герлаха-Полмана [5-7], який дозволяє отримати 
прийнятні результати у більш широкому інтер-
валі зміни фактора анізотропії. Основна ідея цьо-
го методу полягає у тому, що залежність від фак-
тора анізотропії α вводится у нульовий гаміль-
тоніан за допомогою усереднення по кутових 
змінних. 

Гамільтоніан (1) у сферичних координатах 
перепишемо у вигляді 
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Після усереднення по кутових змінних отри-
муємо [6] 
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Власні функції гамільтоніану lmH 0 , які врахо-
вують залежність від фактора анізотропії, мають 
вигляд [6]: 

( ) ( )( ) ( )ϕθα=αΨ ,,,)( lmlmnlmnl YrZRrr .       (33) 

Власні значення lmH 0  параметрично залежать 
від фактора анізотропії 
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||
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У першому порядку теорії збурень по lm
pH  

енергетичний зсув дорівнює нулю [6]. Внесок 
другого порядку теорії збурень малий [5-6]. Тому 
достатню точність забезпечує нульове наближен-
ня (34). 

Співвідношення для енергії іонізації мілких 
донорів (16)–(19), (20)–(23) і (34) в однаковій 
мірі можна застосувати і для екситонів Ваньє в 
одноосних кристалах. 

Для інтерпретації експериментальних даних 
важливою є задача визначення області застосов-
ності різних методів розрахунку. 

Порівняння результатів розрахунків енер-
гії іонізації мілких донорів, отриманих різни-
ми методами 

За співвідношеннями (16)-(19), (20)-(23) та (34) 
розраховано енергії іонізації мілких донорів в 
анізотропних кристалах. На рис.1 наведені залеж-
ності енергії іонізації рівня E1S від γ для області 
α<0, які враховують ряди по степенях фактора 
анізотропії α2 та α6 (криві 1і 2). Видно, що ці 
криві монотонно наближаються до даних Деве-
ріна (крива 3). Нижче даних Деверіна розташо-
вані залежності енергії іонізації, отримані мето-
дом Герлаха-Полмана (крива (4) і дані варіацій-
них розрахунків Фолкнера (крива 5). 

Розрахунки енергії іонізації мілких донорів, 
проведені варіаційним методом у [8], добре уз-
годжуються з експериментальними даними для 
Ge i Si. Як видно з рис.1, для 0,7<γ<1,3 енергії 
іонізації E1S, розраховані різними методами, 
практично збігаються. Для γ<0,7 більш прийнят-
ний варіаційний метод. 

На рис.2 наведені аналогічні залежності для 
області α<0. Для цієї області маємо немонотон-
не наближення енергії іонізації, яка виражена 
степеневими рядами по фактору анізотропії, до 
результатів Деверіна (крива 7). 

Як видно з рис.3, має місце перетин кривих, 
отриманих за допомогою степеневих рядів з 
даними, отриманими із співвідношення Герла-
ха-Полмана (34). Зі збільшеням парного сте-
пеня фактора анізотропії точки перетину кри-

вих, які представляють ряди, зміщуються в бік 
зростання значення γ. 

Із рис.2, 3 слідує, що для 1≤γ≤1,3 енергії іоні-
зації, отримані різними методами, практично збі-
гаються. При γ>1,3 близькі результати дають ме-
тоди Деверіна, Герлаха-Полмана. Дані, наведені 
на рис.1-3, стосуються основного рівня 1S. 
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Рис. 1. Енергії іонізації рівня E1S для області α<0 із 
збереженням α2 (1), α6 (2), метод Деверіна (3), метод 
Герлаха-Полмана (4), варіаційний розрахунок 
Фолкнера [8] (5). 
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Рис. 2. Енергії рівня E1S в області α<0. Розраховані 
за формулою (16) криві 1–6 враховують члени до 
α1 (1), α2 (2), α3 (3), α4 (4), α5 (5), α6 (6). Крива 7 
розрахована за формулою Деверіна (20). 
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Рис. 3. Енергії іонізації рівня E1S  при α<0 із збе-
реженням α2 (1), α4 (2), α6 (3), метод Деверіна (4), 
метод Герлаха-Полмана (5). 
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Цікавим є вивчення впливу анізотропії на 
збуджені 2S та 2Р рівні та порівняння різних 
методів розрахунку цих рівнів. 

На рис.4 наведені енергії іонізації збуджених 
рівнів, отриманих за допомогою рядів (17)-(19) 
і методом Деверіна, а на рис.5 – за методом Гер-
лаха-Полмана і дані Фолкнера [8]. 

Як показують розрахунки для сполук, у яких 
фактор анізотропії додатній, енергетичні рівні 2S, 
2Px, 2Pz розташовані так: <zPE2 =< xPS EE 22  

yPE2= , а для сполук, у яких фактор анізотропії 

від'ємний, порядок їх розташування обернений: 

zyx PSPP EEEE 2222 <<=  (рис.4). 

Як видно з рис.4,5, розташування енергетич-
них рівнів, отриманих різними методами, якіс-
но збігаються, хоча має місце кількісне розхо-
дження. 

Отримані результати цікаві для дослідження 
енергетичного спектра мілких донорів та пере-
ходів між енергетичними рівнями. Вони дозво-
ляють встановити області застосовності методів, 
розроблених різними авторами. 
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Рис. 4. Залежність енергії іонізації рівнів 2S, 2Px та 
2Pz від γ . Криві 1-3 розраховані за співвідношен-

нями (17)–(19): ( )6
2SE  (1), ( )6

2 zPE  (2), ( )6
2 xPE  (3). Криві 

4-6 розраховані за співвідношенням Деверіна (21)- 
(23): Dev

SE2  (4), Dev
zPE2

 (5), Dev
xPE2

 (6). 

. 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
-1,0

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2
2P

x

2S
2P

z

2P
z (5)

(2)

(2)

(3)
2P

x (6)
(3)

(1)

2S
(4)

(1)

γ

E/E0

 
Рис. 5. Залежність енергії іонізації рівнів 2S, 2Px та 
2Pz від γ: розрахунок за співвідношеннями Герла-
ха-Полмана (1)-(3), результати варіаційних розра-
хунків Фолкнера [8] (4)-(6). 

Для малих значень фактора анізотропії, |α|<0,3, 
усі наведені методи забезпечують прийнятний 
ступінь точності. При |α|>0,3 виникають пробле-
ми вибору адекватного методу розрахунку. 

Результати конкретних розрахунків 
Оскільки найнадійніші експериментальні дані і 

результати теоретичних розрахунків отримані для 
германію і кремнію [8], то доцільно провести 
розрахунки енергії іонізації мілких донорів наве-
деними вище методами саме для цих матеріалів 
(таблиця 1). Фактори анізотропії для них достат-
ньо великі ( 94867,0Ge =α , 7921,0Si =α ), тому, 
як видно з таблиці 1, методи теорії збурень неточ-
ні. До найкращих результатів приводить варіа-
ційний метод [8,22]. Наведені в таблиці 1 ре-
зультати варіаційних розрахунків Фолкнера [8] 

zx PP EEE 22 −=∆  для домішки сурми у Ge, а та-
кож літію та миш'яку у Si добре узгоджуються з 
експериментальними даними. 

Особливості кристалічної структури та енер-
гетичного спектра шаруватих кристалів напів-
провідникової групи A2B2 зумовлюють специфіч-
ну поведінку мілких донорів у таких матеріалах. 
Зокрема, у InSe домішки однієї групи періодич-
ної системи елементів виступають як акцептори 
(Pb) та як донори (Sn) [14]. Крім того, внаслідок 
інтеркаляції домішок в міжшарові просторі ви-
никають нові мілкі та глибокі рівні. Коли кон-
центрація домішок у селеніді індію перевищує 
певну величину, в міжшаровому просторі мож-
ливі процеси самоорганізації із утворенням мо-
лекул або ланцюжків [15]. 

Для InSe фактор анізотропії α від'ємний. Як 
видно з таблиці 2, різні методи розрахунку дають 
близькі результати для двох наборів ефективних 
мас. Зазначимо, що енергії іонізації, які розрахо-
вані з використанням ефективних мас, визначе-
них в [17], добре узгоджуються з даними експе-
риментальними робіт [14, 19]. 

У кристалах CdSe, CdS і ZnO фактор анізотро-
пії (α>0) є малою величиною, причому отрима-
ні співвідношення (16)-(19), (20)-(23) і (34) енер-
гії іонізації мілких донорів практично співпада-
ють. Спостерігається добре узгодження енергії 
іонізації з даними досліджень двоелектронних пе-
реходів, що спостерігаються при розпаді зв'яза-
них екситон-донорних комплексів в CdSe [12]. 

Визначення енергії іонізації мілких донорів 
п'єзоелектричних кристалів ускладнюється особ-
ливостями поведінки діелектричних проникнос-
тей ε⊥ і ε||. Автори [9] подали ε⊥ і ε|| у вигляді: 
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Таблиця 1. Енергії іонізації (меВ) мілких донорів в Ge і Si. 

Германій. 36,15|| =ε=ε⊥ , emm 08152,0=∗
⊥ , emm 588,1*

|| =  [8], 05133,0=γ , 7,31* =Ha Å 

Енергетичні стани  
SE2  SE2  PxE2  zPE2  zx PP EE 22 −  

1. α2 -6,82 -1,71 -1,47 -2.18 0,71 
2. α6 -7,69 -1,92 -1,53 -2,72 1,19 
3. Деверін -8,27 -2,06 -1,54 -3,10 1,56 
4. Герлах-Полман -8,93 -2,23 -1,57 -3,90 2,33 
5. Фолкнер [8] -9,81 -3,52 -1,73 -4,74 3,015 
6. Експериментальні 

дані [8] 
    Sb: 3,015  

Кремній. 40,11|| =ε=ε⊥ , emm 1905,0=∗
⊥ , emm 9163,0|| =  [8], 2079,0=γ , 7,31* =Ha Å  

Енергетичні стани  

SE1  E S2  E Px2  E Pz2  E EP Px z2 2−  

1. α2 -27,09 -6,77 -5,98 -8,36 2,38 
2. α6 -28,90 -7,22 -6,11 -9,46 3,35 
3. Деверін -29,24 -7,31 -6,12 -9,69 3,57 
4. Герлах-Полман -30,32 -7,58 -6,19 -10,80 4,.61 
5. Фолкнер [8] -31,27 -8,83 -6,40 -11,51 5,11 
6. Експериментальні  

дані [8] 
    Li: 5,13  

As: 5,12  

 
Таблиця 2. Енергії іонізації (меВ) мілких донорів у n-InSe. 

9,10=ε⊥ , 9,9|| =ε  [17], emm 131,0=∗
⊥ , emm 081,0|| =

∗  [18], 7806,1=γ , 0,42* =Ha Å 

Енергетичні стани  
SE1  SE2  xPE2  zPE2  

1. α2 -13,73 -3,43 -3,65 -3,00 
2. α6 -13,32 -3,33 -3,61 -2,77 
3. Деверін -13,27 -3,32 -3,61 -2,74 
4. Герлах-Полман -13,43 -3,36 -3,62 -2,85 

9.10=ε⊥ , 9,9|| =ε 17], emm 156.0=∗
⊥ , emm 143.0|| =

∗  [17], γ = 1 2011, , 2,35* =Ha Å 

Енергетичні стани  
SE1  SE2  xPE2  zPE2  

1. α2 -18,47 -4,62 -4,73 -4,39 
2. α6 -18,46 -4,61 -4,73 -4,38 
3. Деверін -18,46 -4,61 -4,73 -4,38 
4. Герлах-Полман -18,48 -4,62 -4,73 -4,40 
5. Експериментальні  

дані 
In: 18,5 [14] 
Si:-18,1 [19] 
Sn:-18,8 [19] 
Cl:-19,0 [19] 
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Таблиця 3. Енергії іонізації (меВ) мілких донорів в CdSe. 

53,9=ε⊥ , 65,10|| =ε  [12], emmm 13,0*
|| ==∗

⊥  [2], 8948,0=γ , 0,41* =Ha Å 

Енергетичні стани  
SE1  SE2  xPE2  zPE2  

1. Теорія -18.,07 -4,52 -4,45 -4,65 

2. Експериментальні  
дані [12] 

-18,0 -4,5 

 
Таблиця 4. Енергії іонізації (меВ) мілких донорів в CdS. 

37,80 =ε ⊥ , 00,9||0 =ε  [9], emm 19,0=∗
⊥ , emm 187,0|| =

∗  [9], 9449,0=γ , 035,02 >=<∑
j

jK  [13], 0,25* =Ha Å 

Енергетичні стани  
SE1  SE2  xPE2  zPE2  SS EE 12 −  SP EE x 12 −  SPz EE 12 −  

1 Теорія -32,64 -8,16 -8,10 -8.28 24,48 24,54 24,36 
2.  Експеримен- 

тальні дані [9] 
Cl:-32,7 

-32,0  
   23,88 24,36  24,19 

02.90 =ε ⊥ , ε 0 9 53|| ,=  [3], emmm 205.0*
|| ==∗

⊥  [3], γ = 0 9465, , 02 >=<∑
j

jK , 9,23* =Ha  Å 

Енергетичні стани  
SE1  SE2  xPE2  zPE2  SS EE 12 −  SP EE x 12 −  SPz EE 12 −  

1. Теорія -33.04 -8,26 -8,20 -8,38 24,78 24,84 24,66 
 
Таблиця 5. Енергії іонізації (меВ) мілких донорів в ZnO. 

ε 0 8 33⊥ = , , ε 0 8 84|| ,=  [11], emmm 32.0*
|| ==∗

⊥ [13], γ = 0 9423, , 074,02 >=∑<
j

jK  [13], 2.15* =Ha A
o

 

Енергетичні стани  
SE1  SE2  xPE2  zPE2  

1. Теорія -52,27 -13,07 -12,97 -13,28 
2. Експериментальні  

дані [11] 
-52,0    

ε 0 8 33⊥ = , , ε 0 8 84|| ,=  [11], m m me⊥
∗ = =||

* ,0 19 [11], γ = 0 9423, , 02 >=∑<
j

jK , 9,23* =Ha Å 

Енергетичні стани  
E S1  E S2  E Px2  E Pz2  

1. Теорія -35,80 -8,95 -8,88 -9,09 
 

)1( 2
0 ><+ε=ε ∑⊥⊥

j
jK , 

)1( 2
||0|| ><+ε=ε ∑

j
jK ,              (35) 

де ε 0⊥  і ε0||  статичні діелектричні проникності 
п'єзоелектриків, виміряні без урахування п'єзо-

електричного резонансу [9]; ><∑
j

jK 2  просумо-

вана за модами електромеханічна константа зв'яз-
ку, яка усереднена по різних напрямках розповсю-
дження. Для CdS і ZnO величина ><∑

j
jK 2  від-

повідно дорівнює 0,035 і 0,074 [13] і враховує 
особливості діелектричної проникності даних 
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п'єзоелектриків.  
У таблиці 4 наведені результати розрахунку 

основного і збуджених станів мілких донорів у 
CdS. Відзначимо, що в [9] оцінена тільки енергія 
іонізації рівня 1S-стану. Проведені розрахунки 
показують, що енергії іонізації мілких донорів у 
CdS добре узгоджуються із даними [9], які отри-
мані з досліджень двоелектронних переходів при 
розпаді екситон-донорних комплексів. 

Як видно з таблиці 5, добре узгодження розра-
хованої енергії іонізації з експериментальними 
даними в ZnO [11] має місце при використан-
ні ефективних мас emmm 32,0|| == ∗∗

⊥  [13]. 
Значне відхилення розрахованої енергії іоні-

зації мілких донорів 8,351 =SE меВ (від експе-
риментальної E1S=52 меВ) в ZnO [11] при вико-

ристанні в розрахунках ефективних мас =∗
⊥m  

emm 19,0*
|| ==  змусило авторів роботи [11] при-

пустити, що стан E1S не є станом, що описується 
наближенням ефективної маси. Нам видається, 
що використання ефективних мас, наведенних 
у [13], і параметра 074,02 >=<∑

j
jK  дозволяє 

отри-мати результати, які збігаються з експериме-
нтальними даними [11] в рамках водневоподіб-
ної моделі. 

Висновки 
В роботі отримані співвідношення для енер-

гії іонізації мілких донорів у вигляді рядів по сте-
пенях фактора анізотропії (до α6) для основно-
го і збудженого станів. Показано, що для малих 
значень фактора ( 3,0<α ) наш метод, методи 
Деверіна і Герлаха-Полмана забезпечують при-
йнятий ступінь точності при розрахунку енергії 
іонізації. Для 3,0>α  виникає проблема вибору 
адекватного методу. Аналіз результатів, отрима-
них різними методами, і порівняння їх з експе-
риментальними даними приводить до висновку, 
що в цьому випадку для α>0 прийнятну точність 
забезпечує варіаційний метод Фолкнера. Для ві-
д'ємних α можна використовувати також методи 
Деверіна і Герлаха-Полмана. Метод розкладання 
в ряд за степенями фактора анізотропії α має 
більш широку область застосовності для від'єм-
них значень α, ніж для додатних.  

Анізотропія знімає виродження станів, яке 
характерне для ізотропної моделі. Для сполук з 
додатним фактором анізотропії енергії збудже-

них рівнів розташовані згідно з нерівностями 
xz PSP EEE 222 << , а для сполук з від'ємним фак-

тором анізотропії – згідно з нерівностями <zPE2  

xPS EE 22 << . 
Аналіз результатів розрахунків, отриманих 

різними методами, в основі яких лежить водне-
воподібна модель, вказує, що ця модель дозво-
ляє адекватно описувати енергії іонізації мілких 
донорів анізотропних, в тому числі й одноосних 
кристалів. 

Зауважимо, що проблема мілких донорних 
рівнів домішок залишається актуальною і при до-
сліджені тонких напівпровідникових плівок і для 
гетерогенних систем. 
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