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ПРО РОЗРИВНI КОЛИВАННЯ В ОДНIЙ IМПУЛЬСНIЙ
СИСТЕМI

We study the existence of oscillatory solutions of a system of differential equations with impulse
perturbation.

В роботi дослiджується iснування коливних розв’язкiв однiєї системи диференцiальних рiв-
нянь з iмпульсним збуренням.

Розглянемо двовимiрну систему диференцiальних рiвнянь з iмпульсним збу-
ренням

ẋ1 = Ax+ ϵf0(x), x2 ̸= kx1; ∆x

∣∣∣∣
x2=kx1

= Bx, (1)

в якiй x = col(x1, x2),

A =

(
λ 0
1 λ

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
, f0(x) =

(
f(x1, x2)
g(x1, x2)

)
В роботi [1] дослiджено достатнi умови iснування одно- i двоiмпульсних ци-

клiв у випадку, коли особлива точка вiдповiдної лiнiйної диференцiальної си-
стеми є сiдлом. Виявляється, що аналогiчнi дослiдження можна провести, коли
ця точка є вузлом. Тут ми розглядаємо випадок виродженого вузла, причому
вважатимемо цей вузол асимптотично стiйким, тобто вважатимемо, що λ < 0.

Зауважимо, що лiнiйне однорiдне вiдображення (E + B) : x → (E +
B)x площини (x1Ox2) в себе переводить пряму x2 = kx1 в пряму x2 = µx1, де
коефiцiєнти k i µ пов’язанi мiж собою рiвнiстю

µ =
k(1 + b22) + b21
1 + b11 + kb12

.

В лiнiйному випадку, тобто коли ϵ = 0 система (1) дослiджена нами в [2].
Зокрема, тут встановлено, що поведiнка розв’язкiв визначається числом

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k−µ)λ.

Якщо це число за модулем менше вiд одиницi, то всi розв’язки, що виходять
iз точок прямої x2 = µx1, з часом прямують до нуля, коли t → ∞. Якщо ж
|γ| > 1, то всi такi розв’язки прямують до нескiнченностi, коли t→ ∞.

Значенню |γ| = 1 вiдповiдають перiодичнi розв’язки. Коли γ = 1, то в си-
стемi є однопараметрична сiм’я одноiмпульсних циклiв, кожен з яких - кусок
кривої

x2 = x1

(
µ+

1

λ
ln
x1
x01

)
, e(k−µ)λ ≤ x1

x01
≤ 1.

Рух фазової точки по такому циклу є перiодичним з перiодом T = k − µ.
Якщо ж

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k−µ)λ = −1,
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то в системi є однопараметрична сiм’я двоiмпульсних циклiв, вiдмiнних вiд
одноiмпульсних.

Двоiмпульсний цикл задається двома кусками фазових кривих:

x2 = x1

(
µ+

1

λ
ln
x1
x01

)
, e(k−µ)λ ≤ x1

x01
≤ 1,

i
x2 = −x1

(
µ+

1

λ
ln

−x1
x01

)
, −1 ≤ x1

x01
≤ −e(k−µ)λ.

Рух фазової точки по кожному двоiмпульсному циклу є перiодичним з пе-
рiодом T = 2(k − µ).

При ϵ ̸= 0 траєкторiя системи (1), що вийшла з точки (x01, µx
0
1) прямої x2 =

µx1 не обов’язково перетне пряму x2 = kx1 в точцi (x∗1, kx∗1)

x∗1 = x01e
λ(k−µ).

Вона може перетнути цю пряму в точцi, абсциса якої по модулю менша
вiд |x∗1| (фазова точка наближається до початку координат), або ж в точцi,
абсциса якої по модулю бiльша вiд |x∗1| (фазова точка вiддаляється вiд початку
координат). Щоб з’ясувати, який з цих випадкiв має мiсце розглянемо прирiст
величини

E(x1, x2) =
x2
x1

− 1

λ
ln |x1|

за час, коли фазова точка, вийшовши з положення (x01, µx
0
1) досягне прямої

x2 = kx1, рухаючись по траекторiї системи (1). Виведемо наближену формулу
для приросту величини E(x1, x2).

Обчислимо повну похiдну функцiї E(x1, x2) вздовж розв’язкiв системи (1)

d

dt
E(x1, x2) =

ϵ

x21
[x1g(x1, x2)− (x2 +

x1
λ
)f(x1, x2)].

Траєкторiя системи (1), що виходить з точки (x01, µx
0
1) прямої x2 = µx1, на

величину порядка ϵ вiдрiзняється вiд куска лiнiї

x2 =
x1
x01

(µx01 +
x01
λ

ln
x1
x01

),

а тому прирiст функцiї E(x1, x2) з точнiстю до величини O(ϵ) дорiвнює значен-
ню iнтеграла вiд Ė(x1, x2), обчисленого по куску цiєї лiнiї, що знаходиться мiж
прямими x2 = µx1 i x2 = kx1, тобто

∆E = ϵ

k−µ∫
0

e−2λτ

(x01)
2
[x01e

λτg(x01e
λτ , (x02 + x01τ)e

λτ )−

−(x02 + x01τ +
x01
λ
)eλτf(x01e

λτ , (x02 + x01τ)e
λτ ]dτ + ϵ2 =

= ϵF (x01) + 0(ϵ2),
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де

F (x01) =
1

x01

k−µ∫
0

e−λτ [g(x01e
λτ , x01(µ+ τ)eλτ )−

(µ+ τ +
1

λ
)f(x01e

λτ , x01(µ+ τ)eλτ )]dτ.

За властивостями функцiї F (x01) можна робити висновок про поведiнку роз-
в’язкiв системи (1) (при достатньо малих значеннях параметра ϵ > 0). Якщо
ця функцiя додатна при x > 0 i вiд’ємна при x < 0, то в секторi мiж прямими
x2 = µx1 i x2 = kx1 вiдбувається коливання з наростаючою амплiтудою, а якщо
ця функцiя вiд’ємна при x > 0 i додатна при x < 0, то цi коливання загасаючi.
Точки x∗1, в яких F (x∗1) = 0 породжують при малих ϵ iзольованi одноiмпульснi
цикли в системi (1).

Таким чином, справедливе таке твердження.

Теорема 1. Нехай в системi (1) λ < 0, функцiї f(x1, x2) i g(x1, x2) є непе-
рервно диференцiйовними в деякому крузi x21 + x22 ≤ r2 i параметри системи
такi, що µ < k i виконується рiвнiсть

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k−µ)λ = 1.

Якщо рiвняння F (x1) = 0 має iзольований корiнь x∗1, такий, що F ′(x∗1) ̸= 0 то
при достатньо малих значеннях параметра ϵ > 0 система (1) має розривний
одноiмпульсний цикл i цей цикл є асимптотично стiйким, якщо F ′(x∗1) < 0
i x∗1 > 0, або ж F ′(x∗1) > 0, а x∗1 < 0, i нестiйким, якщо F ′(x∗1) > 0 i x∗1 > 0
або ж F ′(x1∗) < 0 i x∗1 < 0. Цей цикл мiститься в деякому U(ϵ)-околi (U(ϵ) →
0, коли ϵ→ 0) лiнiї

x2 = x1(µ+
1

λ
ln
x1
x∗1

), e(k−µ)λ ≤ x1
x∗1

≤ 1.

З’ясуємо питання iснування двоiмпульсних циклiв в системi рiвнянь (1). В
лiнiйнiй системi (при ϵ = 0) такi цикли є, коли параметри системи задовольня-
ють рiвнiсть γ = −1.

Як i при дослiдженнi одноiмпульсних циклiв розглянемо прирiст величи-
ни E(x1, x2) за час, коли фазова точка, вийшовши з положення (x01, µx

0
1) дося-

гне прямої x2 = kx1, рухаючись по траєкторiї системи (1), а пiсля результату
iмпульсної дiї, рухаючись по траєкторiї системи (1), знову попаде на пряму
x2 = kx1. Використовуючи вираз повної похiдної вiд E(x1, x2), складеної в силу
системи (1), обчислюємо прирiст E(x1, x2):

∆E = ϵF1(x
0
1) +O(ϵ2),

де

F1(x
0
1) =

1

x01

k−µ∫
0

e−λτ ((g(x01e
λτ , x01(µ+ τ)eλτ )− g(−x0eλτ ,−x01(µ+ τ)eλτ )

−(µ+ τ +
1

λ
)(f(x01e

λτ , x01(µ+ τ)eλτ )− f(−x01eλτ ,−x01(µ+ τ)eλτ )))dτ.

А тому справедливе таке твердження.
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Теорема 2. Нехай в системi (1) λ < 0, функцiї f(x1, x2) i g(x1, x2) непе-
рервно диференцiйовнi в деякому крузi x21+x22 ≤ r2 i параметри системи такi,
що µ < k i виконується рiвнiсть

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k−µ)λ = −1.

Якщо рiвняння F1(x1) = 0 має iзольований корiнь x∗1, такий, що F ′
1(x

∗
1) ̸= 0 то

при достатньо малих значеннях параметра ϵ > 0 система (1) має розривний
двоiмпульсний цикл i цей цикл є асимптотично стiйким, якщо F ′

1(x
∗
1) < 0 i

x∗1 > 0, або ж F ′(x∗1) > 0 i x∗1 < 0 i нестiйким, якщо F ′
1(x

∗
1)> 0 i x∗1> 0 або ж

F ′(x∗1)<0 i x∗1<0. Цей цикл належить деякому U(ϵ)-околу (U(ϵ)→0, коли ϵ→0
лiнiй:

x2 = x1

(
µ+

1

λ
ln
x1
x∗1

)
, e(k−µ)λ ≤ x1

x∗1
≤ 1.

i
x2 = −x1

(
µ+

1

λ
ln

−x1
x∗1

)
, −1 ≤ x1

x∗1
≤ −e(k−µ)λ.

Як приклад розглянемо можливiсть коливних рухiв в системi маятникового
типу з великим тертям:

ẍ+ 2ẋ+ x = ϵf(x, ẋ)

Зрозумiло, що при достатньо малих значеннях параметра ϵ > 0 нiяких ко-
ливних рухiв в такiй системi не буде, бо при ϵ = 0 (лiнiйний випадок) маятник
не здiйснює коливань, а зразу прямує до нульового положення рiвноваги: йо-
го швидкiсть ẋ(t) з часом змiнює знак не бiльше одного разу. Разом з тим за
рахунок iмпульсного збурення в системi можливi коливання.

Нехай маятник пiддається iмпульсному збуренню в момент проходження
ним положення ẋ = 0 в фазовiй площинi (xOẋ). Вiдносно iмпульсного збурення
вважатимемо, що воно приводить до збiльшення (зменшення) швидкостi руху
на величину, пропорцiйну положенню x, з коефiцiентом пропорцiйностi α.

Таким чином, маємо систему з iмпульсним збуренням:

ẍ+ 2ẋ+ x = ϵf(x, ẋ), ẋ ̸= 0; ∆ẋ

∣∣∣∣
ẋ=0

= αx. (2)

При ϵ = 0 ця система дослiдженна нами в [2], де показано, що при α = α∗,
тут α∗ - вiд’ємний корiнь рiвняння

(1 + α)e−
α

1+α = −1, (3)

в системi є однопараметрична сiм’я двоiмпульсних циклiв, тобто маятник з iм-
пульсним збуренням здiйснює перiодичнi коливання з перiодом

T =
2α∗

1 + α∗ .

З’ясуємо можливiсть коливання в системi (2) при ϵ > 0, за умови, що α = α∗.
Замiна змiнних (

x
ẋ

)
=

(
−1 −1
0 1

)(
u
v

)
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зводить систему (1) до вигляду

u̇ = −u− ϵf(−u− v, v), v ̸= 0, v̇ = u− v + ϵf(−u− v, v),

∆

(
u
v

) ∣∣∣∣
v=0

=

(
α∗ α∗

−α∗ −α∗

)(
u
v

)
.

Безпосередньо переконуємося, що

µ =
b21 + k(1 + b22)

1 + b11 + kb12
=

b21
1 + b11

=
−α∗

1 + α∗ ,

γ = (1 + b11 + b12k)e
(k−µ)λ = (1 + α∗)e−

α∗
1+α∗ ,

а

F1(u0) =
1

u0

−µ∫
0

eτ ([f((1− µ− τ)u0e
−τ , (µ+ τ)u0e

−τ )−

−f(−(1− µ− τ)uoe
−τ , −(µ+ τ)u0e

−τ )]+

+(µ+ τ − 1)[f(−(1 + µ+ τ)u0e
−τ , (µ+ τ)u0e

−τ )−
−f((1 + µ+ τ)u0e

−τ , −(µ+ τ)u0e
−τ )].)dτ

Цей вираз спрощується, коли функцiя f(x, ẋ) задовольняє додаткову умову:

f(−x,−ẋ) = −f(x, ẋ)

У цьому випадку

F1(u0) =
2

u0

−µ∫
0

eτ [f((1− µ− τ)u0e
−τ , (µ+ τ)u0e

−τ )−

−(1− µ− τ)f(−(1 + µ+ τ)u0e
−τ , (µ+ τ)u0e

−τ )]dτ,

i iзольованi нулi функцiї F1(u0) при достатньо малих значеннях параметра ϵ > 0
породжують двоiмпульснi цикли в системi (2).

Розглянемо конкретну систему з iмпульсним збуренням

ẍ+ 2ẋ+ x = ϵ(1− x2)ẋ, ẋ ̸= 0,

∆ẋ

∣∣∣∣
ẋ=0

= α∗x,

в якiй α∗ - вiд’ємний корiнь рiвняння (3).
Обчислюємо функцiю F1(u0), враховуючи, що

f(x, ẋ) = (1− x2)ẋ, f(−u− v, v) = (1− (u+ v)2)v.

Маємо

F1(u0) =
2

u0

−µ∫
0

eτ (µ+ τ)[1− (1 + µ+ τ)2u20e
−2τ ](µ+ τ)u0e

−τ2τ =
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= 2

−µ∫
0

(µ+ τ)2[1− (1 + µ+ τ)2u20e
−2τ ]dτ =

= 2

0∫
µ

[s2 − s2(1 + s)2e−2se2µu20]dτ = −2

3
µ3 − bu20,

де через b позначено додатну величину

b = 2eµ
0∫

µ

s2(1 + s)2e−2sds.

Таким чином, рiвняння F1(u0) = 0 має два iзольованi коренi

u∗1 =

√
−2

3

µ3

b
i u∗2 = −

√
−2

3

µ3

b
,

причому
F ′
1(u

∗
1) < 0, а F ′(u∗2) > 0.

Кожен з цих коренiв породжує при достатньо малих значеннях ϵ > 0 один i
той самий двоiмпульсний асимптотично стiйкий цикл.
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