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ÏÐÎ ÌÀÒÐÈ×ÍÅ ÐIÂÍßÍÍß ÑIËÜÂÅÑÒÐÀ ÍÀÄ ÎÁËÀÑÒÞ
ÃÎËÎÂÍÈÕ IÄÅÀËIÂ

An algorithm of finding solutions of the Sylvester matrix equation over a principal ideals domain
has been given in the paper.

Ïðèâåäåíî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñòðà íàä îáëàñòþ
ãîëîâíèõ iäåàëiâ.

Íåõàé D � äåÿêà îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, a Dm×n � ìíîæèíà âñiõ m × n-
ìàòðèöü íàä îáëàñòþ D äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m i n. Íàãàäà¹ìî, ùî
ðiâíÿííÿì Ñiëüâåñòðà íàçèâà¹òüñÿ ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

AX +XB = C, (1)

äå A, B, C � çàäàíi ìàòðèöi, ïðè÷îìó A ∈ Dm×m, B ∈ Dn×n, C ∈ Dm×n, à X �
íåâiäîìà m × n-ìàòðèöÿ. Ó âèïàäêó êîëè D ¹ ïîëåì äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ
÷èñåë òàêîãî ðîäó ðiâíÿííÿ âèíèêàþòü ó áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ðiçíîìà-
íiòíèõ òåîðié, íàïðèêëàä â òåîði¨ ñòiéêîñòi, òåîði¨ êåðóâàííÿ, êâàíòîâié òåîði¨ i
ò. ä. Â [1�9] íàâåäåíî ðiçíi ñïîñîáè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (1) íàä ïîëÿìè äié-
ñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Â íàøié ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá çíàõîäæåííÿ
ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1) íàä îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêèé ìîæíà
ðåàëiçóâàòè ó âèãëÿäi àëãîðèòìó äëÿ êîìï'þòåðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè GAP
äëÿ òèõ îáëàñòåé ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ùî ¹ â íàÿâíîñòi ó áiáëiîòåöi àáî ìîæóòü áóòè
ïîáóäîâàíi ¨¨ çàñîáàìè (äèâ. [10]). Ïîòðåáà ó ðîçâ'ÿçàííi ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ
(1) íàä êiëüöåì öiëèõ p-àäè÷íèõ ÷èñåë, íàïðèêëàä, âèíèêà¹ ïðè êëàñèôiêàöi¨
íåiçîìîðôíèõ p-ãðóï ×åðíiêîâà (äèâ. [11]).

Âiäîìî (äèâ. [1, 2]), ùî áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê X ′ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1),
ÿêùî òàêèé iñíó¹, ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìèX ′ = X0+X1, äåÿêîãî ðîçâ'ÿç-
êó X0 îäíîðiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

AX +XB = O, (2)

òà äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî íàïåðåä çàäàíîãî ðîçâ'ÿçêó X1 ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1)
(O � íóëüîâà m×n-ìàòðèöÿ). Ðiçíèöÿ æ äîâiëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ðiâ-
íÿííÿ (1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2). Îñêiëüêè Dm×n ¹
âiëüíèì D-ìîäóëåì âiäíîñíî çâè÷àéíèõ îïåðàöié äîäàâàííÿ ìàòðèöü òà ìíîæå-
ííÿ íà ñêàëÿð, òî íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà âñiõ ðîçâ'ÿçêiâ îäíî-
ðiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ¹ âiëüíèì D-ïiäìîäóëåì ìîäóëÿ Dm×n. Ó ñâîþ
÷åðãó ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1) ¹ ñóìiæíèì êëàñîì çà öèì
ïiäìîäóëåì. Çà àíàëîãi¹þ iç çâè÷àéíèìè ñèñòåìàìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâ-
íÿíü äîìîâèìîñÿ íàçèâàòè ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿ-
ííÿ (2) ìîäóëåì ðîçâ'ÿçêiâ, à éîãî áàçèñ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ.
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Iç [2] ñëiäó¹, ùî äëÿ çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ
(1) äîñèòü çíàéòè ìíîæèíó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ

A⊗ In + Im ⊗BT , (3)

äå ⊗ � êðîíåêåðiâñüêèé äîáóòîê ìàòðèöü, Ik � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó k,
BT � ìàòðèöÿ òðàíñïîíîâàíà äî ìàòðèöi B, òà ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ, ùî
îäåðæó¹òüñÿ ó ðåçóëüòàòi òðàíñïîíóâàííÿ, òàê çâàíî¨, ïî-ðÿäêîâî¨ ðîçãîðòêè
ìàòðèöi C.

Îçíà÷åííÿ 1. Ïî-ðÿäêîâîþ ðîçãîðòêîþ ìàòðèöi

C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
...

...
. . .

...
cm1 cm2 . . . cmn


áóäåìî íàçèâàòè mn-âèìiðíèé âåêòîð (àáî, ùî òåæ ñàìå, 1×mn-ìàòðèöþ)

RS(C) = (c11, c12, . . . , c1n, c21, c22, . . . , c2n, . . . , cm1, cm2, . . . , cmn).

Âiäîáðàæåííÿ RS : Dm×n → D1×mn òàêå, ùî äîâiëüíié ìàòðèöi X ∈ Dm×n
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð RS(C) áóäåìî íàçèâàòè ïî-ðÿäêîâîþ ðîçãîð-
òêîþ.

Î÷åâèäíî, ïî-ðÿäêîâà ðîçãîðòêàRS ¹ içîìîðôiçìîìD-ìîäóëiâDm×n iD1×mn,
à òîìó ìîæíà ãîâîðèòè ïðî îáåðíåíå âiäîáðàæåííÿ RS−1.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî X ′ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1), òî RS(X ′) ¹
ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ (3) i ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ
(RS(C))T . Íàâïàêè, ÿêùî x′ ¹ ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, òî
RS−1(x′) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìó ç k çâè÷àéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç l
íåâiäîìèìè x1, x2, . . . , xl ç êîåôiöi¹íòàìè òà âiëüíèìè ÷ëåíàìè iç îáëàñòi D.
Íåõàé

Gx = c (4)

� ¨¨ ìàòðè÷íèé çàïèñ, äå x = (x1, x2, . . . , xl)
T . Äîáðå âiäîìî (äèâ. [1,2]), ùî k× l-

ìàòðèöÿ G åêâiâàëåíòíà ìàòðèöi íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ñìiòà àáî, iíàêøå êàæóòü,
êàíîíi÷íié äiàãîíàëüíié ìàòðèöi. Òîáòî iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi U ïîðÿäêó k
òà V ïîðÿäêó l, ùî

UGV = diag(z1, z2, . . . , zr) = Z,

äå r = min{k, l} i êîæíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò zi íà äiàãîíàëi, ïî÷èíàþ÷è ç
äðóãîãî, äiëèòüñÿ íà ïîïåðåäíié òà âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî îáî-
ðîòíîãî åëåìåíòà îáëàñòi D. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ åëåìåíòiâ u i v iç D, äå v ̸= 0,
êàæóòü, ùî u äiëèòüñÿ íà v, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò w ∈ D, ùî u = vw. Îñêiëü-
êè D îáëàñòü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, òî åëåìåíò w âèçíà÷à¹òüñÿ åëåìåíòàìè u i v
îäíîçíà÷íî. Ââåäåìî äëÿ íüîãî ïîçíà÷åííÿ w = u

v
.

Äàëi, ÿêùî x′ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4), òî V −1x′ ¹ ðîçâ'ÿç-
êîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Zx = c′, (5)
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äå c′ = Uc. Íàâïàêè, ÿêùî x′′ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5), òî V x′′

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4).
Íàðåøòi, êîæíå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (5) ìà¹ âèãëÿä ωχ = γ,

äå ω, γ ∈ D, χ � íåâiäîìà. Òàêå ðiâíÿííÿ àáî íåìà¹ ðîçâ'ÿçêó, ó âèïàäêó, êîëè
γ íå äiëèòüñÿ íà ω, àáî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê γ

ω
, ÿêùî γ äiëèòüñÿ íà ω, àáî æ

áóäü-ÿêèé åëåìåíò îáëàñòi D ¹ éîãî ðîçâ'ÿçêîì, ÿêùî ω = γ = 0.
Äëÿ k× l-ìàòðèöi V ÷åðåç V∗j áóäåìî ïîçíà÷àòè j-é ñòîâïåöü ìàòðèöi V , äå

j ∈ {1, 2, . . .n}.
Iç âèùå ñêàçàíîãî, ÿê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé D ¹ îáëàñòþ ãîëîâíèõ iäåàëiâ, m i n � íàòóðàëüíi ÷èñëà,
A i B � äåÿêi çàäàíi D-ìàòðèöi âiäïîâiäíî ïîðÿäêiâ m i n i G = A ⊗ In +
+ Im⊗BT . ßêùî ðàíã r ìàòðèöi G ìåíøå çà mn i U , V � îáîðîòíi D-ìàòðèöi
ïîðÿäêó mn òàêi, ùî äîáóòîê UGV ¹ ìàòðèöåþ íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ñìiòà,
òî RS−1(V T

∗r+1), RS−1(V T
∗r+2), . . . , RS−1(V T

∗mn) ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ
ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ AX +XB = O.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñòðà AX +XB = C íàä
êiëüöåì öiëèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, äå

A =


1 2 3 4
5 6 7 8
9 8 7 6
5 4 3 2

 , B =

1 0 2
0 3 0
2 0 4

 , C =


1 −18 16
−8 −29 26
−26 −47 4
−3 −21 22

 .

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè çàäà÷i.

gap> A:=[[1,2,3,4],[5,6,7,8],[9,8,7,6],[5,4,3,2]];;
gap> B:=[[1,0,2],[0,3,0],[2,0,4]];;

gap> C:=[[1, -18, 16], [-8, -29, 26], [-26, -47, 4], [-3, -21, 22]];;

Îá÷èñëþ¹ìî ìàòðèöþ G = A⊗ In + Im ⊗BT .

gap> G:=KroneckerProduct(A,One(B))+KroneckerProduct(One(A),TransposedMat(B));;

Øóêà¹ìî ïî-ðÿäêîâó ðîçãîðòêó RS(C) ìàòðèöi C.

gap> mxn:=DimensionsMat(C);;m:=mxn[1];;n:=mxn[2];;

gap> c:=[];; for i in [1..m] do Append(c,C[i]); od;; c:=TransposedMat([c]);;

Çíàõîäèìî íîðìàëüíó ôîðìó Ñìiòà Z (â GAP ZZ) öiëî÷èñëîâî¨ ìàòðèöi G
ðàçîì ç ìàòðèöÿìè U i V ïåðåòâîðåíü âiäïîâiäíî íàä ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè
ìàòðèöi G.

gap> UGV:=ElementaryDivisorsTransformationsMat(Integers,G);;

gap> ZZ:=UGV.normal;;U:=UGV.rowtrans;;V:=UGV.coltrans;;

Ïåðåâiðÿ¹ìî ÷è ¹ ñóìiñíîþ íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ç ìàòðèöåþ Z i ñòîâïöåì âiëüíèõ ÷ëåíiâ U ·RS(C)T . Äëÿ öüîãî çíàõîäèìî ðàíã
r ìàòðèöi Z.
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gap> cc:=U*c;; r:=RankMat(ZZ);;
gap> solve:="?";; for i in [r+1..m*n] do if cc[i][1]<>0 then solve:="Íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêiâ";
break; �; od; solve;;
gap> for i in [1..r] do if not IsInt(cc[i][1]/ZZ[i][i]) then solve:="Íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêiâ";

break; else solve:="Ðîçâ'ÿçîê iñíó¹"; �; od; solve;

Ó ðàçi ñóìiñíîñòi òàêî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çíàõîäèìî äåÿêèé ÷àñòèí-
íèé ¨¨ ðîçâ'ÿçîê X1. ßêùî ðàíã ìàòðèöi Z äîðiâíþ¹ ¨¨ ïîðÿäêó, òîáòî ÿêùî
r = mn, òî öåé ðîçâ'ÿçîê ¹ ¹äèíèì. Øóêàíèì ÷àñòèííèì ðîçâ'ÿçêîì çàäàíîãî â
óìîâi ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñòðà ¹ ìàòðèöÿ

RS−1(X1 · V T ) =


32 −3 −11
−61 0 35
27 −2 −21
0 0 0

 .

gap> X1:=[];; for i in [1..r] do Append(X1, [cc[i][1]/ZZ[i][i]]); od;
for i in [r+1..m*n] do Append(X1,[0]); od; X1:=[X1];;
gap> X1:=V*TransposedMat(X1);
gap> XX:=[];; for i in [1..m] do row:=[]; for j in [1..n] do k:=(i-1)*n+j;

Append(row,[X1[k][1]]); od; Append(XX,[row]); od;

I íàñàìêiíåöü, çíàõîäèìî ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíîãî
äî çàäàíîãî îäíîðiäíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ÿê öå âêàçàíî ó òåîðåìi 1.

gap> FundamentalSolutions:=[];
gap> for t in [r+1.. m*n] do Xx:=[];; for i in [1..m] do row:=[]; for j in [1..n] do
k:=(i-1)*n+j; Append(row,[V[k][t]]); od; Append(Xx,[row]); od;

Append(FundamentalSolutions,[Xx]); od;

Ó íàøîìó âèïàäêó ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ
ìàòðèöü 

2 0 −1
−4 0 2
2 0 −1
0 0 0

 ,


−18 0 9
34 0 −17
−14 0 7
−2 0 1

 .

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà


2α− 18β + 32 −3 −α + 9β − 11
−4α+ 34β − 61 0 2α− 17β + 35
2α− 14β + 27 −2 −α + 7β − 21

−2β 0 β

 | α, β ∈ Z


¹ ìîäóëåì ðîçâ'ÿçêiâ çàäàíîãî â óìîâi ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ'ÿçàòè ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ñiëüâåñòðà AX +XB = C íàä
êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ Q[x] íàä ïîëåì Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, äå

A =

 x2 −x2 + 1 2x2 − 2
−2x3 + 5x2 − 3x 2x3 − 3x2 − x+ 3 −4x3 + 6x2 + 4x− 6

0 x3 − x2 − x+ 1 −2x3 + 3x2 + 2x− 2

 ,
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B =

(
−6x3 + 3x2 + 6x− 2 −3x2 + 3

12x4 − 10x3 − 10x2 + 10x− 2 6x3 − 2x2 − 6x+ 3

)
, C =

 1 x
x2 x3

x4 x5

 .

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çàñòîñó¹ìî îïèñàíèé âèùå àëãîðèòì ç íåâåëèêîþ àäàïòà-
öi¹þ â GAP äî êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ Q[x].

gap> Qx:=PolynomialRing(Rationals,["x"]);;
gap> x:=Indeterminate(Rationals,"x");;
gap> l:=One(Qx);;
gap> A:=[[x^2,-x^2+1,2*x^2-2], [-2*x^3+5*x^2-3*x,2*x^3-3*x^2-x+3,
-4*x^3+6*x^2+4*x-6], [0,x^3-x^2-x+1,-2*x^3+3*x^2+2*x-2]]*l;;
gap> B:=[[-6*x^3+3*x^2+6*x-2, -3*x^2+3], [12*x^4-10*x^3-10*x^2+10*x-2,
6*x^3-2*x^2-6*x+3]]*l;;
gap> C:=[[1,x],[x^2,x^3],[x^4,x^5]]*l;;
gap> G:=KroneckerProduct(A,One(B))+KroneckerProduct(One(A),TransposedMat(B));;
gap> mxn:=DimensionsMat(C);;m:=mxn[1];;n:=mxn[2];;
gap> UGV:=ElementaryDivisorsTransformationsMat(Qx,G);;
gap> U:=UGV.rowtrans;;V:=UGV.coltrans;;ZZ:=UGV.normal;;
gap> cc:=U*c;;
gap> solve:="?";;for i in [r+1..m*n] do if cc[i][1]<>0 then solve:="Íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêiâ";
�; od; solve;
"?"
gap> for i in [1..r] do if not IsPolynomial(cc[i][1]/ZZ[i][i]) then solve:="Íå iñíó¹
ðîçâ'ÿçêiâ"; break; else solve:="Ðîçâ'ÿçîê iñíó¹"; �; od; solve;
"Íå iñíó¹ ðîçâ'ÿçêiâ"

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî, ùî äàíå â óìîâi ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿç-
êó, ÷åðåç òå ùî ï'ÿòèé åëåìåíòàðíèé äiëüíèê ìàòðèöi G íå äiëèòü âiäïîâiäíó
êîìïîíåíòó âåêòîð-ñòîâïöÿ U · RS(C)T .
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