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СТIЙКIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ СТОХАСТИЧНИХ ДИНАМIЧНИХ
СИСТЕМ ВИПАДКОВОЇ СТРУКТУРИ IЗ ЗОВНIШНIМИ
ЗБУРЕННЯМИ, ПУАССОНОВИМИ ПЕРЕМИКАННЯМИ I

ВСIЄЮ ПЕРЕДIСТОРIЄЮ

В данiй роботi розглядається стохастична динамiчна система Iто-Скорохода з зовнi-
шнiми випадковими збуреннями, з марковськими перемиканнями та всiєю передiсто-
рiєю. Наведенi основнi означення стiйкостi сильного розв’язку для такої системи та
одержанi достатнi умови асимптотичної стiйкостi за ймовiрнiстю в цiлому та асимпто-
тичної стiйкостi в середньому квадратичному в цiлому.

Ключовi слова: стохастичнi динамiчнi системи з нескiнченною пiслядiєю, марков-
ськi перемикання, зовнiшнi збурення, оператор Ляпунова-Красовського, стiйкiсть за
ймовiрнiстю, стiйкiсть в середньому квадратичному.

Нехай Rn – n-вимiрний дiйсний евклiдовий простiр i 1 ≤ p <∞. X є просто-
ром iсторiї, тобто простiр Rn×Dp

ρ, де Dp
ρ – простiр Скорохода локально обмеже-

них неперервних справа, що мають лiвостороннi границi, функцiй ϕ : R+ → Rn

таких, що
∞∫

0

|ϕ(s)|p ρ(s)ds <∞.

Норма в просторi X вводиться наступним чином

‖ϕ‖X ≡

|ϕ(0)|p +

∞∫
0

|ϕ(s)|p ρ(s)ds

1/p

≡
(
|ϕ(0)|p + ‖ϕ‖pρ

)1/p

,

‖ϕ‖pρ <∞, 1 ≤ p <∞.
Означення 1. Функцiя ρ : R+ → R+ називаєтья функцiєю iз згладжуючою

властивiстю, якщо вона задовольняє таким умовам [4]:
1. ρ – сумовна в R+;
2. для ∀z ≥ 0 справедливi нерiвностi

K(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s+ z)

ρ(s)
≤ K <∞;

K(z) ≡ ess sup
s∈R+

ρ(s)

ρ(s+ z)
<∞;

(1)
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3. ρ – обмежена в R+;
4. ρ > 0 – строго додатня на s ∈ (0,∞);
5. sρ(s)→ 0 коли s→∞.

Нехай (Ω,F,F ≡ {Ft ⊂ F, t ≥ 0} ,P) – ймовiрнiсний базис [1]; {ξ(t), t ≥ 0} –
марковський процес iз значеннями в метричному просторi Y = {y1, .., yn} з пере-
хiдною ймовiрнiстю P(s, y, A), A ⊂ BY ; {ηk, k ≥ 0} – ланцюг Маркова в метри-
чному просторi H з перехiдною ймовiрнiстю на k-му кроцi Pk(h,G); {w(t), t ≥ 0}
– Rn-значний вiнерiв процес, узгоджений з потоком σ-алгебр {Ft, t ≥ 0}, а
{ν̃(dθ, dt) ≡ ν(dθ, dt)− tΠ(dθ)} незалежна вiд нього центрована пуассонова мiра
на (Θ×R+, Z×B+), для якої E {ν̃2(dθ × dt)} = Π(dθ)dt, де Π – деяка σ-скiнченна
мiра на Z.

Розглянемо стохастичну динамiчну систему випадкової структури iз зовнi-
шнiми збуреннями та усiєю передiсторiєю

dx(t) = f1(γ1)a(t, xt, ξ(t))dt+ f2(γ2)b(t, xt, ξ(t))dw(t)+

+f3(γ3)

∫
Θ

c(t, xt−, θ, ξ(t))ν̃(dθ, dt), ∀t ≥ t0; (2)

з марковськими перемиканнями

∆x |t=tk = x(tk)− x(tk−) = g
(
tk−, xtk−, ξ(tk), ηk

)
, (3)

tk ∈ S ≡ {tn ↑, n ∈ N} , lim
n→∞

tn = +∞

i початковими умовами

ξ(t0) = y ∈ Y, xt0 = ϕ ∈ X, ηk0 = h. (4)

Тут γ1, γ2 – випадковi величини, з функцiями розподiлу Fγ1(·), Fγ2(·) вiдповiдно,
незалежнi вiд ξ(t) i приростiв {w(s)− w(t0), s ≥ t0}, {ν̃(s, A)− ν̃(t0, A), s ≥ t0,
A ∈ Z}; f1(·), f2(·) – деякi борелевi функцiї; векторнозначний функцiонал
{a(t, ϕ, y)} : R×X×Y → Rn, матричнозначний функцiонал {b(t, ϕ, y)} : R×X×
Y →Mn

n (Rn) та векторнозначний функцiонал {c(t, ϕ, θ, y)} : R×X×Θ×Y → Rn

– вимiрнi за сукупнiстю змiнних i при кожному ϕ ∈ X локально обмеженi по t,
а процес xt = (x(t), xtρ)

xtρ(s) ≡
{
x(t− s), t0 ≤ s ≤ t;
ϕ(s− t), s > t.

Крiм того, ϕt0 ∈ X з ймовiрнiстю 1 i ϕ(t) не залежить вiд приростiв вiнерово-
го процесу {w(s)− w(t), s ≥ t ≥ t0} та центрованої пуассонової мiри {ν̃(s, A)−
−ν̃(t0, A), s ≥ t0, A ∈ Z} при кожному t.

Означення 2. Стохастичний процес {x(t) ≡ x(t, ω), t ∈ (−∞, T ]} називає-
ться сильним розв’язком задачi (2)-(4), якщо x(t) прогресивно вимiрний вiд-
носно Ft при t ≤ T , вiдрiзки траєкторiй процесу xt ∈ X при t ∈ [t0, T ], xt0 = ϕ
з ймовiрнiстю 1 i рiвнiсть

x(t) = x(s) + f1(γ1)

t∫
s

a(s, xs, ξ(t))ds+ f2(γ2)

t∫
s

b(s, xs, ξ(t))dw(s)+

Роздiл 1: Математика i статистика
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+f3(γ3)

t∫
s

∫
Θ

c(s, xs, θ, ξ(t))ν̃(dθ, ds) (5)

виконується з ймовiрнiстю 1 для всiх s ∈ [tk, tk+1), t ∈ (s, tk+1) i при tk ≥ t0:

x (tk) = x(tk−) + g(tk−, xtk , ξ(tk), ηk). (6)

Для спрощення викладок вважатимемо, що ξ(t) – однорiдний ланцюг Мар-
кова зi скiнченною кiлькiстю станiв. Згiдно [3] {xt(s), ξ(t)} є марковським про-
цесом, в якому випадкова складова x(t) ∈ X характеризує змiни вектора стану
системи, а ξ(t) – випадковi змiни її структури з врахуванням ланцюга Маркова
{ηk, k ≥ 0}, що входить як аргумент у функцiю вiдображення g(·, ·, ·, ηk). Цим i
пояснюється означення системи (2) як системи випадкової структури.

В роботi [6] встановленi наступнi умови iснування i єдиностi сильного розв’яз-
ку задачi (2)-(4):

1) функцiонали a : R ×X → Rn, b : R ×X → Mn
n (Rn), c : R ×X × Θ → Rn

вимiрнi за сукупнiстю змiнних;
2) iснує стала L > 0 така, що

|a(t, ϕ1, y)− a(t, ϕ2, y)|+ |b(t, ϕ1, y)− b(t, ϕ2, y)|+

+

∫
Θ

|c(t, ϕ1, θ, y)− c(t, ϕ2, θ, y)|Π(dθ)+|g(t, ϕ1, y, h)− g(t, ϕ2, y, h)| ≤ L‖ϕ1 − ϕ2‖X

для ∀ϕ1, ϕ2 ∈ X, ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H;
3) iснує стала C > 0 така, що

|a(t, ϕ, y)|+ |b(t, ϕ, y)|+
∫
Θ

|c(t, ϕ, θ, y)|Π(dθ) + |g(t, ϕ, y, h)| ≤ C(1 + ‖ϕ‖X)

для ∀t ∈ [t0, T ], y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
4) f1(·), f2(·), f3(·) – деякi борелевi функцiї,

∃E (f1(γ1))l , E (f2(γ2))l , E (f3(γ3))l ≤ c <∞, l > 1.

Позначимо через Pk ((y, h) , A×B) перехiдну ймовiрнiсть ланцюга Маркова
{ξ (tk) , ηk} на k-кроцi:

Pk ((y, h) , A×B) ≡ P {ξ (tk+1) ∈ A, η (tk+1) ∈ B |ξ (tk) = y, η (tk) = h} ,

для всiх tk ≥ t0, (y, h) ∈ Y ×H.
Введемо у розгляд наступну функцiю

Pk ((x, y, h) , X × A×B) ≡

≡ P
{
xtk+1(tk, ϕ, y0, h0) ∈ X1, ξ (tk+1) ∈ A, η (tk+1) ∈ B

∣∣∣∣xtk(tk−1, ϕ, y0, h0) = x, ξ (tk) = y, η (tk) = h
}

при всiх tk ∈ S ∪ {t0}, k ∈ N ∪ {0}, ϕ ∈ X, A ∈ BY, B ∈ BH.
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Означення 3. Дискретний оператор Ляпунова-Красовського (lvk) (x, y, h)
на послiдовностi вимiрних скалярних функцiй vk(x, y, h) : X × Y × H → R,
k ∈ N ∪ {0} для динамiчної системи (5) визначимо рiвнiстю

(lvk) (x, y, h) ≡
∫

X×Y×H

Pk(x, y, h)(dl × du× dz)vk(l, u, z)− vk(x, y, h).

Означення 4. Якщо tk = kβ для всiх k ∈ N i при деякому β > 0 вiд-
ображення a, b, g не залежать вiд t, процес ξ(t) i ланцюг Маркова {ηk, k ≥ 0}
однорiднi, тодi систему (5)-(6) називатимемо автономною.

У випадку автономної системи можна нехтувати iндексом k у функцiї
P ((x, y, h) , X × A×B) i дискретний оператор Ляпунова-Красовського можна
записати у виглядi

(lv) (x, y, h) ≡
∫

X×Y×H

Pk(x, y, h)(dl × du× dz)vk(l, u, z)− vk(x, y, h).

Означення 5. Функцiоналом Ляпунова-Красовського для системи (5) на-
звемо послiдовнiсть невiд’ємних функцiй vk(ϕ, y, h), k ≥ 0, для яких виконую-
ться умови:

1) при всiх k ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X визначений дискретний оператор
Ляпунова-Красовського (lvk) (ϕ, y, h);

2) при r →∞
v̄(r) ≡ inf

k∈N,y∈Y,
h∈H,‖ϕ‖X≥r

v(ϕ, y, h)→ +∞;

3) при r → 0
v(r) ≡ sup

k∈N,y∈Y,
h∈H,‖ϕ‖X≥r

v(ϕ, y, h)→ 0,

причому v̄(r) i v(r) – неперервнi i монотоннi.

Дослiдимо стiйкiсть тривiального розв’язку динамiчної системи (2)-(4).

Означення 6. Розв’язок задачi (2)-(4) назвемо:
– стiйким за ймовiрнiстю, якщо для ∀ε1 > 0, ε2 > 0 можна вказати таке

δ > 0, що з ‖ϕ‖X < δ випливає, що P

{
sup
T≥t
‖xt‖X > ε1

}
< ε2 при всiх y ∈ Y,

h ∈ H;
– асимптотично стiйким за ймовiрнiстю, якщо для ∀ε > 0 можна вказа-

ти таке δ > 0, що з ‖ϕ‖X < δ випливає, що lim
T→∞

P

{
sup
T≥t
‖xt‖X > ε

}
= 0;

– p-стiйким (p > 0), якщо для ∀ε > 0 можна вказати таке δ > 0, що з
‖ϕ‖X < δ випливає, що E ‖xt‖px < ε;

– асимптотично p-стiйким, якщо для ∀ε > 0 можна вказати таке δ > 0,
що з ‖ϕ‖X < δ випливає, що lim

t→∞
E ‖xt‖px = 0.

При p = 2 будемо мати стiйкiсть в середньому квадратичному i асимпто-
тичну стiйкiсть в середньому квадратичному. Якщо в попереднiх означеннях
покласти δ = +∞, то до вiдповiдних означень додається термiн ”в цiлому”.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Введемо позначення

|x(·)|∗t0 (t) ≡ sup
t0≤s≤t

|x(s)| .

Одержимо спочатку оцiнки розв’язку задачi (2)-(4) на iнтервалах [tk, tk+1)
по значенням розв’язку в точках tk, k ≥ 0.

При доведеннi будемо використовувати сталi, що виникають в наступних
нерiвностях теореми iснування та єдиностi сильного розв’язку, будемо викори-
стовувати нерiвнiсть Буркхольдера [4]: для довiльного l > 1 iснують сталi cl
такi, що

E

∣∣∣∣∣∣
•∫

t0

ψ(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ clE

 t∫
t0

|ψ(s)|2 ds

l/2

(7)

для будь-яких Ft-узгоджених процесiв ψ(t, ω), таких, що
T∫

0

ψ2(t)dt <∞ майже

напевне.
Також будемо використовувати сталi, що з’являються в таких елементарних

нерiвностях ∣∣∣∣∣
m∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣
l

≤ k
(m)
l

m∑
i=1

|ai|l , l ≥ 0, (8)

{ai} ⊂ R, m = 1, 2, 3, 4; k
(m)
l = ml−1 ∨ 1.

Лема 1. Нехай для системи (2)-(4) виконуються умови iснування та єди-
ностi розв’язку. Тодi при всiх k ≥ 0 для сильного розв’язку має мiсце нерiв-
нiсть:

E
{
|x(·)|2tk (tk+1)

}
≤ 15c2(1 + 2L2)

[
E |x(·)|2t0 (tk) + 2C2(tk+1 − tk)

]
×

× exp
{

5L2((tk+1 − tk)2 + 4)(tk+1 − tk)
}
. (9)

Доведення. При всiх t ∈ [tk, tk+1), tk > t0 з (5) легко одержати нерiвнiсть

|x(t)| ≤ |x(tk)|+ c

 t∫
tk

|a (τ, xτ , ξ(τ))− a (τ, 0, ξ(τ))| dτ+

+

t∫
tk

|a (τ, 0, ξ(τ))|dτ +

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

(b (τ, xτ , ξ(τ))− b (τ, 0, ξ(τ))) dw(τ)

∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

b (τ, 0, ξ(τ)) dw(τ)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

∫
Θ

(c(τ, xτ , θ, ξ(τ))− c(τ, 0, θ, ξ(τ))) ν̃(dθ, dτ)

∣∣∣∣∣∣ +

+

∣∣∣∣∣∣
t∫

tk

∫
Θ

c(τ, 0, θ, ξ(τ))ν̃(dθ, dτ)

∣∣∣∣∣∣
 .
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Пiднесемо до квадрату обидвi частини цiєї нерiвностi, обчислимо sup вiд
одержаного виразу, та вiзьмемо математичне сподiвання. Використовуючи не-
рiвностi (7), (8) та умови iснування та єдиностi розв’язку, матимемо

E
{
|x(·)|∗2tk (tk+1)

}
≤ 5c2

[
E
∥∥xtk∥∥2

X
+ 2C2(tk+1 − tk) + L2

(
(tk+1 − tk)2 + 4

)
×

×
t∫

tk

E
{∣∣|x(·)|∗2tk (τ)

∣∣ /Ftk} dτ. (10)

Використовуючи нерiвнiсть Гронуолла легко побачити, що

E
{∣∣|x(·)|∗2tk (τ)

∣∣ /Ftk} ≤ 5c2
[
E
{∥∥xtk∥∥2

X
/Ftk

}
+ 2C2(tk+1 − tk) ×

× exp
{

5L2
(
(tk+1 − tk)2 + 4

)
(tk+1 − tk)

}
. (11)

При t = tk+1 сильний розв’язок задачi (2)-(4)

x(tk+1) = x(tk+1−) + g(tk+1−, xtk+1−, ξ(tk+1), ηk+1)

задовольняє нерiвнiсть

E
{
|x(tk+1)|2 /Ftk

}
≤ 3 [E

{
|x(tk+1−)|2 /Ftk

}
+ E

{∣∣g(tk+1−, xtk+1−, ξ(tk+1), ηk+1 −

−g (tk+1−, 0, ξ(tk+1), ηk+1)|2 /Ftk
}

+ E
{
|g (tk+1−, 0, ξ(tk+1), ηk+1)|2 /Ftk

}]
≤

≤ 3c2
[(

1 + 2L2
)

E
{
|x(·)|∗2tk (tk+1)/Ftk

}
+ C2

]
. (12)

Оскiльки випадкова величина |x(·)|∗tk (tk+1) не залежить вiд σ-алгебри Ftk ,
то

E
{
|x(·)|∗2tk (tk+1)/Ftk

}
= E

{
|x(·)|∗2tk (tk+1)

}
.

Пiдставляючи (11) в (12), одержимо (9). Лема доведена.
Позначимо через

k0 =

{
sup {k ∈ N : tk ≤ t} , t ≥ t1,
0, t ∈ [0, t1) .

Теорема 1. Нехай
1) виконуються умови iснування i єдиностi сильного розв’язку задачi (2)-

(4);
2) iснують функцiонали Ляпунова-Красовського такi, що в силу системи

(5) виконується нерiвнiсть

(lvk) (ϕ, y, h) ≤ −ak(ϕ, y, h), k ≥ 0, ϕ ∈ X, y ∈ Y, h ∈ H; (13)

3) довжина iнтервалiв [tk, tk+1) не перевищує ∆ > 0, ∀k ≥ 0.
Тодi розв’язок задачi (2)-(4) асимптотично стiйкий за ймовiрнiстю в цi-

лому.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Позначимо через Ftk мiнiмальну σ-алгебру, вiдносно якої ви-
мiрнi ξ(t) при всiх t ∈ [t0, tk) i ηn, n ≤ k. Тодi умовне математичне сподiвання
обчислимо за формулою

E
{
vk+1(xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1)/Ftk

}
=

=

∫
X×Y×H

Pk ((ϕ, y, h) (dl × du× dz) vk+1(l, u, z))|ϕ=xtk ,y=ξ(tk),h=ηk
. (14)

Далi за означенням дискретного оператора Ляпунова-Красовського одержи-
мо

E
{
vk+1(xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1)/Ftk

}
=

= vk
(
xtk , ξ(tk), ηk

)
+ (lvk)

(
xtk , ξ(tk), ηk

)
≤ v̄

(∥∥xtk∥∥
X

)
. (15)

Використовуючи (15), запишемо дискретний оператор Ляпунова-Красовського

(lvk)
(
xtk , ξ(tk), ηk

)
= E

{
vk+1(xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1)/Ftk

}
−

−vk
(
xtk , ξ(tk), ηk

)
≤ −ak

(
xtk , ξ(tk), ηk

)
≤ 0. (16)

Тодi при k ≥ 0 має мiсце

E
{
vk+1

(
xtk+1 , ξ(tk+1), ηk+1

)
/Ftk

}
≤ vk

(
xtk , ξ(tk), ηk

)
.

А це означає, що послiдовнiсть випадкових величин {vk (xtk , ξ(tk), ηk)} пред-
ставляє собою супермартингал вiдносно Ftk [3].

Далi, взявши математичне сподiвання вiд обох частин нерiвностi (16), про-
сумувавши по k вiд n ≥ k0 до N , матимемо

E
{
vN+1(xtN+1 , ξ(tN+1), ηN+1)

}
− E

{
vn
(
xtn , ξ(tn), ηn

)}
=

=
N∑
k=n

E
{

(lvk)
(
xtk , ξ(tk), ηk

)}
≤ −

N∑
k=n

E
{
ak
(
xtk , ξ(tk), ηk

)}
≤ 0. (17)

Далi легко побачити, що

P

{
sup
t≥t0

∥∥xt (t0, ϕ, y, h)
∥∥
X
> ε1

}
= P

{
sup
n∈N

sup
tk0+n−1≤t≤tk0+n

∥∥xt (t0, ϕ, y, h)
∥∥
X
> ε1

}
≤

≤ P

{
sup
n∈N

xtk0+n−1 (t0, ϕ, y, h) > ε1

}
≤

≤ P

{
sup
n∈N

vk0+n−1x
tk0+n−1

(
xtk0+n−1 , ξ (tk0+n−1) , ηk0+n−1

)
> v̄ (ε1)

}
. (18)

Якщо ‖xtk‖X ≥ r, то

sup
k≥k0,‖xtk‖≥r

vk
(
xtk , ξ (tk) , ηk

)
≥ inf

k≥k0,y∈Y,
h∈H,‖ϕ‖X≥r

vk (ϕ, y, h) = v̄(r).
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Використовуючи нерiвнiсть для невiд’ємних супермартингалiв [3] для оцiнки
правої частини (18), матимемо

P

{
sup
n∈N

vk0+n−1x
tk0+n−1

(
xtk0+n−1 , ξ (tk0+n−1) , ηk0+n−1

)
> v̄ (ε1)

}
≤

≤ 1

v̄ (ε1)
vk0 (ϕ, y, h) ≤ v̄ (xt)

v̄ (ε1)
. (19)

З врахуванням (19) нерiвнiсть (18) дає можливiсть гарантувати виконання
означення стiйкостi за ймовiрнiстю в цiлому.

З (17) випливає оцiнка

E
{
vN+1(xtN+1 , ξ(tN+1), ηN+1)

}
≤ vk0 (ϕ, y, h)−

−
N∑

k=k0

E
{
ak
(
xtk , ξ (tk) , ηk

)}
≤ vk0 (ϕ, y, h) (20)

при всiх N ≥ k0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
Зауважимо, що послiдовнiсть {ak, k ≥ 0} представляє собою функцiонали

Ляпунова-Красовського. А, отже, iснують [1] неперервнi строго монотоннi фун-
кцiї a(r) i ā(r) рiвнi нулю при r = 0 i такi, що

a (‖ϕ‖X) ≤ ak (ϕ, y, h) ≤ ā (‖ϕ‖X) .

При k ∈ N, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
Таким чином iз збiжностi ряду в лiвiй частинi (20) випливає збiжнiсть ряду

N∑
k=k0

E
{
ak
(
xtk , ξ (tk) , ηk

)}
при всiх t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.

Тодi, з врахуванням a(r) i рiвностi a(0) = 0, одержимо

lim
k→∞

∥∥xtk (t0, ϕ, y, h)
∥∥
X

= 0.

Звiдси випливає прямування до нуля за ймовiрнiстю послiдовностi
v̄ (‖xtk (t0, ϕ, y, h)‖X) при k →∞ для всiх t0 ≥ 0, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.

Таким чином з властивостей функцiонала Ляпунова-Красовського невiд’єм-
ний супермарнтингал v (xtk , ξ(tk), ηk) при k →∞ прямує до нуля за ймовiрнiстю
при всiх реалiзацiях процесу ξ(t) i послiдовностi ηk.

Як вiдомо [3], невiд’ємний i обмежений зверху супермартингал має границю
з ймовiрнiстю 1. Використовуючи лему 1, одержимо асимптотичну стiйкiсть за
ймовiрнiстю в цiлому розв’язку задачi (2)-(4). Теорема 1 доведена.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1, причому функцiонали
Ляпунова-Красовського {vk, k ≥ 0} , {ak, k ≥ 0} задовольняють нерiвностi

c1 |ϕ (0)|2 ≤ vk (ϕ, y, h) ≤ c2 ‖ϕ‖2
X ,

c3 |ϕ (0)|2 ≤ ak (ϕ, y, h) ≤ c4 ‖ϕ‖2
X .

(21)

При деякий ci > 0, i = 1, 4 для всiх k ∈ N, y ∈ Y, h ∈ H, ϕ ∈ X.
Тодi розв’язок задачi (2)-(4) асимптотично стiйкий в середньому квадра-

тичному в цiлому.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Доведення. Використовуючи (17) для n = k0 в силу (21) очевидними є
наступнi нерiвностi

E
{∥∥xtN+1

∥∥2

X

}
≤ 1

c1

E
{
vN+1

(
xtN+1 , ξ (tN+1) , ηN+1

)}
≤

≤ 1

c1

E {vk0 (ϕ, ξ (tk00) , ηk0)} ≤
c2

c1

‖ϕ‖2
X

для всiхN > k0, ϕ ∈ X i початкових розподiлах випадкового вектора {ξ (tk0) , ηk0}.
Звiдси i випливає стiйкiсть в середньому квадратичному розв’язку задачi

(2)-(4).
Використовуючи (17) i другу iз нерiвностей (21), матимемо

E
{∥∥xtN+1

∥∥2

X

}
≤ 1

c3

N∑
k=k0

E {ak (ϕ, ξ (tk) , ηk)} ≤

≤ 1

c3

E {vk0 (ϕ, ξ (tk0) , ηk0)} ≤
c2

c3

‖ϕ‖2
X .

Ця нерiвнiсть гарантує збiжнiсть ряду, членами якого виступають E
{
‖xtN+1‖2

X

}
для будь-яких початкових даних xtk0 = ϕ i початкових розподiлах випадкового
вектора {ξ (tk0) , ηk0}.

Таким чином,
lim
k→∞

E
{∥∥xtk∥∥2

X

}
= 0

при всiх t0 ≥ 0, що i завершує доведення теореми 3.
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