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З використанням розширеного формалізму Стро та теорії функції комплексної змін-
ної побудовано інтегральні співвідношення типу Сомільяни і відповідні рівняння 
для термопружних анізотропних біматеріальних тіл із неідеальним тепловим кон-
тактом прямолінійної межі поділу складників. З допомогою математичної моделі 
тонкого деформівного теплоізольованого включення на основі одержаних інтеграль-
них співвідношень розв’язано задачу термопружності для скінченного анізотропно-
го біматеріального тіла із тонкою неоднорідністю з урахуванням контактного термо-
опору на межі основних складників матеріалів. 
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Через невпинний розвиток технологій та щораз ширше застосування у різно-
манітних сферах різного роду анізотропних композиційних, зокрема й інтелекту-
альних матеріалів, виникає необхідність у розробці ефективних методів, що да-
ють можливість враховувати якомога більшу кількість чинників, які впливають 
на розподіл фізико-механічних полів, міцність та, відповідно, довговічність кон-
струкцій чи їхніх елементів. Дуже часто під час виготовлення комбінують декіль-
ка різних за механічними та тепловими властивостями композиційних матеріалів, 
поєднуючи їх дуже тонким клейовим чи іншим шаром, який діє на поля напру-
жень та температур у всьому тілі. Вплив такого шару зручно моделювати умова-
ми неідеального одночасно чи порізно теплового та механічного контакту склад-
ників тіла. Загалом виділяють [1, 2] два типи неідеального теплового контакту 
для слабкої чи високої теплопровідності межі поділу матеріалів. 

Анізотропні матеріали вивчали у багатьох працях [1, 3–8]. Для анізотропних 
біматеріалів добре себе зарекомендував гранично-елементний метод [4]: отримано 
розв’язок задачі для тріщин, що лежать на межі поділу термопружного анізо-
тропного біматеріалу [8], а також побудовано [7] двовимірну функцію Ґріна для 
анізотропних біматеріалів із неідеальним слабким тепловим та неідеальним по-
датливим механічним контактами. Одержано [5] явний замкнений вигляд ядер 
інтегральних рівнянь для термопружного анізотропного біматеріалу з ідеальним 
контактом його складників. Проте побудові ефективних аналітично-числових ме-
тодів дослідження анізотропних термопружних кусково-однорідних тіл із ураху-
ванням контактного термоопору складників за присутності тонких неодноріднос-
тей, відмінних від тріщин, уваги не приділено. 

Нижче для такої структури за допомогою розширеного формалізму Стро [9], 
апарата теорії функції комплексної змінної [10] і теорії лінійних диференціаль-
них рівнянь побудовано систему інтегральних співвідношень, що із використанням 
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модифікованого методу граничних елементів [11] дає можливість створити ефек-
тивну числову процедуру для вивчення сформульованої задачі. 

Формулювання задачі. Розглянемо кусково-однорідне лінійно анізотропне 
термопружне тіло, розташоване у прямокутній системі координат 1 2 3Ox x x  (рис. 1). 
Рівняння рівноваги, балансу тепла та конститутивні співвідношення плоскої де-
формації і плоскої стаціонарної теплопровідності запишемо так [9, 11, 12]: 

 , 0ij jσ = ,    , 0i ih =  ( , 1,2,3)i j = ; (1) 

 ij ijkm km ijCσ = ε − β θ ,    ,i ij jh k= − θ . (2) 

Тут , ,( ) / 2ij i j j iu uε = +  – компоненти тензора деформацій; ijσ  – компоненти тен-

зора напружень; hi – компоненти вектора густини теплового потоку; ui – компо-
ненти вектора переміщення; θ  – зміна температури порівняно з відліковою; 

ijkmC  – пружні сталі; ijk  – коефіцієнти теплопровідності; ij ijkm kmCβ = α  

( , , , 1,..,3)i j k m =  – модулі теплового розширення (коефіцієнти теплових напру-

жень); ijα  – коефіцієнти теплового розширення. Тензори з компонентами Cijkm, 

kij, αij та βij симетричні. Кома в індексних позначеннях відповідає диференцію-
ванню за вказаної після коми координатою, тобто , /i j i ju u x= ∂ ∂ . 

 

Рис. 1. Термопружний анізотропний 
біматеріал із неідеальним тепловим 

контактом складників:  
1 – матеріал 1; 2 – матеріал 2. 

Fig. 1. Thermoelastic anisotropic bimaterial 
with thermally imperfect interface:  

1 – material 1; 2 – material 2. 

 
Згідно з розширеним формалізмом Стро [9, 12] загальний розв’язок рівнянь 

(1), (2) має вигляд 

 2Re{ ( )}tg z′θ = , 2 Im{ ( )}t tk g z′ϑ = , 1 ,2h = −ϑ , 2 ,1h = ϑ , 2
11 22 12tk k k k= − ;  

 *2Re[ ( ) ( )]u Af c tz g z= + , *2Re[ ( ) ( )],φ Bf d tz g z= +  1 ,2i iσ = −ϕ , 2 ,1i iσ = ϕ ; 

 1 2t tz x p x= + ; 1 2z x p xα α= + ;    * 1 1 2 2 3 3( ) [ ( ), ( ), ( )]z F z F z F z= Tf , (3) 

де ϑ  – функція теплового потоку; ( )tg z , ( )F zα α  – певні аналітичні функції своїх 
аргументів; комплексна стала pt – корінь (з додатною уявною частиною) ха-

рактеристичного рівняння теплопровідності 2
22 12 112 0.t tk p k p k+ + =  Матриці A  

і B , вектори c  і d , сталі pα  ( 1, 2, 3)α =  визначають із задачі на власні значення 
формалізму Стро [9]. 

Вектор *( )zf  комплексних потенціалів Стро та вектор-функції переміщень і 
напружень пов’язані співвідношеннями [11] 

 T T T T
*( ) t tz = + − −f B u A φ B u A φ , { }2Re ( )t

tg z=u c , { }2Re ( )t
tg z=φ d . (4) 

Згідно з виразами (3) функція ( )tg z′ , температура θ  і функція ϑ  теплового 
потоку пов’язані між собою залежністю 
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 2 ( ) /t tg z i k′ = θ + ϑ . (5) 

Оскільки тіло складене з двох розташованих у півплощинах S1 (x2 > 0) і S2  
(x2 < 0) термопружних анізотропних матеріалів, то на прямій x2 = 0, яка є лінією 
розмежування цих матеріалів (тонкий проміжний шар з розгляду вилучаємо), 
припускаємо виконання умови неідеального теплового контакту за моделлю Ка-
піци [1] (індексами 1 і 2  позначаємо півплощини S1 та S2) 

 
2 2 2

(2)(1) (2)
1 2 1 2 0 1 2,10 0 0

( , ) ( , ) ( ( , ))
x x x

x x x x x x
= = =

θ = θ −ρ ϑ ; (6) 

 
2 2

(1) (2)
1 2 1 2

0 0
( , ) ( , )

x x
x x x x

= =
ϑ = ϑ  (7) 

та ідеального механічного контакту 

 
2 2

(1) (2)
1 2 1 2

0 0
( , ) ( , )

x x
x x x x

= =
=φ φ ,    

2 2

(1) (2)
1 2 1 2

0 0
( , ) ( , )

x x
x x x x

= =
=u u . (8) 

Крайові умови (6) та (7) відповідають моделі тонкого прошарку, для якого 
згідно з законом теплопровідності Фур’є різниця температур на межі поділу ма-
теріалів пропорційна до нормального теплового потоку крізь цю межу, який 
згідно з умовою теплового балансу має однакове значення у протилежних точках 
поверхонь шару. Таким чином, параметр ρ0 в умові (6) є термоопором межі поді-
лу матеріалів. 

Кожна півплощина містить систему гладких замкнених контурів (1)
1 ∪ i iΓ = Γ  

та (2)
2 ∪i iΓ = Γ , де можна задавати ті чи інші теплові й механічні крайові умови. 

Розв’язування задачі. Теплопровідність. Оскільки задача теплопровідності 
лінійна, то її розв’язок можна подати як суперпозицію однорідного розв’язку 

(1)
1 ( )tg z∞  та (2)

2 ( )tg z∞ , який повинен задовольняти крайові умови (6), (7), і збу-

реного, спричиненого контурами 1Γ , 2Γ  та певними крайовими умовами на них. 

Позначимо інтеграли Коші комплексної функції температури ( )( )i
i tg z′  як 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) , ( )

i i

i i i i
i j i ji t t i t t

t t t ti j i j
t t t t

g d g d
q z q z

z zΓ Γ

′ ′τ τ τ τ
= =

τ − τ −∫ ∫ , (9) 

а невластиві інтеграли по необмеженій прямій інтегрування 1x−∞ < < +∞  – через 

 
(2)

( ) ( )1 1 1 1
( ) ( )

1 1

( ) ( )
( ) , ( ) .j j

t t t tj j
t t

x dx x dx
m z p z

x z x z

+∞ +∞

−∞ −∞

ϑ θ= =
− −∫ ∫  (10) 

Використовуючи співвідношення (5), (9), (10) та крайові умови (6)–(8) на 

межі поділу матеріалів, інтегральну формулу Коші для функцій (1)
1( )tg z′  та (2)

2( )tg z′  
запишемо так: 

 

( )

(1) (1) (1) (1) (1)
1 1

(1) (1) (1)0
(1)

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 4
1

( ) ( ) Im( ) 0 ,
44

t t t t t t

t t t t t
t

g z g z q z p z
i i

m z m z z
ik

∞′ ′= + + +
π π

ρ ′+ − ∀ >
ππ

  

 

( )

(2) (2) (2) (2) (2)
2 2

(2) (2)
(2)

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 4
1

( ) Im( ) 0 .
4

t t t t t t

t t t
t

g z g z q z p z
i i

m z z
k

∞′ ′= + − −
π π

− ∀ <
π

 (11) 
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Рівняння (11) містять інтеграли (10) по необмеженій області, які суттєво ус-
кладнюють подальше застосування методу граничних елементів. Тому на початко-
вій стадії вилучимо їх зі співвідношень (11). Поступаючи так, і раніше [5], отримає-
мо систему лінійних диференціальних рівнянь, під час розв’язку якої позбудемось 
невластивих інтегралів з виразів (11). Остаточно інтегральні подання для температу-
ри і теплового потоку у довільній точці ξ  біматеріалу можна записати так: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ITC* ITC*
1 2, , ;ξ x ξ x x ξ x x ξ ∪nh H ds ∞

Γ

 θ = Θ − θ + θ Γ = Γ Γ
 ∫ (12) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ITC** ITC**, , ,ξ x ξ x x ξ x x ξi i n i ih h H ds h∞

Γ

 = Θ − θ +
 ∫  (13) 

де функції ( )∞θ ξ  і ( )ih∞ ξ  – певні однорідні розв’язки для біматеріалу, а ядра 
ITC*Θ  матимуть вигляд 

1 1 :x ξS S∈ ∧ ∈  ( ){ }ITC* (1,1) (1,1) (1) (1,1)
(1)

1
( , ) Re ln ln ( 1)

2
t t t

t

W W K L W
k

Θ = + + −
π

x ξ ;  

2 1 :x ξS S∈ ∧ ∈  ( ){ }ITC* (2,1) (1) (2,1)
(2)

1
( , ) Re ln

2
t t

t

K
W K B W

k

−Θ = +
π

x ξ ;  

1 2 :x ξS S∈ ∧ ∈  ( ){ }ITC* (1,2) (2) (1,2)
(1)

1
( , ) Re ln

2
t t

t

K
W K B W

k

+Θ = +
π

x ξ ;  

2 2 :x ξS S∈ ∧ ∈  { }ITC* (2,2) (2,2) (2) (2,2)
(2)

1
( , ) Re ln ln ( 1) ( )

2
t t t

t

W W K L W
k

Θ = + − +
π

x ξ .(14) 

Тут 

 
( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1

( ) ( ); ( ) ( );

( ) ( ); ; ( ) ( ) ln ,

i j i j i j i j
t t t t t t

i i j j i i
t t t i t i

W Z Z W Z Z

n n p n p L z K B z z

= − = −

= − δ = δ − δ = +

x ξ x ξ

x x
  

 
(1) (2)

(1)
(1) (2)

0

t t

t t

k ki
B

k k

+=
ρ ⋅

, 
(1) (2)

(2)
(1) (2)

0

t t

t t

k ki
B

k k

+= −
ρ ⋅

, (15) 

де 1( ) ( )zK z e E z= , а 1( )E z  – інтегральна показникова функція, тобто 

1( ) ( / )t
z

E z e t dt
∞ −= ∫ . Решта ядер визначаємо зі співвідношень [13] 

 ( ) ( ) ( )ITC* ITC*
,, ,x ξ x x ξij i jH k n= − Θ , ( )ITC** ITC*

, ,x ξi ij jkΘ = Θ ,  

 ( )ITC** ITC*
, , .x ξi ij jH k H=  (16) 

Термопружність. Запишемо інтегральну формулу Коші для векторів 
(1)(1)
*( )zf  та (2)(2)

*( )zf  комплексних функцій Стро, які аналітичні в областях 1S  та 

2S  відповідно. Оскільки інтегральна формула Коші визначена для аналітичних 
функцій, які прямують до нуля на нескінченності, то повний розв’язок задачі тер-
мопружності біматеріалу можна подати як суму означеного формулою Коші збу-

реного розв’язку та поданого функціями (1)(1)
*( )z∞f  і (2)(2)

*( )z∞f  однорідного, який 

задовольняє крайові умови (8). Тоді 

( )3
(1) (1) (1) (1) (1)(1) (1) T T

1 1 1* * *
1

(1) (1) (1)
1 1 0 1* * *

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) ;t t t

z z z z z
i

M z P z m z

∞ β β β
β=


= + + + +

π 

+ − + ρ 

∑f f q I A m B p

µ λ λ

 (17) 
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( )3

(2) (2) (2) (2) (2)(2) (2) T T
2 2 2* * *

1

(2) (2)
2 2* *

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ,t t

z z z z z
i

M z P z

∞ β β β
β=


= + − + −

π 

− + 

∑f f q I A m B p

µ λ

 (18) 

де [ ]* 1 1 2 2 3 3( ) diag ( ), ( ), ( )F z F z F z F z= ; ( ) ( )
1 2

i iz x p xα α= + ; 1 2 3diag , ,Iβ β β β = δ δ δ  , 

а комплексні сталі µi  і λi  означені так: 

 [ ] [ ]( )T T
( )

1
Im Im ,µ A d B ci i i i ii

tk
= +  [ ] [ ]T TRe Re .λ A d B ci i i i i= +  (19) 

У виразах (17), (18) використали такі позначення для інтегралів Коші 

   
( )

( ) ( )( )*
*( ) ( )

*

( ) ( ),
j

j
i jj

j j i

d
z

z
β

Γ β

τ
= τ

τ −∫q f  
( )

( ) ( )( )*
*( ) ( )

*

( ) ( )
j

j
i jj

j j i

d
z

z
β

Γ β

τ
= τ

τ −∫q f  (20) 

та невластивих інтегралів  

 ( ) ( )1 1( )
( )

1

,
φ

m j
j

x dx
z

x z

+∞

β
−∞ β

=
−∫  ( ) ( )1 1( )

( )
1

u
p j

j

x dx
z

x z

+∞

β
−∞ β

=
−∫ , (21) 

а ( )
*( )i

tM z  і ( )
*( )i

tP z  – первісні функцій ( )( )j
t tm z  та ( )( )j

t tp z  відповідно. 

Щоб позбутися невластивих інтегралів у рівняннях (17) та (18), аналогічно, 
як і у праці [5], отримали систему лінійних алгебричних рівнянь, розв’язок якої 
дає можливість записати співвідношення, що пов’язують напруження та перемі-
щення у довільній точці термопружного біматеріалу із значеннями на контурі iΓ  
температури, теплового потоку та векторів переміщень і напружень. Отже, вико-
ристовуючи вирази (3), (4), одержимо такі інтегральні формули типу Сомільяни 
для біматеріалу із неідеальним тепловим контактом складників: 

 bm bm ITC ITC

( ) ( ) )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),

u ξ u ξ ξ

U x ξ t x T x ξ u x r x ξ x v x ξ x xnh ds

∞

Γ

= +

 + − + θ +
 ∫

 

 bm bm ITC ITC

( ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ),

σ ξ σ ξ

D x ξ t x S x ξ u x q x ξ x w x ξ x x

j j

j j j j nh ds

∞

Γ

= +

 + − + θ +
 ∫

 (22) 

де ядра bm( , )U x ξ , bm( , ),T x ξ  bm( , ),jD x ξ  bm( , )jS x ξ  такі ж, як у співвідношеннях 

для біматеріалу з ідеальним контактом складників [5], а інші означені виразами 

1 1 :x ξS S∈ ∧ ∈  

 

{ 3
(1,1) (1,1) (1)ITC * *

1 1 11*
1

(1,1) (1) (1,1)* (1) (1)0
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1
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( ) ( ) ( ) ;

42

t t
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t t t
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f W f W
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f W L W
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Ki
f W Kf W L W

k

ββ
β=
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ρ −
+ − −



ρ −  − + +   

∑v x ξ A µ G I µ

δ κ

cc

 (23) 
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2 1 :x ξS S∈ ∧ ∈  

 

3
(2,1) (1) (2,1) (1)ITC * *

1 22 2*(2)
1

2
(2,1)(1) (1) * (2,1) (1) (2,1)0 0 11
* (2)

1
( , ) Im ( ) ( )
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(1 ) ( 1)(1 )
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4 42

t
t

t tt
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та співвідношеннями [13] 

 

ITC ITC
,

ITC ITC ITC*
,

ITC ITC ITC*
,

( , ) ( , ) ( ),

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ).

i pq i q p

ij ijmp m p ij

ij ijmp m p ij

r k v n

q C r H

w C v

=

= − + β

= − − β Θ

x ξ x ξ x

x ξ x ξ x ξ

x ξ x ξ x ξ

 (27) 

У виразах для ядер 

 

( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( )
1 2* * * * * *

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )( ) ( )
* * * * *
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β β
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(1) (2)
*

(1) (2)

(1) (1) (2) (2)(1) (2)
2 12 2 1 1
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2 ; 2 .

t t

t t

k k
f z z z K

k k

−
= − =

+

= − + = − −κ δ G λ κ δ G λ

 (28) 

а ( )j
iδ , ( )G j

i  такі ж, як і в праці [5]. 

Зі співвідношень (22) випливає, що для визначення температури, теплового 
потоку, переміщень і напружень у довільній точці біматеріалу потрібно, щоб кра-
йові умови на контурах Γ  були окреслені для всіх компонент функцій ( )θ x , ( )nh x , 

( )u x  та ( )t x  ( )∀ ∈Γx . Однак під час формулювання крайових задач задають 
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тільки узгоджену між собою половину із цих компонент. Для визначення інших 
невідомих крайових значень функцій застосуємо формулу Сохоцького–Племеля 
[10], яка пов’язує граничне значення функції з головним значенням інтеграла Ко-
ші. Схема побудови таких інтегральних рівнянь для біматеріалу така ж, як і для 
однорідного тіла [11]. Проте вони вироджуються, коли окремі замкнуті контури 

jΓ  лінії Γ  стають берегами математичних розрізів CjΓ  (простих розімкнутих 

дуг). Тоді слід застосовувати теорію дуальних гіперсингулярних інтегральних 
рівнянь [11, 13, 14]. 

Поле напружень та переміщень в околі вершин тонких неоднорідностей, що 
не лежать на межі поділу матеріалів, описують [13] узагальненими коефіцієнтами 
інтенсивності напружень (КІН), які визначають у локальній системі координат із 
початком у вершині через функції стрибка за формулами 

 (1)

0
lim ( )

8s
s

s→

π= ⋅ ∆k L u ,    (2)

0
lim ( )

2s

s
s

→

π= − Σk t , (29) 

де (1)k , (2)k  – вектори узагальнених КІН ijK  [13–15]; T2 1L BB= − −  – дійсний 

тензор Барнетт–Лоте (Barnett–Lothe) [6]. 
Побудовані на основі отриманих інтегральних подань рівняння разом із мо-

деллю тонкого термопружного включення [13] дають можливість розв’язувати 
задачі термопружності для біматеріалу з неідеальним тепловим контактом його 
основних складників, що містять тонкі неоднорідності. 

Числовий аналіз. Побудовано системи рівнянь ввели в модифікований ме-
тод граничних елементів [13]. Щоб продемонструвати ефективність та універ-
сальність розробленого методу, розв’язували задачу термопружності для скінчен-
ного біматеріалу із однаковими властивостями складників, враховуючи контакт-
ний термоопір його межі поділу. Для розбиття межі біматеріального тіла застосу-
вали 32 граничні елементи, а для розбиття включення – 10 разом з двома спеці-
альними кінцевими. 

Розглянемо (рис. 2) скінченне анізотроп-
не термопружне біматеріальне тіло (пластину 
із теплоізольованими бічними поверхнями), 
складники якого мають однакові механічні та 
теплові властивості, а тепловий контактний 
опір внутрішньої прямолінійної склейки по-

даний залежністю 0 11( / ) 10a k ηρ = ⋅ . Ширина 
тіла 2W, висота 2H (H = 2W). Біматеріал міс-
тить тонке прямолінійне ізотропне включення 
з модулем зсуву Gi завдовжки 2а (a = a0⋅W), 
завтовшки 2 0,02h a= , яке розташоване в об-
ласті 2 0x >  тіла і не зазнає теплового розши-
рення та теплоізольоване. Центр включення 
розташований на відстані d = d0⋅W до межі 
поділу матеріалів. В області x2 < 0 тіла на 
однаковій відстані c = c0⋅W від межі поділу та 
на відстані a правобіч та лівобіч від опущено-
го з центра включення до межі поділу пер-
пендикуляра розміщені джерело та стік тепла. 
Складники біматеріалу виготовлені із орто-
тропного склопластика з такими властивостя-

Рис. 2. Скінченна біматеріальна 
пластина із тонким пружним 

включенням. 

Fig. 2. Finite bimaterial plate 
containing a thin elastic inclusion. 
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ми: 1 55E =  GPа, 2 21E =  GPa; 12 9,7G =  GPa; 12 0,25ν = ; 6
11 6,3 10−α = ⋅  K–1; 

5
22 2,0 10−α = ⋅  K–1; 11 3,46k =  W/(m⋅K); 22 0,35k =  W/(m⋅K). Осі ортотропії збіга-

ються із поданими на рисунку осями системи координат. Відносна жорсткість 

включення 12/ik G G= . 

Досліджували залежність нормованих величиною 0 1 11 11/K a E k q= π ⋅ ⋅ α ⋅  
двох ненульових узагальнених КІН у правій вершині тонкого включення від без-
розмірного параметра η термоопору ρ0 (рис. 3). Обчислювали для різних значень 
безрозмірних параметрів a0, d0 та c0 при k = 105 та за коефіцієнта теплопровіднос-
ті включення ki = k11⋅10–10 (практично абсолютно жорстке теплоізольоване вклю-
чення). Суцільні лінії – КІН для відносної довжини включення a0 = 0,2 за окре-
мих значень параметрів d0 та c0; штрихові – для відносної відстані c0 = 0,2 джерел 
до межі матеріалів та окреслених значень цих параметрів. У всіх випадках КІН 
залежать від величини η. Причому в околі точки η = 0 їх зміна між двома гори-
зонтальними асимптотами для дуже малого і дуже великого термоопору ρ0 най-
відчутніша. Зі збільшенням параметра d0 абсолютні значення КІН швидко змен-
шуються, прямуючи до нуля. За фіксованого d0 зі збільшенням значення c0 КІН 
різко зростає, що свідчить про суттєвий вплив на нього неідеальності теплового 
контакту півплощин у вершинах включення. Для фіксованого значення η та від-
стані c0 джерел зі збільшенням довжини включення за невеликих значень d0 (ска-
жімо, d0 < 0,5 для c0 = 0,2) КІН спочатку різко зростає, а потім так само швидко 
зменшується, прямуючи до нуля за розташування вершини включення на межі 
тіла. 

 
Рис. 3. Узагальнені коефіцієнти інтенсивності напружень. 

Fig. 3. Generalized stress intensity factors. 

ВИСНОВКИ 
За допомогою теорії аналітичних функцій та формалізму Стро отримано ін-

тегральні співвідношення типу Сомільяни для термопружного анізотропного бі-
матеріалу із неідеальним тепловим контактом базових складників і внутрішніми 
тонкими включеннями. Їхні ядра, які мають сенс функцій Ґріна задач теплопро-
відності й термопружності для кусково-однорідної площини з внутрішньою лі-
нією задання ускладнених крайових умов, записано в явному вигляді. Після до-
лучення до отриманих залежностей математичної моделі тонкого включення мож-
на за допомогою гранично-елементного методу функцій стрибка розв’язувати 
відповідні задачі для необмежених і скінченних тіл із тонкими деформівними 
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влюченнями і тріщинами. Під час вивчення задачі для квадратної біметалевої плас-
тини з тонким включенням виявлено суттєвий вплив геометричних параметрів і 
термоопору інтерфейсу основних складників на концентрацію температурних 
напружень. 

РЕЗЮМЕ. С использованием расширенного формализма Стро и теории функций 
комплексной переменной получены интегральные уравнения типа Сомильяны и соответ-
ствующие уравнения для термоупругих анизотропных биматериальных тел с неидеаль-
ным тепловым контактом прямолинейной границы раздела его составляющих. С по-
мощью математической модели тонкого деформируемого теплоизолированного вклю-
чения на основе полученных интегральных соотношений решена задача для конечного 
термоупругого анизотропного биматериального тела с учетом термосопротивления на 
контакте составляющих и тонким включением внутри одной из них. 

SUMMARY. Using the extended Stroh formalism and the theory of complex variable the 
Somigliana type integral equations and the corresponding equations for an anisotropic thermo-
elastic bimaterial with thermally imperfect rectilinear interface are obtained. Applying the ma-
thematical model of a thin deformable thermally insulated inclusion and the obtained integral 
relations the problem for a finite anisotropic thermoelastic bimaterial solid containing a thin 
elastic inclusion is solved with the account of the thermal resistance at the interface. 
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