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О РЕГУЛЯРНОСТИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА
В ТРЕХГРАННОМ УГЛЕ

Получен результат о регулярности решения в ограниченной области, образованной трехгранным
углом.
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1. Введение.
Как известно, существование углов, ребер на границе области, в которой рас-

сматривается задача, ухудшает дифференциальные свойства решения. Так
в [8, с. Х], [8, с. 56, 57] выделены регулярная и сингулярная части решения, где
сингулярная часть возникает вследствие угловой точки. В работе [2, лемма 2.1]
Е. А. Волковым показано, что решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа в
круговом секторе с нулевыми граничными значениями на сторонах угла сектора
имеет гладкость зависящую от величины угла сектора. Однако, если величина уг-
ла равна π

m , m = 1, 2, . . ., то решение будет принадлежать пространству C∞, что
соответствует случаю гладкой границы. В [3, с. 178] доказано, что задача

∆u = 1, на D, u = 0 на ∂D,

гдеD – многоугольник, имеет в качестве решения алгебраический многочлен толь-
ко для равностороннего треугольника.

Нами рассмотрена задача Дирихле для уравнения Пуассона в областях образо-
ванных пересекающимися под углом π

m , m = 1, 2, . . . кругами и сферами [7, c. 492].
Показано, что для нулевых граничных значений гладкость решения определяется
гладкостью правой части.

В [4, с. 287] указано, что не существует углов (за исключением угла π) при
которых решение задачи Дирихле для бигармонического уравнения с нулевыми
граничными значениями на некотором участке границы, прилегающем к угловой
точке, будет бесконечно дифференцируемым.

Нами показано,что задача о свободно опертой пластинке для бигармоническо-
го уравнения с нулевыми граничными значениями на сторонах угла будет иметь
бесконечно дифференцируемое решение. Подобный результат получен для урав-
нения Пуассона и в случае некоторой задачи для бигармонического уравнения в
двугранном угле.

2. Основное утверждение.
Будем рассматривать задачу

∆u = f, x ∈ Ω, (1)
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u = 0, x ∈ ∂Ω, (2)

где Ω – трехгранный центральный угол ADCO, соответствующий вписанному в
сферу с центром O тетраэдру ABCD. Величина угла ADCO равна π

3 стерадиан.
Теорема. Пусть f ∈ C∞

0 (Ω), α = 1
m , m = 1, 2, . . . . Тогда для любого на-

турального N u(x) имеет ограниченные непрерывные производные N -го поряд-
ка в Ω′, где Ω′ = Ω

⋂
BR (BR – шар радиуса R с центром в начале координат:

suppf ⊂ BR).
Решение будем понимать в классическом смысле.

3. Построение функции Грина.
Трехгранный угол ADCO является областью циклически чередующейся в про-

цессе отражений [6, гл. I]. Функция Грина для таких областей может быть пред-
ставлена в виде конечной суммы слагаемых, в которые входит фундаментальное
решение.

Возьмем точку P0 внутри ADCO. Обозначим зеркальные отражения относи-
тельно плоскостей AOD, COD и AOC через 1, 2, 3 соответственно. Так что запись
P01P1 будет обозначать, что P1 получена зеркальным отражением точки P0 отно-
сительно AOD. Проведем следующий ряд отражений

P01P1; P12P2; P23P3; P31P4; P42P5; P53P6; P61P7; P72P8; P83P9; P91P10; P102P11;

P02Q1; Q11Q2; Q22Q3; Q33Q4; Q41Q5; Q52Q6; Q63Q7; Q71Q8; Q82Q9;

Q93Q10; Q101Q11; Q112Q12.

Дальнейшие отражения совпадут с полученными точками. Переобозначим P0,
P1, . . . P11 на ξ = ξ0, ξ1, . . . , ξ11 и Q1, Q2, . . . Q12 на ξ12, ξ13, . . . , ξ23. Тогда функция
Грина примет вид

G(x, ξ) =

23∑
i=0

(−1)iE(x, ξi), где

E(x, ξ) = − 1

4π

1

|x− ξ|
−фундаментальное решение

уравнения Лапласа.
Непосредственно проверяется, что условие (2) выполняется, так как у каждой

точки ξi, i = 0, 23 есть образ относительно каждой из плоскостей AOD, COD и
AOC среди точек ξ0, ξ1, . . . ξ23, причем в сумму, определяющую функцию Грина
такие слагаемые входят с разными знаками.

4. Доказательство теоремы.
Интегральное представление решения в области Ω′′ = Ω

⋂
BR+1, ограниченной

кусочно-гладкой границей как следствие из [8, теорема 1.5.1] имеет вид

u(ξ) =

∫
Ω′′
G(x, ξ)f(x)dx −

∫
Γ
G(x, ξ)

∂u(x)

∂n
dΓ +

∫
Γ
u(x)

∂G(x, ξ)

∂n
dΓ,
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где Γ – граница области Ω′′. Представим

u(ξ) = v(ξ) + w(ξ), где

v(ξ) =

∫
Ω′′
G(x, ξ)f(x)dx,

w(ξ) = −
∫
S
G(x, ξ)

∂u(x)

∂n
dS +

∫
S
u(x)

∂G(x, ξ)

∂n
dS,

где S – сферический участок границы ∂Ω′′. Интегралы по плоским участкам ∂Ω′′,
образующим грани трехгранного угла, в силу условия (2), равны нулю.

Вследствие внутренних шаудеровских оценок [1, с. 244] и принципа максимума
[1, с. 161] ∣∣∣∣∂(u(x)

∂n

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖C0(Ω).

Тогда ∀ξ ∈ Ω′, ∣∣∣∣∫
S
G(x, ξ)

∂u(x)

∂n
dS

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖C0(Ω′).

Второй интеграл по S, входящий в w(ξ) имеет такую же оценку. Так же оценива-
ются и производные w(ξ), ξ ∈ Ω′.

Рассмотрим производные ∂v(ξ)
∂ξj

.

∣∣∣∣ ∂∂ξj
∫

Ω′′
G(x, ξ)f(x)dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
23∑
i=0

(−1)i(− 1

4π
)

∫
Ω′′

xj − ξij
|x− ξi|3

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ C‖f‖C0(Ω).

∣∣∣∣∂v(ξ)

∂ξj
− ∂v(ζ)

∂ζj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
23∑
i=0

(−1)i(− 1

4π
)

{∫
Ω′′

xj − ξij
|x− ξi|3

f(x)dx −
∫

Ω′′

xj − ζij
|x− ζi|3

f(x)dx

}∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
23∑
i=0

(−1)i(− 1

4π
)

∫
R3

zj
|z|3
{f(z + ξi)− f(z + ζi)}dz

∣∣∣∣∣ ≤ C|ξ − ζ|,

где C зависит от Ω′′, ‖f‖C∞0 . Для вторых производных имеем оценки∣∣∣∣ ∂2v(ξ)

∂ξj∂ξk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω′′

(−1)
∂

∂xk

(
∂

∂ξj
G(x, ξ)

)
f(x)dx

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫
R3

∂

∂ξj
G(x, ξ)

∂

∂xk
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖C1(Ω)∣∣∣∣ ∂2v(ξ)

∂ξj∂ξk
− ∂2v(ζ)

∂ζj∂ζk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω′′

(−1)
∂

∂xk

(
∂

∂ξj
G(x, ξ) − ∂

∂ζj
G(x, ζ)

)
f(x)dx

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫
R3

(
∂

∂ξj
G(x, ξ) − ∂

∂ζj
G(x, ζ)

)
∂f(x)

∂xk
dx

∣∣∣∣ ≤ C |ξ − ζ|.
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Аналогично для производных N - порядка,

|Dβv(ξ)| ≤ C‖f‖CN−1(Ω),

|Dβv(ξ) − Dβv(ζ)| ≤ C|ξ − ζ|,

где |β| = N – некоторый мультииндекс. Отсюда следует их ограниченность и
непрерывность. Теорема доказана.

5. Замечания.
1. Можно предположить, что многогранных углов, для которых возможно при-
веденное выше построение функции Грина, всего пять. Это центральные углы,
опирающиеся на грани вписанных в сферу тетраэдра, октаэдра, куба, додекаэдра
и икосаэдра.
2. Доказанная теорема для плоских углов может быть обобщена на случай f ∈
C∞(Ω′). Для этого следует воспользоваться продолжениемN раз непрерывно диф-
ференцируемой функции во внешность угла с сохранением класса [5, с. 594].
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