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Absrtact. A criterion of losses of the working capacity of control system of the forced 

vibrations of hinged rectangular thermoviscoelastic plate by the piezoelectric sensors and 
actuators is proposed. This criterion is associated with reaching of temperature of dissipative 
heating of some critical value. Basing on this criterion, the critical electric load is found. 
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Введение. 
Тонкие пластины из композитных материалов на полимерной основе являются 

наиболее распространенными элементами конструкций современной техники [1, 3, 
12, 20, 30 – 32]. Одним из основных режимов их работы являются вынужденные гар-
монические колебания, в частности, резонансные [1, 2, 5 – 8, 18, 19, 26]. Многие по-
лимерные материалы при гармонических колебаниях имеют существенные гистере-
зисные потери. Этот эффект широко используется при разработке методов демпфиро-
вания вынужденных резонансных колебаний элементов конструкций с целью умень-
шения их динамической напряженности, когда в структуру элемента с малым гисте-
резисом включаются компоненты с высокими гистерезисными потерями. Такой тип 
демпфирования называется пассивным. Исследованию пассивного демпфирования 
колебаний посвящена обширная литература в виде энциклопедий, монографий и ста-
тей [3, 4, 11, 16, 18, 23]. Однако увеличение гистерезисных потерь может сопровож-
даться существенным повышением температуры диссипативного разогрева (ТДР), 
которая влияет на все стороны механического и теплового состояния конструкции: на 
распределение напряжений и деформаций в деформируемом теле, на динамические 
характеристики резонансных колебаний (амплитудно-, температурно-частотные ха-
рактеристики, на частотную зависимость коэффициента демпфирования), на динами-
ческую и статическую устойчивость тонкостенных элементов, на их механическое и 
тепловое разрушение, на ползучесть [1, 5 – 9, 21, 24, 27].  

Кроме пассивных методов демпфирования колебаний, в последние годы для этой 
цели широко применяются активные методы, базирующиеся на включении пьезоак-
тивных компонент в структуру пассивного тонкостенного элемента из металлическо-
го, полимерного или композитного материала. В большинстве случаев в качестве ак-
тивных элементов выступают пьезоэлектрические компоненты. Существует несколь-
ко основных подходов к активному демпфированию колебаний тонкостенных эле-
ментов при действии на них механической нагрузки. Первый из них заключается в 
использовании пьезоэлектрических актуаторов, к которым подводится разность по-
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тенциалов, компенсирующая механическую нагрузку. Второй подход основан на сов-
местном использовании пьезоэлектрических сенсоров и актуаторов: к актуатору под-
водится разность потенциалов, пропорциональная скорости изменения снимаемой с 
сенсора разности потенциалов, при этом в уравнениях движения в перемещениях по-
являются члены, пропорциональные скорости изменения перемещений. В результате 
к демпфированию, обусловленному гистерезисными потерями в материале конструк-
ции, появляется дополнительное демпфирование, пропорциональное скорости изме-
нения перемещений. Третий подход состоит в использовании комбинированного 
демпфирования, когда пассивное демпфирование используется совместно с указан-
ным выше активным демпфированием. Обзор зарубежных работ по активному управ-
лению стационарными и нестационарными колебаниями элементов конструкций 
представлен в [20, 22, 31, 32]. Из сказанного следует важность исследования влияния 
различных факторов на эффективность работы сенсоров и актуаторов при гармониче-
ском деформировании элементов конструкций. Особенно важной задачей является 
разработка критериев потери функциональной способности сенсоров и актуаторов. 

Существуют различные критерии потери несущей способности тонкостенных 
элементов конструкций при механическом и температурном нагружении: статическая 
и динамическая потеря устойчивости, развитие недопустимого уровня деформаций и 
др. Любой конструктивный элемент с пьезоэлектрическими сенсорами и актуаторами 
при гармоническом электромеханическом нагружении имеет предельную рабочую 
температуру кр , при достижении которой резко ухудшается работоспособность пье-

зоэлемента. Эту точку будем называть критической. Как правило, она намного ниже 
точки Кюри, при приближении к которой коэффициент электромеханической связи 
стремится к нулю [2, 7, 9, 21, 22, 24, 27]. Нагрузку, при которой температура диссипа-
тивного разогрева достигает критического значения, также назовем критической. Для 
ее определения необходимо решить связанную задачу термоэлектромеханики для 
различных амплитуд гармонической нагрузки и найти ту амплитуду, при которой 
температура диссипативного разогрева становится равной кр . В работе [1] представ-

лено аналитическое решение задачи о колебаниях и диссипативном разогреве шар-
нирно опертой пластины с сенсорами и актуаторами.  

Целью данной статьи является получение с использованием указанного решения 
аналитического выражения для критической нагрузки. При изложении содержания 
настоящей работы применяются основные соотношения, обозначения и результаты 
работы [1]. 

1. Постановка задачи и ее решение. 
Рассматривается трехслойная прямоугольная пластина с внутренним пассивным 

слоем толщиной 0h  и двумя внешними пьезоактивными слоями с противоположной 

поляризацией, каждый толщиной 1.h  В плане пластина имеет размеры .a b  Опреде-

ляющие уравнения для усилий и моментов с учетом деформаций сдвига для такой 
пластины имеют вид [6, 7, 10, 28]: 

11 12 12 22 66; ; ;xx xx yy yy xx yy xy xyN A A N A A N A          

11 12 9 12 22 9 66; ; ;xx xx yy yy xx yy xy xyM D D M M D D M M D            

55 44; .x S xz y S yzQ K A Q K A    

Для шарнирно опертой прямоугольной пластины диссипативная функция, пред-
ставленная в [10] через деформации, при использовании кинематических соотноше-
ний и полученного в [10] решения задачи электромеханики может быть приведена к 
виду ( ,x y  декартовы координаты): 
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0 1 2 3cos(2 ) cos(2 ) cos(2 )cos(2 ) ,m n m nD d d k x d p y d k x p y                      (1) 
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В (2) опущены индексы mn  во всех обозначениях: например, вместо mnM  использо-

вано обозначение M  и т.д. Комплексные величины 11 11 11;x x ix    11 11 11;y y iy    

1 1 1 2 2 2;w w iw w w iw        определяются выражениями: 
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Определяемая из уравнения энергии температура диссипативного разогрева равна 

0 1 2 3cos(2 ) cos(2 ) cos(2 )cos(2 ).m n m nk x p y k x p y                           (3) 

Максимальная температура определяется по формуле 

max 0 1 2 3.                                                       (4) 

В (3), (4) введены обозначения: 

0 31 2
0 1 2 32 2 2 2

; ; ; .
4 2 4 2 4 ( ) 2m n m n

d dd d

h h k h p h k p
   

     
   

   
        (5) 

Здесь h  – общая толщина пластины;   – приведенный коэффициент теплопроводно-
сти;   – коэффициент теплообмена с внешней средой. 
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Критическая нагрузка находится путем приравнивания максимальной температу-
ры (4) критической точке кр : 

max .кр   

В результате получим квадратное уравнение для определения величины M: 

2 1

2 2

1
0,кр

m
M M

m m
                                                  (6) 

где  

01 3111 21
1 2 2 2 2

;
4 2 4 2 4 ( ) 2m m m m

d dd d
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h h k h p h k p     
   

   
 

02 3212 22
2 2 2 2 24 2 4 2 4 ( ) 2m m m m

d dd d
m

h h k h p h k p     
   

   
. 

Решение уравнения (6) имеет вид: 
2

1 1
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2 22
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Отсюда следует, что критическое значение M  равно: 
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                                              (8) 

Подводимая к пластине критическая разность потенциалов находится с использо-
ванием последней из формул (2): 
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                              (9) 

Заключение.  
Тонкостенные элементы типа стержней, пластин и оболочек из композитных ма-

териалов на полимерной основе находят широкое применение в различных областях 
современной техники. Колебательный режим их работы, в частности резонансный 
является одним из самых распространенных. Для активного управления колебаниями 
указанных элементов в последние годы интенсивно используются пьезоэлектрические 
сенсоры и актуаторы. Из-за присущих полимерным материалам гистерезисных потерь 
в таких элементах может наблюдаться значительное повышение температуры дисси-
пативного разогрева, которая оказывает существенное влияние на работоспособность 
сенсоров и актуаторов. При достижении температурой критической точки существен-
но ухудшается работоспособность системы управления колебаниями пластины. В 
данной статье получена простая формула для критической электрической нагрузки, 
при достижении которой температура достигает критической точки.  

 
Научные исследования, результаты которых опубликованы в данной статье, вы-

полнены за счет средств бюджетной программы «Поддержка приоритетных направ-
лений научных исследований» (КПКВК 6541230). 

 
РЕЗЮМЕ.  Запропоновано критерій втрати роботоздатності системи керування вимушеними 

коливаннями шарнірно опертої в’язкопружної прямокутної пластини за допомогою п’єзоелектричних 
сенсорів та актуаторів. Критерій пов’язаний з досягненням температурою дисипативного розігріву 
деякого критичного значення. На його основі знайдено критичне електричне навантаження. 
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