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РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
КЛАССОВ ЛИПШИЦА ТРИГАРМОНИЧЕСКИМИ 
ИНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА 

Введение 

Теория конфликтно-управляемых процессов представляет собой интен-
сивно развивающийся раздел современной математики. В данной теории рас-
сматриваются задачи управления динамическими процессами в условиях 
конфликта, который предполагает наличие двух или более сторон, способных 
воздействовать на процесс с противоположными или несовпадающими целя-
ми. Динамические процессы описываются обыкновенными дифференциаль-
ными играми. 

Существенный вклад в разработку теории дифференциальных игр внесли 
Н.Н. Красовский, Л.С. Понтрягин, О. Хайек, В.Д. Батухтин, А.А. Чикрий, С.Д. Эй-
дельман, Л. Беркович, А. Фридман и др. 

Принятие решений — постоянно решаемая в процессе управления задача. 
Она рассматривается, прежде всего, как процесс преобразования информации. 
Возрастающий интерес к исследованию задач принятия решений объясняется как 
теоретическими потребностями, так и важными практическими приложениями в 
технике, экономике, экологии и др. Использование научно обоснованных реше-
ний предлагает создание математических моделей разнообразных процессов и 
решение определенных задач оптимизации для этих моделей.  

Разнообразие задач оптимизации требует, прежде всего, привлечения широко-
го набора средств современной теории аппроксимации. Фундамент теории аппрок-
симации заложен классическими работами К. Гаусса, П.Л. Чебышева, К. Вейер-
штрасса, Х. Бора, Д. Джексона, С.Н. Бернштейна и других о приближении много-
членами индивидуальных функций, а также их классов.  

В настоящее время теория приближения функций рассматривает в основном 
приближение отдельных функций и классов функций с помощью заданных под-
пространств, каждое из которых состоит из более простых функций. Наиболее су-
щественные конечные результаты получены на классах периодических функций, 
это объясняется тем, что периодические функции обладают определенной сим-
метрией экстремальных свойств.  

Особый интерес представляют задачи, связанные с аппроксимацией функ-
ций полигармоническими функциями, естественно возникающими как в раз-
делах математического анализа, так и в прикладных задачах. Несмотря на ус-
пешное и активное развитие рассматриваемой области теории приближений, 
остается большое количество открытых вопросов и нерешенных задач. 

Данная работа посвящена исследованию аппроксимативных свойств тригар-
монических интегралов Пуассона на классах функций, которые удовлетворяют 
условию Липшица в равномерной метрике.  

Отметим, что результаты работы можно применить как вспомогательную ма-
тематическую модель в задаче принятия решений. 
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Решение задачи Колмогорова–Никольского  
для тригармонических интегралов Пуассона на классах 1H  

Пусть L  — пространство π2 -периодических суммируемых на периоде функ-

ций с нормой ,)( dttff L ∫
π

π−

=  а C  — пространство π2 -периодических непре-

рывных функций, в котором норма определяется равенством .)(max xff
x

C =  

Множество функций ,Cf ∈  которые удовлетворяют условию Липшица 
(см., например, [1, с. 120]), т.е.  
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обозначают 1H  и называют классом Липшица. 
Пусть );;();( xfUxU n ρ=ρ  — полигармоническая функция порядка n  в 

единичном круге 1<z  ),( ixez ρ=  т.е. решение уравнения 
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Решение уравнения (1) с заданными граничными условиями  
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где )(xf  — суммируемая π2 -периодическая функция, обозначим =ρ );;( xfPn  
),;;( xfUn ρ=  .N∈n  Согласно формуле (3.127.5) из монографии М.Ф. Тимана [2] 

решение краевой задачи (1)–(2) можно записать  
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Величины );;( xfPi δ  называют при 1=i  интегралом Пуассона [3], при 2=i  — 
бигармоническим интегралом Пуассона [4] и при 3=i  — тригармоническим ин-
тегралом Пуассона функции .f   

Цель данной работы — получение асимптотического равенства при ∞→δ  
величины  
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Если в явном виде найдена функция ))(;()( 3 δϕ=δϕ PM  )( C⊆M  такая, что 
при ∞→δ  )),(()())(;( 3 δϕ+δϕ=δ oP CMΕ  то, следуя А.И. Степанцу [1, с.198], 
будем говорить, что решена задача Колмогорова–Никольского для класса M  и 
тригармонического интеграла Пуассона в равномерной метрике.  

Задача Колмогорова–Никольского на фиксированных функциональных ком-
пактах для интегралов Пуассона в равномерной метрике была решена И.П. Натан-
соном [5], Б. Надем [6] и позже — в работах [7–10], а для бигармонических — 
в работах С. Каниева [11], П. Пых [12] и др. [13–15]. 

Изучению аппроксимативных свойств как интегралов Пуассона, так и бигар-
монических интегралов Пуассона на различных функциональных классах посвя-
щены также работы В.А. Баскакова [16], Э.Л. Штарка [17], Л.П. Фалалеева [18], 
Т.И. Аманова и Л.П. Фалалеева [19] и других авторов [20–26]. 

Отметим, что решения аналогичной задачи о нахождении сильной асимпто-
тики точных верхних граней (4) отклонений тригармонических интегралов Пуассона 
на классах 1H  до сих пор нет. Это обусловлено, в частности, тем, что тригармо-
нический интеграл Пуассона не является положительным оператором, в отличие 
от интеграла Пуассона и бигармонического интеграла Пуассона, и для исследова-
ния его аппроксимативных свойств нужны другие подходы и идеи. 

Основной результат работы содержится в следующем утверждении. 
Теорема. При ∞→δ  имеет место равенство  
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Доказательство. Поскольку класс 1H  совпадает с классом 1W  абсолютно 
непрерывных функций ),(tf  у которых почти всюду ,1)( ≤′ xf  используем ме-
тоды теории приближения, разработанные в [27]. 

Аналогично [9] для тригармонического интеграла Пуассона определим функ-
цию )(uτ  следующим образом: 
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Положим  
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Если для функции ,)(uτ  определенной формулой (6), интеграл )(τA  сходит-
ся, то из теоремы А работы [27] следует, что при ∞→δ  имеет место асимптоти-
ческое равенство  
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Согласно теореме 1 указанной выше работы для сходимости интеграла (7) необ-
ходимо и достаточно, чтобы сходились интегралы  
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Для оценки первого интеграла в правой части неравенства (18) рассмотрим 
вспомогательную функцию 
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получаем 
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Из формулы (6), приняв во внимание (19) и неравенство (21), будем иметь 
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откуда следует, что  
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Аналогично, когда ),,1[ ∞∈u из (6) получаем  
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Принимая во внимание оценки (34)–(36), находим 
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)(

0
Odu

u
u

=
τ

∫
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 (37) 

Оценим второй интеграл из (11). Докажем сначала справедливость формулы  
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)1()1()1()1( 1
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где ,)1()( 2 ueuuu −θ+γ+=λ   

 .)(1)()1()0()(
2/1

2/1

0
uduuduH τ′−+τ′+τ+τ=τ ∫∫
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 (39) 

Из соотношения (6) находим 
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Представим du
u

uu )1()1(1

0

+τ−−τ
∫  в виде суммы двух интегралов: 
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Оценим сначала первое слагаемое правой части (42). Для этого прибавим и выч- 
тем под знаком модуля в подынтегральной функции величину ).1()1( uu +λ−−λ  
Получим 
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Далее, поскольку в силу соотношений (40) и (41) при ⎥⎦
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δ
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Так как интегралы вида (10) сходятся, то, согласно лемме 2 работы [27],  

 )),(()( τ=τ HOu  (45) 

где )(τH  определяется формулой (39). 
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На основание соотношения (45) из (44) заключаем, что  
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Объединяя соотношения (43) и (46), получаем 
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Аналогично можно показать, что  
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Сопоставляя соотношения (47) и (48), приходим к формуле (38). 
Учитывая 
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а также оценки (26), (32), из (38) получаем 
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Согласно теореме 1 из [27] с учетом оценок (26), (32), (37) и (49) заключаем, 
что интеграл вида (7) сходится, причем имеет место оценка  

 ).1()( OA =τ   (50) 

Прежде чем перейти к оценке интеграла (8), представим его в виде двух сла-
гаемых: 
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Дважды интегрируя по частям и учитывая равенства 0)0( =τ  и =τ
∞→

)(lim u
u

 

,0)(lim =τ′=
∞→

u
u

 получаем  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βπ

+
δ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

δ

θ
+

δ
γ

+−δ+
βπ

δγ−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βπ

+τ δ−
∞

∫ 2
cos11

2
cos)1(1

2
cos)( /1

2
2

2
0

te
t

duutu  

 .
2

cos)(1 /1

0 /1
2 duutu

t
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ βπ

+τ ′′
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
++ ∫ ∫

δ ∞

δ

 

Приняв во внимание неравенство (33) и  

 ,21 2δ
≤γ−  (51) 
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будем иметь 
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Рассмотрим первый интеграл из правой части соотношения (52). Поскольку 
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приходим к оценке 

 .1)1(2)1()( 2
/1

/1

0
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
δ

=γ−δ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

δ

θ
+

δ
θ−γ

+γ−δ=τ ′′ δ−
δ

∫ Oeduu  (53) 

Пусть .1,1
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∈u  Аналогично, как и при оценке первого интеграла из (10), на 
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1,1  можно установить оценку  
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Пусть теперь ).,1[ ∞∈u  Исходя из формулы (28), получаем 
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Учитывая неравенства (30), (31) и  

 ,1,2))2()1(( 2 ≥≤θ+θ−γ+γ−− uuue u  

можно убедиться, что  
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Из оценок (53)–(55) следует 
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Отсюда и из (52) получаем 
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δ
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Подставив соотношения (50) и (56) в формулу (9), получим равенство (5). 
Использование новейших идей и методов аппроксимации способствует ее 

проникновению в самые различные области прикладных направлений. Например, 
в работе [28] для исследования конфликтно-управляемых процессов в качестве ма-
тематической основы используются идеи метода разрешающих функций, в част-
ности обобщенных матричных функций Миттаг–Леффлера [29], для нахождения 
которых применяется аппарат интерполяционных многочленов Лагранжа–Силь-
вестра [30]. 
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Заключение 

В настоящей работе исследовано асимптотическое поведение точных верх-
них граней равномерных приближений тригармонических интегралов Пуассона 
на классах Липшица. Полученные результаты содержат решение задачи Колмого-

рова–Никольского для линейных операторов )(3 δP  на классах ,1H  что может ис-
пользоваться как математическая модель в задачах принятия решений, связанных 
с аппроксимацией накопленной статистической информации.  
 

У.З. Грабова  

РІВНОМІРНІ НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ  
КЛАСІВ ЛІПШИЦЯ ТРИГАРМОНІЙНИМИ 
ІНТЕГРАЛАМИ ПУАССОНА 

Запропоновано використання методів теорії наближення функцій для апрокси-
мації статистичної інформації. Задачу Колмогорова–Нікольського розглянуто 
як математичну модель при розв’язуванні задач оптимізації. Отримано асимп-
тотичні рівності для точних верхніх меж наближень тригармонійними інтегра-
лами Пуассона функцій класу Ліпшиця в рівномірній метриці. Проаналізовано 
можливість застосування результатів даної роботи для прогнозування, яке в 
свою чергу є допоміжною процедурою в задачі прийняття рішень.  

U.Z. Hrabova  

UNIFORM APPROXIMATIONS OF FUNCTIONS 
OF LIPSCHITZ CLASS BY THREEHARMONIC 
POISSON INTEGRALS 

We proposed the use of methods of the theory of approximation of functions for the 
approximation of statistical information. The Kolmogorov-Nikolsky problem is con-
sidered as a mathematical model for solving optimization problems. Asymptotic 
equalities are obtained for the exact upper bounds of the approximations by the 
threeharmonic Poisson integrals of functions of the Lipschitz class in the uniform 
metric. We analyzed the possibility of applying the results of this work to forecast-
ing, which in turn represents an auxiliary procedure in the decision-making task. 
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