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Введение 

В вычислительной математике особое место занимает задача изучения 

особенности функциональных пространств, свойства которых предоставляют 

возможность быстрого масштабирования результатов небольшого количества 

переменных на значительно большее их количество. На практике удачный вы-

бор таких функциональных пространств с всевозможными присущими им 

свойствами изометрии приводит к минимизации избыточности вычислений. 

Именно поэтому удачный выбор такого пространства, предрасположенный к 

изучению его аппроксимационно-изометрических свойств, играет важнейшую 

роль для решения целого ряда задач типа сближения–уклонения в дифферен-

циальных играх [1–7].  

В свое время в [8] были построены пространства действительных функ-

ций от kn  переменных, изометричные пространствам действительных 

функций, заданных на n -мерном евклидовом пространстве. В [9] были сфор-

мулированы определения основных аппроксимационных характеристик и их 

равенств в этих изометрических пространствах. Поскольку аппроксимацион-

ные характеристики для функций и классов функций наиболее полно исследо-

ваны в пространствах действительных функций от одной действительной пе-

ременной, то в [9] рассматривались изометрические отображения пространств 

действительных функций от m1  переменных, которые были построены в [8], 

на пространства действительных 2 -периодических функций от одной пере-

менной и приведены некоторые примеры ее применения в теории приближе-

ния функций и вычислительной математики. 

В данной работе результаты статьи [9] распространены на изометрические 

отображения пространств действительных функций от mn  переменных на 

пространства действительных функций от n  переменных 2 -периодических 

по каждой переменной.  
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Аппроксимационные характеристики изометрических отображений  

пространств функций от n m  переменных на пространства действительных 

функций от n  переменных, 2 -периодических по каждой из них 

Пусть, как и в [8], имеется изометрическое и линейное отображение линейного 

нормированного пространства X  на линейное нормированное пространство .Y  

Далее будем использовать терминологию и обозначения (1)–(9) из работы [9].  

Пусть ,
~nC  ,
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~
 — пространства вещественных функций, заданных на 

n -мерном кубе ,),[ nn   2 -периодических по каждой переменной соот-

ветственно непрерывных, существенно ограниченных и измеримых нормами 
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где )...,,()...,,...,,()1...,,1(1 1  ni pppp  и последнее неравенство оз-

начает, что  ip1  ).,1( ni   

Из неравенства )0...,,0(0)...,,( 1  myyy  следует, что координаты вектора 

y  неотрицательные, а ,0y  кроме того, хотя бы одна из них положительная. 

Далее обозачим 

 )},0(:)...,,,...,,(),(),{( 11,   yEyyxxyxyx mn
mnmn   

 )}0(:),{(,   yEyx mn
mn   

подмножества действительного )( mn  -мерного евклидового пространства 

,mnE 
 

nX
~

 — одно из пространств ,
~nC  ,nL ,

~n
pL  ,

~
m

nMX  m
nMX

~
 — простран-

ства действительных функций ),....,,,...,,(),(),( 11 mn yyxxfyxfyxf   опреде-

ленных соответственно на множествах  mn,  и  mn,  с нормами 

 ,),(sup ~

0

~ n
m

n X
y

MX
yxff



  .),(sup ~

0

~ n
m

n X
y

MX
yxff



   

Пусть далее nnn EQ  ],[  — n -мерный куб в пространстве 
nE  с реб-

ром, равным ,22    m
n

mnn
n

y

n

y
MLyyxxKxxKxK mm 1111

~
)...,,,...,,(

~
)...,,(

~
)(

~
 

m
nML

~
  — дельтаподобные ядра такие, что при каждом 0y  справедливы ра-

венства: 

 ,1)(
~


n

m dxxK n

y
 .0|)(

~
|lim

\
00




 nn

m

Q

n

yy
dxxK   



Международный научно-технический журнал  

«Проблемы управления и информатики», 2020, № 1 83 

Следует отметить, что в одномерном случае вышеуказанные дельтаподобные 

ядра )(
~

xK n

ym
 изучались в работах [10–16]. 
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— пространства сверток с дельтаподобными ядрами аппроксимативных свойств, 

которых в одномерном случае изучены в [17–25]. 

Основная цель данной публикации — получение равенств для аппроксима-

ционных характеристик в случае изометрических отображений пространств 

функций от mn  переменных на пространства действительных функций от n  

переменных, 2 -периодических по каждой из них. 
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Поскольку функции nG
T  и nG

  принадлежат пространству  
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где )(
~

xK n

ym
 — неотрицательное дельтаподобное ядро. 

Заметим, что неравенства (13) были установлены в [35, с. 138–140] для про-

извольных пространств функций с нормой, инвариантной относительно сдвига по 

переменным ....,,1 nxx  

Заключение 

В настоящей публикации распространены результаты работы [9] для изомет-

рических отображений пространств действительных функций от mn  перемен-

ных, на пространства действительных функций от n  переменных 2 -

периодических по каждой переменной, которые в, свою очередь, являются обоб-

щениями соответствующих результатов этой же статьи [9].  

В [9] были определены основные аппроксимационные характеристки и их 

равенства в изометрических пространствах. Поскольку аппроксимационные ха-

рактеристики для функций и классов функций наиболее полно исследованы в 

пространствах действительных функций от одной действительной переменной, 

в [9] рассмотрены изометрические отображения пространств действительных 

функций от m1  переменных, которые были построены в [8], на пространства 

действительных 2 -периодических функций от одной переменной и приведены 

некоторые примеры ее применения в теории приближения функций. 

Пространства действительных функций от kn  переменных, изометричные 

пространствам действительных функций, заданных на n -мерном евклидовом про-

странстве, были построены в [8]. Поскольку изометричность функциональных про-

странств с различным числом переменных — редкое явление, и раньше изометрич-

ность применялась лишь для пространств комплекснозначных функций [8, с. 1027], 

целесообразно рассмотреть ее применение для решения задач прикладного харак-

тера, например сближения–уклонения в дифференциальных играх. 
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МАТЕМАТИЦІ ІЗОМЕТРИЧНОСТІ 

ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ПРОСТОРІВ 

Проблеми обчислювальної математики безпосередньо пов'язані з реалізацією 

математичних моделей в умовах обмеженої вихідної інформації. Особливо це 

проявляється, коли доводиться стикатися з різними ідеалізаціями реальних 

процесів, що в свою чергу змушує застосовувати дискретизацію неперервних 

змінних функцій, а також заміну всіх нескінченно малих і нескінченно великих 

величин деякими кінцевими величинами. Саме тому пошук математичного 

опису моделі або вибір з кількох можливих — це найскладніший і найвідпові-

дальніший момент в моделюванні, оскільки в моделі може бути досить велика 

кількість зв’язків, частин, змінних, і вибір неправильного математичного опису 
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для будь-якої з них може привести до повної або часткової непрацездатності 

моделі в цілому. Для опису взаємодій беруться заздалегідь відомі функціональ-

ні залежності. Одними з найцікавіших задач обчислювальної математики, що 

вимагають тонкого підходу до вибору як простору, в якому вирішується ця за-

дача, можливості швидкого масштабування результатів з малої кількості пара-

метрів значно більшу їх кількість змінних, якраз є задачі зближення–ухиляння в 

диференціальних іграх, задачі уникання або ухилення від зустрічі, задачі ухи-

ляння від групи переслідувачів. При вирішенні цих задач і при прикладному 

використанні результатів для мінімізації надмірності обчислень, напевно, важ-

ливо вдало вибрати функціональний простір з можливими притаманними влас-

тивостями ізометрії. Вибір такого простору — окрема задача, що вимагає гли-

бокого всебічного вивчення. Так свого часу детально були вивчені простори 

дійсних функцій від n k  змінних, ізометричні просторам дійсних функцій, 

заданих на n -вимірному евклідовому просторі. У даній роботі розглянуто ізо-

метричні відображення просторів дійсних функцій від mn  змінних на прос-

тори дійсних від n  змінних 2 -періодичних по кожній змінній, що, в свою 

чергу, сприятиме вивченню складних керованих систем, а також знаходженню 

оптимальних математичних моделей для них. 

Ключові слова: ізометричні простори, колмогоровський поперечник, найкра-

ще наближення, лінійний оператор, дельтаподібне ядро. 

Bushev D.N. 

ON SOME APPLICATIONS OF ISOMETRICITY OF 

FUNCTIONAL SPACES IN APPLIED MATHEMATICS 

Problems of computational mathematics are directly connected with an implementa-

tion of mathematical models in conditions of limited initial information. This is espe-

cially evident when, during modeling, one encounters various idealizations of real 

processes which in turn forces one to apply discretization for functions of continuous 

variables, as well as replacing all infinitesimal and infinitely large quantities with 

some finite quantities. That is why the search for a mathematical description of the 

model or the choice between several possible ones is the most difficult and crucial 

moment in modeling, since the model may contain a sufficiently large number of 

connections, parts, variables and choosing the wrong mathematical description for 

any of them can yield a full or partial operability of the model as a whole. To de-

scribe the interactions one selects a priory known functional dependencies. One of 

the most interesting problems of computational mathematics that require a delicate 

approach to choosing both the space in which the problem is solved and its capability 

to quickly scale up the results from a small number of parameters to a much larger 

number of them, are exactly the problems of approach-evasion differential games, the 

problems of escape or  evasion from a meeting, the problems of escape from a group 

of pursuers. In solving these problems and in applying the results to minimize redun-

dancy of calculations, it is certainly important to appropriately select a functional 

space with possible inherent isometry properties. The choice of such space is a sepa-

rate task requiring a deep comprehensive study. The spaces of real functions of 

n k  variables that are isometric to the spaces of real functions defined on the n -

dimensional Euclidean space are already studied in detail. In this paper, isometric 

mappings are considered of the spaces of real functions of n m  variables into the 

spaces of real functions of n  variables that are 2 -periodic in each variable, which 

in turn will contribute to the study of complex controlled systems, as well as finding 

an optimal mathematical models for such systems. 

Keywords: isometric spaces, Kolmogorov width, best approximation, linear operator, del-
ta kernel. 
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