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Введение 

Задачи построения кратчайших путей (КП)  одни из фундаментальных за-

дач оптимизации на графах и сетях, используемые зачастую во многих приложе-

ниях как подзадачи в различных областях естествознания, а также в обыденной 

жизни. В большей части работ, посвященных вопросам нахождения КП, авторы 

рассматривают задачу построения КП по одному критерию — минимум или мак-

симум суммы длин дуг в пути. При этом под длиной дуги понимается некото-

рый ее параметр, например расстояние по дуге, затраты при перевозке по дуге, 

пропускная способность дуги и т.п. Несмотря на многочисленность работ, свя-

занных с проблемой нахождения КП, внимание к разработке эффективных по 

быстродействию алгоритмов построения КП не ослабевает. Это, в первую оче-

редь, объясняется тем, что в подавляющем большинстве случаев время реше-

ния общей оптимизационной задачи в значительной степени определяется 

временем построения KП.  

За последние десятилетия разработано достаточно много эффективных алго-

ритмов построения КП по одному критерию. Множество известных алгоритмов 

построения КП условно можно разбить на три группы: сетевые комбинаторные 

алгоритмы, основанные на процедурах расстановки и изменения меток в про-

цессе построения КП и использующие эффективные структуры абстрактных ти-

пов данных (АТД); алгебраичные или матричные алгоритмы, оперирующие 

матричными представлениями данных о структуре и характеристиках графа или 

сети; алгоритмы, базирующиеся на методах решения задач линейного программи-

рования — различных модификациях симплекс-метода. 

Для удобства изложения примем единую терминологию — будем говорить 

о неориентированных сетях с узлами и дугами, подразумевая, что сказанное  

в большей или меньшей мере относится как к неориентированным, так и ориен- 

тированным графам.  

Первая и третья группы алгоритмов, в основном, используются для нахождения 

деревьев КП между заданными подмножествами узлов сети (от одного ко всем 

и, наоборот, между двумя заданными узлами и т.п.), вторая — для построения 

КП между всеми узлами сети. В зарубежной литературе часто употребляются 

термины Single Source (or Sink) Shortest Path (SSSP) — алгоритмы для нахож-

дения деревьев кратчайших путей от заданных источников; All Pairs Shortest 

Paths (APSP) — алгоритмы для нахождения КП между всеми парами узлов. 

Для краткости, когда это удобно, будем использовать эту терминологию.  

Первые систематизированные библиографические обзоры по алгоритмам 

построения КП опубликованы в 1969 г. Дрейфусом (Dreyfus S.), в 1975 г.  

Пирсом (Pierce A.) за период с 1956 по 1974 гг., в 1984 г.  Део (Deo N.)  
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и Пангом (Pang C.) и в 1988 г.  Галло (Gallo G.) и Паллоттино (Pallottino S.). 

Подробное описание основных алгоритмов построения КП и ссылки на их ав-

торов можно найти в книгах [1–4]. Последующие обзоры и таксономия разра-

ботки алгоритмов КП приведены в работах [5–8]. Полезно также ознакомиться 

с презентацией А. Гольдберга (Goldberg A.) «Basic Shortest Path Algorithms» на 

сайте http://forskning.diku.dk/PATH05/GoldbergSlides.pdf. 

Сетевые комбинаторные алгоритмы 

Рассмотрим более подробно развитие комбинаторных методов построения КП. 

Некоторые ссылки в обзоре взяты из [9]. Основная идея всех комбинаторных ме-

тодов заключается в создании корневого узла c очередью связанных с ним других 

узлов с метками расстояний до них, которые на каждой итерации алгоритма об-

новляются в очереди при наращивании кратчайшего дерева. Процедура наращи-

вания дерева заканчивается, когда очередь узлов оказывается пустой. При этом 

главной задачей алгоритма является выбор из очереди наиболее подходящих уз-

лов — кандидатов для дальнейшего наращивания кратчайшего дерева за мини-

мальное время. Обычно различают алгоритмы расстановки меток — Label-Setting 

и алгоритмы изменения (обновления, корректировки) меток — Label-Correcting. 

Все эти алгоритмы итерационные и отличаются друг от друга способами обнов-

ления меток на последовательных итерациях и выбором направлений для поиска 

КП. Алгоритмы расстановки меток на каждом шаге назначают узлам постоянные 

кратчайшие метки, которые на последующих итерациях не изменяются. Алго-

ритмы изменения меток итеративно обновляют значения меток узлов вплоть 

до последней итерации, на которой определяются кратчайшие метки. Первые, 

как правило, применяются для нахождения КП в ациклических сетях с произ-

вольными и неотрицательными длинами дуг, а вторые — для более широкого 

класса задач, а также в случае отрицательных весов дуг. Два комбинаторных 

подхода отличаются алгоритмическими стратегиями и используемыми струк-

турами данных.  

Метод расстановки меток узлов с кратчайшими расстояниями до них впер-

вые предложили Дейкстра (1959 г.) и Данциг (1960 г.). Сложность алгоритма 

Дейкстры заключается в двух основных операциях: нахождение узла с наимень-

шей величиной расстояния и совершение релаксации, т.е. изменение значений ме-

ток связанных узлов. При простейшей реализации эти операции потребуют соот-

ветственно )(nO  и )1(O  времени. Учитывая, что первая операция выполняется 

)(nO  раз, а вторая  ),(mO  где n  и m   число узлов и дуг сети, получим асим-

птотическую оценку трудоемкости алгоритма ).( 2 mnO   Такая асимптотика оп-

тимальна для плотных сетей, когда .2nm   Для разреженных сетей ее можно 

улучшить за счет уменьшения времени выполнения операций первого типа. Ясно, 

что временная сложность алгоритма Дейкстры зависит от структур данных, ис-

пользуемых для реализации очереди и представления входной сети. Как было по-

казано, она равна )( 2nO  для сетей, представленных весовыми матрицами и не-

упорядоченной очередью в виде массива. Для сетей, представленных связанными 

списками смежности и очередью с приоритетами, реализованной как неубываю-

щая пирамида, эффективность равна ).log( nmO  Лучшую верхнюю границу мож-

но получить для алгоритма Дейкстры, если реализовать более сложные структуры 

данных. Развитие методов с использованием очередей с приоритетами имеет 

http://forskning.diku.dk/PATH05/GoldbergSlides.pdf
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длинную историю, включая исследования бинарных пирамид (binary heaps) — 

Джонсон [10], пирамид Фибоначчи (Fibonacci heaps) — Фридман и Тарьян [11], 

структур «bucket heaps» [12] и «radix heaps» [13]. Для неотрицательных длин дуг 

технология «radix heaps» позволила Торупу [14, 15] получить оценку времени 

)loglog( nnmO   и линейное время решения задачи для одного специального 

случая [16]. На основе алгоритма Торупа, Петти и Рамашандран [17], используя 

технику представления структур данных для построения минимального остов-

ного дерева, разработали новый алгоритм для построения КП от одного ис-

точника с неотрицательными длинами дуг. Их алгоритм имеет лучшую оцен-

ку, чем ),loglog( nnmO   когда длины дуг мало отличаются друг от друга.  

Мейер [18] получил первый алгоритм построения КП в среднем за линейное 

время. Более ранний такой алгоритм ALD найден Голдбергом [19]. Для графов с ог-

раниченным размером [20] получен более простой Δ-ступенчатый метод. Он ис-

пользует «bucket queues» и дает хороший параллельный алгоритм для ограничен-

ных графов с малым диаметром.  

Другие подходы к решению задачи построения КП, основанные на корректи-

ровке меток (Label-Correcting), предложены в работах [21–24]. В отличие от алго-

ритма Дейкстры, алгоритм БеллманаФорда решает задачу SSSP и в случае, когда 

длины дуг могут быть отрицательными, и находит циклы с отрицательной длиной, 

достижимой из истока. Все они используют процедуры включения и исключения из 

очереди, приведенные в [23, 25–30]. Операции исключения из очереди, реализован-

ные в [25, 30], эффективны на практике, но имеют псевдополиномиальную оценку 

времени выполнения. Другие алгоритмы, такие как [27, 29], гарантируют полиноми-

альное время выполнения операций, однако на практике ведут себя хуже. 

В алгоритме, предложенном в [31], комбинируется техника расстановки и 

обновления меток. Эффективность этого алгоритма сильно зависит от способов 

выбора пороговых значений меток расстояний, поэтому в каждом конкретном 

случае требуется тщательная настройка алгоритма. 

Несмотря на то что алгоритмы расстановки меток имеют лучшие теоретиче-

ские оценки трудоемкости, чем алгоритмы обновления меток, их накладные рас-

ходы на сортировку узлов-кандидатов могут значительно ухудшить быстродейст-

вие на практике, и особенно для разреженных сетей. 

Одними из наилучших известных результатов, полученных в настоящее время 

для решения задачи SSSP комбинаторными методами с неотрицательными дли-

нами дуг, являются )log( nnmO   [11], )loglog( wmO  [32], )log( wnmO   [13], 

где w — максимальная длина дуги, а также )(mnO  для большинства алгоритмов 

обновления меток в случае сетей, не содержащих циклов отрицательной длины [1]. 

Лучшие временные границы для сетей с отрицательными длинами дуг получены Га-

бовым, Тарьяном [33] и Гольдбергом [34]. Ими соответственно предложены алго-

ритмы с временной сложностью ))log(( nwmnO  и ))log(( wmnO , где Rw  — 

максимальное абсолютное значение длины дуги сети, 2w . 

Обширные экспериментальные исследования по сравнению эффективности 

различных алгоритмов построения КП между заданными подмножествами узлов 

сети комбинаторными методами проведены много раз различными авторами [35–

38]. В работе [36] указывается, что не существует наилучшего единого алгоритма 

для решения всего класса задач нахождения КП. Авторы работы исследовали ро-

бастность реализованного с применением технологии «double bucket» алгоритма 

Дейкстры, названного DIKB, и использующего идею топологической сортировки 
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метода обновления меток, названного GOR1, при многочисленных тестах на сетях 

различной конфигурации и размерности. В [37], пользуясь этими же программа-

ми, исследовали поведение алгоритмов DIKB и GOR1 на реальных дорожных 

сетях. Эксперименты показали, что на сетях с небольшими длинами дуг лучше 

работает алгоритм Дейкстры с технологией «bucket», а для сетей с более длин-

ными дугами  алгоритм DIKB с «double bucket».  

Алгебраичные (матричные) алгоритмы 

Рассмотрим кратко матричные APSP — алгоритмы Флойда–Уоршалла [39, 40] 

и Карре [41, 42], чаще всего используемые для построения КП между всеми уз-

лами сети.  

Известно [2], что для решения задачи нахождения всех КП, сформулирован-

ной в виде алгебраического (матричного) уравнения Беллмана, может быть ис-

пользована техника, аналогичная схемам прямого или итеративного метода реше-

ния системы линейных уравнений. В частности, использование схем методов 

Жордана–Гаусса и исключения Гаусса приводит к алгоритмам Флойда–Уоршалла 

и Карре соответственно. 

Итеративные методы Якоби и Гаусса–Зейделя [42] дают схему алгоритмов 

Беллмана [23] и Форда–Фалкерсона [24]. Метод релаксации Бертсекаса [2] также 

может быть интерпретирован схемой вычислений Гаусса–Зейделя [43]. 

Если матричное уравнение Беллмана решать с помощью вычисления обрат-

ной матрицы, то схема Морриса [44] для обращения матрицы приводит к индук-

тивному алгоритму Данцига [45]. Декомпозиционные алгоритмы предложены в 

работах [46, 47]. В этих алгоритмах сеть разбивается на части, для каждой части 

находится дерево КП, а затем все деревья объединяются.  

Все перечисленные алгоритмы APSP (исключая алгоритмы Беллмана и Фор-

да для нахождения КП между подмножествами узлов) имеют оценку сложности 

порядка )( 3nO  и весьма эффективны для плотных сетей. Для разреженных сетей 

известен алгоритм Джонсона [48], который использует списки смежных узлов и 

находит все пути за время ).lg( 2 nmnnO   Он также работает с отрицательными 

длинами дуг и определяет наличие циклов с отрицательной длиной. 

Рассмотрим подробнее алгоритм Карре, поскольку он имеет некоторые пре-

имущества по сравнению с другими матричными алгоритмами. Алгоритм вклю-

чает LU-процедуру декомпозиции, n  последовательных операций «вперед» и 

«назад» и находит все кратчайшие деревья от всех узлов в сети к одному ,i  

.,1 ni   Такой подход аналогичен схеме решения системы линейных уравнений 

методом исключения Гаусса, и столбец i  в матрице расстояний соответствует 

кратчайшему дереву к узлу .i  В [41] дана графическая интерпретация работы 

алгоритма и алгебраически доказана его корректность. Преимущество алгорит-

ма заключается в том, что, во-первых, для полных сетей он выполняет меньшее 

число сравнений из всех возможных — )2)(1(  nnn  [49], в то время как алгоритм 

Флойда–Уоршалла, выбирая узлы в другом порядке,  все операции сравнения. 

Во-вторых, поиск всех КП заключается в поиске n  кратчайших деревьев к каж-

дому узлу, что дает возможность избежать многих излишних операций при по-

строении КП от заданного числа узлов.  

Из линейной алгебры известно, что проблема решения системы линейных 

уравнений связана с размерностью решаемых задач и точностью получаемых ре-

шений. Итеративные методы не гарантируют получение точного решения, но 

сходятся гораздо быстрее прямых методов. Поскольку при решении матричного 
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уравнения Беллмана не возникает аналогичных проблем, на практике более попу-

лярны итеративные алгоритмы построения КП (например, алгоритмы расстановки 

и обновления меток), чем матричные (алгоритмы Флойда–Уоршалла и Карре). 

Известны также алгоритмы, основанные на операциях перемножения матриц 

[50–54], но все же они хуже алгоритма Флойда–Уоршалла. В [55] показано, что 

использование технологии перемножения матриц для нахождения всех КП так же 

сложно, как и нахождение КП от одного источника, и требует )( 3nO  времени. 

В [56] предложен )( 5,2nO -алгоритм для построения КП от одного источника, 

требующий экспоненциальной памяти. Улучшенный алгоритм Фридмана с оцен-

кой ))/log)((loglog( 2/13 nnnO  предложен в работе [57]. 

Много алгоритмов разработано с использованием блочной декомпозиции и тех-

ники быстрого перемножения матриц. Все эти алгоритмы имеют улучшенные 

оценки сложности, однако требуют либо целочисленности, либо небольших 

абсолютных значений длин дуг сети [58–60] или могут быть применены толь-

ко для невзвешенных или неориентированных сетей [61–63]. Алгоритмы, ос-

нованные на технике перемножения матриц, наиболее применимы к плотным 

сетям и не используют возможностей улучшения быстродействия за счет учета 

степени разреженности.  

До сих пор не было работ, посвященных тщательному анализу эксперимен-

тальных исследований эффективности алгоритмов построения всех КП в сети. 

Принято считать, что матричные алгоритмы требуют большей памяти, применя-

ются к плотным сетям и не подходят для решения задач построения КП для раз-

реженных сетей большой размерности. 

Алгоритм Флойда–Уоршалла  лучший матричный алгоритм, однако его 

применение для сильно разреженных сетей не оправданно. С другой стороны, 

матричный алгоритм Карре может быть с успехом применен и для разрежен-

ных сетей, и его дальнейшее развитие могло бы составить конкуренцию лучшим 

комбинаторным алгоритмам [64]. Возможность развития алгоритма Карре [9, 

65] связана с тем, что, для сетей с фиксированной топологией, КП между все-

ми узлами сети могут многократно пересчитываться при изменении длин дуг. 

Поэтому, если соответствующим образом использовать неизменность струк-

туры сети, в алгоритме Карре можно уменьшить трудоемкость операции LU-

декомпозиции и на стадии предварительной обработки узлов создать схему 

построения КП, не требующую полного перебора узлов. Экспериментальные 

исследования [9, 64] показали, что реализованный на основе такого подхода 

алгоритм построения всех КП в несколько раз лучше некоторых комбинатор-

ных алгоритмов, используемых для разреженных сетей. 

Алгоритмы, базирующиеся на методах  

решения задач линейного программирования 

Рассмотрим алгоритмы построения кратчайших путей, основанные на мето-

дах решения задач линейного программирования (Linear programming methods, 

LP-methods). Чаще всего они применяются для нахождения деревьев кратчайших 

путей. Если проанализировать работу алгоритма Дейкстры, то можно увидеть 

сходство алгоритмов расстановки и обновления меток с прямым сетевым сим-

плекс-методом [66]. Такой симплексный алгоритм с трудоемкостью )( 3nO  пред-

ложен в работе [67]. Другой алгоритм для нахождения КП от одного источника, 

сравнимый с лучшими алгоритмами корректировки меток и временной сложно-
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стью ),(nmO можно найти в [68]. Предложен также ряд двойственных симплекс-

алгоритмов [2, 43, 69, 70]. Алгоритм Дейкстры может быть представлен и как 

прямо-двойственный [71]. Практические исследования [66, 72, 73] показали, что 

для решения реальных задач комбинаторные алгоритмы все-таки лучше алгорит-

мов, основанных на методах линейного программирования, включая прямой, 

двойственный и прямо-двойственный симплекс-методы.  

Разработки бывшего СССР 

В СССР разработка алгоритмов построения КП, в основном, проводилась 

в 1970–1980-х гг. Среди них следует отметить алгоритм двусторонней очереди 

Левита [25], работы Филлера [74], Диница и Карзанова [75, 76], посвященные разра-

ботке ряда новых эффективных реализаций алгоритма Дейкстры, в основе которых 

заложена техника использования АТД для представления структур данных [77].  

Для сравнения вычислительной эффективности различных алгоритмов по-

строения КП по инициативе и под руководством Л.В. Канторовича в 1983–1984 гг. 

проводился всесоюзный конкурс «Транспорт-83» [78], на котором были представ-

лены программы, реализующие, в основном, все известные лучшие алгоритмы, в 

том числе и программа авторов этой статьи. Результаты конкурса показали, что 

наилучшим, в смысле скорости получения решения, оказался метод двусторонней 

очереди [25]. Весьма эффективной оказалась также модификация алгоритма 

Флойда, составившая конкуренцию лучшей реализации алгоритма Дейкстры [75, 

76]. Отмечается, что с увеличением размеров сетей разница во времени счета ме-

жду алгоритмами двусторонней очереди и Дейкстры сокращается, поэтому для 

сетей, содержащих более 4–5 тысяч узлов, делать выводы о преимуществах пер-

вого алгоритма преждевременно. Для нахождения КП от одного источника к од-

ному стоку наилучшим оказался алгоритм Дейкстры.  

Основные направления дальнейших исследований 

За последние годы эволюция методов решения задачи нахождения КП связа-

на с разработкой и дальнейшим усовершенствованием специальных структур 

данных (АТД) для представления объектов задачи, позволяющих максимально 

сократить время построения КП, и созданием параллельных алгоритмов для мно-

гопроцессорного решения задачи. Так, например, под руководством Б. Черкасско-

го, А. Фиата, К. Харрелсона, Х. Каплана, Т. Паера, И. Резенштейна группой раз-

работчиков И. Абрахамом, Д. Деллингом, А. Гольдбергом и Р. Верником ин-

тенсивно разрабатывался проект, посвященный теоретическому и эксперименталь-

ному изучению алгоритмов КП и связанных с ними задач (http://research. micro-

soft.com/en-us/projects/SPA/). Показано, что для решения отдельных SSSP-задач 

существуют «почти оптимальные» алгоритмы в теории и на практике, в то же 

время для решения более широкого класса задач, включая и APSP-проблему, 

имеются предпосылки для улучшения уже существующих алгоритмов. Основные 

усилия проекта направлены на решение задачи нахождения КП между заданной 

парой вершин при ограничениях на доступный объем оперативной памяти для 

проведения процедуры препроцессинга очень большого графа. Такая задача ха-

рактерна для вычисления расстояний на интернет-картах, таких как Google Maps, 

Yahoo! Maps, Bing Maps. Были также разработаны методы ускорения классиче-

ских алгоритмов построения КП, включая методы landmark-based A* search и 

reach-based pruning и их комбинации. Полученные алгоритмы очень практичны и 

могут успешно использоваться на серверах, настольных и портативных компью-

терах, включая планшеты, смартфоны, автомобильные системы навигации. В рам-

http://research.microsoft.com/en-us/people/goldberg/
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ках проекта также были рассмотрены задачи более гибкого планирования и выбо-

ра разумных альтернативных маршрутов передвижения в масштабе реального 

времени, в случае затора на дорогах, а также выбора индивидуальных маршрутов 

по заданным критериям и предпочтениям. Другие задачи проекта были связаны с 

нахождением более дешевых путей передвижения, минимальных циклов, с аппа-

ратным ускорением построения дерева кратчайших путей (Parallel Hardware-

Accelerated Shortest Path Trees, PHAST) с использованием многоядерных процессо-

ров и новейших графических адаптеров. Всю информацию о результатах выпол-

нения проекта можно найти в Интернете, а также в многочисленных работах 

руководителей и исполнителей проекта [79–81].  

Наряду с задачами построения КП по одному критерию, значительный интерес 

представляют многокритериальные задачи о путях (multicriteria (multiobjective) 

shortest path problems, MSPP). Такие задачи естественным образом возникают во 

многих приложениях, когда имеется несколько различных параметров, характери-

зующих узлы и дуги сети, и интенсивно исследуются при проектировании транс-

портных, информационных и телекоммуникационных сетей. В большинстве слу-

чаев выбор «оптимальных» кратчайших путей по экстремальным значениям этих 

параметров представляет сложную задачу, так как параметры могут быть проти-

воречивыми. Основываясь на интуиции, лицу, принимающему решение (ЛПР). 

трудно отдать предпочтение какому-либо конкретному варианту КП по несколь-

ким критериям. Поэтому возникает необходимость в применении некоторой ме-

тодологии выбора наиболее приемлемых вариантов, базирующейся на строгих 

математических методах и здравой интуиции.  

Для решения многокритериальных задач КП как начальное ядро используются 

различные модификации уже рассмотренных алгоритмов построения КП по одному 

критерию (комбинаторные Label-Setting, Label-Correcting, матричные и LP-ал-

горитмы, основанные на современных АТД, таких как пирамиды Фибоначчи,  

d -арные кучи и т.п.). Сначала находится множество допустимых вариантов 

решения по критериям Парето, Слейтера, вероятностным, лексикографиче-

ским и др., и далее с использованием множества определенных методик отби-

раются наиболее приемлемые.  

Известно, что в общем случае проблема MSPP является NP-трудной [82]. 

Одной из первых работ, посвященных систематическому исследованию мно-

гокритериальных задач о путях, является обзорная статья [83], в которой оп-

ределяется класс задач с экспоненциальными оценками сложности в худшем 

случае и приведена полностью полиномиальная схема решения (Fully Polynomial 

Time Approximation Schemes, FPTAS) для двухкритериальных задач. Для мно-

гокритериальных задач на ориентированных ациклических сетях также известна 

полиномиальная схема решения [84]. В настоящее время, судя по литературным ис-

точникам и публикациям в Интернете, для случаев, когда число критериев оптимиза-

ции превышает два, пока не достигнуто значительных результатов.  

Из-за ограниченного объема в статье не приводится обзор по многокритери-

альным задачам, отметим только, что достаточно хороший обзор по их решению 

можно найти в [85]. 

Наряду с методами и алгоритмами построения однокритериальных и много-

критериальных КП, значительный интерес представляет также разработка алго-

ритмов лексикографической оптимизации нахождения кратчайших путей, удовле-

творяющих требованиям упорядоченной последовательности критериев по не-

скольким параметрам [86]. Такие алгоритмы, например, востребованы для 

решения ряда задач распределения и маршрутизации потоков в многопродукто-

вых сетях [87–90].  
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Заключение 

Проведенный обзор и анализ алгоритмов построения однокритериальных 

кратчайших путей на сетях с неотрицательными длинами дуг показал, что в 

настоящее время одними из наилучших являются алгоритмы расстановки ме-

ток (Label-Setting) с оценками временной сложности )log( nnmO   [11], 

)loglog( wmO  [32], )log( wnmO   [13], где n  и m  — число узлов и дуг в сети,  

а w — максимальная длина дуги. Для сетей с отрицательными дугами, не содер-

жащих циклов отрицательной длины, для большинства алгоритмов обновления 

меток (Label-Correcting) получены оценки порядка O(mn) [1]. Лучшие временные 

границы ))log(( nwmnO  и ))log(( wmnO , где Rw  — максимальное абсолют-

ное значение длины дуги, получены в работах [33, 34]. В [36] указывается, что не 

существует наилучшего единого алгоритма для решения всего класса задач нахо-

ждения КП. За последние годы эволюция методов решения задачи нахождения 

КП была связана с разработкой и дальнейшим усовершенствованием специальных 

структур данных для представления объектов задачи, позволяющих максимально 

сократить время построения КП, и созданием параллельных алгоритмов для мно-

гопроцессорного решения задачи. Показано, что для решения  

отдельных SSSP-задач существуют «почти оптимальные» алгоритмы в теории 

и на практике, в то же время для решения более широкого класса задач, включая 

и APSP-проблему, имеются предпосылки для улучшения уже существующих 

алгоритмов за счет аппаратного ускорения построения дерева кратчайших пу-

тей (PHAST) с использованием многоядерных процессоров и новейших гра-

фических адаптеров. Для многокритериальных задач о путях известны полностью 

полиномиальные схемы решения только для двухкритериальных задач [85]. 

Для случаев, когда число критериев оптимизации превышает два, пока не дос-

тигнуто значительных результатов.  

 

О.М. Трофимчук, В.О. Васянін, Л.П. Ушакова 

ОГЛЯД МЕТОДІВ І АЛГОРИТМІВ  

ПОБУДОВИ НАЙКОРОТШИХ ШЛЯХІВ 

ТА ПЕРСПЕКТИВИ ЇХ РОЗВИТКУ  

Незважаючи на численність робіт, пов’язаних з проблемою знаходження най-

коротших шляхів (НШ), увага до розробки ефективних за швидкодією алгори-

тмів побудови НШ не зменшується. Це, в першу чергу, пояснюється тим, що в 

переважній більшості випадків такі алгоритми часто використовуються для ви-

рішення окремих підзадач в багатьох додатках в різних областях природознавс-

тва і час вирішення загальної оптимізаційної задачі в значній мірі визначається 

часом побудови НШ. Розглядається три групи однокритеріальних алгоритмів: 

мережеві комбінаторні алгоритми; алгебраїчні або матричні алгоритми; алгори-

тми, що базуються на методах вирішення задач лінійного програмування (Linear 

programming, LP-methods). У статті дано огляд, аналіз та класифікацію методів і 

алгоритмів побудови найкоротших шляхів на мережах і графах між заданими 

підмножинами вузлів мережі (Single Source Shortest Path, SSSP) і між усіма па-

рами вузлів (Shortest Path Tree, SPT або All Pairs Shortest Paths, APSP ). Наведе-

но оцінки часової складності найкращих відомих алгоритмів для вирішення за-

дач SSSP і APSP комбінаторними, матричними і LP-методами для мереж з не-

від’ємними довжинами дуг і мереж з від’ємними довжинами дуг і циклами 

від’ємної довжини. Відзначається, що для вирішення окремих SSSP-задач іс-
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нують «майже оптимальні» алгоритми в теорії і на практиці, в той же час для 

вирішення більш широкого класу задач, включаючи і APSP-проблему, є перед-

умови для поліпшення вже існуючих алгоритмів. За останні роки еволюція ме-

тодів вирішення задачі знаходження НШ була пов’язана з розробкою та пода-

льшим удосконаленням ефективних структур абстрактних типів даних для 

представлення об’єктів задачі і створенням паралельних алгоритмів для бага-

топроцесорного розв’язання задачі. Визначено основні напрямки подальших 

досліджень з розробки ефективних методів і алгоритмів вирішення завдань 

знаходження найкоротших шляхів.  

Ключові слова: задачі побудови найкоротших шляхів, методи і алгоритми, 

обчислювальна ефективність. 

A.N. Trofymchuk, V.A. Vasyanin, L.P. Ushakova  

OVERVIEW OF METHODS AND ALGORITHMS OF 

CONSTRUCTING SHORTEST PATHS  

AND PROSPECTS OF THEIR DEVELOPMENT  

Despite the numerous works related to the problem of finding the shortest paths (SP), 

attention to the development of speed-efficient algorithms for constructing SP is not 

reduced. This is primarily due to the fact that in the overwhelming majority of cases, 

such algorithms are often used to solve individual subtasks in many applications in 

various fields of natural science, and the time to solve the general optimization prob-

lem is largely determined by the time of constructing the SP. Three groups of single-

criterion algorithms are considered: network combinatorial algorithms; algebraic or 

matrix algorithms; algorithms based on methods for solving linear programming 

problems (LP-methods). The article provides an overview, analysis and classification 

of methods and algorithms for constructing the shortest paths on networks and graphs 

between given subsets of the network nodes (Single Source Shortest Path, SSSP) and 

between all pairs of nodes (Shortest Path Tree, SPT or All Pairs Shortest Paths, 

APSP). Estimates of the time complexity of the best known algorithms for solving 

SSSP and APSP problems by combinatorial, matrix, and LP methods for networks 

with non-negative arcs lengths and networks with negative arcs lengths and cycles of 

negative lengths are given. It is noted that for solving individual SSSP problems, 

there are «almost optimal» algorithms in theory and practice, while at the same time, 

for solving a wider class of problems, including the APSP problem, there are prereq-

uisites for improving existing algorithms. In recent years, the evolution of methods 

for solving the problem of finding SP has been associated with the development and 

further improvement of effective structures of abstract data types for representing objects 

of the problem and the creation of parallel algorithms for multiprocessor solving the prob-

lem. The main directions of further research on the development of effective methods and 

algorithms for solving the problems of finding the shortest paths are determined.  

Keywords: shortest path problems, methods and algorithms, computational efficiency. 
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