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ВВЕДЕНИЕ 
Данная работа посвящена исследованию проблемы 

наблюдаемости сложных позитивных динамических 
систем балансового типа, поведение которых описыва-
ется с помощью линейных дифференциальных или 
разностных векторно-матричных уравнений. Матема-
тические модели позитивных систем оперируют пози-
тивными (положительными или по крайней мере 
неотрицательными) в течение всего времени перемен-
ными, к которым можно отнести, например, время, 
деньги и товары, популяции людей, растений, живот-
ных, электрические заряды, а также вероятности в 
марковских моделях [1-5] и др. Системы же с такими 
переменными (позитивные системы) отличаются тем, 
что характеризуются так называемым свойством по-
зитивности, накладывающим некоторые ограничения 
на использование классических методов и применение 
классических методик регулирования сложных систем и 
состоящем в том, что любые неотрицательные вход и 
начальное состояние системы генерируют неотрица-
тельные фазовую траекторию и выход в течение всего 
времени [6-9]. 

Актуальность проводимого исследования объясня-
ется тем, что анализ проблемы наблюдаемости являет-
ся первоначальным этапом при решении задачи на-
блюдения за сложными системами и показывает прин-

ципиальную возможность наблюдения системы, то есть 
возможность восстановления вектора состояния иссле-
дуемой системы по измерениям ее наблюдаемой пе-
ременной. Необходимость же в наблюдении таких 
систем возникает в том случае, когда не все компонен-
ты вектора состояния объекта исследования являются 
доступными для измерения в силу либо ограниченно-
сти измерительных устройств, либо когда проведение 
измерения переменных состояния не представляется 
возможным [6, 10]. В таких условиях неполнота мате-
матических моделей, описывающих поведение иссле-
дуемого объекта, накладывает значительные ограни-
чения на применяемые методы и затрудняет проведе-
ние анализа параметров моделей и объекта в целом, а 
также осуществление прогнозирования, управления и 
регулирования исследуемым объектом, поскольку 
полученные при решении задачи наблюдения резуль-
таты в сущности являются исходными данными для 
решения указанных задач. 

Несмотря на достаточно широкое исследование по-
зитивных динамических систем в настоящее время, 
анализ публикаций [1-6] по теме исследования показы-
вает, что в работах, непосредственно посвященных 
решению задач управления, регулирования и наблю-
дения за сложными системами, представлены класси-
ческие методы и подходы теории автоматического 
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регулирования, которые, к сожалению, не позволяют 
контролировать и сохранять свойства позитивных 
динамических систем балансового типа (позитивности, 
продуктивности и асимптотической устойчивости). В 
этой связи существенно необходимо дальнейшее раз-
витие методов и подходов теории автоматического 
регулирования с последующей их адаптацией к иссле-
дованию и сохранению свойств класса позитивных 
динамических систем балансового типа. 

Целью данной работы является решение про-
блемы наблюдаемости позитивной динамической 
системы балансового типа, поведение которой описы-
вается разностными (дискретная модель) или диффе-
ренциальными (непрерывная модель) векторно-
матричными уравнениями. Для реализации постав-
ленной цели необходимо решение следующих задач: 
проведение анализа матриц коэффициентов, входящих 
в разомкнутые математические модели, которые опи-
сывают поведение позитивной динамической системы 
балансового типа; выявление соответствия с получен-
ными ранее выводами по управляемости исследуемых 
систем в силу действия принципа дуальности управ-
ляемости и наблюдаемости; формулирование общих 
выводов по результатам проведенного в работе иссле-
дования.  

Описание и анализ математических моделей, опи-
сывающих поведение исследуемой системы. Объектом 

исследования в данной работе является выделенный в 
классе сложных динамических систем подкласс пози-
тивных динамических систем балансового типа, для 
которого характерны: 

1) балансовые соотношения в моделях, описываю-
щих поведение сложных систем; 

2) наличие в моделях ограничений на соответст-
вующие матрицы коэффициентов, обеспечивающие 
получение неотрицательных решений на бесконечном 
интервале времени при неотрицательности входных 
параметров и начальных состояний системы. 

При этом под сложными системами, согласно [6], 
понимаются системы с большим количеством взаимо-
связанных и взаимодействующих между собой элемен-
тов (подсистем), обеспечивающих выполнение систе-
мой некоторой достаточно сложной функции. Будем 
считать, что все подсистемы исследуемой сложной 
позитивной системы являются взаимосвязанными в 
модели, общее число взаимосвязей определяется чис-
лом 2n . В таком случае схема взаимосвязей n подсис-
тем сложной системы представляется на рис. 1, на ко-
тором n,...,3,2,1  граф описывает соответственно взаи-
мосвязи в n,...,3,2,1  подсистеме, а стрелками указыва-
ется, с какой j -й  nj ,1  подсистемой взаимосвяза-
на i я  ni ,1  подсистема. 

 

 
Рисунок 1 – Взаимосвязи между n подсистемами сложной системы 

Согласно [7-9], поведение исследуемой системы 
описывается дискретной (время t  принимается дис-
кретным) или непрерывной (время t  – непрерывно) 
математической моделью, представляемой соответст-
венно линейным неоднородным разностным (или 
дифференциальным) векторно-матричным уравнени-

ем первого порядка с матрицами постоянных коэффи-
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где  tXX t ,  n мерные векторы состояния сис-
темы, причем предполагается, что о векторах состоя-
ния нет полной информации, т.е. не все их компоненты 
доступны для измерения,  tCCt ,  n мерные век-
торы управления системы, являющиеся либо задан-
ным, либо функционально установленным, BA,  – 
постоянные матрицы размерностей nn , I – единич-
ная матрица размерности nn . На матрицы коэффи-
циентов в модели накладываются ограничения, обес-
печивающие получение неотрицательных решений на 
бесконечном интервале времени при неотрицательно-
сти входных параметров и начальных условий системы. 
Так, для дискретной модели, описываемой уравнением 
(1), матрицы      BABIBABA  1,,,  должны 
быть неотрицательными и продуктивными, а для не-
прерывной модели, описываемой уравнением (2), 
неотрицательными и продуктивными должны быть 
матрицы BA, , а матрица     01   IABI . 

Математические модели, описываемые уравне-
ниями (1) и (2), являются разомкнутыми: изменение 
выходной характеристики не оказывает воздействия на 
входные характеристики позитивной динамической 
системы. Такие модели существенно зависят только от 
прошлых и текущих значений входных характеристик и 
не могут скомпенсировать неизбежные изменения 
выходной характеристики системы. 

В работах [7-8] проведен анализ построенных ра-
зомкнутых математических моделей позитивной ди-
намической системы балансового типа, на основе кото-
рого было выявлено, что выполнение всех наложенных 
на матрицы коэффициентов моделей ограничений 
обеспечивает позитивность и асимптотическую устой-
чивость получаемых на выходе моделей решений. 

Приведенные в данном разделе работы результаты 
будут играть существенную роль при проведении даль-
нейшего анализа наблюдаемости исследуемой систе-
мы. 

Перейдем теперь непосредственно к раскрытию со-
держания понятия наблюдаемости объекта и оценке 
указанного свойства объекта исследования, которым в 
данной работе выступает позитивная динамическая 
система балансового типа. 

Наблюдаемость позитивной динамической системы 
балансового типа и ее связь с управляемостью иссле-

дуемой системы. В данном разделе работы проводится 
анализ подкласса позитивных динамических систем 
балансового типа класса сложных динамических систем 
на предмет их наблюдаемости. Как известно, наблю-
даемость системы (объекта) управления является од-
ним из центральных понятий теории автоматического 
регулирования, которое тесно связано с понятием 
управляемости. Акцентирование внимания на указан-
ных понятиях связано с тем, что при решении задач 
управления методами теории пространства состояний 
предварительно рассматриваются некоторые фунда-
ментальные свойства динамических систем, которые 
не встречаются в классической теории управления, 
оперирующей только входными и выходными сигна-
лами элементов рассматриваемой системы. Именно 
одними из таких свойств и являются управляемость и 
наблюдаемость системы (объекта) управления). Соот-
ветственно первоочередными задачами анализа любой 
соответствующей модели такой системы являются 
задачи об управляемости и наблюдаемости [6, 9, 10]. 

В результате проведенного в работе [7] исследова-
ния управляемости позитивной динамической системы 
балансового типа, описываемой векторно-матричными 
уравнениями (1) или (2), установлено, что при выпол-
нении условий, обеспечивающих получение асимпто-
тически устойчивых и неотрицательных решений на 
бесконечном интервале времени (ограничений, накла-
дывающихся на матрицы коэффициентов соответст-
вующих дискретной и непрерывной моделей системы), 
выполняется ранговое условие 

nMrang y  , (3)
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системы с непрерывным временем) называются мат-
рицами управляемости позитивной динамической 
системы балансового типа;    BABIA  1~ ; 

  1~  BIB ;    IABIA  1
~~ . 

Приведенные результаты анализа управляемости 
свидетельствуют о том, что исследуемая позитивная 
система является полностью управляемой, то есть 
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такой, что ее можно перевести из любого начального 
состояния   00 XX   в любое конечное состояние 
  kk XtX   за конечное время  k0 , ttt  при соблю-

дении заданных ограничений, а, следовательно, явля-
ется возможной для управления и регулирования. 
Однако возможность управления в данном случае 
существует только тогда, когда о векторе состояния 
объекта управления имеется полная информация, т.е. 
все его компоненты доступны для измерения. 

В случае неполной информации о переменных со-
стояния объекта исследования возникает необходи-
мость решения задачи наблюдения, то есть задачи 
оценивания вектора состояний [10] таким образом, 
чтобы впоследствии он мог быть использован для 
управления. Причем для того, чтобы имелась возмож-
ность решения указанной задачи, необходимо, чтобы 
объект управления обладал свойством наблюдаемости. 

Таким образом, мы подошли к тому, чтобы перейти 
к непосредственному анализу наблюдаемости иссле-
дуемой системы и определению ее оценки. На содержа-
тельном уровне наблюдаемость системы (объекта) 
управления означает принципиальную возможность 
восстановления вектора состояния системы (объекта) 
управления по измерениям ее наблюдаемой перемен-
ной на некотором интервале. 

Примем, что для описываемой системы о векторе 
состояния нет полной информации, т.е. не все его ком-
поненты доступны для измерения. Будем также пола-
гать, что для данной системы (1) или (2) можно изме-
рить только некоторую линейную комбинацию пере-
менных состояний, называемую наблюдаемой пере-
менной и обозначаемую соответственно для системы с 
дискретным или непрерывным временем в виде 

tt DXY  , (4)
   tDXtY  , (5)

где   ijdD  известная матрица постоянных ко-

эффициентов соответствующей размерности. 
Кроме того, будем считать, что управление tCC   

(для дискретной модели) или  tCC   (для непрерыв-
ной модели) задано и компоненты iY  соответственно 
вектора tY  или  tY  доступны наблюдателю на отрезке 
времени Tt 0  и, следовательно, по результатам 
наблюдения известны функции tii YY   (для дискрет-

ной модели) или  tYY ii   (для непрерывной модели), 
mi ,1 , Tt 0 . 

Согласно [6, 10], линейная система (1) (с дискрет-
ным временем) или (2) (с непрерывным временем) 
называется полностью наблюдаемой, если любое ее 
состояние tX  или  tX  можно восстановить по из-
вестным значениям tC  и tY  (для системы с дискрет-
ным временем) или  tC  и  tY  (для системы с непре-
рывным временем), измеренным на интервале 

Tt 0 . 
При этом необходимым и достаточным условием 

полной наблюдаемости системы с дискретным или 
непрерывным временем является ранговое условие [3, 
4, 10], представляемое в виде 

nMrang y  , (6)
где матрицы 
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системы с непрерывным временем) называются мат-
рицами наблюдаемости. 

Из рассмотрения условия наблюдаемости объекта 
(системы) управления видно, что с ним тесно связано 
условие управляемости, определенное ранее для пози-
тивных динамических систем балансового типа. Со-
гласно [4, 10], управляемость и наблюдаемость как 
характеристические свойства системы обладают в оп-
ределенном смысле симметрией. 

Введем в рассмотрение матрицу  
nnijlL


  такую, 

что AL
~

  (если рассматривается линейная система с 

дискретным временем) или AL
~~

  (для системы с 
непрерывным временем). 

Рассмотрим наряду с исходной линейной системой 
(с дискретным временем) вида 

ttt CBLXX
~

1  ;      tt DXY   (7)
или (с непрерывным временем) 

     tCBtLXtX
~

 ;         tDXtY   (8)
так называемую дуальную (двойственную) ей сис-

тему соответственно 
t

T
t

T
t CDXLX 

~~
1 ;   t

T
t XBY

~~
 , (9)
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     tCDtXLtX TT 
~~ ;    tXBY T

t
~~

 . (10)
Согласно [10], правила получения двойственной 

системы с дискретным или непрерывным временем 
следующие: 

1) транспонирование матриц DBL ,
~

,  в исход-
ной системе; 

2) перестановка транспонированных входной 
матрицы B

~  и выходной матрицы D  в исходной сис-
теме; 

3) обращение времени. 
При этом исходной системой может выступать сис-

тема управления (наблюдения). Тогда дуальной ей 
будет система наблюдения (управления). Этим опреде-
ляется дуальность систем управления и наблюдения, а, 
следовательно, и дуальность задач управления и на-
блюдения. 

Существует тесная связь между наблюдаемостью и 
управляемостью исходной и дуальной систем. Так, 
матрица управляемости исходной системы (7) или (8) 

 BLBLBM n
y

~~~ 1   

совпадает с матрицей наблюдаемости дуальной 
системы (9) или (10) 

          
n 1T T TT TT T T T T

н

n 1

M B L B L B

B LB L B





   
 

   

      

     
, 

а матрица наблюдаемости исходной системы (7) 
или (8) 

  TnTTTT
H DLDLDM

1
   

совпадает с матрицей управляемости дуальной сис-
темы (9) или (10) 

  TnTTTT
y DLDLDM

1~ 
  , 

Поэтому справедлив следующий принцип дуально-
сти (двойственности) систем управления и наблюдения 
[6, 10]. 

Принцип дуальности: Для того, чтобы система 
управления (7) или (8) была полностью управляемой 
(полностью наблюдаемой), необходимо и достаточно, 
чтобы система наблюдения (9) или (10) была полностью 
наблюдаемой (полностью управляемой). 

Приведенные выше результаты исследования 
управляемости [7] свидетельствуют от том, что если 
системами (объектами) управления являются пози-

тивные динамические системы балансового типа, 
описываемые разностным уравнением (7) или 
дифференциальным уравнением (8), то такие сис-
темы управления является полностью управляе-
мыми. Тогда, согласно принципу дуальности, полу-
чаем, что если объектами наблюдения являются 
позитивные динамические системы балансового 
типа, описываемые разностным уравнением (9) или 
дифференциальным уравнением (10), то указанные 
объекты (системы) являются и полностью наблю-
даемыми. 

Указанная дуальность задач управления и задач 
оценивания состояния позволяет воспользоваться 
результатами, полученными в работе [8] при решении 
задач управления с помощью обратной связи в стацио-
нарных системах, для решения задач построения оце-
нок состояния этих систем. 

ПРОВЕДЕНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО  
ЭКСПЕРИМЕНТА И АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
Проведем вычислительный эксперимент для част-

ного случая дискретной математической модели пози-
тивной динамической системы балансового типа с 
двумя  2n  подсистемами, описываемой разност-
ным уравнением (1). 

Пусть поведение позитивной динамической систе-
мы балансового типа с двумя подсистемами ( 2n ) 
описывается с помощью разомкнутой дискретной ма-
тематической модели исследуемой системы, уравнение 
состояния которой представляет собой линейное неод-
нородное векторно-матричное разностное уравнение 
первого порядка с матрицами постоянных коэффици-
ентов вида (1) при следующих входных параметрах [8] 

2n ,  









19,015,0

25,02,0
A ,  










13,008,0

2,01,0
B , 

 10D . 
(11)

С учетом (11) уравнение состояния вида (1), описы-
вающее поведение исследуемой системы, принимает 
вид 

1 1
t 1 t
2 2
t 1 t

1
t
2
t

0,1317 0,0724X X

0,0926 0,0756X X

1,1343 0,2608 С

0,1043 1,1734 С





    
     
    

  
   
  

, (12)

а уравнение выхода –  
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2
tt XY  , (13)

где 









0756,00926,0

0724,01317,0~
A ;  

         









1734,11043,0

2608,01343,1~
B . 

Проверим, является ли система, описываемая сис-
темой (12)-(13), полностью наблюдаемой. 

Решение. 
Согласно [8], матрицы A , B ,  BA , A

~  являются 
неотрицательными и продуктивными. Для проверки 
использовалось первое из необходимых и достаточных 
условий продуктивности, согласно которому матрица 
A  является продуктивной, если существует обратная 

матрица   01  AI . Для данного примера имеем 
следующие соответствующие неотрицательные обрат-
ные матрицы: 

 

  0
3104,12457,0

4095,03268,11 







 AI ;   

  0
1734,11043,0

2608,01343,11 







 BI ; 

   0
0682,10831,0

0593,01157,11 







 BAI ;   

  0
0909,11163,0

0909,01613,1~ 1












AI , 

что означает, что основные ограничения на матри-
цы коэффициентов выполняются и можно проводить 
оценку управляемости и наблюдаемости. 

Проведем исследование управляемости системы. 
Матрица управляемости в данном случае имеет вид 

 

 
42

42 1129,01129,0

1192,01569,0

1734,11043,0

2608,01343,1~~~


 








 BABM y  . (14)

 
Проверяя выполнение рангового условия (3) полу-

чаем, что ранг определенной в (14) матрицы управ-
ляемости 

уM  совпадает с рангом матрицы B
~ , кото-

рая в силу ее продуктивности является матрицей пол-
ного ранга, и, следовательно, совпадает с размерно-
стью 2n  пространства состояний системы  
 

2 4

2 2

11343 0 2608 0 1569 0 1192

0 1043 11734 0 1129 0 1129

11343 0 2608
2

0 1043 11734

у

, , , ,
rang M rang

, , , ,

, ,
rang B rang

, ,





 
  

 

 
   

 


 
в силу чего получаем, что исследуемая система являет-
ся полностью управляемой. 

Согласно полученным результатам дуальности 
управляемости и наблюдаемости, можно сделать вы-
вод, что из полной наблюдаемости исследуемой систе-
мы (12)-(13) следует ее полная наблюдаемость. Чис-
ленная проверка матриц наблюдаемости и управляе-
мости также подтверждает этот результат.  

Результаты, полученные для дискретной модели, 
распространяются и на случай непрерывной модели.  

Таким образом, результаты, полученные при про-
ведении вычислительного эксперимента, соответству-
ют результатам проведенных в работе теоретических 
исследований оценивания наблюдаемости позитивной 
динамической системы балансового типа. 

ВЫВОДЫ И ПЕРСПЕКТИВЫ  
ДАЛЬНЕЙШИХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
Проведенные в работе исследования наблюдае-

мости выделенного подкласса позитивных динами-
ческих систем балансового типа в классе сложных 
динамических систем, позволяют сделать вывод, 
что исследуемая система при выполнении всех 
накладываемых ограничений на соответствующие 
матрицы математических моделей, описывающих 
ее поведение, согласно принципу дуальности 
управляемости и наблюдаемости систем, является 
полностью наблюдаемой, а значит, возможной для 
решения задачи восстановления вектора состояния 
системы, а, следовательно, в дальнейшем и для 
управления и регулирования, что в свою очередь 
позволяет привести разомкнутую модель к замкну-
той модели, дает возможность учета неизбежных 
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изменений входных параметров объекта, стабили-
зации неустойчивого объекта управления, а также 
позволяет улучшить динамические свойства пози-
тивной системы. В настоящее время ведутся иссле-
дования по восстановлению вектора состояния 

объекта исследования путем построения полного 
наблюдателя системы в условиях неполной инфор-
мации о состоянии позитивной динамической сис-
темы балансового типа с дискретным и непрерыв-
ным временем. 
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