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ОПТИМАЛЬНЕ ЗА ШВИДКОДІЄЮ НАГРІВАННЯ 
ТЕРМОЧУТЛИВИХ ТІЛ ЗА ОБМЕЖЕНЬ НА ТЕМПЕРАТУРУ 

СЕРЕДОВИЩА І ПЛАСТИЧНІ ДЕФОРМАЦІЇ 
 

Р. М. Кушнір, А. В. Ясінський 
Інститут прикладних проблем механіки і математики  

ім. Я. С. Підстригача НАН України; 79060, Львів, вул. Наукова, 3-б;                
e-mail: dyrector@iapmm.lviv.ua 

 
Сформульовано математичну постановку та розроблено алго-

ритм розв’язування одновимірних задач оптимального за швидкодією 
керування нагріванням термочутливих тіл канонічної форми. Визначено 
керування (температуру середовища, що оточує одну із граничних по-
верхонь або тепловий потік), яке за мінімальний час переводить тіло з 
початкового стану у кінцевий, що характеризується заданою середньо-
інтегральною температурою. При цьому враховано обмеження як на 
функцію керування, так і на максимальне значення інтенсивності нако-
пиченої пластичної деформації зсуву. 

Ключові слова: оптимальне керування, температурні напружен-
ня, обернена задача, пружнопластичний стан 
 

Технологічні процеси виготовлення та експлуатації елементів 
конструкцій часто передбачають їх термічну обробку. Підвищення про-
дуктивності таких процесів та мінімізація енергетичних затрат тісно 
пов’язані з проблемою мінімізації часу нагрівання чи охолодження ви-
робу на етапі термічної обробки [1-3]. Нерівномірний розподіл темпера-
тури в тілі приводить до виникнення в ньому полів напружень, переви-
щення якими допустимих значень може зумовити появу і розвиток плас-
тичних деформацій [4,5]. З метою забезпечення проектних функціона-
льних властивостей елементів конструкцій при визначенні режимів їх 
найшвидшого нагрівання (охолодження) потрібно враховувати обме-
ження як на параметри теплового, так і напружено-деформованого ста-
нів [1-3,6,7]. Оскільки більшість таких процесів відбувається за умов 
інтенсивного теплового навантаження тіла та у широкому діапазоні тем-
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ператур, то важливим є врахування залежності теплофізичних та меха-
нічних властивостей матеріалу від температури [5]. 

У цій роботі для випадку пружнопластичного деформування мате-
ріалу сформульована математична постановка і на основі методу обер-
неної задачі термомеханіки [2,3] розроблено алгоритм числової побудо-
ви розв’язків задач оптимального за швидкодією керування нагріванням 
термочутливих тіл канонічної форми за обмежень на керування і макси-
мальну величину накопиченої пластичної деформації зсуву. 

1. Постановка задачі оптимізації. 
Розглянемо вільне від зовнішнього силового навантаження ізотро-

пне термочутливе тіло, яке займає деяку область V  з границею Σ . Не-
хай зміна температури тіла відбувається внаслідок конвективного тепло-
обміну з навколишнім середовищем за законом Ньютона. Температурне 
поле тіла ( ),T x ∗τ , коли в ньому відсутні внутрішні теплові джерела і 
можна знехтувати теплоутворенням від деформування, задовольняє рів-
няння теплопровідності 

                              ( )( ) ( ),
div grad , V

T x
T x c ∗∗

∗ ∗
∗

∂ τ
λ τ =

∂τ
,                             (1) 

де ( )T∗ ∗λ = λ  – коефіцієнт теплопровідності; ( )V Vc c T∗ ∗=  – питома 
об’ємна теплоємність; x  – точка з області V ; ∗τ  – час. 

Вважатимемо, що можна керувати температурою середовища 
( ),u x ∗τ , яке оточує деяку частину граничної поверхні тіла uΣ , тобто на 

частині граничної поверхні uΣ  теплообмін 

                                 ( ) ( )0u u
T T u x
n∗

∂
λ + α − = ∈Σ

∂
                                (2) 

є керований, а на решті \ uθΣ = Σ Σ  – заданий 

                                 ( ) ( )0T T x
n∗ θ θ

∂
λ + α − θ = ∈Σ

∂
.                               (3) 

Тут ,u θα α  – коефіцієнти теплообміну на поверхнях uΣ  і θΣ  від-
повідно; ( ),x ∗θ τ  – задана температура середовища, яке оточує частину 
граничної поверхні θΣ ; n  – зовнішня нормаль до поверхні Σ . 

Задача оптимізації полягає у визначенні такого керування ( ),u x ∗τ , 
яке задовольняючи умови 
                          ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , uU x u x U x x∗ ∗ ∗τ ≤ τ ≤ τ ∈Σ                         (4) 

                          ( ) ( )( )1 2

0
max p p

p p p ij ij
x V

e e d
∗τ∗

∗
∈

⎛ ⎞
Γ ≤ Γ Γ = τ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ & &                     (5) 

за мінімальний час 0 min ∗τ = τ  переведе тіло із початкового стану 
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                                   ( ) ( ) ( )0,0T x T x x V= ∈                                            (6) 
у кінцевий, що характеризується заданою середньоінтегральною темпе-
ратурою 

                                   ( ) ( )0 0
1 ,c

V
T T x dV T

V ∗
∗

τ = τ =∫ .                                   (7) 

Тут ( ) ( ), 1,2iU x i∗τ =  – відповідно нижня ( )1i =  та верхня ( )2i =  
границі обмеження на функцію керування; pΓ  –накопичена пластична 

деформація зсуву; ( )p
ije&  – похідна за часом від компонент девіатора плас-

тичних деформацій [5]; p
∗Γ  – гранично допустиме значення накопиченої 

пластичної деформації зсуву; ( )0T x  – початкова температура тіла; V∗  – 
об’єм області V ; T∗  – задана середньоінтегральна температура; 
V V= ΣU . 

При побудові розв’язків сформульованих задач оптимізації припу-
скається керованість розглядуваного процесу, тобто вважається, що фу-
нкції ( ) ( ), 1,2iU x i∗τ = , p

∗Γ , ( )0T x  та стала T∗  задані так, що можливим 
є досягнення кінцевої мети нагрівання (7). 

Зазначимо, що за функцію керування може бути вибраний також 
тепловий потік на поверхні uΣ , оскільки з граничної умови третього ро-
ду (2) можна отримати граничну умову другого роду. 

2. Алгоритм розв’язування задачі оптимізації. 
Для побудови розв’язку сформульованої задачі оптимізації викори-

стаємо метод оберненої задачі термомеханіки [2, 3]. Згідно з ним опти-
мальне за швидкодією керування приймаємо рівним верхній межі гра-
нично допустимого обмеження 
                                ( ) ( ) ( )2, , , 0uu x U x x∗ ∗ ∗τ = τ ∈Σ τ ≥                           (8) 
або таким, що забезпечує виконання рівності 
                                                  max p p

x V
∗

∈
Γ = Γ .                                              (9) 

Це означає, що найшвидше нагрівання тіла за обмежень (4) та (5) 
здійснюється по верхній межі одного із обмежень. Через це розв’язання 
задачі оптимального за швидкодією керування нагріванням тіла здійс-
нюємо поетапно. 

Етап 1. На першому етапі припускаємо, що початковий розподіл 
температури ( )0T x  задовольняє умову (5) і розв’язуємо пряму задачу 
термопластичності за умови (8). Якщо в процесі нагрівання тіла за зако-
ном (8) умова (5) завжди виконується, то оптимальне за швидкодією ке-
рування визначаємо із умови (8) до моменту досягнення кінцевої мети 
нагрівання (7). 
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Оскільки задача теплопровідності (1)-(3), (6) є нелінійною, то її 
розв’язок визначаємо чисельно за допомогою методу скінченних елеме-
нтів [8]. 

Пружнопластичне деформування тіла досліджуємо в межах теорії 
неізотермічного деформування елементів тіла за траєкторіями малої 
кривини [5]. Відповідно до цієї теорії за основну систему диференціаль-
них рівнянь вибираємо рівняння рівноваги 
                                           ( ), 0 , 1,2,3ij j i jσ = =                                      (10) 
та рівняння сумісності Сен-Венана 
                 ( ), , , , 0 , , , 1,2,3 ,ij km km ij ik jm jm ik i j k mε + ε + ε + ε = =            (11) 

де ,ij ijσ ε  – компоненти тензора напружень і повних деформацій. 
Компоненти тензора напружень задовольняють однорідні граничні 

умови 
                                            0ij jn

Σ
σ = ,                                                      (12) 

де ( )1,2,3jn j =  – напрямні косинуси зовнішньої нормалі до поверхні 
тіла у відповідній точці. 

Визначальні фізичні рівняння, які пов’язують між собою компоне-
нти тензора напружень і деформацій матимуть вигляд [5] 

                                

( )

( ) ( )

22 2
pij ij

ij ij

p p
ij ij s T ij

ds s Gde dT de
G TG
d

de s F d S F dT s
S

∂
= − +

∂
Γ

= = +

                         (13) 

де SF  і TF  визначаємо на основі миттьової термомеханічної поверхні 

( ),f Tσ = ε  [5]. Тут 0ij ij ije = ε − ε δ , ( ) ( )p p
ij ije = ε  – відповідно компоненти 

девіатора повних і пластичних деформацій; ( )p
ijε  – компоненти тензора 

пластичних деформацій; ( )0 11 22 33 3ε = ε + ε + ε  – середнє видовження; 

0ij ij ijs = σ − σ δ  – компоненти девіатора напружень; 

( )0 11 22 33 3σ = σ + σ + σ  – середнє напруження; ijδ  – дельта-символ 
Кронекера; G  – модуль зсуву. 

Оскільки сформульована вище задача термопластичності є нелі-
нійною, то для її розв’язання використовуємо метод додаткових дефор-
мацій [5]. З цією метою, аналогічно до задачі теплопровідності, процес 
деформування елементів тіла розбиваємо на ряд малих етапів за часом. 
Інтегруючи співвідношення (13) вздовж усього шляху деформування і 
сумуючи прирости пластичних деформацій за етап, в кінці m -го етапу 
навантаження отримаємо залежності 
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 ( )( ) 0
0 0 0

0

1 1 3ij ij ij T ij ijE
ε = + ν σ − ν σ δ + ε δ + ε  (14) 

де 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

0 00

10 0

0
0 0

0

1 1
1

1 1

1 2
1

1 2

m p
ij k ij

k

ij ij T ij

E E
e

E E

E
E

=

⎛ ⎞+ ν + ν
ε = Δ + − ×⎜ ⎟⎜ ⎟+ ν + ν⎝ ⎠

⎛ ⎞− ν
× ε − ε δ + − ε − ε δ⎜ ⎟⎜ ⎟− ν⎝ ⎠

∑
 

( )0T T T Tε = α −  – теплова деформація; ( )T T Tε = α  – коефіцієнт ліній-
ного теплового розширення; 0 0,E ν  – значення відповідно модуля Юнга 

( )E T  і коефіцієнта Пуассона ( )Tν  при початковій температурі; ( )p
k ijeΔ  

– приріст компонент девіатора пластичних деформацій за етап. 
Співвідношення (14) виражають узагальнений закон Гука для ізо-

тропного однорідного тіла зі сталими параметрами пружності та додат-
ковими деформаціями 0

ijε , що враховують як пластичне деформування 
матеріалу, так і залежність механічних характеристик від температури 
[5]. 

Отже, розв’язання задачі термопластичності зведено до 
розв’язання на кожному етапі навантаження послідовності задач термо-
пружності для однорідного ізотропного тіла з додатковими деформаці-
ями, що залежать від напружено-деформованого стану і температури. 

Етап 2. В момент часу k∗τ =τ , коли порушується умова (5), здійс-
нюємо перемикання керування (8) на керування, яке забезпечує вико-
нання умови (9). Ця умова служить умовою спряження температурних 
режимів, визначених на першому та другому етапах керування, і вико-
ристовується для визначення часу перемикання kτ . Отже, починаючи з 
моменту часу kτ , переходимо до розв’язання оберненої задачі термо-
пластичності: за заданим допустимим обмеженням (9) визначаємо від-
повідну теплову дію – функцію керування ( ),u x ∗τ . 

Для визначення керування дискретний аналог відповідної задачі 
теплопровідності з невідомою тепер, крім температури, функцією 
( ),u x ∗τ , доповнюємо умовою (9), яка замикає цю систему рівнянь. 

Умову (9) записуємо через розподіл температури і додаткових дефор-
мацій на основі розв’язку задачі термопружності з додатковими дефор-
маціями. 

Невідомий в момент часу k∗τ =τ  розподіл пластичної деформації, 
а, отже, і керування, визначаємо методом послідовних наближень. За 
початкове наближення для розрахунку пластичних деформацій у мо-
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мент часу k∗τ =τ  приймаємо розподіл пластичних деформацій у момент 

часу 1k∗ −τ =τ . За формулами для 0
ijε  визначаємо початкове наближення 

додаткових деформацій і розв’язуємо розширену систему рівнянь (1)–
(3), (6), (9), тобто визначаємо початкові наближення функції керування і 
температурного поля у тілі. За знайденим наближенням функції керу-
вання на основі розв’язку прямої задачі термопластичності визначаємо 

перше наближення розподілу пластичних деформацій ( )( )( )kp
ijε , а за фо-

рмулами для 0
ijε  – перше наближення додаткових деформацій у момент 

часу k∗τ =τ . У результаті розв’язання оберненої задачі за знайденим на-
ближенням додаткових деформацій визначаємо нове наближення функ-
ції керування і температурного режиму. Процес послідовних наближень 
для моменту часу k∗τ =τ  продовжуємо до збігання з наперед заданою 
точністю двох послідовних наближень керування. 

При досягненні функцією керування гранично допустимого зна-
чення здійснюємо перехід на перший етап алгоритму розв’язання задачі 
керування. З умови (8) визначаємо момент перемикання керування. Об-
числення припиняємо при досягненні кінцевої мети нагрівання (7). 

3. Числові результати. 
Розглянуто реалізацію запропонованого алгоритму на прикладі 

оптимізації температурного режиму для довгого порожнистого цилінд-
ра, виготовленого із сталі ЕІ–437 [5]. Приймали, що теплоізольований 
по внутрішній поверхні циліндр нагрівається через зовнішню поверхню 
тепловим потоком, який вибрано за функцію керування. 

Величина pΓ  – міра накопиченої пластичної деформації в точці і 

компоненти девіатора пластичних деформацій ( )p
ije  взаємопов’язані. Зо-

крема, взаємозв’язок між їх приростами задається співвідношенням 

(13). Тому умова (15) задає також обмеження на величини ( )p
ije  і навпа-

ки – обмеження на максимальне значення абсолютної величини однієї з 
компонент девіатора пластичних деформацій може бути виражене через 
обмеження (9) на pΓ . 

Відповідно до описаного вище алгоритму, побудову розв’язку за-
дачі оптимізації здійснюємо поетапно. 

На рисунках 1,2 наведено числові результати розв’язування задачі 
оптимізації для циліндра з внутрішнім безрозмірним радіусом 

1 2 0,5k R R= = , де ( )1,2iR i =  – відповідно його внутрішній та зовніш-
ній радіуси. Кривою 1 (суцільна лінія) на рис. 1 зображено поведінку в 
часі оптимального керування, коли 0,001p

∗Γ = , 270T∗ = ˚С і 0 20T = ˚С, 
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а кривою 2 (суцільна лінія) – поведінку в часі максимального значення 
інтенсивності накопиченої пластичної деформації зсуву, що відповідає 
знайденому керуванню. Тут ( )0 2

0 2Vc R∗τ = λ τ  – безрозмірний час; 0
0 , Vcλ  

– значення коефіцієнта теплопровідності і питомої об’ємної теплоємно-
сті за початкової температури. Штрихова лінія 2 на рис. 1, яка продов-
жує суцільну, зображає поведінку в часі максимального значення інтен-
сивності накопиченої пластичної деформації зсуву у випадку, коли теп-
ловий потік приймає гранично допустиме значення (штрихова лінія 1 на 
рис. 1) протягом усього процесу нагрівання і обмеження на інтенсив-
ність накопиченої пластичної деформації зсуву відсутнє. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.1. Поведінка за часом функції керування (лінія 1) та максимального зна-

чення інтенсивності накопиченої пластичної деформації зсуву (лінія 2) у 
циліндрі 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.2. Розподіл за радіальною координатою інтенсивності накопиченої плас-
тичної деформації зсуву у циліндрі після зняття теплового наван-
таження 

 
Розподіл за радіусом інтенсивності накопиченої пластичної дефо-

рмації зсуву після зняття теплового навантаження зображено на рис.2. 
Суцільна лінія відповідає режиму оптимального керування нагріванням 
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циліндра за наявності обмеження на максимальну величину інтенсивно-
сті накопиченої пластичної деформації зсуву, а штрихова – режиму за 
відсутності цього обмеження. Як видно із рисунка, наявність обмеження 
на максимальну величину інтенсивності накопиченої пластичної дефо-
рмації зсуву приводить також і до зменшення величини пластичної зо-
ни. Тут 2r Rρ =  – безрозмірна радіальна координата; r  – радіальна ко-
ордината. 

Як показують дослідження, наявність обмеження на максимальну 
величину інтенсивності накопиченої пластичної деформації зсуву об-
межує також і максимальне значення залишкових напружень, що дозво-
ляє опосередковано керувати цією величиною. 

Аналіз величин радіусів кривини траєкторій деформування мак-
симально навантаженої точки циліндра, побудованих у двовимірному 
просторі Ільюшина [5], підтвердив правомірність використання для роз-
рахунку напружено-деформованого стану циліндра визначальних спів-
відношень теорії процесів деформування елементів тіла за траєкторіями 
малої кривини. 
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OPTIMAL HEATING RATE IN THERMAL SENSITIVE BODIES  
BY RESTRICTIONS ON ENVIRONMENT TEMPERATURE  

AND ON PLASTIC STRAINS 
 

R. M. Kushnir, A. V. Yasinskyy 
Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics, 
National Academy of Sciences of Ukraine; 79060, Lviv, Naukova str., 3-b;  

e-mail: director@iapmm.lviv.ua 
 
In this talk, the mathematical formulation and a solution algorithm for 

one-dimensional optimal speed-processing-control problem of heating 
thermo-sensitive bodies of the canonical shape is presented. A control func-
tion (the temperature of surrounding contacting with a part of the limiting 
surface, or the heat flux) is determined for transmitting the body from an ini-
tial thermal state into a required final one, which is characterized by an inte-
gral-average temperature, in the minimum time under constrains for both the 
control function and the maxim value of accumulated plastic shear-
deformation. 

Key words: optimal control, thermal stresses, inverse problem of ther-
mo-mechanics, elasto-plastic state. 
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УДК 539.3 
 

ТРИВИМІРНИЙ ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ПРУЖНОГО 
СУЦІЛЬНОГО ЦИЛІНДРА СКІНЧЕННОЇ ДОВЖИНИ 

 
Ю. В. Токовий 

Інститут прикладних проблем механіки і математики  
ім. Я. С. Підстригача НАН України; 79060, Львів, вул. Наукова, 3-б; 

e-mail: tokovyy@iapmm.lviv.ua 
 

Запропоновано методику побудови аналітичного розв’язку триви-
мірної задачі термопружності для циліндра скінченної довжини з віль-
ною від зовнішніх силових навантажень поверхнею. З використанням 
термопружного потенціалу вихідну задачу зведено до відповідної задачі 
теорії пружності для циліндра під дією зовнішніх зусиль на торцях та 
бічній поверхні. Для побудови аналітичного розв’язку отриманої задачі 
використано метод перехресної суперпозиції. 

Ключові слова: пружний скінченний циліндр, температурні на-
пруження, метод перехресної суперпозиції 

 
Вступ 
Побудова точних аналітичних розв’язків тривимірних задач теорії 

пружності й термопружності для обмежених тіл з кутовими точками ви-
кликає ускладнення для застосування відомих на сьогодні методів меха-
ніки деформівного твердого тіла у зв’язку з потребою задоволення кра-
йових умов на частинах поверхні, відокремлених кутовими точками (лі-
ніями). У випадку таких тіл канонічної форми (частини поверхні яких є 
паралельними до координатних поверхонь відповідної системи коорди-
нат [1,2]) кутові точки (лінії) можна трактувати як такі, у яких крайові 
умови, задані для певних компонент тензора напружень чи вектора пе-
реміщень на одній частині поверхні, змінюються на крайові умови для, 
взагалі кажучи, інших компонент вказаних тензора та вектора на іншій 
частині поверхні, що вносить ускладнення математичного характеру. З 
фізичної точки зору кутові точки є точками зламу граничної поверхні, 
що призводить до локального збурення напруженого стану. До таких за-
дач, зокрема, належить задача про пружну рівновагу циліндра скінчен-
ної довжини під дією зрівноважених силових чи температурних факто-
рів навантаження [3,4].  

У випадку осьової симетрії навантаження чи закріплення, загальні 
тривимірні задачі для кругових циліндрів можна звести до двовимірних 
осесиметричних задач, які виявляються значно простішими з точки зору 
побудови їх аналітичних розв’язків [1,3,5-8]. Натомість задачі про ви-
значення пружної рівноваги скінченного циліндра у тривимірному ви-
падку вивчено значно гірше, а відомі аналітичні методи дозволяють за-
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довольняти крайові умови на певній частині поверхні циліндра набли-
жено (див., наприклад, [9] для огляду досліджень).    

У даній роботі розглянуто застосування методу перехресної супер-
позиції [1,2,6,7] до побудови розв’язку тривимірної задачі термо-пруж-
ності для суцільного циліндра з твірною скінченної довжини з вільною 
від зовнішніх навантажень повною поверхнею. Напружений стан цилін-
дра спричинено нерівномірним стаціонарним розподілом температурно-
го поля. З використанням потенціалу Папковича-Гудьєра [6] задачу зве-
дено до розв’язання задачі теорії пружності для циліндра тієї ж конфігу-
рації за заданих на його торці та бічній поверхні зовнішніх силових на-
вантажень. Для побудови розв’язку отриманої задачі застосовано метод 
перехресної суперпозиції із використанням розв’язків Дуголла для пері-
одичного навантаженого по бічній поверхні довгого суцільного циліндра 
та безмежного шару. Отриманий у такий спосіб розв’язок задачі точно 
задовольняє вихідні рівняння, а також володіє достатньою кількістю 
ступенів вільності (довільних констант) для задоволення крайових умов 
на повній поверхні циліндра [9].  

Постановка задачі термопружності для циліндра скінченної 
довжини та зведення її до відповідної задачі теорії пружності 

Розглянемо задачу про пружну рівновагу суцільного циліндра скін-
ченної довжини 0 ,r a≤ ≤ 0 2 ,≤ θ ≤ π | |z h≤ , віднесеного до без роз-
мірної циліндричної системи координат , ,r zθ . Задача описується рів-
нянням Ляме у векторній формі [6] 

                  2 ( )grad div (3 2 ) 0u u Tμ∇ + λ +μ − λ + μ α =
r r ,                      (1) 

де  
2 2

2
2 2 2

1 1r
r r r r z
∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = + +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ∂θ ∂ ,   

grad ,
r
∂⎛=⎜∂⎝

1 , ,
r z
∂ ∂ ⎞

⎟∂θ ∂ ⎠    
1 1div ,r
r r r z
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂θ ∂  

( , , )r zu u u uθ=
r

 – вектор пружних переміщень, λ  та μ  – сталі Ляме, 
( , , )T T r z= θ  – заданий розподіл температурного поля, α  – коефіцієнт 

лінійного температурного розширення. Торці та бічна поверхня цилінд-
ра є вільними від силових навантажень: 

       
( , , ) 0, ( , , ) 0, ( , , ) 0,

( , , ) 0, ( , , ) 0, ( , , ) 0.
r r rz

z z rz

a z a z a z
r h r h r h

θ

θ

σ θ = σ θ = σ θ =

σ θ ± = σ θ ± = σ θ ± =               (2) 
Тут ,i ijσ σ  – компоненти тензора напружень ( ,i j =  { , , }r zθ ), які 

пов’язані з переміщеннями наступними співвідношеннями: 
22 (3 2 ) , (3 2 ) ,r

r r
uu T u T

r r
θ

θ
∂∂ μ ⎛ ⎞σ = μ + λΘ− λ+ μ α σ = + + λΘ− λ+ μ α⎜ ⎟∂ ∂θ⎝ ⎠
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     2 (3 2 ) ,z
z

u T
z

∂
σ = μ +λΘ− λ + μ α

∂   
1 ,r

r
uu u

r r
θ

θ θ
∂⎛ ∂ ⎞⎛ ⎞σ = μ − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂θ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠          (3) 

 
,z r

rz
u u
r z

∂ ∂⎛ ⎞σ = μ +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

1 ,z
z

u u
z r
θ

θ
∂ ∂⎛ ⎞σ = μ +⎜ ⎟∂ ∂θ⎝ ⎠  

де  
1 .r z

r
uu uu

r r z
θ∂∂ ∂⎛ ⎞Θ = + + +⎜ ⎟∂ ∂θ ∂⎝ ⎠

 

Розв’язок рівняння (1) будемо шукати у наступному вигляді: 
                                          ( )* ,Tu u u= +

r r r
                                             (4) 

де *ur  – загальний «пружний» розв’язок однорідного (без урахування 
температурного члена) рівняння (1), ( )Tur  – частковий «термопружний» 
розв’язок неоднорідного рівняння (1). Останній нескладно знайти з ви-
користанням потенціалу Папковича-Гудьєра [6] у вигляді 

                                      
( ) gradTu = Φ
r ,                                                 (5) 

який, у свою чергу, знайдемо по заданій температурі із рівняння 

 
2 3 2

2
Tλ + μ

∇ Φ = α
λ + μ . 

У такий спосіб розв’язання задачі (1)-(3) зводиться до відшукання 
вектора переміщень *ur  чи компонент відповідного тензора напружень 

*iσ , *ijσ , які, внаслідок (2), повинні задовольняти наступні крайові 
умови: 

               

*( , , ) ( , ), *( , , ) ( , ),

*( , , ) ( , ), *( , , ) ( , ),

*( , , ) ( , ), *( , , ) ( , ).

r r

rz rz

z z

a z f z a z g z

a z q z r h k r

r h l r r h t r

θ
±

± ±
θ

σ θ = θ σ θ = θ

σ θ = θ σ θ ± = θ

σ θ ± = θ σ θ ± = θ                  (6) 
Тут 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , , ), ( , ) ( , , ),

( , ) ( , , ), ( , ) ( , , ),

( , ) ( , , ), ( , ) ( , , ),

TT
r r

T T
rz z
T T

rzz

f z a z g z a z

q z a z l r r h

t r r h k r r h

θ
±

± ±
θ

θ = −σ θ θ = −σ θ

θ = −σ θ θ = −σ θ ±

θ = σ θ ± θ = −σ θ ±  
а компоненти тензора напружень із верхнім індексом «(T)» пов’язані з 
переміщенням (5) з урахуванням (3) та (4).  

У такий спосіб вихідну задачу термопружності для циліндра із ві-
льною від навантажень поверхнею, яка полягає у розв’язанні неоднорід-
ного рівняння (1) з однорідними умовами (2) та врахуванням співвідно-
шень (3), зведено до розв’язання задачі теорії пружності, яка полягає у 
розв’язанні однорідного рівняння (1) з неоднорідними крайовими умо-
вами (6) та співвідношеннями (3). Побудову розв’язку загальної силової 
задачі з використанням методу перехресної суперпозиції наведено у ро-
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боті [9]. Нижче розглянемо застосування цього ж підходу до отриманої 
задачі з крайовими умовами (6). 

Розв’язання задачі теорії пружності для суцільного циліндра 
скінченної довжини 

Будемо шукати компоненти тензора напружень у вигляді  
                                 0

I IIf f f f= + + , 
де f позначає одну з компонент тензора напружень, складова з індексом 
«0» є елементарною частиною напружень, а верхніми індексами «I» та 
«II» позначено частини напружень, які дозволяють задовольнити крайо-
ві умови на бічній циліндричній поверхні та плоских торцях циліндра, 
відповідно. 

Для визначення складових з верхнім індексом «I» напружень за-
стосуємо подання Дуголла [10, с.900]: 

 
( )

2

2
1 1, ,

4 1

I I I I I
I I
r

I I
I I
z

u r u
r r θ r θ rz

u r
z r z

θ
∂ ϕ ∂ω ∂ψ ∂ω ∂ψ

= + + = −
∂ ∂ ∂ ∂∂
⎛ ⎞∂ ∂ϕ ∂ω

= − + −ν ϕ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠   
де  

     2 2 2( , , ) 0, ( , , ) 0, ( , , ) 0,I I Ir θ z r θ z r θ z∇ ϕ = ∇ ω = ∇ ψ =                (7) 
а ν  – коефіцієнт Пуассона. З використанням співвідношень (3) відпові-
дні компоненти тензора напружень запишемо у вигляді: 

2 2

2 2
12 ( ) 2 2 2 ,

I I I
I Ir r

r r rz r
⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ ∂ ∂ ∂ ω ∂ ∂ψ

= ϕ − νϕ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ∂ ∂ ∂θ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  
2 2

2 2 2
1 1 1(1 2 ) ,

2

I I I I I

r r r rz r
θ ⎛ ⎞σ ∂ ϕ ∂ ω ∂ω ∂ ∂ψ
= − ν + + − ⎜ ⎟μ ∂ ∂ ∂θ∂ ∂θ ⎝ ⎠  

                       

2 3 2

2 2 22(2 )
2

I I I I
z r

z r z z
σ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ω
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μ ∂ ∂ ∂ ∂ ,                        (8) 

2 2 2 2

2 2
1 12 4(1 ) 2 ,

I I I I I I
rz r

z r r r z r zz
⎛ ⎞σ ∂ ∂ ϕ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ ω ∂ ψ

= + − −ν + −⎜ ⎟μ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ∂∂ ∂θ⎝ ⎠  
3 2

2 2 2
1 1 12 ,

I I I I I
r r

r r r r rz r
θ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ ∂ ϕ ∂ ∂ω ∂ ∂ψ ∂ ψ
= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ∂ ∂θ ∂ ∂∂θ∂ ∂θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

2 22 14
I I I I

Iz
z r r r r z

θ ⎛ ⎞σ ∂ ω ∂ϕ −ν ∂ ψ
= − − ϕ −⎜ ⎟μ ∂θ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ . 

Для спрощення викладу розглянемо крайові умови (6) у вигляді: 

                  
( , ) ( , ), ( , ) ( , ) 0,

( , ) ( , ) ( , ) 0,
l r l r t r k r

f z g z q z

± ± ±θ = θ θ = θ =
θ = θ = θ =                       (9) 
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де ( , )l r θ  – парна функція .θ  За допомогою відокремлення змінних у рі-
вняннях (7) з урахуванням співвідношень (6) та умов (9) знаходимо на-
ступні вирази для потенціальних функцій: 
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1 11

1 1 1

0
0

1 11

1 1 1

( ) cos cos
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( ) cos cos ,
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m n m m n

I k rr F m k z
I k a

∞ ∞ ∞

= = = +
θ + θ∑ ∑ ∑

 
де nk n h= π / ; mI  – модифіковані функції Бесселя першого роду поряд-

ку m ; 0 ,IA 0 ,IC ,  ,  ,  ,  ,  ,I I I I I I
m m m n n nmA C E B D B ,  I I

nm nmD F – довільні сталі кое-
фіцієнти. Підстановкою отриманих виразів у співвідношення (8) отри-
маємо розвинення компонент тензора напружень у ряди Фур’є за коор-
динатами z та θ . Отримані у такий спосіб вирази для компонент тензора 
напружень точно задовольняють вихідні рівняння задачі і володіють до-
статньою кількістю вільних коефіцієнтів для задоволення крайових 
умов (9) на бічній поверхні циліндра r a= . 

Для визначення складових «II» розв’язку (5) скористаємося подан-
ням Дуголла [11, с. 141]: 

 

2

2

2

2

2 (3 4 ) 2 ,

1 3 4 22 ,

(3 4 ) 2 ,

II II II II
II
r

II II II II
II

II II II
II
z

u z
r θ r r r z

zu
r r θ r θ r θ z

u z
z z z

θ

∂ψ ∂ω ∂ϕ ∂ ϕ
= + + − ν +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ψ ∂ω − ν ∂ϕ ∂ ϕ
= − + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ω ∂ϕ ∂ ϕ
= − − ν +

∂ ∂ ∂  
де функції ( , , ), ( , , ), ( , , )II II IIr θ z r θ z r θ zϕ ω ψ  задовольняють рівняння 
(7). Відповідні компоненти тензора напружень мають вигляд: 

2 2 2

2 22 (3 4 ) 2 8 4 ,
II II II II

II IIr z
z r rr z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ψ
= − ν ϕ + +ω − ν +⎜ ⎟ ⎜ ⎟μ ∂ ∂ ∂θ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠  

2

2(8 6) 4 6
II II II II

r r r z
θ ⎛ ⎛ ⎞⎞σ ∂ ∂ϕ ∂ ψ ∂ ϕ
= ν − − − +⎜ ⎜ ⎟⎟μ ∂ ∂ ∂θ ∂⎝ ⎝ ⎠⎠  
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2 2
4 1 2 1II II II IIz
r z r r r r r

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ϕ ∂ϕ ∂ω ∂ ω
+ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂∂θ ∂θ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ , 

 

3 2

3 24 2 ( )
II II

II IIz z
z z

σ ∂ ϕ ∂
= + ω −ϕ

μ ∂ ∂ , (10) 
2 2 2

2
22 2 2

II II II II II
rz z

r z r z r zz
⎛ ⎞σ ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ω ∂ ψ

= + + +⎜ ⎟μ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂θ∂∂⎝ ⎠ , 
2 2 2

2 2
22 (3 4 ) 4 2 ,

II II II II II II
r z

r r r z r r z
θ ⎛ ⎞σ ∂ ϕ ∂ϕ ω ∂ ψ ∂ ψ
= − ν + + − −⎜ ⎟μ ∂ ∂θ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠  

2 2 2

2
2 22 2

II II II II II
z z

r z r z r zz
θ ⎛ ⎞σ ∂ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ω ∂ ψ

= + + −⎜ ⎟μ ∂θ ∂ ∂θ∂ ∂ ∂∂⎝ ⎠ . 
Після відокремлення змінних у рівняннях (7) функції Дуголла зна-

ходимо у наступному вигляді: 
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∞ ∞
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∑ ∑
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mj m mjII II
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m j mj m mj
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∞ ∞
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де mjμ  – корені рівняння 

 
( ) 0m

r a

dJ r
dr =

μ
=

; 

0j jλ ≡ μ ; 0 0 0 0 0, , , ,II II II II II
jA B C D A , 0 , , ,II II II II

j mj mj mjC A C E  – довільні сталі кое-
фіцієнти; mJ  – функції Бесселя першого роду порядку m. Внаслідок 
властивостей функції Бесселя, власні значення ,mjμ  m , ,...2,1=j  задо-
вольняють умову 

 1( ) ( )mj m mj m mjaJ a mJ a±μ μ = μ . 
Шляхом підстановки отриманих виразів для потенціальних функ-

цій Дуголла в співвідношення (10), знайдемо вирази для компонент тен-
зора напружень у вигляді розвинень в ряди Бесселя та Фур’є відповідно 
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за радіальною та коловою координатами. Знайдені у такий спосіб на-
пруження дозволяють задовольнити крайові умови (9) на торцях z h= ±  
циліндра. 

Вирази для напружень із індексом «0» знаходять у вигляді поліно-
мів радіальної та осьової координат, які відповідають несамозрівнова-
женим частинам зусиль (9). 

Таким чином, розв’язок задачі зведено до визначення наборів дові-
льних коефіцієнтів у виразах для напружень з верхніми індексами «I» та 
«II» із крайових умов. Внаслідок взаємозалежності отриманих виразів, 
визначення вказаних коефіцієнтів здійснюється на основі безмежної си-
стеми лінійних алгебричних рівнянь, які отримано безпосередньою під-
становкою виразів (8), (10) у крайові умови (9). Розв’язок отриманої си-
стеми можна отримати з використанням алгоритму простої редукції [9]. 
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THREE-DIMENSIONAL THERMAL STRESSES  
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An analytical technique for solution of the three-dimensional thermoe-
lasticity problem for a solid elastic cylinder of finite length with force-free 
boundary is presented. By making use the thermal potential technique, the 
original problem of thermoelasticity is reduced to the corresponding elastic-
ity problem for the cylinder exposed to force loadings on its plane and cylin-
drical boundaries. To solve the obtained problem, we employ the method of 
cross-wise superposition.  

Key words: elastic cylinder of finite length, thermal stresses, the 
method of cross-wise superposition 
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УДК 539.378 
 

ГРАНИЧНА РІВНОВАГА ВИГОТОВЛЕНОЇ 
З ФУНКЦІОНАЛЬНО-ГРАДІЄНТНОГО МАТЕРІАЛУ 

ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ З ВНУТРІШНЬОЮ ТРІЩИНОЮ 
ДОВІЛЬНОЇ КОНФІГУРАЦІЇ 

 
М. М. Николишин, М. Й. Ростун  

Інститут прикладних проблем механіки і математики                                     
ім. Я.С. Підстригача НАН України; 79060, м. Львів, вул. Наукова, 3-б;                           

e-mail: mrostun@iapmm.lviv.ua 
 
Проблема граничної рівноваги пружно-пластичного функціонально-

го градієнтного матеріалу (ФГМ) циліндричної оболонки з поздовжньою 
тріщиною довільної конфігурації зведена до сумісного розв’язання сис-
теми інтегральних рівнянь числовим методом механічної квадратури. 

Ключові слова: ФГМ, циліндрична раковина, зовнішня тріщина, 
зони пластичності, цілочисельні вирівнювання. 

 
У сучасній техніці часто елементи конструкцій працюють в таких 

умовах, що одна їх поверхня знаходиться в агресивному середовищі з 
певними фізико-хімічними параметрами, а друга – в середовищі з інши-
ми. У таких випадках доцільно використовувати функціонально градіє-
нтні матеріали (ФГМ), тобто композитні матеріали мікроскопічної не-
однорідності, в яких механічні властивості змінюються неперервно за 
товщиною тіла. Найчастіше ці матеріали виготовляються з кераміки та 
металу. Почали розробляти ФГМ для космічних кораблів, як матеріали, 
що витримують надвисокі температури. У даний час такі матеріали на-
бувають більш широкого застосування, що зумовлює необхідність про-
водити не лише температурний аналіз, а й досліджувати їх напружено-
деформований стан, міцність тощо. Перші публікації про нерівномірний 
розподіл температури та зумовлених нею напружень в тілі з ФГМ 
з’явились в Японії [1]. Результати досліджень розподілу напружень у 
циліндричній та сферичній оболонках, а також у порожнистому цилінд-
рі з ФГМ, зумовлених температурою або силовим навантаженням, при-
ведені в [2-5]. Нижче досліджується вплив ФГМ на граничну рівновагу 
циліндричної оболонки, ослабленої поздовжньою поверхневою тріщи-
ною. 

Постановка задачі. Розглянемо виготовлену з ФГМ безмежну 
кругову циліндричну оболонку, ослаблену поздовжньою або попе-
речною тріщиною довільної конфігурації завдовжки 2l . Глибину трі-
щини задано двома гладкими кривими 1d ( x )  і 2d ( x )  (рис.1). У цилінд-
ричній системі координат αβγ  на випадок поздовжньої тріщини x α≡ , 
а на випадок поперечної – x β≡ . Початок координат вибрано в центрі 
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тріщини. Вважатимемо, що оболонка і береги тріщини завантажені ли-
ше симетричними відносно площини тріщини зусиллями та моментами. 
Під час деформації береги тріщини не контактують. Розміри тріщини, 
рівень зовнішнього навантаження та властивості матеріалу передбачає-
мо такими, що біля тріщини по всій глибині оболонки вузькою смугою 
розвиваються пластичні деформації. Тепер, відповідно до аналога cδ  – 
моделі [6], зони пластичних деформацій замінимо поверхнями розриву 
пружних переміщень і кутів повороту, а реакцію матеріалу пластичної 
зони на пружну – відповідними зусиллями та моментами. Вважатимемо, 
що на продовженні тріщини в глибину до зовнішньої чи внутрішньої 
поверхонь оболонки, тобто відповідно в області ] [0 0x x ; x∈ − , 

[ ]2h d ; hγ ∈ − + U [ ]2d ; h  ( 0x l / R= , 2h  – товщина оболонки, R  – радіус 

її серединної поверхні), діють постійні напруження 0 2B T( ) /σ σ σ= + , 
де Bσ  – границя міцності, а Tσ  – поріг текучості ФГМ. У пластичних 
зонах на продовженні тріщини по довжині, тобто в областях [ ]h; hγ ∈ − , 

0 0 px x ; x x⎡ ⎡∈ +⎣ ⎣  ( p pl / Rα = , pl  – довжина пластичної зони), діють не-
відомі нормальні зусилля N  та згинний момент M , які протидіють 
розкриттю тріщини та задовольняють певну умову пластичності тонких 
оболонок [7]. 

 
Рис.1 
 
Таким чином, у рамках прийнятого аналога cδ  – моделі пружно-

пластичну задачу про граничну рівновагу оболонки з внутрішньою тріщи-
ною заданої довжини 2l  зведено до задачі про пружну рівновагу такої ж 
оболонки з фіктивною наскрізною тріщиною невідомої довжини 

12 2 pl ( l l )= + , на берегах якої виконуються умови:  
1 0

2 2 0
2 0

2 0 1

( ) lN N N , x x ;
N ( )

N N , x x x ;
α

⎧ + − <⎪= ⎨ − ≤ ≤⎪⎩
   

1 0
2 2 0

2 0
2 0 1

( ) lM M M , x x ;
M ( )

M M , x x x .
α

⎧ + − <⎪= ⎨ − ≤ ≤⎪⎩
   (1) 

Тут 1 1x l R= , 1
2
( )N , 1

2
( )M  – зусилля та момент, прикладені до бере-
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гів реальної тріщини; 0 0
2 2N , M  – ці ж параметри на лінії тріщини в су-

цільній оболонці, зумовлені зовнішнім навантаженням; l lN , M  – нор-
мальне зусилля та згинний момент, які є реакцією матеріалу на розрив 
внутрішніх зв’язків над і під внутрішньою тріщиною та які згідно з 
прийнятими припущеннями про напруження в цих зонах визначаються 
за формулами: 

1

2

0
0 0

d ( x ) h
l

h d ( x )

N d dσ γ σ σ γ
−

= +∫ ∫ ,    
1

2

0 0

d ( x ) h
l

h d ( x )

M d dσ γ γ σ γ γ
−

= +∫ ∫ ,         (2) 

 

Основні співвідношення неоднорідних за товщиною оболонок з 
тріщиною. Оболонка виготовлена з ФГМ є неоднорідною за товщиною. 
Тобто модуль пружності та коефіцієнт Пуассона є функціями нормаль-
ної до серединної поверхні координати γ  

E E( )γ= ,  ( )ν ν γ= .                                  (3) 
Залежності (3) такі, що характеристики матеріалу оболонки задо-

вольняють узагальнений закон Гука і справедлива гіпотеза недеформо-
ваних нормальних елементів [8]. Система ключових рівнянь для такої 
оболонки з поздовжньою наскрізною тріщиною завдовжки 12l  має ви-
гляд [6] 

ij i jL u q ,=  1 2 3i, j , , .=                                              (4) 
Тут iu  – компоненти переміщення серединної поверхні оболонки; 

2 2

11 11 662 2L C C∂ ∂
∂α ∂β

= + ,   
2

11
12 21 11 66

KL L ( C C )
R

∂
∂α∂β

= = − + , 

3 3
11

13 31 12 3 2

KL L C ( ),
R

∂ ∂ ∂
∂α ∂β ∂α∂β

= = − +

2 2

22 11 11 11 66 66 662 2

1 1 1 42 2L C ( K D ) C ( K D ) ,
R R R R

∂ ∂
∂β ∂α

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

3
12 6611

23 32 11 11 2

41 D DKL L C K
R R Rβ α β

+∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞= = + − + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣ ⎦
3

11
11 3

1 DK
R R β

∂⎛ ⎞+⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
, 

2 2
2 2

33 11 12 11 112 2 2

2 1L C K K D
R R

∂ ∂
∂α ∂β

⎛ ⎞
= − + + ∇ ∇⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

2 2
2

2 2α β
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

,   0 0
1 12 22 12 22q R ( C K )ε κ

α
∂

= +
∂

, 

0 0
2 12 11 22 11 11 22q ( RC K ) ( RK D )ε κ

β
∂

= + + +
∂

, 
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2

0 0 0 0
3 11 22 11 22 12 22 12 222q R( C K ) ( K D )ε κ ε κ

α
∂

= + − + −
∂

2
0 0

11 22 22 112 ( K D ),ε κ
β
∂

+
∂

 

[ ]0
22 2

1 u ( ) ( )
R

ε α δ β= ,  [ ]0
22 2

1 ( ) ( )
R

κ θ α δ β= −                                (5) 
h

ij ij
h

C B ( )dγ γ
−

= ∫ , 
h

ij ij
h

K B ( ) dγ γ γ
−

= ∫ , 2
h

ij ij
h

D B ( ) dγ γ γ
−

= ∫ , 

11 21
EB ( )γ
ν

=
−

, 12 11B ( ) Bγ ν= , 66 2 1
EB ( )

( )
γ

ν
=

+
, 

[ ]2u ( )α , [ ]2( )θ α  – стрибки переміщень та кута повороту. 
Враховуючи співвідношення (5), а також той факт, що функції пе-

реміщень iu ( , )α β  1 2 3( i , , )=  при переході через тріщину мають скачок, 
а функції зусиль та моментів неперервні, запишемо формули для визна-
чення збурених нормального зусилля 2N  та згинного моменту 2M  в до-
вільній точці оболонки 

2
12 1 11 2

2 11 11 12 2

1 1 1C u K uN C C K
R R R R Rα β α

⎡ ⎛∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + + +⎢ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝⎣

2
011

11 3 11 222

1 KK u C
R R

ε
β

⎤⎞∂ ⎛ ⎞− +⎥⎟ ⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎠⎦
, 

2
12 1 11 2

2 11 11 12 2

1 1 1K u D uM K K D
R R R R Rα β α

⎡ ⎛∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + + + + +⎢ ⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝⎣

2
0

11 3 11 222 2

1D u D
R

ε
β

⎤⎞∂
−⎥⎟∂ ⎠⎦

.(6) 

На випадок поперечної тріщини в системі (4) потрібно поміняти 
ijL  та jq , співвідношення (5) приймають вигляд 

[ ]0
11 1

1 u ( ) ( )
R

ε β δ α= ,                [ ]0
11 1

1 ( ) ( )
R

κ θ β δ α= − ,          ( 5′ ) 

а замість виразів для 2N  та 2M  (6) записуємо аналогічні вирази для 1N , 1M   
Інтегральні рівняння задачі. Розв’язуючи систему диференціа-

льних рівнянь (4) операторним методом [9] і враховуючи (5), для визна-
чення переміщень iu  отримуємо формули 

2 2i i iu L P ,ϕ ψ= +    1 2 3i , ,=                          (7) 
де iL , iP  – диференціальні оператори не вищі сьомого порядку [10], а 
функції 2( , )ϕ α β , 2( , )ψ α β  задовольняють рівняння 

0
2 22Dϕ ε= ; 0

2 22Dψ κ= ,                                             (8) 

)(
2

0 2 2
11 66 66 112

1

4RD D C K C K *
d α

∂ ⎡= + − ∇ ∇ +⎣∂
( )

2

66 11 66 2RC C K
α

⎤∂
− ⎥∂ ⎦

; 

2
1 11 11 11d C D K= − ;       0 2 2 2 2D = ∇ ∇ ∇ ∇ . 

На основі побудованого з допомогою інтегрального перетворення 
Фур’є фундаментального розв’язку рівнянь (8) [6] та операції згортки 
запишемо інтегральне представлення ключових функцій 
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[ ]
1

1

00
2 2

0

1 1
2

n
n

n
( , ) cos( n ) u ( ) ( )

R

α

α

δϕ α β β ξ Φ ξ α
π

∞

= −

⎛ ⎞ ⎡= − − −⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
∑ ∫ ( )*

n dΦ ξ α ξ⎤− ⎦ ; 

[ ]
1

1

00
2 2

0

1 1
2

n
n

n

( , ) cos( n ) ( ) ( )
α

α

δψ α β β θ ξ Φ ξ α
π

∞

= −

⎛ ⎞ ⎡= − − − +⎜ ⎟ ⎣⎝ ⎠
∑ ∫ ( )*

n dΦ ξ α ξ⎤− ⎦ . (9) 

Тут ( ) ( ) ( )0*
n n nz z zΦ Φ Φ= − , 

( ) ( )30 3 2 21 6 15 15
96

n z
n z e n z n z n z

n!
Φ −= + + + , ( ) 70

0 2 7z z /( !)Φ = ⋅ , 1n ≥ , 

( )n zΦ  – фундаментальний розв’язок рівняння 

( ) ( )
8 6 4

2 2 2
8 6 44 6 2d d dn A n An B

d d dα α α
⎛

− − + − + −⎜
⎝

( )
2

4 2 8
24 n

n
dn n A n ( z ) ( z )

d
Φ δ

α
⎞

− + =⎟
⎠

, 

11 66 66 11
2

11 11 11

4 C K C KA R
D C K

−
=

−
,         2 66 11 66

2
11 11 11

4 C ( C C )B R
D C K

−
=

−
, 

( z )δ  – функція Дірака; 0nδ  – символ Кронеккера. 
Підставляючи співвідношення (9) у формули (7), а результат у (6), 

отримаємо інтегральні представлення для визначення нормального зу-
силля та згинного моменту в довільній точці оболонки. Вимагаючи те-
пер виконання умов (1), отримаємо систему сингулярних інтегральних 
рівнянь 

                              

1

1

2

1
ij

*
j i

j
F ( )K ( )d f ( ),

α

α

ξ ξ α ξ α
= −

− =∑ ∫ 1α α< ,   1 2i ,= ,                 (10) 

де                   [ ]1 2
1 dF ( ) u ( )
R d

ξ ξ
ξ

= ;   [ ]2
2 2

dF ( ) a ( )
d

ξ θ ξ
ξ

= ; 

0
11 11

1
2 2

* zK ( z ) cth K ( z )= − + ;   0
22 2 222
* zK ( z ) a cth K ( z )= + ; 

0
12 21 12
* *K ( z ) K ( z ) K ( z )= = ;   2

1 2
11

4
1
N ( )f

C ( )
π α

μ
=

−
;   2

2 2 2
11

4
1

M ( )f
Ra C ( )

π α
μ

=
−

;  

2 11
2 2

11 1
Da

R C ( )μ
=

−
;   2

2 3 2a η η= − − ;   12

11

C
C

μ = ;   12

11

D
D

η = ; 

0
ijK ( z )  – неперервні функції для всіх значень аргументу [ ]1 12 2z ,α α∈ − . 

Розв’язки системи сингулярних інтегральних рівнянь (10) повинні 
задовольняти умови 

                        
1

1

0mF ( )d
α

α

ξ ξ
−

=∫ , 1 2m ,= ,                                 (11) 

які забезпечують неперервність переміщень 2u  та кута повороту 2θ  у 
вершинах тріщини і випливають із співвідношень (5). 
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Відповідно до моделі в системі (10) невідомі границі інтегрування 
1α , а також зусилля N  та момент M , що відповідають реакції пластич-

них зон на пружний об’єм і задовольняють певну умову пластичності 
тонких оболонок. Вважатимемо, що ФГМ оболонки притаманне зміц-
нення, тому вимагатимемо, щоб N  та M  у пластичній зоні були розпо-
ділені за лінійним законом: 

0 1 01 * *N( ) S ( m )( ) /( ) mα α α α α⎡ ⎤= − − − +⎣ ⎦  

0 1 01 * *M( ) H ( m )( ) /( ) mα α α α α⎡ ⎤= − − − +⎣ ⎦  0 1α α α≤ ≤ .   (12) 

Тут *
B Tm /σ σ= ; S , H  – невідомі сталі, які задовольняють прийн-

яту умову пластичності, наприклад, умову Треска у вигляді пластичного 
шарніру [7]. 

2 22 1T
* *

T[ S /( h )] H /( h )σ σ+ = ,   2 22 1T
* *

T[ N( ) /( h )] M( ) /( h )α σ α σ+ = ,   (13) 

                  T 0 1 0
*

B B( ) ( )( ) /( )σ α σ σ α α α α σ= − − − + . 
При цьому координата нейтрального волокна вздовж пластичної 

зони залишається сталою. 
Умову пластичності (12), (13) використовуємо для визначення до-

вжини пластичної зони, тобто пів довжини фіктивної тріщини 1α . Для 
знаходження невідомих S  та H  застосуємо умову скінченності напру-
жень біля вершин фіктивної тріщини. Для цього достатньо, щоб коефі-
цієнти інтенсивності нормального зусилля та згінного моменту дорів-
нювали нулю, тобто 

1 1 3 1 0K ( l ) K ( l )= = .                                       (14) 
Таким чином, задачу про граничну рівновагу неоднорідної за тов-

щиною пружно-пластичної циліндричної оболонки з поздовжньою трі-
щиною довільної конфігурації зведена до сумісного розв’язання систе-
ми інтегральних рівнянь (10), умов (11), умов пластичності (12), (13) та 
умов обмеженості напружень (14). 

Систему (10) можна розв’язати одним з прямих числових методів, 
наприклад, методом механічних квадратур [11]. Але функції if ( )α  
( 1 2i ,= ), які знаходяться у правих частинах інтегральних рівнянь, мають 
розрив в точці 0 0l / Rα α= = . Порівняння аналітичного розв’язку кано-
нічних сингулярних інтегральних рівнянь (регулярна частина ядер рівна 
нулеві) з розривом у правій частині з відповідним розв’язком, отрима-
ним за допомогою методу механічних квадратур, показало, що викорис-
тання цього методу безпосередньо до системи типу (10) приводить до 
значних похибок у розв’язку в околі точок 0α α= , де поведінка 
розв’язку є найбільш цікавою. Алгоритм числового розв’язування сис-
теми типу (10) сумісно з умовами (11)-(14) приведено в [6]. 
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   Рис. 2                                                           Рис. 3 

Інтегруючи розв’язок системи (10), розкриття тріщини ( , )δ α γ  у дові-
льній її точці визначаємо за формулою  

2 2 1( , ) [ u ( )] [ ( )],δ α γ α γ θ α α α= + < ,   hγ ≤ . 
Числові результати. Як приклад, розглянуто нескінченну цилінд-

ричну оболонку з ФГМ, зовнішня поверхня якої алюміній ( 70ÇE = GPa), 
а внутрішня – германій ( 151BE = GPa). За товщиною модуль пружності 
E( )γ  змінюється за законом [12] 

3 B BE( ) ( E E )V Eγ = − + ,   1
2

m

V ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

,       2hξ γ= ,               (15) 

а коефіцієнт Пуассона ( ) constν γ = . 
Числовий аналіз проведено для оболонки, що знаходиться під дією 

внутрішнього тиску інтенсивності p  ( 0
2N Rp= , 0

2 0M = ) за таких зна-
чень параметрів: 0 01h / R ,= ; 0 3,ν = ; 1 5B T/ ,σ σ = ; 0 0 1l / R ,= . Оболон-
ка ослаблена внутрішньою поздовжньою параболічною тріщиною 

2
1 1 2 12

0

1d ( ) ( h d d ) h dα α
τ

′ ′ ′= − − − + ,    2
2 1 2 22

0

1d ( ) ( h d d ) h dα α
τ

′ ′ ′= − − − + − , 

1d ′  та 2d ′  віддаль від вершини параболи до внутрішньої та зовнішньої 
поверхонь оболонки. 

На рис.2 показано залежність відносного розкриття фронту тріщини 
00*

B T( , )E /( l )δ δ γ σ=  від відносного навантаження 0 2 Tn Rp /( h )σ= . Су-
цільна лінія відповідає точці A  а штрихова – точці B .  

На рис.3 показано залежність відносної довжини пластичної зони 
біля вершин тріщин 0 0 1l lτ =  від навантаження 0n . Тут криві відпові-
дають тим самим параметрам, що і на рисунку 2. Штрихова лінія відпо-
відає параметру 1 5B T/ ,σ σ =  (матеріал зі зміцненням), а суцільна – 
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1B T/σ σ =  (ідеально пружно-пластичний матеріал). Числовий аналіз 
показав, що “ m ” – показник у поданні (15) – мало впливає на розкриття 
фронту тріщини, коли 3m > . 

Аналіз залежності розкриття тріщини від навантаження проводив-
ся і для випадку, коли невідомі зусилля ( )N α  та момент ( )M α  (реак-
ція пластичної зони на пружний об’єм) задовольняють умову пластич-
ності (13), але змінюються відповідно за квадратичним та кубічним за-
коном, а координата нейтрального волокна nξ  – за лінійним законом. 
Тобто 

( ) 2
0 1 22 TN( ) h n n nα σ α α= + + ,   ( )( ) ( )0 01 1 1*

n mk pξ α τ τ⎡ ⎤= − + − − −⎣ ⎦ ,  

( ) ( )32 2
0 1 2 3T mM( ) h k m m m mα σ ω α α α= + + +                           (16) 

де 
( )0 1 01n v ωτ= + ,    ( )1 2 0 11n v vωτ ω= + − ,    2 2n v ω= − ;  

( )0 1 0 02m vτ ωτ= − + ,    ( ) ( )1 1 0 2 0 02 1 2m v vωτ τ ωτ= + − + ,  

( )2 1 2 02 1m v vω ωτ= − + + ,    ( ) ( )3 2 01 1*m n pω τ= − − − ;  

0 0 1τ α α= ;    mk sgn H= ;    ( ) ( )1 0 01*v m τ τ= − − , 

( ) ( )2 01 1*v m τ= − − ;    0
*

Tm σ σ= ,    ( )2*
Tp Rp hσ= . 

Результати отримані за умов (16), (13) та (12), (13) відрізняються 
не більше 10 %. 

Аналіз проведений для поперечної тріщини показав, що залежність 
параметрів граничної рівноваги *δ  та 0τ  від навантаження, геометрич-
них та механічних параметрів якісно така ж як і для поздовжньої тріщи-
ни, а кількісно на 7-12 % менша. 

Висновок. Якщо за критерій руйнування взяти критерій критично-
го розкриття фронту тріщини, то руйнування циліндричної оболонки з 
ФГМ, для розглянутих геометричних і механічних параметрів і наван-
таження, почнеться на продовженні тріщини в глибину, тобто в точці 
A . Закон розподілу модуля пружності ( )E γ  за товщиною оболонки не-
значно впливає на її граничний стан на відміну від відношення його 
граничних значень 3 BE Å . Умова пластичності мало впливає на роз-
криття тріщини та розміри пластичних зон. 
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Отримано математичну модель гірокомпаса на рухомій основі. 

Для інтегрування системи нелінійних диференціальних рівнянь застосо-
вано метод послідовних наближень Пікара-Пеано. Досліджено динамі-
ку гірокомпаса до другого наближення. Відхилення гірокомпаса від за-
даного положення отримані методом усереднення. 

Ключові слова: гірокомпас, метод Пікара-Пеано, відхилення ра-
мок гіроскопа, метод усереднення. 

 
Вступ. Гіроскопічний компас (ГК) – триступеневий гіроскоп, го-

ловна вісь якого відтворює просторове положення полуденної лінії, які 
використовують для керування курсом рухомого об’єкта, а також в ар-
тилерії, геодезії та для виконання маркшейдерських робіт. ГК обладнані 
всі військові кораблі та торпедні катера, підводні човни, морські торго-
вельні, пасажирські, риболовецькі судна. 

 

Рис.1. Принцип роботи гірокомпаса 
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На рис. 1 точка C  – центр ваги ГК зміщений відносно точки під-
вішування A  на відстань =AC l . 

Принцип роботи гірокомпаса. ГК являє собою поєднання три-
степеневого гіроскопа з горизонтальним положенням головної осі й фі-
зичного маятника. Маятник з’єднаний з гіроскопом так, що при відхи-
ленні головної осі від площини горизонту виникає момент відносно го-
ризонтальної осі підвісу ротора (рис. 1). 

У цьому положенні гіроскоп можна вважати вільним (астатич-
ним), оскільки момент сили ваги rmg  відносно точки підвішування A , 
який називають маятниковим моментом, дорівнює нулю, так як лінія дії 
сили ваги rmg  проходить через точку A , 0 0Ax z  – площина природного 
горизонту, β  – кут, який складе головна вісь rH  гірокомпаса з горизон-
том, тобто підніметься над площиною горизонту 0 0Ax z . При цьому си-
ла ваги rmg , спрямована завжди вздовж вискової лінії (вертикалі), ство-
рює маятниковий момент = βyM mgl sin  відносно вертикальної осі Ay , 
під дією якого ГК починає здійснювати прецесійний рух навколо верти-
кальної осі 0Az  у напрямку полюса O . В результаті прецесійного руху 
кут відхилення головної осі 

r
H  від площини меридіана 0 0Ay z  буде зме-

ншуватись: головна вісь ГК прискорено наближатися до меридіана, 
оскільки кут β  підйому кінця осі гіроскопа неперервно збільшується, 
що приводить до збільшення маятникового моменту і, як наслідок, ку-
тової швидкості прецесії ГК. Одночасно швидкість підйому головної осі 
ГК по мірі наближення до площини меридіана зменшується і перетво-
рюється в нуль, коли вісь збігатиметься з площиною меридіана. В ре-
зультаті його вісь установиться у напрямі на північ. Отже, ротор ГК є 
одночасно гіроскопом і фізичним маятник, котрий може коливатись на-
вколо осі Ay  внутрішньої рамки карданового підвісу. На нерухомій 
відносно Землі основі плече цього маятника за допомогою сил ваги 
встановлюється по вертикалі, а перпендикулярна до нього вісь обертан-
ня ротора гіроскопа розміщується у горизонтальній площині. Після за-
пуску ГК розпочинається “боротьба” між маятником і гіроскопом – ко-
жний з них намагається виявити свої властивості: гіроскоп – зберегти 
положення головної осі незмінним у просторі, маятник – встановити 
своє плече вздовж вертикалі, що змінює своє положення у просторі вна-
слідок обертання Землі.  

Математична модель гірокомпаса на рухомій основі. Розгляне-
мо роботу ГК на кораблі. Корабель може здійснювати будь-які розворо-
ти, але вісь ГК завжди буде вказувати напрям на північ. Щоб визначити 
положення поздовжньої осі корабля по відношенню до площини мери-
діана, в ГК, як і в гіромагнітному компасі, використовують горизонта-
льний диск з поділками, який закріплений на осі зовнішньої рамки кар-
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данового підвісу ГК. У сучасних ГК замість диска встановлюють обер-
тові трансформатори, котрі також дозволяють передавати показання ГК 
до різних споживачів.  

 
Рис.2. Нерухома система координат 

У якості нерухомої системи ко-
ординат приймемо земну систему 

0 0 0Ax y z , орієнтовану географічно. 
Осі 0Ax  і 0Ay  розмістимо в площи-
ні горизонту: вісь 0Ax  спрямуємо 
по дотичній до паралелі на схід, вісь 

0Ay  – по дотичній до меридіана на 
північ (рис.2). Запишемо проекції 
кутової швидкості повороту опор-
ної системи координат на ці осі 

0

0

0

v

v

v

= −

= +

= +

ω

ω ω ϕ

ω ω ϕ ϕ

x

y

z

cos K ;
R

sin Kcos ;
R

sin Ksin tg ,
R

    (1) 

де ω  – кутова швидкість обертання Землі навколо власної осі, R  – ра-
діус Землі, v  – швидкість об’єкта, K  – курс об’єкта. 

 
Рис.3. Рухома система координат 

Положення рухомої системи ко-
ординат будемо описувати за допо-
могою осей Резаля Axyz  (рис. 2). 
Осі Резаля повернуті відносно опо-
рної системи 0 0 0Ax y z  на кути α  і 

β . Головна вісь гіроскопа збігаєть-
ся з віссю Ay . Точка C  характери-
зує положення центра мас системи 
“гіроскоп+маятник”. 

Для отримання рівнянь руху ГК 
скористаємось системою рівнянь 
Лагранжа другого роду.  

( )2 2 21
2
⎡ ⎤= + +⎣ ⎦ω ω ωe x z O yT J J ,   (2) 

де eJ , OJ  – екваторіальний і осьовий моменти інерції ГК, ωx , ωy , ωz  – 
проекція суми кутових швидкостей абсолютного руху ротора 
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= + +
rr rr && &ω α β γ  і опорної системи 0

rω  на осі системи координат, жорстко 
пов’язаних з ГК: 

( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0 0

0 0 0

= + +

= − + + + +

= − + +

&

& &

&

ω β ω α ω α
ω ω α ω α β ω α β γ

ω ω α ω α β ω α β

x x y

y x y z

z x y z

cos sin ;
sin cos cos sin ;

sin cos sin cos ,

    (3) 

У випадку розігнаного ротора перше рівняння системи матиме ви-
гляд 

O y
T J H constω
γ

∂
= = =

∂&
;     0d T

dt γ
∂

=
∂&

;      0∂
=

∂γ
T . 

З урахуванням (3) після диференціювання виразу для кінетичної 
енергії (2) отримуємо 

( )
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1 2
2

e z O y e z
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T J cos J sin J cos

sin cos sin H sin ;

ω β ω β ω α β
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2
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d T J cos sin cos sin
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α β ω α β β α ω α ω α
α
β β ω α ω α β β β
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∂
⎤× + − +⎦

&&& & &
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0 0 0 0 0
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( )0 0e x y
d T J sin cos ;
dt

β α ω α ω α
β

∂ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∂
&& &

&
             (4) 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 2
2

2

e z x y

z x y

z x y

T J sin cos sin

sin cos cos
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ω α ω α ω α β
β
ω α ω α ω α β
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∂ ⎡= − + − − +⎢∂ ⎣
+ + − +⎤⎦
+ + + −⎡ ⎤⎣ ⎦

&

&

&

  

Оскільки 0zQ Mα = , xQ Mβ =  – моменти зовнішніх сил, якими 
для ГК є сили інерції maΦ = −

r r , зумовлені прискоренням об’єкта ar , і 
вагою маятника mgr , спрямованою протилежно осі 0Az  під час всього 
руху і прикладеною у точці C  – центрі мас маятника. Так як момент сил 
визначається формулою 

( )AM AC mgΦ= × +
uuurr r r , 
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то        ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0z C y y C x xQ M m x g a y g aα = = − − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ; 

       ( ) ( )x C z z C y yQ M m y g a z g aβ = = − − −⎡ ⎤⎣ ⎦ , 
де          yg g sinβ= − ; zg g cos β= − ; 0 0xg = ; 0 0yg = ; 

       0 0 0y x y za a sin cos a cos cos a sinα β α β β= − + + ;  

       0 0 0z x y za a sin sin a cos sin a cosα β α β β= − + ; 

       0Cy = ; Cz l= − ; 0Cx l sin sinα β= − ; 0Cy l cos sinα β= ; 
Отже, узагальнені сили 

        ( ) ( )
0 0

0 0 0

x y

x y z

Q ml a cos a sin sin ;

Q ml a sin a cos cos a g sin .
α

β

α α β

α α β β

= +⎡ ⎤⎣ ⎦
= − − +⎡ ⎤⎣ ⎦

. (5) 

Тоді рівняння Лагранжа другого роду згідно (4) і (5) набувають 
вигляду 

(

( ) (
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2

2

2 2

v 2 2
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v v
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Отримані нелінійні диференціальні рівняння (6) є динамічними рі-
вняннями руху гірокомпаса.  

Отже, виникає задача асимптотичного інтегрування рівнянь руху 
ротора ГК на рухомій основі. В гіроскопії такого типу задачі 
розв’язують методом усереднення [1,6] шляхом зведення до регулярно 
збуреним рівнянням, або ці ж рівняння зводять до сингулярно збуреним 
й застосовують метод О. М. Тихонова [8]. Для розв’язання даної задачі 
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застосуємо метод послідовних наближень Пікара-Пеано, бо як відомо 
[2, 6], рівняння складені для кожного наближення інтегруються в еле-
ментарних функціях і можуть бути використані для побудови асимпто-
тичного розв’язку при довільних початкових умовах, при цьому досить 
малими параметрами будемо нехтувати. 

Розглянемо рух ГК для початкових умов 
( ) 00α α= ;   ( ) 00α α=& & ;   ( ) 00β β= ;   ( ) 00β β=& & . (7) 

Рівняння (6) подамо у вигляді 
( )

( )

2
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2

e

e

J cos H cos Q , ;
J H cos Q , ,
α β β β α β
β α β α β

+ =
− =

&&&
&& &

   (9) 
в яких праві частини рівнянь 
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Тут позначено: va sin sin Ktg
R

ω ϕ ϕ= + ;   vb cos sin K
R

ω ϕ= + ; 

( )vc cos cos sin K
R

ω ϕ α α= + + ;   ( )vd cos sin cos K
R

ω ϕ α α= − + ;   

vk cos K
R

= . 

Побудуємо розв’язок системи диференціальних рівнянь (9) мето-
дом послідовних наближень. Шукатимемо розв’язок системи у формі 
рядів 

0 1 2α α α α= + + +K ;   0 1 2β β β β= + + +K . 
Підставимо ряди у систему рівнянь (9), розклавши тригонометри-

чні функції у ряд Тейлора в околиці початкових кутів 0α  і 0β , заливши 
члени до другого порядку мализни, тоді 
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2 2
1 2 0 1 2 0 1 0

2
1 2 0 1 2 0 1 0

1

1 2 1 2 0 1 2 0
2
1 0 2

2 2 2e

e

J cos sin cos
H cos sin cos
Q , ;

J H cos sin
cos Q , ,

α α β β β β β β
β β β β β β β β
α β

β β α α β β β β
β β α β

+ + − + − − +
+ + + − + − + =
=

+ + − + + − + −
− + =

&& && K K
& & K K

&& && & &K K

K

   (12) 

де головний момент зовнішніх сил 
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( ) ( ) ( ) (
( ) ) ( )

( )( )
( ) )(

( )( ( ) )(

1 1 2 1 2 0
2

1 2 0 1 0 1 2
2 2

0 1 2 0 1 0
2

0 1 2 0 1 0
2 2 2

0 1 2 0 1 0

2
2 2 4 2 2

2 2 2

0 5 2 2 2 4 2

0 5 2 2 2 4 2

e

e

Q , J a sin
cos sin c

cos sin cos

J , ad sin cos sin

, b k sin cos sin
bk

α β α α β β β
β β β β β β β

β β β β β β

β β β β β β

α α α α α α

⎡= − + + + + + +⎣
+ + − − − + + ×

⎤× − + − − +⎦
⎡+ + + − − −⎣

− − + + − − +

+

& && & K K
& &K K

K

K

K

( )( )) (
( ) ) ( ( )

) ( )(
) ( ( )

)] ( )( )

2 2
0 1 2 0 1 0 0

2
1 2 0 1 0 0 1 2

2
0 1 0 0 0 1 2 0

2 2
1 0 0 0 1 2 0 1 0

2
0 1 2 0 1 0

2 2 2 4 2

2 2 2

x

y

cos sin cos cos

sin cos Hd cos
sin cos ml a cos sin

cos a sin cos sin
sin cos sin ;

α α α α α α β

β β β β β β β β
β β β α α α α

α α α α α α α α
β β β β β β

− + − + −
⎤× + − − − + ×⎦

⎡× − + + − + −⎣
− + + + + − +
+ + + − −

K

K

K

K K

   (13) 

( ) ( ) ( )( )
( ( ) ) (
( ) ) ( )(

) [ ( )(
) ( ( )

2 2
2 1 2 1 2

2
0 1 2 0 1 0 0

2
1 2 0 1 0 0 1 2 0

2 2
1 0 0 0 1 2 0 1 0

2
0 0 1 2 0 1

0 5
2 2 2 2

e e

x

y

Q , J c , J a c
sin cos sin H a cos

sin cos c sin cos
sin ml a sin cos sin

a cos sin cos

α β α α α α
β β β β β β β

β β β β β β β β β
β β α α α α α α

α α α α α α

= − + + − + + + − ×
× + + − − − −⎡⎣
− + − + − + + −

⎤− + + + + − +⎦
+ − − + −

& & & &K K

K

K

K

K ) (
( ) ) ( ) (
( ) )

0 0
2

1 2 0 1 0 0 0
2

1 2 0 1 0

z

cos
sin cos ml a g sin
cos sin .

β
β β β β β β
β β β β β

⎤+ −⎦
− + − + − + +
+ + − +

K

K

K

  (14) 

Тоді для першого наближення згідно (13) і (14) отримаємо систему 
диференціальних рівнянь 

( )
[ ( )( )

( ) [ (
( )( ) )

( )

2 2
1 0 1 0 0 0

2 2 2
1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0
2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

1

2 2
2 2 2

2

0 5 2 2 2
0

e e

e

x y e

x y

e

J cos H cos J c cos a sin
J b k cos bk sin cos ml sin

a sin a cos Hd sin J ad cos

, b k sin bk cos sin ml cos
a cos a sin ;

J

α β β β β β
α α α β β

α α β β β

α α β β
α α

β α

⎡ ⎤+ − − +⎣ ⎦
+ − + + ×
× − − + +⎤⎦
+ − − + ×
× + =⎤⎦

+

&&&

&& & ( ) (
) ( ) ( )(
( ) ) ( )

1 0 0 1 0
2 2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0

2
0 5 2

0

e

e x y

z x y

J c a sin H cos H a sin
c cos , J a c cos ml a sin a cos
sin a g cos ml a cos a sin cos ,

β β β β
β β α α

β β α α α β

+ − + − +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣
+ + − + − ×

⎤× + + − + =⎦

   (15) 

характеристичне рівняння системи однорідних диференціальних рів-
нянь (15) 

( )
( )

2 2
0 1 0 1 2

2
2 0 3 3

0e

e

J cos A H cos B B

A H cos A J B

λ β λ β

λ β λ

+ − −
=

− − +
,  (16) 
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де ( )( )
( )

2 2 2
1 0 0 0 0

0 0 0 0

2 2 2e

x y

A J b k cos bk sin cos ml sin
a sin a cos ;

α α β β
α α

= − + + ×
× −

; 

     ( )2 02eA J c a sin β= + ;   ( )3 0 0 0 0 0x yA ml a cos a sin cosα α β= + ; 

     ( )2
1 0 02 2eB J c cos a sinβ β= − ; 

     

( ( )( )
) ( )

2 2
2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2 0 5 2 2
2

e

x y

B Hd sin J ad cos , b k sin bk cos
sin ml cos a cos a sin ;

β β α α
β β α α

= + + − − ×
× + +

 

     

( ) ( )
( )( ( ) )

2 2
3 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 5 2e

x y z

B H a sin c cos , J a c cos
ml a sin a cos sin a g cos .

β β β
α α β β

= − + + − +

+ − + +
 

Зазначимо, що коефіцієнти iA , iB  ( )1 2 3i , ,=  сталі величини, що 
визначаються початковими умовами, кутовою швидкістю Землі 
( 57 3 10,ω −= ⋅ рад/с), радіусом Землі ( 6300R = км), географічною широ-
тою місця і швидкістю руху основи гірокомпаса. У випадку розігнаного 
ротора характеристичне рівняння (16) приймає вигляд 

2 4 2 2 2
0 0 0 0eJ cos H cos H d sinλ β λ β λ β+ − = .  (17) 

Оскільки рівняння (16) зводиться до кубічного, дискримінант яко-
го ( )2 4 2 2 4 2 2 2

0 0 04 27 0e eD J H cos H cos J d sinβ β β= − + < , то характерис-
тичне рівняння має один нульовий корінь 1 0λ = ; один дійсний 

2 0hλ = >  і два комплексно-спряжених корні 3 4 0, p iλ ω= − ± . 
Отже, розв’язок системи (15) для швидкості відхилення ротора гі-

рокомпаса на рухомій основі у першому наближенні 
( )
( )

1 1 1 0 0 1

1 1 1 0 0 1

ht pt

ht pt
hC e A e sin t ;

hC e A e sin t ,
α α α

β β β

α ω ω δ

β ω ω δ

−

−

= + +

= + +

&

&
   (18) 

На зразок, нехай ротор гірокомпаса – однорідний сталевий ци-
ліндр радіусом 3r = см і висотою 2h = см. Маса такого ротора 

0 46m ,= кг, вага 4 5mg ,= Н, момент інерції ротора ГК відносно осі си-
метрії 2 40 5 2 07 10OJ , mr , −= = ⋅ кг.м2, а екваторіальний момент інерції 

2
2 40 25 1 19 10

3e
hJ , m r , −⎛ ⎞

= + = ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

кг.м2. При кутовій швидкості 

20000yω = об/хв 2094= рад/с кінетичний момент ГК 0 433H ,= Нм с. 

При початкових умовах 0 0 0α β= =  і курсі 30K = o  на широті 60ϕ = o , 
швидкості судна v 100= км/год 27 8,= м/с: 

       
57 10a −= ⋅ рад/с; 54 10b c −= = ⋅ рад/с; 64 10k d −= − = − ⋅ рад/с. 
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Якщо центр мас нашого ГК зміщений від центра карданового під-
вісу на величину 0 1l ,= мм, а прискорення основи 0 1a = м/с2, то  

       ( )5
1 0 0 04 6 10A , sin sin cosβ α α−= ⋅ − , Нм; 

       9 9
2 04 8 10 8 3 10 2A , , sin β− −= ⋅ − ⋅ , Нм.с; 

       ( )5
3 0 0 04 6 10A , cos cos sinβ α α−= ⋅ + Нм; 

       9 9
1 09 6 10 8 3 10 2B , , sin β− −= ⋅ − ⋅ , Нм.с;       

       ( )6 5
2 0 0 0 01 73 10 4 6 10B , sin , cos sin cosβ α α β− −= ⋅ + ⋅ + , Нм; 

       ( )( ) ( ) 5
3 0 0 0 04 6 3 10 8 1 73 10B , sin cos sin , , cosα α β β −⎡ ⎤= − − + − ⋅⎣ ⎦ , Нм. 
Тоді характеристичне рівняння при заданих початкових умовах 

8 4 214 10 1 88 0,λ λ−⋅ + =  
має наступні корні 1 2 0,λ = ; 3 4 3640, iλ = ±  ( 0 3640ω = рад/с − циклічна 
частота власних (нутаційних) коливань ротора ГК, що відповідає частоті 
580 Гц). Знайденим кореням відповідає загальний розв’язок по куту по-
вороту зовнішньої рамки й кутова швидкість її відхилення 

( )
( )

1 0 1 1 1

1 1 1 1

3640
3640 3640

C C t A sin t ;
C A cos t ,
α α α α

α α α

α δ
α δ

= + + +
= + +&

  (19) 

після підстановки котрих у будь-яке рівняння системи (15), знаходимо 
кутову швидкість і кут відхилення внутрішньої рамки ГК 

( )
( )

1 1 1

1 0 1 1

3640 3640
3640

A sin t ;
C A cos t .

α α

β α α

β δ
β δ

= +
= − +

&
   (20) 

Для довільних початкових умов по кутам відхилення рамок розра-
ховуємо сталі інтегрування: 4

0 02 75 10C ,α β−= − ⋅ & ; 4
0 02 75 10C ,β α−= ⋅ &  

1 0Cα = ; 4 2 2
1 0 02 75 10A ,α α β−= ⋅ + &&  − амплітуда; 0

1
0

arctgα
βδ
α

=
&

&
 − зсув 

фаз. Тоді рівності (19) і (20) набувають вигляду 

                 

4 2 2 0
1 0 0 0

0

2 2 0
1 0 0

0

4 2 2 0
1 0 0 0

0

2 2 0
1 0 0

0

2 75 10 3640

3640

2 75 10 3640

3640

, sin t arctg ;

cos t arctg ;

, cos t arctg ;

sin t arctg .

βα α β β
α

βα α β
α

ββ α α β
α

ββ α β
α

−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⋅ + + −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤⎛ ⎞
= ⋅ − + +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

&
& &&

&

&
&& &

&

&
&& &

&

&
& &&

&

 (21) 

З аналізу рівнянь (21) можна зробити висновок, що якщо основа 
ГК рухома, то її рух не породжує відхилень рамок ротора гіроскопа. 
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Щоб зменшити амплітуду нутаційних коливань ГК необхідно забезпе-
чити на початку руху якомога менші кутові швидкості рамок кардано-
вого підвісу. 

Зазначимо також, що з одного боку для зменшення відхилення ГК 
необхідно забезпечувати якомога більшу кутову швидкість головної осі 
ГК, а з другого – необхідно враховувати одне з основних обмежень, 
пов’язаних з межами міцності матеріалу ротора внаслідок виникнення 
при обертанні відцентрових сил інерції. Вибрана для нашого ГК кутова 
швидкість зумовлює швидкість точок на обводі ротора 130 м/с (майже 
470 км/год) і як наслідок ці точки відчувають «перенавантаження» бли-
зько 13400g . 

Для запису система (9) у другому наближенні знову скористаємось 
виразами (13) і (14) 

( )
( )
( ) ( ) (

2
2 0 1 2 2 0 1 2 2 0

2
0 0 0 2

2
1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0

2 2 2
1 1 0 1 0 1 0 0

1 1 0 0 1

2 2
2

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

e e

e

e e

e

J cos B H cos A J bk sin
cos H sin J a cos d

J c ad sin aJ cos

H sin d cos J b k sin cos

cos sin

α β β β β α α α
β β β β

α β α β β β β β β β β

β β β β β β α β

α β α β α

− + + + ×

× − + =

= − − − − +

⎡+ + + − +⎣

+ +

& &&&

& & & &&& &

&

) (
)

( ) ( )

2 2 2
0 0 1 0

2 2
0 1 1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

2 2 2

2 2 2 2 2

x y x y

sin cos bk cos

cos sin sin cos cos
ml a sin a cos a cos a sin ;

α β β α

β α β α β α α β

β α α α β α α

− ×

⎤× − + −⎦
− − + −⎡ ⎤⎣ ⎦

  (22) 

( ) (
) ( ) ]

( ) ]
( )( ) (

) ( )

2 0 2 3 2 2 0 0

0 0 0 1 1 0 0 1 0

2 2 2 2
1 0 1 1 0 1 0

2 2
1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 0

2 2 0 5 2

e e x

y

e

x y x

y z

J J c H cos B ml a cos
a sin cos H a cos c sin sin

J a c sin a cos , sin

ml a sin a cos cos a cos

a sin sin a g

β β α β α α
α β β β β β α β

β β α β β α β

α β α α β α β α

α β β

+ − + − −

− = − − +⎡⎣
⎡+ − − − −⎣
⎡− + − + +⎣

+ − +

&& &

&

& &

2
1 0sin .β ⎤

⎦

   (23) 

Як видно із системи рівнянь (22), (23) друге наближення 2α& , 2β&  
визначається першим за допомогою членів, що стоять у правих части-
нах цих рівнянь. Зауважимо, що їхня стала складова може викликати 
втрату стійкості ГК. Для її знаходження виконаємо операцію усеред-
нення, враховуючи розв’язок (21) 

1 1 0α β =&&& ;   1 1 0α β =&& ;   1 1 0β β =& ;   ( )
2

2 2 2
1 0 02 3

2
eJ

H
α β α= +& & ; 

( )2 2 2
1 0 0

1
2

α α β= + && & ;   
2

1 1 0 02
eJ

H
α β α β= − && ;    

( )2 2
1 1 0 02

eJ
H

α β α β= − + && & ;   ( )
2

2 2 2
1 0 02 3

2
eJ

H
β α β= + && . 
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тоді матимемо 

( ) ( )[

( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )(

)

2
2 2

0 1 2 0 0 02

2 2
0 0 0 0

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

1 3 2
2

2 2 2 2 2 2
1 3 2 2 2 2
2

2

2 2 2

e

e e

e

x y e

H H cos B Hd cos
J

J ad sin J b k sin bk cos cos

J b k sin bk cos cos

ml a cos a sin sin J b k cos

bk sin sin ml a

β β α β β

β α α β

β α α α β

α α β α β α

α β

− = + −

⎤− + − − −⎦
⎡+ + − − −⎣

⎡− + − − +⎤ ⎣⎦
+ +

& &&

& &

&&

( )0 0 0 0 0x ysin a cos cos .α α β− ⎤⎦

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

) ( ) ( )
)(

2 2
0 2 0 0 0

2
2 2 2 2
0 0 0 02

2 2
0 0 0 0 0 0

2
2 2

0 0 0 0 0 0 02

0 0 0 0 0 0 0

0 25 2

3
2

2
2

2

e e

e
e

e
z

e
e x y

x y

J c H cos , J sin

J H a cos c sin J a c
H

Jsin ml a g sin H sin
H

JJ a cos ml a sin a cos
H

cos a cos a sin s

β α α β β

α β β β

β β α β β

β α β α α

β α β α α

− = − + +

⎡+ + − − − ×⎣

× + + + + +⎤⎦

⎡+ − + − ×⎣

× − +

&& &

&&

&&

&&

&& 0in ,β ⎤
⎦

 

або після підстановки чисельних значень 
( ) ( ) (

) ( )

2 2 2 20
2 0 0 0 0 0 0

0
12

0 0 0 0 0 0 0 0 0

20 15 3 4 3

8 10

x

y x y

cos, a cos
cos

a sin tg a sin a cos ;

ββ α β β α α
β

α β α β α α −

⎡= + + + +⎣

+ − − ⋅⎤⎦

& & && &

&&

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) )(

2 2 2 2 8
2 0 0 0 0 0 0

2 2 8 2 2
0 0 0 0 0 0

4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 38 1 37 8 7 10

3 3 43 35 4 6 8 10

10
z

x y x y

, sin , tg ,

, , a tg

a sin a cos a cos a sin tg .

α α β β α β β

α β β α β

α α α β α α β

−

−

−

⎡= + + + − ⋅ ×⎣
⎡× + + + + ⋅ + ×⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣

× − − + ⋅⎤⎦

& && & &

& && &

&&

 

З чисельної оцінки видно, що середня швидкість відхилення зов-
нішньої рамки від заданого напрямку в інерціальному просторі значно 
перевищує швидкість відхилення внутрішньої.  

Перша складова в 2α&  була отримана в 1955 році Магнусом [7], а 
− друга викликана рухом основи, яка має такий самий порядок і може як 
зменшувати, так і збільшувати похибку вимірювального приладу. 

Однак, якщо забезпечити нульове початкове положення осі внут-
рішньої рамки 0 0β = , то 

( ) )(2 2 12
2 0 0 0 0 0 0 0 00 15 3 8 10x y, a sin a cosβ α β α β α α −⎡ ⎤= + − − ⋅⎣ ⎦
& & && & ; 

( ) ( )( )2 2 2 2 11
2 0 0 0 0 0 0 0 02 6 3 0 8 10x y, , a sin a cos .α α β α β α α −⎡ ⎤= − + + + − ⋅⎣ ⎦

& && & &  
додаткова швидкість, викликана рухом основи ГК, досить мала. 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

46 

У другому наближенні ми отримали неоднорідне диференціальне 
рівняння руху, значення якої визначається першим наближенням (21), 
тобто має сталу складову і гармоніки з частотами 0ω  і 02ω , а характе-
ристичне рівняння системи рівнянь (22), (23) таке 

( )
( )

( )
( )

2 2
0 10 1

2
0 00 0

20
3

0 0 0 0 0

22 2
0
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Для вибраних чисельних значень характеристичне рівняння (24) 
8 4 2 4 814 10 1 88 2 10 2 10 0,λ λ λ− − −⋅ + − ⋅ + ⋅ =  

має наступні корні 1 2 677, iλ = ± ; 3 4 3600, iλ = ± . Цим кореням відповідає 
загальний розв’язок по куту повороту зовнішньої рамки й кутова швид-
кість її відхилення з частотами 1 677ω = рад/с і 2 3600ω = рад/с. 

Висновок. Таким чином, рух основи ГК не викликає помітних 
відхилень його внутрішньої рамки, але може призвести до втрати стій-
кості внаслідок наявності основних і комбінаційних резонансів. Знайде-
ні в першому і другому наближеннях межі динамічної нестійкості у ви-
падку рухомої основи ГК. Представлені рівняння руху ГК методом по-
слідовних наближень Пікара-Пеано. Межі динамічної нестійкості по 
обом кутам знайдені методом усереднення за допомогою другої теореми 
Боголюбова [1, 3]. Наведено практичний приклад знаходження комбіна-
ційних частот коливань ГК. 
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There is obtained a mathematical model gyrocompass on the moving 

basis. Nonlinear differential equations integrated of the method successive 
approximations Picard-Peano. The dynamics gyrocompass investigated to 
the second approximation. Gyrocompass deviation from the desired position 
obtained averaging. 

Keywords: gyrocompass, Picard-Peano method, the deviation of the 
gyroscope frame, the method of averaging. 
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УДК 534.1 
 

ВПЛИВ РУХУ РІДИНИ ТА КУТОВОЇ ШВИДКОСТІ ОБЕРТАННЯ 
КОЛОНИ ДЛЯ БУРІННЯ СВЕРДЛОВИН НА ЇЇ НЕЛІНІЙНІ 

ЗГИННІ КОЛИВАННЯ 
 

П. Я. Пукач * , І. В. Кузьо 
Національний університет “Львівська політехніка”; 
79013, м. Львів, л. Бандери, 12; e-mail: ppukach@i.ua 

 
Досліджено вплив руху рідини, яка промиває різальний інструмент 

колони для буріння свердловин, на її згинні коливання. Враховано кутову 
швидкість обертання та нелінійно пружні властивості матеріалу ко-
лони. В основу досліджень покладено поєднання методів Бубнова-
Гальоркіна та Ван-дер-Поля. У сукупності наведене дозволило отри-
мати співвідношення, які описують основні параметри динамічного 
процесу як у нерезонансному, так і у резонансному випадках. 

Ключові слова: нелінійно пружні властивості, математична мо-
дель, метод Бубнова-Гальоркіна, метод Ван дер Поля, резонанс. 

 
Актуальність теми та стан проблеми. Рідини, які транспорту-

ються трубопроводами чи використовуються у технологічних процесах 
(наприклад, у колонах для буріння свердловин), зумовлюють у них змі-
ни кількісних, а у деяких випадках і якісних характеристик динамічного 
процесу. Йдеться, насамперед, про амплітудно-частотну характеристику 
та стійкість динамічного процесу. Питання впливу сталої швидкості ру-
ху одно- та двовимірних середовищ на основні характеристики та стій-
кість його нелінійних коливань розглядались, наприклад, у роботах [1-
4]. У випадку колон для буріння свердловин задача ускладнюється, 
адже колона здійснює ще й обертальний рух. Мова йде про такі устано-
вки, у яких використовується комбінований привод бура – роторний та 
гідравлічний. У них рідина під певним тиском рухається із значною 
швидкістю. Крім того, бур, взаємодіючи із породою, постійно збуджує 
коливання колони. З огляду на усе вказане випливає актуальність дослі-
дження динаміки бурової колони із урахуванням руху рідини та кутової 
швидкості її обертання. 

Метою роботи є розроблення методики, яка б дозволяла оцінити 
вплив всього комплексу чинників (зовнішніх та внутрішніх) на динамі-
чний процес бурової колони; отримання зручних для інженерних дослі-
джень розрахункових залежностей, які визначають вплив основних фі-
зико – механічних, кінематичних, геометричних характеристик на осно-
вні параметри коливань. 

Постановка задачі. Як математичну модель згинних коливань ко-
лони для буріння свердловин, яка обертається із кутовою швидкістю Ω  



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

49 

та вздовж якої рухається нестислива рідина зі сталою відносною ліній-
ною швидкістю V , можна розглядати рівняння 
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У рівнянні (1) ( )txu ,  – поперечне відхилення перерізу колони із 
координатою x  в довільний момент часу t ; 1ρ , 2ρ  – відповідно маса 
одиниці довжини колони та рідини, яка в ній рухається; ( )xS  – осьове 
зусилля у довільному перерізі колони, яке створюють спеціальні ванта-
жі для тиску на бур та сила ваги колони; EI  – згинна жорсткість коло-
ни; 1k  та 2k  – коефіцієнти, які характеризують відповідно відхилення 
пружних властивостей матеріалу бурової колони від лінійного закону та 
силу опору. Тут сила опору приймається пропорційною відносній 
швидкості руху колони. 

Із урахуванням того, що верхня частина колони поміщена у під-
шипник із нерухомою верхньою обоймою, а нижня отримує малі гори-
зонтальні переміщення (зовнішні збурення), зумовлені взаємодією бура 
та породи, крайові умови можна записати у вигляді 

                             ( ) ( ) 0,0,0 2
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∂

∂
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x
tutu , 

                    ( ) ( ) ( ) 0,,sin, 2

2

3 =
∂

∂
+=

x
tluptktlu θ .                               (2) 

У залежностях (2) 3k , p , θ  – сталі (відповідно амплітуда, частота 
та початкова фаза зовнішнього періодичного збурення). 

Зауваження. 
1. Вважається, що гіроскопічний момент є малим, і його у рівняннях 

руху не враховуємо. 
2. Для бурової колони справджується гіпотеза плоских перерізів. 
3. Система відліку, по відношенні до котрої фіксується прогин, 

зв’язана із рухомою вертикальною площиною і співпадає з площиною 
максимальних прогинів. 

4. Нижче вважатимемо, що коефіцієнти 3,2,1, =iki  є малими у порі-
внянні зі згинною жорсткістю. 

5. Питання обґрунтування коректності деяких слабко та сильно нелі-
нійних математичних моделей нелінійних коливальних систем були 
об’єктом розгляду в роботах [5-7]. Зокрема, у цих працях розроблено 
методику дослідження класів коректності (існування та єдиності) 
розв’язків змішаних задач для квазілінійних та сильно нелінійних ево-
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люційних рівнянь типу коливань балки (за наявності в системі дисипа-
тивних сил) в обмежених та необмежених областях. 

Таким чином, задача про дослідження згинних коливань колони 
для буріння свердловин звелась до побудови та дослідження розв’язку 
крайової задачі (1), (2). 

Методика розв’язування. Перш за все задачу із неоднорідними 
крайовими умовами зведемо до більш простої – задачі з однорідними 
крайовими умовами [8]. Для цього у (1) проведемо заміну змінних 
                                    ( ) ( ) ( )txwktxvtxu ,,, 3+= .    (3) 

У представленні (3) функція ( )txv ,  є розв’язком однорідної крайо-
вої задачі 
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Враховуючи (6), розв’язок крайової задачі знаходиться досить лег-
ко. Безпосередньо переконуємося, що 

                         ( ) ( )θ+= ptx
l

ktxw sin, 3 .    (7) 

Приймаючи до уваги (4) та отриманий розв’язок (7), для знахо-
дження функції ( )txv ,  маємо неавтономне диференціальне рівняння 
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у якому функція ( )txv ,  повинна задовольняти однорідні крайові умови 

(5). Легко переконатись, що система функцій ( ){ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= x

l
kxX k
πsin  задо-

вольняє умови 
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                                ( ) ( ) ( ) ( ) 000 =′′=′′== lXXlXX kkkk . 
Це дозволяє відповідно до методу Бубнова-Гальоркіна розв’язок 

крайової задачі (8), (5) зобразити у вигляді 
                             ( ) ( ) ( )∑=

k
kk tTxXtxv , .    (9) 

Для знаходження невідомих функцій ( )tТк  у зображенні (9) отри-
муємо систему звичайних нелінійних диференціальних рівнянь 
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У наведеному вище співвідношенні враховано, що осьове зусилля 
( )xS  змінюється відповідно до лінійного закону 

                                    ( ) )(10 xlgSxS −+= ρ , 
де 0S  – стала складова осьового зусилля, яке створюють спеціальні ван-
тажі розміщені у нижній частині колони для тиску бура на породу, а 

)(1 xlg −ρ  – зусилля у перерізі колони викликане безпосередньо її ва-
гою. 

Диференціальне рівняння (10) дозволяє безпосередньо визначити 
власну частоту лінійних коливань колони ω  (без урахування нелінійно 
пружних властивостей матеріалу колони) 

              
( )

21

2
21

42
2

2
1

0 2
ρ+ρ

ρ+ρ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ρ−

ρ
+

=ω
Ω

l
kEI

l
kVglS

.         (11) 

Зауважимо, що у формулі (11) та нижче з метою більш компактно-
го подання результатів індекс ""k , який вказує на форму “динамічної 
рівноваги”, опущений.  

Не менш важливою проблемою експлуатації свердловин для бу-
ріння є дослідження впливу періодичних сил на нелінійні коливання ко-
лони та їх стійкість. Йдеться насамперед про уникнення резонансних 
явищ. Вказані задачі (проблеми) можна вирішити, в основному, на базі 
побудови розв’язку збуреного рівняння (10). 

Як наголошувалось вище, коефіцієнти 3,2,1, =iki  є малими вели-
чинами у порівнянні зі згинною жорсткістю та іншими коефіцієнтами 
правої частини рівняння (1). Це дозволяє для знаходження розв’язку рі-
вняння (10) використовувати загальні підходи до побудови асимптотич-
них розв’язків звичайних квазілінійних рівнянь. Нижче використаємо 
відносно не складний, зручний для інженерних досліджень метод Ван-
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дер-Поля. Відповідно до нього розв’язок незбуреного ( 03 →k ) рівнян-
ня, яке відповідає рівнянню (10), тобто ( ) ( )ϕ+ω= tatT cos  можна вважа-
ти за розв’язок збуреного (з тією лише різницею, що параметри a  та ϕ  
будуть функціями часу). Для знаходження цих параметрів a  та ϕ  отри-
муємо систему звичайних диференціальних рівнянь 
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da ,             

                                                                                                                     (12) 
де ϕωφ += t  

Для диференціальних рівнянь (12) будемо розглядати два випадки: 
нерезонансний spr ≠ω  та резонансний spr ≈ω .  

У нерезонансному випадку амплітуда та фаза динамічного процесу 
у першому наближенні не залежать від гармонічного збурення. Це до-
зволяє, не зменшуючи точності наближення, усереднити рівняння (12) 
по фазах власних φ  та вимушених θϑ += pt  коливань. Таким чином, у 
нерезонансному випадку динамічний процес  описується залежністю  
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Що стосується випадку головного резонансу, то, ввівши у (12) різ-
ницю фаз власних та вимушених коливань ϑφγ −= , тобто ,ϑγφ +=  

θϑ += pt , отримаємо  
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  )cos( ϑγ +× .                                                             (13) 
Той факт, що резонансний процес значною мірою залежить від рі-

зниці фаз власних та вимушених коливань, дозволяє дещо спростити 
залежності (13). Дійсно, усереднення системи диференціальних рівнянь 
(13) по фазі вимушених коливань не змінить точності наближення. Це 
дозволяє вказану систему замінити наступною 
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Останні рівняння визначають резонансну криву 
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Висновки. Із отриманих результатів випливає:  
а) для більших значень кутової швидкості обертання колони та 

швидкості руху рідини частота її власних коливань є меншою; 
б) за сталої кутової швидкості обертання бурової колони 1Ω  зрив ко-

ливань проходить при швидкості поздовжнього руху рідини, яка рівна 
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в) за сталої швидкості руху рідини 1V  вздовж труби бурової колони 
зрив коливань проходить при кутовій швидкості її обертання 
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Отримані вище результати необхідно враховувати при технологіч-
них процесах буріння, адже із зривом коливань тісно пов’язане таке не-
гативне явище, як зрив стійкості (нестійкість) процесу. Одночасно 
отримані залежності вказують на шляхи уникнення зриву коливань: як-
що технологічний процес дозволяє експлуатацію колони з кутовою 
швидкістю, близькою до крΩ , то рідину слід подавати із лінійною шви-
дкістю, відмінною (меншою) за 1V , і навпаки, якщо швидкість руху рі-
дини у трубі рівна крV , то кутова швидкість обертання колони повинна 

бути меншою за 1Ω .  
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INFLUENCING OF MOTION OF LIQUID AND ANGULAR SPEED 
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79013, Lvov, Bandera str., 12; e-mail: ppukach@i.ua 
 

Influence of motion of liquid that washes the toolpiece of well-drilling 
column on her bend vibrations are investigate. The angulator of appeal and 
nonlinear resilient properties of material of column are taken into account. 
Combination of methods of Bubnov-Galerkin and Van der Pol is fixed in ba-
sis of researches. In totality the resulted allowed to get correlations that de-
scribe the basic parameters of dynamic process both in unresonant and in 
resonant cases.  

Key words: nonlinear resilient properties, mathematical model, Bub-
nov-Galerkin method, Van der Pol method, resonance. 
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УДК 539.3.01 
 

КОНЦЕНТРАЦІЯ НАПРУЖЕНЬ У ПЛАСТИНІ З ОТВОРОМ 
УТВОРЕНИМ ДУГАМИ ДВОХ КІЛ, ЩО ПЕРЕТИНАЮТЬСЯ,  

ЗА ДІЇ ЧИСТОГО ЗСУВУ 
 

О. М. Пономаренко 
Львівський національний аграрний університет; 80381, Львівська обл., 

Жовківський р-н, м. Дубляни, вул. Володимира Великого, 1; 
тел. +380 (32) 224-23-35; e-mail: e-mail: lnau@mail.lviv.ua 

 
Стаття присвячена дослідженню впливу двох кругових отворів, 

які частково накладаються, на концентрацію напружень у безмежній 
пластині за чистого зсуву. Аналіз розвинуто на основі функцій напру-
жень Ері в загальному плоскому напруженому стані з використанням 
біполярних координат. 

Ключові слова: біполярні координати, напружений стан, концен-
трація напружень. 
 

Постановка проблеми. В аграрному та транспортному машино-
будуванні під час проектування машин широке застосування знаходять 
пружні деталі у вигляді тонких пластин, які послаблюються різними ви-
різами. У разі завантаження таких деталей зовнішніми зусиллями по-
близу отворів виникає концентрація напружень, яка може несприятливо 
вплинути на міцність деталі. Напруження по контурах отворів розподі-
ляються досить нерівномірно: є малі ділянки, що зазнають дії високих 
напружень. Саме ці ділянки є такими, де з’являються крихкі тріщини 
або пластичні деформації, розвиток яких може призвести до руйнування 
даної конструкції. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Значну кількість задач 
по дослідженню концентрації напружень поблизу отворів різної форми 
розв’язано М.І. Мусхелішвілі [1] та його учнями і послідовниками ме-
тодом функції комплексної змінної. Дослідження концентрації напру-
жень цим же методом проведено Г.М. Савиним [2] та його учнями. 

Широкий спектр досліджень концентрації напружень у біполярних 
координатах для ізотропних пластин провів Я.С. Уфлянд [3;4]. Надзви-
чайно практичні питання розподілу напружень у стрижнях і пластинах 
із концентраторами напружень у вигляді отворів, виточок розглянуто у 
роботах Р. Петерсона [5], Р.Р. Мавлютова [6], С.П. Тимошенко і Дж. Гу-
дьєра [7]. 

Постановка завдання. Метою дослідження є розв’язання задачі 
про концентрацію напружень в ізотропній пластині з отвором, утворе-
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ним дугами двох кіл, що перетинаються. Отримано вирази для напру-
жень по контуру отвору і проведено їх аналіз. 

Дослідження має прикладне значення при проектуванні деталей у 
вигляді тонких пластин із вирізами в транспортному та аграрному ма-
шинобудуванні. 

Виклад основного матеріалу. Розглянемо питання про концент-
рацію напружень у пластині, ослабленій отвором, утвореним дугами 
двох кіл, що перетинаються, за чистого зсуву для різних варіантів роз-
міщення отвору (рис.1). 

 
Рис.1. Розміщення отвору в полі зсуву. 

 
При розв’язуванні приймаємо, що контур отвору вільний від зов-

нішніх навантажень і розмір отвору невеликий порівняно з шириною 
пластини. 

Тоді основна функція напружень у системі координат ХОУ, що дає 
картину напруженого стану в пластині без отвору, має вигляд: 
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φ
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                     xyкyxU 33,0 ),( = , ϕτ 2cos-3 =к . 
Використаємо біполярну систему координат: 
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і функцію напружень подамо у вигляді суми основної функції і додат-
ковової: 

                         ∑
=

+=
3

1
,1,0 )],(),([),(

i
iii UUU βαακβαβα ,                          (5) 

де ∑
=

3

1
,1 ),(

i
iU βα  – додаткова функція напружень, яку слід підібрати так, 

щоб напруження, що виникають від неї, знімали на контурі отвору на-
пруження, які виникають від основної функції напружень, оскільки за-
дача розв’язується  за умови, що контур отвору вільний від зовнішніх 
навантажень, причому ця функція повинна зникнути на безмежності, не 
порушуючи тим самим основний напружений стан. 

Задача зводиться до визначення функції ∑
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1
,1 ),(
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iU βα , що задово-

льняє бігармонічне рівняння 
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і граничні умови на контурі отвору 
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== == cc βαβββ τσ , 

                                      0||
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а також забезпечує вказану систему напружень на безмежності. 
З урахуванням основного напруженого стану функції ),(,1 βαU i  

шукаємо у вигляді: 

∫
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cos-ln)cos-(cos2),( dmmmfchchGGgU iiii αβ
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∫
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Причому   +sin)(+cos)(=),( ββchmmBββchmmAβmf kkk  
                        ββshmmDββshmmC kk sin)(+cos)(+ ,    k=1,2,3.          (10) 

Далі з граничних умов (7) після перетворень і порівняння коефіці-
єнтів при відповідних значеннях синусів і косинусів отримаємо систему 
рівнянь для визначення невідомих функцій )(mAi , )(mBi , )(mCi , 

)(mDi . 
Умова на безмежності дозволяє знайти невідомі iG : 

                              ∫
∞

0
i2G-=)( ii BdmmA ,   (i=1,2)                                     (11) 
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                         0=1b ,      
2
1

=1d ,            1=2b ,      
2
1

-=2d . 

Розглянемо більш детально випадок чистого зсуву пластини з 
отвором, контур якого обмежений дугами двох кіл однакового радіусу: 

сβ = , -с=β , причому С< 2/π  (рис.2). 

 
Рис.2. Випадок симетричного отвору. 
  

В цьому випадку для значень і =1,2 отримаємо: 
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]cossin)[(]sincos)[(

cshmcmccshmG

ccchmmccshmmd
mshm

cshmccmchmcmDcchmccmshmcmA

i

i

ii

+−−

−−−−=

=++−

π

ππ
π

 (13) 

а для і=3 маємо: 

])(cossin[2]22sin)[(3 shmccchmcchmcm
shm

mcshcmmB −−=− ππ
π

, (14) 

cmmcshcmmC 2
3 sin2]22sin)[( =− ,     (15) 

.0)()( 33 == mDmA         (16) 
Розв’язуючи систему рівнянь (12-16), отримуємо після перетво-

рень значення функцій ),(1 mA  ),(1 mD ),(2 mA  )(2 mD , ),(3 mB  )(3 mC : 

          
),sin

1
22

1(
)1(

14sin2)(

222

2

21

2

1

Δ
−

−

−
+

−
+

−
Δ

−=

cmmcsh
shm
mmcth

mm
GcmmA

π
π

  (17) 
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)sin
22

1(
1

142)(
222

21

2

Δ
+

−
+

+
Δ

−=
cmmcshmcth

m
GmcchcthmcmDi

π , (18) 

),sin1
22

1(
)1(

14sin2)(

2222

22

2

2

Δ
−

−
+

−

−
+

−
Δ

=

cmmcsh
shm
m

mcth
mm

GcmmA

π

π

    (19) 

,2sin2

),sin
22

1(
1

42)(
222

2
22

2

cmmcsh

cmmcshmcth
m

G
mcchcthmmD

+=Δ
Δ
+

−
+

+
Δ

+−=
ππ  (20) 

],)(cossin[
)2sin(

2)(3 shmccchmcchmcm
shmccmshm

mB −−
−

= ππ
π

 (21) 

.
22sin

sin2)(
2

3 mcshcm
cmmC

−
=        (22) 

З умови на безмежності (11) визначаємо сталі 1G , 2G , які після 
перетворень мають вигляд: 

                           ,

)2sin2)(1(
sin

2sin2
sin

2
1

0
2

222
0

2

1

∫

∫
∞

∞

++
−

+
=

dm
cmmcshmm

cmmcsh
cmmcsh

mdmc
G                       (23) 

                           .

)2sin2)(1(
sin

2sin2
sin1

4
1

0
2

222
0

2

2

∫

∫
∞

∞

++
−

+
−

=
dm

cmmcshmm
cmmcsh

cmmcsh
mdmc

G                       (24) 

Для напружень на контурі отвору отримуємо такі значення: 
                                     3,2,1,| αααβα σσσσ ++==c ,                                     (25) 

де     ∫
∞

−

−+
Δ−=

0

2
1

11,

,cos)

(
2
1[1

sin)cos(8
dmmmctgccthmc

mshmcG
ccchk

α
ασα   (26) 

         ∫
∞

−

−−
Δ−=

0

2
2

22,

,cos)

(
2
1[1

sin)cos(8
dmmmctgccthmc

mshmcG
ccchk

α
ασα   (27) 

         ∫
∞

−
Δ

−=
0

2
33, .sin)sincos(1)cos(8 dmmcchmcmcmshmccchk αασα  (28) 

У випадку 0=ϕ  для напружень на контурі отвору маємо: 
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      ∫
∞

= −
−

−=
0

.sin
2sin2

sincos)cos(8| dmm
cmmcsh

cchmcmcshmcmcchcc ατσ βα  (29) 

При 2/π=c  маємо круговий отвір. Виразимо α  через полярний 
кут θ . Використовуючи співвідношення (4) між біполярними βα ,  і 
прямокутними х,у координатами у разі ,2/πβ == c  R = а, маємо 
(рис.3): 

 
Рис. 3. Перехід до полярних координат 
 

                             ;1cos
α

θ
chR

x
==                                                  (30) 

                             .sin α
α
αθ th

ch
sh

R
y

===                                          (31) 

Тоді після інтегрування формули (29) отримаємо відомий резуль-
тат у полярних координатах [2]: 

                                .2sin4 θτσθ −=                                                  (32) 
У таблиці подано значення напружень ασ  у верхній частині отво-

ру 3/πβ =  при 00=ϕ                                                                             
 
Таблиця. Значення напружень ασ  у верхній частині отвору 

3/πβ =  при 00=ϕ  
α  6,36 2,38 1,57 1,05 0,66 0,34 0 
τσα /  -3,46 -2,67 -1,01 1,43 3,66 3,83 0 

  
Дані таблиці  свідчать про те, що максимальне значення напру-

ження τσα /  досягається при 34,0=α  і рівне 3,83. 
Висновки. Отримано розв’язок задачі про концентрацію напру-

жень у пластині з отвором, контур якого утворений дугами двох кіл, що 
перетинаються, при зсуві. Подано вирази для напружень по контуру от-
вору і проведено їх аналіз. 
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The paper is devoted to the investigation influence two circular holes 

wich cover again on concentration of stresses in infinite plate by displace-
ment. The analysis is developed on the basis of the Airy`s stresses function in 
generalized plane stresses and by applying bipolar coordinates. 

Key words: bipolar coordinates, strainestate, concentration of stresses. 
 

  
 
 
 
 
 
 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

62 

УДК 531.01 
 
ДЕЯКІ ОСОБЛИВОСТІ ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНОГО РУХУ ТІЛА 

 
І. В. Цідило1, К. Г. Левчук2 

1Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 
76019, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська, 15; 

e-mail: tm@nung.edu.ua  
2Національний технічний університет України 

«Київський політехнічний інститут»; 03056, м. Київ, пр. Перемоги,37; 
e-mail: k.levchuk@kpi.ua 

 
Показано, що плоскопаралельний рух твердих тіл має досить ці-

каві особливості та властивості. Автори розглянули деякі нестандар-
тні методи дослідження динаміки такого руху, які дозволяють замі-
нити розв’язування диференціальних рівнянь руху рівнянням головного 
моменту відносно центрів коливань миттєвих центрів швидкостей й 
пришвидшень. 

Ключові слова: плоскопаралельний рух, миттєвий центр швидко-
стей, миттєвий центр пришвидшень, центр коливань, сила тертя, ко-
чення без проковзування, динамічна реакція. 

 
Вступ. Зазвичай, при дослідженні динаміки плоскопаралельного 

руху твердого тіла складають три диференціальні рівняння. Ці рівняння 
доповнюють кінематичними залежностями, що пов’язують між собою 
швидкості й пришвидшення точок з кутовими швидкістю й пришвид-
шенням тіла [1, 2]. І, як наслідок, для визначення умов руху, статичних 
та динамічних реакцій доводиться розв’язувати систему зв’язаних ди-
ференціальних рівнянь. А у випадку дослідження руху механічної сис-
теми з колесами, що здійснюють плоскопаралельний рух, постійно ви-
никає питання про характер сили тертя зчеплення колеса з дорогою – 
рушійною вона є, чи гальмівною [5]. 

Але, якщо скористатися цікавими властивостями та деякими особ-
ливостями такого руху, можна значно спростити розв’язування і дослі-
дження динаміки тіла, а також за характером зовнішніх сил однозначно 
визначити напрям сил тертя зчеплення. 

Центр коливань миттєвого центра швидкостей. Будь-який рух 
твердого тіла можна повністю охарактеризувати двома динамічними 
величинами: головним вектором кількістю руху тіла Cq mv=

r r  і кінетич-
ним моментом C CK J ω=

r r
, зведеними до центра мас C . У випадку плос-

копаралельного руху зазначені два вектора взаємноперпендикулярні 
(рис.1,а). 
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Відомо, що система перпендикулярних векторів зводиться до рів-
нодійної кількості руху *qr  [1], що дорівнює головному вектору кількос-

ті руху тіла qr , але прикладеної у новому центрі зведення *P , що знахо-

диться на перпендикулярі до qr , отриманого його поворотом на кут 90o  
в бік, протилежний повороту кінетичного моменту CK

r
, на відстані 

2 2
* C C C C

C

K J mi iCP
q mv m PC PC

ω ω
ω
⋅

= = = =
⋅ ⋅

,   (1) 

де P  – миттєвий центр швидкостей (МЦШ), що лежить на перпендику-
лярі до швидкостей (рис.1,б). 

Таким чином, точки P , C  і *P  лежать на одній прямій, а *P  – то-
чка прикладання головного вектора кількості руху є центром коливань. 

Отриманою властивістю зручно досліджувати рух тіл, у яких легко 
визначається положення МЦШ. Продемонструємо поняттям центра ко-
ливань МЦШ на прикладах. 

 
 

 
Рис.1. Центр коливань миттєвого центра швидкостей 

 
Приклад  1.  Колеса (диск, обруч, кільце) котяться по шорсткій 

похилій площині. З’ясуємо умови кочення коліс без проковзування 
(рис.2). 

 

 
Рис.2. Колесо котиться по шорсткій площині 

 
Оскільки колеса не проковзують, то МЦШ P  знаходиться у кож-

ний момент часу в точці контакту колеса з нерухомою площиною 
(рис.3). З урахуванням моменту інерції коліс отримаємо їхні радіуси 
інерції: 
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1) для диска –                  22
1

2
1 2

1
2
1 mRimRJ CC =⇒= ; 

2) для обруча –               22
2

2
2 RimRJ CC =⇒= ; 

3) для кільця –                 ( ) ( )222
3

22
3 2

1
2

rRirRmJ CC +=⇒+= . 

Отже, згідно (1) центр коливань колеса знаходиться вище центра 
мас C  на відстані (рис.3): 

1) для диска –                     R
2
1CP*

1 = ; 

2) для обруча –                   R=*
2CP ; 

3) для кільця –                    
R

rR
2

CP
22

*
3

+
= , 

і сила тертя зчеплення з площиною спрямована протилежно руху – га-
льмівна. 

 
Рис.3. Центр коливань колеса, що котиться шорсткою площиною 
 

З рівняння моментів відносно центра коливань МЦШ визначимо 
силу тертя зчеплення з площиною 
1) для диска – 

1
1

1

1 3 0
2 2

*

n
трP

i
M mg sin R F Rα

=
= ⋅ − ⋅ =∑  ⇒  1

1
3трF mg sinα= ; 

2) для обруча – 

2
2

1
2 0*

n
трP

i
M mg sin R F Rα

=
= ⋅ − ⋅ =∑  ⇒  2

1
2трF mg sinα= ; 

3) для кільця – 

3

2 2 2 2

3
1

0
2 2

*

n
трP

i

R r R rM mg sin F R
R R

α
=

⎛ ⎞+ +
= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  ⇒

 
2 2

3 2 23тр
R rF mg sin
R r

α+
=

+
. 

Щоб колесо котилось без проковзування, сила тертя повинна задо-
вольняти умові 

трF fN≤ , N mg cosα= ,   (2) 
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або для диска 1
3

f tgα≥ ; для обруча 1
2

f tgα≥ ; для кільця 

2 2

2 23
R rf tg
R r

α+
≥

+
. Тобто при коченні вздовж однієї площини диск ковзає 

найменше. 
Приклад  2 .  Маса обода однорідного колеса 0m ,  а кожної з 12 

спиць m .  Колесо котиться вздовж гладенької поверхні, нахиленої під 
кутом α  до горизонту, розмотуючи, намотану на нього мотузку. Ви-
значити натяг нитки та пришвидшення центра C  колеса (рис.4,а). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.4. Колесо котиться по гладенькій поверхні, розмотуючи нитку 
 
Оскільки вільний кінець мотузки залишається нерухомим, то 

МЦШ P  у кожний момент часу буде знаходитись у місці сходження 
мотузки з колеса (рис. 4, б). З урахуванням моменту інерції колеса, 
отримаємо його радіус інерції 

( ) ( )22 2
0 0

112 2 4
12CJ m R m R m m R= + ⋅ = +  ⇒  2 20

0

4
12C

m mi R
m m

+
=

+
. 

Тоді, згідно з (1) центр коливань колеса *P  знаходиться нижче 
центра мас C  на відстані (рис.4,б): 

0

0

4
12

* m mCP R
m m

+
=

+
. 

З рівняння моментів відносно центра коливань МЦШ визначимо 
натяг мотузки 

( ) 0 0
0

1 0 0

4 412 1 0
12 12

*

n

P
i

m m m mM m m g sin R T R
m m m m

α
=

+ +⎛ ⎞= − + ⋅ + ⋅ + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
∑  ⇒

 
( ) ( )0

0
0

4 12
2 8

m mT m m g sin
m m

α+
= +

+
; 

Оскільки центр мас колеса C  рухається прямолінійно, то вектор 
пришвидшення Car  паралельний поверхні. З теореми про рух центра мас 
в проекції на вісь Cx , паралельну поверхні (рис. 4, б) 

( ) ( )0 012 12Cm m a m m g sin Tα+ = + − , 

отримуємо пришвидшення центра колеса 
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( ) ( )
0 0

0 0

4 12
2 8 2 8C

m m m ma g sin g sin g sin
m m m m

α α α+ +
= − =

+ +
. 

Приклад  3.  Два  однорідних циліндричних вала масами 1m  і  2m  
скочуються по двох площинах, нахилених під кутами α  і β  до горизо-
нту відповідно. Вали з’єднано нерозтяжною невагомою мотузкою, кінці 
котрої намотані на вали і закріплені на них. Визначити натяг мотузки та 
її пришвидшення (рис.5) [3]. 

 
 

Рис.5. Вали, з’єднані ниткою 
 

Якщо припустити, що мотузка спускається по лівій площині, тоді 
вона піднімається по правій. Зупинимо її, скориставшись принципом 
Д’Аламбера, а саме, прикладемо у місцях сходу мотузки з валів сили 
інерції 1 1m aΦ = −

r r  і 2 2m aΦ = −
r r , спрямованих протилежно руху мотузки 

(рис. 6). Тепер мотузка нерухома, тому МЦШ 1P  і 2P  у кожний момент 
часу будуть знаходитись у місцях сходу мотузки з валів (рис.6). 

З урахуванням моментів інерції валів отримаємо їхні радіуси інерції 

1

2
1 1

1
2CJ m R= ;   

2

2
2 2

1
2CJ m R=    ⇒    

1

2 2
1

1
2Ci R= ;   

2

2 2
2

1
2Ci R= . 

Тоді, згідно з (1) центри коливань валів 1
*P  і 2

*P  знаходяться вище 
центрів мас 1C  і 2C  на відстанях (рис. 6): 

1 1 1
1
2

*C P R= ;  2 2 2
1
2

*C P R= . 

З рівнянь моментів відносно центрів коливань МЦШ визначимо 
натяг мотузки і її пришвидшення 

( )

( )

1

2

1 1 1 1
1

2 2 2 2
1

1 3 0;
2 2

1 3 0
2 2

*

*

n

P
i
n

P
i

M m g sin R T m a R

M m g sin R T m a R .

α

β

=

=

⎧
= − ⋅ + + ⋅ =⎪⎪

⎨
⎪ = ⋅ + − + ⋅ =
⎪⎩

∑

∑
 ⇒  

( )
( )1 2

1 23
m mT g sin sin
m m

β α= +
+

; 
( )

2 1

1 23
m sin m sina g

m m
β α−

=
+

. 
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Рис.6. Вали з МЦШ і центрами коливань МЦШ 
 

Центр коливань миттєвого центра пришвидшень. Для здійс-
нення плоскопаралельного руху твердого тіла необхідно, щоб головний 
вектор зовнішніх сил CF ma=

r r  лежав у площині руху, а головний мо-
мент C CM J ε=

r r
 був спрямований перпендикулярно до неї (рис.7). 

 

 
Рис.7. Головний вектор і головний момент у випадку плоскопаралельного руху 

твердого тіла 
 
Відомо, що система перпендикулярних векторів зводиться до рів-

нодійної *F
r

 [1], що дорівнює головному вектору зовнішніх сил F
r

, але 
прикладеної у новому центрі зведення O  (рис. 8, а), що знаходиться на 
перпендикулярі до F

r
, отриманого його поворотом на кут 90o  в бік, 

протилежний повороту головного моменту CM
r

, на відстані 
2 2

4 2 4 2
C C C C

C

M J mi iCO
F ma m CQ CQ

ε ε ε

ω ε ω ε

⋅ ⋅
= = = =

⋅ + +
, (3) 

де Q  – миттєвий центр пришвидшень (МЦП) (рис. 8, б), що лежить на 
однаковому куті α  до пришвидшень і задовольняє умову 

                                   2tg εα
ω

=  ⇒  
4 2

sin εα
ω ε

=
+

.   (4) 

Оскільки вектор сили є ковзним вектором, перенесемо точку 
O прикладання рівнодійної *F

r
 на пряму, що проходить через центр мас 

C  і МЦП Q , в точку *Q . Тоді з урахуванням (3) і (4) відстань 
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2 4 2 2

4 2
* C CCO i iCQ

sin CQCQ

ε ω ε
α εω ε

⋅ +
= = ⋅ =

+
.  (5) 

Таким чином, точки Q , C  і *Q  лежать на одній прямій, а *Q – то-

чка прикладання рівнодійної *F
r

 є центром коливань. 
 

 
Рис.8. Центр коливань миттєвого центра пришвидшень 
 

Отриманою властивістю зручно досліджувати рух тіл, у яких легко 
визначається положення МЦП, особливо при миттєвій зміні умов руху, 
визначенні динамічних реакцій, або, коли швидкості всіх точок дорів-
нюють нулю й миттєво-поступальному русі. Продемонструємо понят-
тям центра коливань МЦП на прикладах. 

Приклад  4 .  Два однорідних стержні зварені між собою під пря-
мим кутом. Довжина вертикального стержня вдвічі коротша від довжи-
ни горизонтального. Кінець горизонтального стержня A  поклали на 
гладеньку опору і відпустили без початкової швидкості. Визначити тиск 
кінця A  на опору в початковий момент, якщо загальна маса стержнів m  
(рис.9,а). 

 
 
 

 
 

 
 
Рис.9. Зварені стержні, відпущені зі стану рівноваги 

 
Спочатку визначимо положення центра мас C  конструкції з двох 

стержнів (рис.9,б) 
2 1

23 2 3
3

lm m l
AC l

m

⋅ + ⋅
= = . 

Далі знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості 
точок дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість конс-
трукції 0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, про-
ведених до пришвидшень точок. Кінець A  конструкції покладено на 
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гладеньку опору, тобто може рухатись вздовж горизонталі, тому при-
швидшення Aar  спрямоване горизонтально. Зовнішні сили: вага конс-
трукції mgr  і реакція AN

r
 вертикальні, тому головний вектор спрямова-

ний вздовж вертикалі. Отже, за теоремою про центр мас системи при-
швидшення Car  теж спрямоване по вертикалі. Таким чином, МЦП Q  у 
даний момент часу збігається з точкою A (рис.9,б). 

З урахуванням моменту інерції обох стержнів отримаємо радіус 
інерції конструкції 

2 2 2
2 2 22 1 2 1 1 1 1 1 17

3 12 3 2 3 12 2 3 144CJ ml ml ml
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + − + ⋅ + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦
; ⇒

 2 217
144Ci l= . 

Тоді, згідно (5) центр коливань конструкції *Q  знаходяться право-
руч центра мас C  на відстані (рис.9,б): 

217 3 17
144 2 96

*CQ l l
l

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо ре-
акцію гладенької опори 

1

17 1 17 0
96 2 96

*

n
AQ

i
M mg l N l

=

⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ⇒  17
65AN mg= . 

За третім законом Ньютона тиск конструкції на опору дорівнює її 
реакції, тільки спрямований у протилежний бік. 

Приклад  5.  Однорідний стержень AB  масою m  підвішено до 
стелі на двох однакових нерозтяжних вертикальних шнурах, прикріпле-
них до кінців стержня. Визначити натяг шнура в точці A  та пришвид-
шення центра мас C  в момент обриву іншого шнура в точці B  
(рис.10,а) [3]. 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і як наслідок, миттєва кутова швидкість конструкції 

0*ω = . Тоді  МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець A  стержня підвішено за допомогою не-
розтяжного шнура, тобто може рухатись по колу і точка A  має лише 
обертальне пришвидшення об

A Aa a=
r r , спрямоване перпендикулярно до 

шнура – горизонтально. Зовнішні сили: вага стержня mgr  і натяг шнура 

AT
r

 вертикальні, тому головний вектор спрямований вздовж вертикалі. 
Отже, за теоремою про центр мас системи пришвидшення Car  теж спря-
моване по вертикалі. Таким чином, МЦП Q  у даний момент часу збіга-
ється з точкою A (рис.10,б). 
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Рис.10. Стержень, підвішений двома вертикальними шнурами 

 
З урахуванням моменту інерції стержня отримаємо його радіус 

інерції 
21

12CJ ml= ; ⇒  2 21
12Ci l= . 

Тоді, згідно (5) центр коливань стержня *Q  знаходяться праворуч 
від центра мас C  на відстані (рис.10,б): 

21 2 1
12 6

*CQ l l
l

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо на-
тяг шнура 

1

1 1 1 0
6 2 6

*

n
AQ

i
M mg l T l

=

⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ⇒  1
4AT mg= . 

За теоремою про центр мас у проекції на вертикаль знаходимо 
пришвидшення центра мас C  

C Ama mg T= −  ⇒  3
4Ca mg= . 

Приклад  6.  Однорідний стержень AB  масою m  підвішено до 
стелі на двох нерозтяжних шнурах, однаковими з ним довжинами. 
Шнури прикріплено до кінців стержня. Визначити натяг шнура в точці 
A  та пришвидшення центра мас C  в момент обриву іншого шнура в 
точці B  (рис.11,а) [3]. 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість конструкції 

0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець A  стержня підвішено за допомогою не-
розтяжного шнура, тобто може рухатись по колу і точка A  має лише 
обертальне пришвидшення об

A Aa a=
r r , спрямоване перпендикулярно до 

шнура (рис.11,б). Напрям головного вектора наперед невідомий, тому 
скористаємось аксіомою про паралелограм сил: розкладемо силу ваги 

стержня G mg=
r r  на дві складові 1G

r
 ( 1

3
2

G mg= ), паралельну натягу 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

71 

шнура AT
r

, і 2G
r

 ( 2
1
2

G mg= ), перпендикулярну до шнура. Згідно теоре-

ми про центр мас точка C  буде мати дві складові пришвидшення 
1 2C C Ca a a= +

r r r . 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.11. Стержень, підвішений двома шнурами, що мають однакові з ним довжини 
 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість конструкції 

0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець A  стержня підвішено за допомогою не-
розтяжного шнура, тобто може рухатись по колу і точка A  має лише 
обертальне пришвидшення об

A Aa a=
r r , спрямоване перпендикулярно до 

шнура (рис.11,б). Напрям головного вектора наперед невідомий, тому 
скористаємось аксіомою про паралелограм сил: розкладемо силу ваги 

стержня G mg=
r r  на дві складові 1G

r
 ( 1

3
2

G mg= ), паралельну натягу 

шнура AT
r

, і 2G
r

 ( 2
1
2

G mg= ), перпендикулярну до шнура. Згідно теоре-

ми про центр мас точка C  буде мати дві складові пришвидшення 
1 2C C Ca a a= +

r r r . 
Пришвидшення 1Car  викликане головним вектором зовнішніх сил 

1 1 AF G T= +
rr r

 

                                  
1

1
A

C
G Ta

m
−

=                 (6) 

і спрямоване паралельно шнуру (рис. 11, б). Таким чином, МЦП Q  у 
даний момент часу знаходиться на шнуру у точці перетину перпендику-
лярів до Aar  і 1Car  (рис.11,б). 

З урахуванням моменту інерції стержня отримаємо його радіус 
інерції 

21
12CJ ml= ; ⇒  2 21

12Ci l= . 
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Тоді згідно (5) центр коливань стержня *Q  знаходяться нижче 
центра мас C  на прямій CQ  на відстані (рис. 11, б): 

21 4 3
12 93

*CQ l l
l

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо на-
тяг шнура 

1

3 3 3 3 0
2 9 4 9

*

n
AQ

i
M mg l T l

=

⎛ ⎞
= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑   ⇒   2 3

13AT mg= .     (7) 

Пришвидшення 2Car  викликане силою 2G
r

 

2
2

1
2C

Ga g
m

= =     (8) 

і спрямоване перпендикулярно до 1Car  (рис. 11, б). З урахуванням вира-
зів (6)-(8) знаходимо пришвидшення центра мас C  

1
1

3 2 3 9 3
2 13 26

A
C

G Ta g g
m

⎛ ⎞−
= = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ⇒

 
2

9 3 1031
2 13 13C
ga g

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 
Рис.12. Стержень, нахилений до гладенької підлоги 
 
Приклад  7.  Однорідний стержень AB  маси m  нахилений під ку-

том α  до горизонту. Кінець стержня B  спирається на гладеньку гори-
зонтальну підлогу, а кінець A  відпускають без початкової швидкості. 
Визначити тиск стержня на підлогу і пришвидшення центра мас в цей 
момент (рис.12,а) [4]. 

Знайдемо положення МЦП Q . За умовою миттєві швидкості точок 
дорівнюють нулю, і, як наслідок, миттєва кутова швидкість стержня 

0*ω = . Тоді МЦП Q  лежить на перетині перпендикулярів, проведених 
до пришвидшень точок. Кінець B  стержня покладено на гладеньку під-
логу, тобто може рухатись вздовж горизонталі, тому пришвидшення Bar  
спрямоване горизонтально. Зовнішні сили: вага конструкції mgr  і реак-
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ція підлоги BN
r

 вертикальні, тому головний вектор спрямований вздовж 
вертикалі. Отже, за теоремою про центр мас пришвидшення Car  теж 
спрямоване по вертикалі. Таким чином, МЦП Q  у даний момент часу 
лежить на перетині перпендикулярів до цих пришвидшень, тобто вище 
точки B  (рис.12,б). 

З урахуванням моменту інерції стержня отримаємо його радіус 
інерції 

21
12CJ ml= ; ⇒  2 21

12Ci l= . 

Тоді, згідно (5) центр коливань стержня *Q  знаходиться на гори-
зонталі, що проходить через МЦП Q  і центр мас C , праворуч від 
останнього на відстані (рис.12,б): 

21 2
12 6

* lCQ l
l cos cosα α

= ⋅ = . 

З рівнянь моментів відносно центра коливань МЦП визначимо ре-
акцію гладенької підлоги 

1
0

6 6 2
*

n
BQ

i

l l l cosM mg N
cos cos

α
α α=

⎛ ⎞= ⋅ − ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  ⇒    21 3B
mgN
cos α

=
+

. 

За третім законом Ньютона тиск стержня на підлогу дорівнює її 
реакції, тільки спрямований у протилежний бік. 

За теоремою про центр мас у проекції на вертикаль знаходимо 
пришвидшення центра мас C  (рис.12,б) 

C Bma mg N= −  ⇒  2
3

4C
ga

tg α
=

+
. 

Приклад  8. Однорідне тоненьке кільце з внутрішнім радіусом, 
втричі меншим за зовнішній, поставлений під кутом β  на шорстку го-
ризонтальну підлогу. Визначити найменше значення коефіцієнт тертя 
ковзання між кільцем і підлогою f , при якому кільце почне падати без 
проковзування (рис.13,а). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

            а)                                                    б) 
Рис.13. Кільце на шорсткій підлозі 
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Оскільки кільце на шорсткій підлозі не проковзує, то МЦП Q  зна-
ходиться у заданий момент часу в точці контакту кільця з підлогою 
(рис.13,б). З урахуванням моменту інерції кільця отримаємо його радіус 
інерції 

2
2 25

2 3 9C
m RJ R mR
⎡ ⎤⎛ ⎞= + =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 ⇒  2 2

1
5
9Ci R= . 

Отже, згідно (5) центр коливань кільця знаходиться вище центра 
мас C  на відстані (рис.13,б) 

5
9

*CQ R=  

і сила тертя зчеплення з підлогою спрямована в бік руху – рушійна. 
Складемо рівняння моментів відносно центра коливань МЦП 

(рис.13, б) 

1

5 5 51 1 0
9 9 9

*

n
трQ

i
M mg cos R F sin R N cos Rβ β β

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ + − ⋅ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

і рівняння проекції головного вектора зовнішніх сил на діаметр кільця, 
на якому розміщено центр мас C  і МЦП Q  

1
0

n
CQ тр

i
F mg sin F cos N sinβ β β

=
= − + + =∑ , 

з яких визначимо силу тертя зчеплення з підлогою і нормальну складову 
реакції шорсткої підлоги 

9 2
28трF mg sin β= ;  

25 9
14
sinN mgβ+

= . 

Щоб кільце почало падати без проковзування сила тертя зчеплення 
повинна задовольняти умову (2) 

      трF fN≤ , 
29 5 92

28 14
sinsin f ββ +

≤ ,    або    ( )2
9 2

2 5 9
sinf

sin
β
β

≥
+

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.14. Миттєві центри швидкостей, пришвидшеньта їхні центри коливань 
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Висновок. Відповідно до виразів (1) і (5) відрізки CP  і *CP  та 
CQ  і *CQ  є хордами одного кола, тобто МЦШ P , МЦП Q  та їхні 

центри коливань *P  і *Q  у кожний момент часу розташовані на одному 
колі (рис.14). 

Зазначимо також, що в центрі коливань МЦШ прикладена рівно-
дійна кількості руху тіла, а в МЦП – рівнодійна сил, прикладених до 
нього. 
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У статті розглянуто умови циклічності та гіперциклічності опе-
раторів на вільних бананових просторах над деяким метричним прос-
тором. 

Ключові слова: гіперциклічні оператори, вільні банахові простори. 
 
Нехай X  – не порожній метричний простір. Зафіксуємо у ньому 

деяку точку Xθ . Пару ( )XX θ,  будемо називати простором з відміченою 
точкою. Нагадаємо, що відображення f  між метричними просторами 
X  та Y  називається ліпшицевим, якщо існує стала fL , така, що для до-
вільних елементів Xxx ∈21,  справедлива нерівність  

( ) ( )( ) ( )2121 ,, xxLxfxf XfY ρ≤ρ , 
де найменша з можливих сталих fL  називається сталою Ліпшица. Про-
стір усіх ліпшицевих відображень з метричного простору X  з відміче-
ною точкою Xθ  у простір Y  з відміченою точкою Yθ , які переводять 

Xθ  у Yθ  позначається ( )YXLip ,0 . У випадку, коли Y є лінійним просто-
ром, будемо вважати, що 0=θY . Загальна теорія ліпшицевих відобра-
жень викладена у монографіях Н. Вівера [1], І. Беніаміні, Ж. Лінденшт-
рауса [2]. У роботі В. Пестова [3] доведено, що для довільного метрич-
ного простору X  з відміченою точкою Xθ  існує єдиний, з точністю до 
ізометричного ізоморфізму, банахів простір ( )XB  та оператор вкладен-
ня ( )XBXv →: такі, що метричний простір X  вкладається у банахів 
простір ( )XB  і кожне відображення ( ) ( )EXLipxf ,0∈ може бути продо-

вжене до лінійного оператора ( ) ( ) EXBxf →:~  для довільного нормова-

ного простору E , причому fLf =
~ . Позначимо через Xspan лінійну 

оболонку простору X  в ( )XB  а образ елементів Xx∈  в ( )XB  через 
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( ) xxv = . За побудовою, елементи вигляду k

n

k
k xa∑

=1
 є щільними у просто-

рі ( )XB . Простір ( )XB називається вільним банаховим простором над X . 
Відображення F  з метричного простору X  в себе називається 

топологiчно транзитивним, якщо існує елемент XX ∈ , такий, що ор-
біта  

( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈== NnxFFxFxFOrb
n

n :,
43421

Koo  

буде щільною в X . У випадку, коли X  – метричний простір з 
вiдмiченою точкою Xθ  будемо вимагати, щоб орбіта ( )xFOrb , була 
щільною в X  Xθ . Лiнiйний неперервний оператор T  на просторі Фре-
ше E  в себе називається гiперциклiчним, якщо T  є топологiчно транзи-
тивним. Вектор Ex∈  для якого ( )xTOrb , є щільною в E  називається 
гiперциклiчним вектором оператора T . Лiнiйний неперервний оператор 

EET →:  називається циклiчним, якщо для деякого вектора Ex∈  (який 
називається циклiчним вектором) лiнiйна оболонка ( )xTspanOrb , є 
щільною в E . 

Теорема 1. Нехай ( )XX θ,  – повний метричний простір з 
вiдмiченою точкою Xθ  i XXF →:  є топологiчно транзитивним відо-
браженням, таким що ( ) XXF θ=θ . Тоді лiнiйний оператор 

( ) ( )XBXBF →:~  буде циклiчним.  
Доведення. Нехай Xx∈  – елемент, для якого ( )xFOrb ,  є щільною 

в X . Тоді ( )xFOrb ,~  буде щільною в ( ) XXv = . За означенням ( )XB , 
простір ( )XvspanXspan =  є щільним в ( )XB , тому простір 

( )xFspanOrb ,  буде щільним в ( )XB .   
Зауважимо, що з топологiчної транзитивностi F  загалом не ви-

пливає гiперциклiчнiсть оператора F~ . 
Приклад 1. Нехай θ∪= 1SX , де 1S  – одинична сфера в 2R з при-

родною метрикою, ( ) 20,0 RX ∈=θ . Визначимо F -відображення поворо-
ту на iррацiональний кут α . Відомо, що F є топологiчно транзитивним i 
для кожного 1Sx∈ , ( )xFOrb , є щільною в 1S . Таким чином, F~  буде 
циклічним оператором i для кожного 1Sx∈ , а x  буде його циклічним 

вектором. Проте, 1~ == FLF , а норма гiперциклiчного оператора пови-

нна бути строго більшою за 1. 
Для встановлення умов гiперциклiчностi оператора на вільному 

банаховому просторі використаємо так званий критерій 
гiперциклiчностi (див.[4]). 
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Нехай E  – сепарабельний простір Фреше. Оператор T  задоволь-
няє критерій гiперциклiчностi, якщо існують щiльнi підмножини 

EX ⊂0 , EY ⊂0  i відображення NnEYSn ∈→ ,: 0 де N  – множина нату-
ральних чисел такі, що: 

1. 0→xT n , при ∞→n  для всіх 0Xx∈ ; 
2. 0→ySn , при ∞→n  для всіх 0Yy∈ ;  
3. ( ) yyST n

n →0 , при ∞→n  для всiх Yy∈ . 
Термін “критерій гiперциклiчностi” є загально прийнятим, проте 

сформульована умова не є критерієм. Кожен оператор, що задовольняє 
критерію гiперциклiчностi, є гiперциклiчним, i всі “класичнi” 
гiперциклiчнi оператори задовольняють критерію гiперциклiчностi. До-
вший час було відкритим питання: чи кожен гiперциклiчний оператор 
на сепарабельному просторі Фреше задовольняє критерію 
гiперциклiчностi? У 2008 році ця проблема була розв’язана з негатив-
ною відповіддю Де Ла Роза та Рiдом [5]. Відомо (див. [4]), що оператор 
T  задовольняє критерію гiперциклiчностi тоді i тільки тоді, коли TT ⊕  
є гiперциклiчним на EE ⊕  

Теоpема 2. Нехай ( )XX θ,  – сепарабельний повний метричний 
простір i відображення XXF →:  є лiпшицевим відображенням з 
лiпшицевою константою рівною 1 i ( ) XXF θ=θ . 

Припустимо, що X  можна подати у вигляді зліченного 

об’єднання непорожнiх попарно різних множин U
∞

=

=
0n

nAX , таких, що 

XA θ=0 , ( ) 1−= nn AAF  для довільного 0>n  i звуження F  на nA  
iн’єктивне для кожного 1>n . Тоді оператор FT λ=  буде 
гiперциклiчним оператором на ( )XB  для довільного числа 1, >λλ . 

Доведення. Визначимо ( )XXspanXY θ== 00  – щільна підмножина 
в ( )XB , для кожного 0Xxaz

ii ∈=∑ , 

( ) ( )∑ λ
=

−

ii xFazS
1

,      ( ) ( )zSzS n
n = . 

Оскільки ( )XXspan θ\  складається із формальних скінченних сум, 
то для кожного ( )XXspanz θ∈ , ( ) 0=zT m , починаючи з деякого номера 
m . Тому умова 1 виконується.  

Оскільки 1>λ , то 

( ) 01
→

λ
≤ zzS n

n  



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

79 

при ∞→n . Отже, умова 2 виконується. Крім того, ( ) IdST nn =o  – тото-
жній оператор, тому умова 3 також виконується.  

Приклад 2. Нехай 0∪= NX з дискретною метрикою i вiдмiче-
ною точкою 0=θX . Відомо [1], що ( ) ( )NlXB 1= . Визначимо 

NNF →: , ( ) 1−= nnF  для 0≠n  i ( ) 00 =F . Нехай { }nAn = , тоді F  за-
довольняє умовам теореми. Зауважимо, що  

( ) ( ),...,...,,...,..., 00 nn aaaaF λ=λ  – 
зважений зсув вліво. Гiперциклiчнiсть такого оператора добре вiдома, 
якщо 1>λ  [6]. 

Теорема 3. Нехай E  – сепарабельний простір Фреше. Якщо 
EET →:  – гiперциклiчний оператор, який задовольняє критерій 

гiперциклiчностi, то ( ) ( )EBEBT →:~  — також гiперциклiчний опера-
тор i задовольняє критерію гiперциклiчностi. 

Доведення. Оскільки T задовольняє критерію гiперциклiчностi, то 
існують простори 00 ,YX  та послідовність відображень nS  як у критерії. 
Оскільки 00,YX  щiльнi в E , то 0Xspan  i 0Yspan  будуть щільними мно-

жинами в ( )EB . Визначимо ( ) ( )∑= knkn xSazS~  для кожного 

0Yspanxaz nk ∈=∑ . Легко бачити, що для T~ , nS~ , 0Xspan , 0Yspan  ви-
конуються умови критерію, тому задовольняє критерію 
гiперциклiчностi. 
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У статті розглянуто операцію кроскореляції гіперфункції з ком-
пактним носієм на додатній півосі та дійсної аналітичної функції. 
Крім цього, доведено деякі властивості цієї операції та наведено при-
клади. 

Ключові слова: гіперфункція з компактним носієм, дійсна аналі-
тична функція. 

 
Теорія гіперфункцій – це ще один із способів узагальнення поняття 

функції. Гіперфункції були введені японським вченим М. Сато у 1958 р. 
Їх можна розуміти як своєрідне узагальнення поняття граничних зна-
чень комплексних аналітичних функцій та розширення розподілів Шва-
рца. 

Теорія гіперфункцій отримала широке застосування у теорії дифе-
ренціальних рівнянь з частинними похідними, а також в аксіоматичній 
квантовій теорії поля, при вивченні аналітичних властивостей                   
S-матриць і інтегралів Фейнмана [3]. 

Нехай Ω  – відкрита множина на дійсній осі . Гіперфункції на Ω  
визначають як елементи фактор-простору ( ) ( ) ( )VOBOB ΩΩ \:= , де V  – 
відкрита множина в комплексній площині  , що містить Ω  як відносно 
замкнену множину, ( )VO  і ( )Ω\BO  – векторні простори всіх голомор-
фних функцій на V  і Ω\B  відповідно. Інтуїтивно гіперфункція 

( )ΩBf ∈  – це різниця граничних значень деякої голоморфної функції 
( )zF , визначеної поза Ω . Гіперфункцію, представлену за допомогою 

аналітичної функції ( )Ω\BOF ∈ , позначають ( ) ( )[ ] xzzFxf == . 
Нехай ( )ΩcB  – простір гіперфункцій з компактними носіями. Ві-

домо [1,2], що простір гіперфункцій з компактними носіями з точністю 
до топологічного ізоморфізму є спряженим до простору ( )ΩA  всіх дій-
сних аналітичних функцій на Ω . При цьому для довільних ( )ΩcBf ∈ , 

( )ΩA∈ϕ , канонічний білінійний функціонал задають формулою 
                                    ( ) ( )dzzzFf

Г
ϕ−=ϕ ∫, ,                                 (1) 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

82 

де Г  – замкнений контур в перетині області визначення функції F  і 
аналітичного продовження функції ϕ , який оточує носій f  один раз в 
додатному напрямку. 

Позначимо через (cB )+  простір всіх гіперфункцій з компактни-
ми носіями в додатній півосі [ )+∞=+ ;0:) .  

Для довільних (cBf ∈ )+ і (A∈ϕ )+  за допомогою канонічного 
білінійного функціоналу ϕ,f  визначимо операцію кроскореляції на-
ступним чином: 

               ( )( ) ( ) ( )dztzzFtf
Г

+ϕ−=ϕ ∫:* ,        ∈t + . 

Властивості кроскореляції. 
Лема. Кроскореляція гіперфункції та дійсної аналітичної функції є 

нескінченно диференційовною функцією, причому  
( )( )( ) ( )( )tftf nn ϕ=ϕ ** . 

Доведення. Із властивостей диференціювання інтеграла, залежного 
від параметра, випливає: 

( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ))

( ) ( ) ( )( ).tfdztzzF

dztzzF
dt
ddztzzF

dt
dtf

nn

Г

Г nГn
n

ϕ∗=+ϕ−=

=+ϕ−=+ϕ−=ϕ∗

∫

∫∫  

Зауважимо також, що з визначення канонічного білінійного функ-
ціоналу (1) очевидним є той факт, що              

                            ( )( ) ( ) ( ) ϕ=ϕ−=ϕ∗ ∫ ,0 fdzzzFf
Г

. 

Теорема. Для довільних (cBf ∈ )+  і (A∈ϕ )+  маємо 
( ) (Af ∈ϕ∗ )+ . 

Доведення. За теоремою Прінгшейма [2, теорема 2.1] нескінченно 
диференційовна функція ϕ  належить простору (A )+  тоді і тільки то-
ді, коли для кожної  компактної множини ⊂K +  існують такі констан-
ти 0>h  і 0>C , що для всіх ∈n +  виконується нерівність 

                                  ( )( ) !sup nChx nn

Kx
≤ϕ

∈
. 

Для кожної компактної множини ⊂K +  з властивостей криволі-
нійного інтеграла отримуємо: 

        ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )tfdztzzFtf n

Kt

n

ГKt

n

Kt
ϕ∗=+ϕ−=ϕ∗

∈∈∈
∫ supsupsup . 

Оскільки Г  – гладка крива, то для неї можна вказати таке параме-
тричне представлення ( ) ( ) ( )liylxlzz +== , bla ≤≤ , що ( )lz  має непере-
рвну і відмінну від нуля на [ ]ba,  похідну. Оскільки Г  – замкнений кон-
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тур, то ( ) ( )bxaz = . З властивостей інтеграла від функції комплексної 
змінної отримуємо: 

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) .supsupsup

supsup

dllzlzFtzdllztlzlzF

dllztlzlzFtf

b

a

n

ГzKt

nb

aKt

b

a

n

Kt

n

Kt

′⋅⋅+ϕ≤′⋅+ϕ⋅≤

≤′+ϕ=ϕ∗

∫∫

∫

∈∈∈

∈∈  

Зауважимо, що 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∞<μ=′⋅≤′⋅

∈∈
∫∫ zFГdllzzFdllzlzF

Гz

b

aГz

b

a
supsup , 

де ( )Гμ  – довжина кривої Г . Крім того, з принципу максимуму модуля 
аналітичної функції випливає, що існує така точка Гz ∈0 , що 

( )( ) ( )( )tztz n

Kt

n

ГzKt
+ϕ=+ϕ

∈∈∈
0supsupsup . Але функцію ( )( )tzt n +ϕ→∋+ 0  ми 

можемо розуміти як звуження аналітичної функції ( )( )zzz n +ϕ→∋ 0  , 

тому ( )( )tzn +ϕ 0  є дійсною аналітичною функцією. Таким чином, ми 
отримали оцінку: 
                     ( )( )( ) ( ) ( ) !!supsup 1 nhCnChzFГtf nn

Гz

n

Kt
=μ≤ϕ∗

∈∈
, 

де ( ) ( )CzFГС
Гz∈

μ= sup:1 , що і доводить, що ( )( ) (Atf ∈ϕ∗ )+ . 

Приклад 1. Нехай ( )xδ  – узагальнена функція Дірака. Відомо, що 

( )
xzzi

x
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

π
−=δ

1
2
1 . Обчислимо кроскореляцію 

                         ( )( ) ( )dztz
zi

tf
Г

+ϕ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

π
−−=ϕ∗ ∫

1
2
1 . 

Для підінтегральної функції точка 0=z  – простий полюс. Тому 

                         ( )( ) ( ) ( )tz
z

tzt
z

ϕ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

+ϕ
=ϕ∗δ

→0
lim . 

Приклад 2. Відомо, що ( ) ( )
xz

n

n
n

zi
x

=
+

+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

π
−

=δ 1

1 1
2
1 . Тому 

( )( ) ( ) ( )dztz
zi

t
Г n

n
n +ϕ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

π
−

−−=ϕ∗δ ∫ +1

1
2

1 . 

Для підінтегральної функції точка 0=z  – полюс кратності 1+n . 
Використовуючи теорію лишків та її застосування до обчислення інтег-
ралів, маємо: 

             ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )tz
z

tz
dz
dt nnn

nnz

nn ϕ−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

+ϕ
−=ϕ∗δ +

+→
1lim1 1

10
. 
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УДК 515.12 
 

НЕПЕРЕРВНІСТЬ СИМЕТРИЧНИХ ДОБУТКІВ 
ГІПЕРПРОСТОРІВ ВКЛЮЧЕННЯ ТА ЄМНОСТЕЙ 

 
О. Я. Микицей, О. Р. Никифорчин 

Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника; 
76025, Івано-Франківськ, вул. Шевченка, 57; 
e-mail: oxana39@i.ua, oleh.nyk@gmail.com 

 
Побудовано симетричні варіанти тензорних добутків нормованих 

регулярних неадитивних мір і доведено їх неперервність.  
Ключові слова: тензорний добуток, ємність. 

 
Відомо [1], що нормовані ємності (нормовані регулярні неадитивні 

міри) на довільному компакті (тобто компактному гаусдорфовому 
просторі) X утворюють компакт MX щодо слабкої* топології. 
Конструкція простору нормованих ємностей MX продовжується до 
функтора ємностей M у категорії компактів, який є функторіальною 
частиною монади ємностей [1]. Останній факт дозволяє означити 
тензорний добуток [1] довільних ємностей MXc ∈1 , MYc ∈2 . Наведемо 
без обґрунтування його остаточний вигляд: ( )YXMccc ×∈=⊗ 21 , де 

YXF ×⊂  – замкнена, ( ) [ ]1;0=∈α≥ IFc , якщо і тільки якщо існує 
замкнена XH ⊂ , для якої ( ) α≥Hc1 , і для кожного Hx∈  маємо 

{ }( )( )( ) α≥×YxHprc I22 . Саме зв’язком з монадою для неперервного 

функтора M пояснюється неперервність операції ⊗, її асоціативність 
(тобто для MXc ∈1 , MYc ∈2 , MZc ∈3  маємо ( ) ( )321321 cccccc ⊗⊗=⊗⊗  
з точністю до ототожнення (X×Y)×Z та X×(Y×Z)) та стійкість щодо 
переходу до спряжених ємностей. Нагадаємо, що ємність 
=c~ ( ) MXcX ∈ , спряжена до ємності MXc∈ , визначається рівністю 
( ) ( )FcFc \X1~ −= , і сукупність  всіх відображень MXMXX →:  є 

автоізоморфізмом монади ємностей. Звідси випливає, що 
2121

~~ cccc ⊗=⊗  для всіх MXc ∈1 , MYc ∈2 . 
Оскільки нормована ємність c на компакті X може моделювати гру 

з простором результатів X з погляду одного учасника, то тензорний 
добуток ємностей MXc ∈1  та MYc ∈2 X відповідає послідовному 
проведенню двох ігор в умовах невизначеності, причому на початку 
другої відомий результат першої. Цим пояснюється несиметричність 
(некомутативність) тензорного добутку, тобто невиконання рівності 
( ) ( )2112 ccMpcc ⊗=⊗ , де XYYXp ×→×:  – перестановка координат, 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

86 

( ) ( )XYMYXMMp ×→×:  – відповідна дія на неадитивні міри. Дійсно, 
добуток 12 cc ⊗  описує проведення першої гри, коли відомий результат 
другої. 

Надалі ⊙: III →×  та ⊕: III →×  – неперервні і відповідні одна 

одній трикутна норма і трикутна конорма, тобто операція ⊙ 
асоціативна, комутативна, монотонна по обох аргументах, і 1 є її 
двосторонньою одиницею, а ⊕ визначається рівністю 

α⊕β=1−(1−α)⊙(1−β) для всіх I∈βα, . Тоді ⊙ можна розуміти як нечітку 

кон’юнкцію, а ⊕ – як нечітку диз’юнкцію. 

Ми пропонуємо ввести симетричний добуток ⊠:MX×MY→M(X×Y) 

за формулою: ( 1c ⊠ )( ) ( ){ AcFc 12 sup= ⊙ ( ) }FBAYBXABc ⊂×⊂⊂ ,,2  для 
кожної замкненої YXF ×⊂  та ємностей MXc ∈1 , MYc ∈2 . Теоретико-
ігровий зміст цієї операції стане темою окремої публікації. Скажемо 
тільки, що вона описує паралельне і незалежне проведення двох ігор. 
Очевидно, що результат є ємністю, ця операція асоціативна і 
комутативна, але вже не визначається монадою, тому необхідна окрема 
перевірка її неперервності, яка є основним завданням даної статті. 

Нагадаємо [1], що компактна гаусдорфова топологія на MX 
визначається передбазою з усіх множин вигляду 

( ) ( ){ }α>∈=α+ UcXMcUO ,  та ( ) ( ){ }α<∈=α− FcXMcFO , , де XU ⊂  
– відкриті, XF ⊂  – замкнені, I∈α . 

Теорема 1. Відображення симетричного множення 
⊠: ( )YXMMYMX ×→×  неперервне.  

Доведення. Потрібно довести відкритість у топології добутку на 
MYMX ×  прообразів під дією ⊠. Спершу покажемо відкритість 

прообразу =1O ⊠ ( )( ) MYMXUO ×⊂α+
− ,1 , де YXU ×⊂  – відкрита 

множина. 
Нехай ( ) 121, Omm ∈ , тобто ( 1m ⊠ )( ) α>Um2 , і існує така замкнена 

множина YXH ×⊂ , що UH ⊂  і ( 1m ⊠ )( ) α>Hm2 , звідки існують такі 

замкнені XF ⊂ , YG ⊂ , UHGF ⊂⊂× , що ( )Fm1 ⊙ ( ) α>Gm2 . 

За неперервністю ⊙ можемо вважати ( ) β>Fm1 , ( ) γ>Gm2 , де 

β⊙ α>γ . 
Можна обрати відкриті околи OF, OG відповідних множин так, що 

UOGOF ⊂× . Тоді ( ) β>OFm1 , ( ) γ>OGm2 , звідки ( )β∈ + ,1 OFOm , 
( ) ( )γ∈ + ,2 OGOOGm . 
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Для всіх ( )β∈′ + ,1 OFOm , ( )γ∈′ + ,2 OGOm  маємо 

1m′⊠ ( ) ( )OFmOGOFm 12 ′≥×′ ⊙ ( ) β>′ OGm2 ⊙ α>γ . Отже, ( 1m ⊠ )( ) α>Um2 , 
тобто ( ) ( ) ( )211 ,,, mmOGOOFOO ∋γ×β⊃ ++ , чим доведено відкритість 1O . 

Тепер розглянемо =2O ⊠ ( )( ) MYMXHO ×⊂α−
− ,1 , де YXH ×⊂  – 

замкнена множина. 
Нехай ( ) 221, Omm ∈ , тобто ( 1m ⊠ )( ) α<Hm2 . Це означає, що для 

всіх замкнених XF ⊂ , YG ⊂ , таких, що HGF ⊂× , виконано 
( )Fm1 ⊙ ( ) α<α′<Gm2 . 

Як відомо, множини Xexp  та Yexp  непорожніх замкнених 
підмножин відповідно компактів X та Y з топологіями Вієторіса [2] теж 
є компактами. 

Розглянемо ( ){ }HGFYXGFW ⊂××⊂= expexp, . Неважко 
перевірити, що ця множина замкнена в YX expexp ×  з топологією 
добутку, тому є компактною. 

Нехай ( ) β<Fm1 , ( ) γ<Gm2 , де β⊙ α′>γ . Можна вибрати відкриті 
околи OF, OG відповідних множин так, що ( ) β<OFm1 , ( ) γ<OGm2 , тоді 

( )OFm1 ⊙ ( ) α′<OGm2 . 
Тоді для кожної пари ( ) WGF ∈,  маємо відкритий окіл 

OGOF ×  у YX expexp × . Всі такі околи утворюють відкрите 
покриття компакта W, з якого можна обрати скінченне підпокриття, 
тобто { }niOGOFOWW ii ,...,=×=⊂ U . Зафіксуємо відповідні 

( ) β<>β ii OFm1 , ( )ii OGm2>γ , iβ ⊙ α′<γ i . 
Це означає, що для кожних замкнених XF ⊂′ , YG ⊂′ , таких, що 

HGF ⊂× , виконано iOFF ⊂′ , iOGG ⊂′ , ( ) ( ) iiOFmFm β<≤′ 11 , 

( ) ( ) iiOGmGm γ<≤′ 22 , для одного з ni ,...,1= . Залишається покласти 

( )ii
n
i OFOOm β= −= ,111 I , ( )ii

n
i OGOOm γ= −= ,112 I , і помітити, що для кожних 

11 Omm ∈′ , 22 Omm ∈′ , і замкнених XF ⊂′ , YG ⊂′ , HGF ⊂′×′ , маємо 

( )Fm ′′1 ⊙ ( ) ( )iOFmGm 12 ′≤′′ ⊙ ( ) iiOGm β<′2 ⊙ α′>γ i  для деякого ni ,...,1=  

тому ( 1m′⊠ )( ) α<α′≤′ Hm2 . 
Це означає, що ( )21212 , mmOmOmO ∋×⊃ , і прообраз 2O  теж є 

відкритим.                                                                                                       □ 
Зауважимо, що автоматично отримано коректність, асоціативність, 

комутативність та неперервність двоїстої операції симетричного 
додавання 1c ⊞ 12

~cc = ⊠ 2
~c , яку можна означити і безпосередньо через 
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операцію ⊕: для ємностей MXc ∈1  та MYc ∈2  і кожної замкненої 

YXF ×⊂  величина ( 1c ⊞ )( )Fc2  рівна точній нижній грані ( )Ac1 ⊕ ( )Bc2  
для всіх таких замкнених XA⊂ , YB ⊂ , що ( ) ( )BXYAF ××⊂ U . 

Трактування операції ⊞ з погляду нечіткої теорії ігор теж заслуговує 
окремої публікації. 
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ПРО ОДНУ ЗАДАЧУ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛІННЯ 

ВІНЕРОВИМ ПРОЦЕСОМ 
 

М. М. Осипчук 
Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника; 

76025, Івано-Франківськ, вул. Шевченка, 57; 
тел. +380 (342) 59-60-47; e-mail: myosyp@gmail.com 

 
Розглядається задача мінімізації моменту першого досягнення 

початку координат вінеровим процесом шляхом додавання деякого пе-
реносу. 

Ключові слова: вінерів процес, стохастична експонента, оптима-
льна стратегія. 

 
Вступ 
Нехай RPM ∈≥ xtxttw 0,),),((  – вінерів процес в R , для якого 

1=)=(0)( xwxP . Розглянемо момент першого досягнення процесом 

0))(( ≥ttw  початку координат: 0}=)(:0{inf= sws ≥τ . Зауважимо, що τ  є 
моментом зупинки відносно потоку 0)( ≥ttM . Розподіл випадкової вели-
чини τ  залежить від точки x  і задається при 0≠x  щільністю 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

π t
x

t
xtpx 2

exp
2

||=)(
2

3
, 0>t . Легко бачити, що випадкова величина τ  

не має скінченного математичного сподівання відносно міри xP  при 
0≠x . 
Метою роботи є встановлення коефіцієнту переносу, який забез-

печив би, в певному розумінні, мінімальне значення моменту τ . Коефі-
цієнт переносу вибиратимемо на множині V  прогресивно вимірних 
процесів 0)),(( ≥ttt Mα  в R , для яких  

1=<)(2

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞α∫

τ

dssxP  

та мають місце умови 1=)(0 ατΨxE , +∞Ψ <))(( 20 ατxE , де xE  означає 
математичне сподівання за мірою xP , а 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

α−αα ∫∫
ττ

τ dsssdws )(
2
1)()(exp=)( 2

00

0Ψ  

(тут перший з інтегралів є інтегралом Іто). Елементи множини V  нази-
ватимемо допустимими стратегіями. Випадковий процес 0

0 ))(( ≥Ψ tt α  
часто називають стохастичною експонентою.  
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1 Цільова функція та локальна оптимальна стратегія 
Нехай функція 0)( ≥ttf  додатна неперервна монотонно зростаюча 

та обмежена. Цільовою функцією будемо називати функціонал  
)()(=)( 0 ατα τΨΦ fxE  (1) 

заданий на множині V  допустимих стратегій. Очевидно, що при вико-
нанні припущень щодо функції f  мають місце нерівності 

)(sup=)(0 0 tfC t≥≤Φ≤ α  на всій множині V . Крім того, існує скінченна 
дисперсія )(τfxD  випадкової величини )(τf . 

Нас цікавитиме існування та вигляд допустимої стратегії, на якій 
цільова функція досягала б свого мінімального значення на всьому V  
чи деякій його підмножині. Деяку відповідь на поставлене питання дає 
наступна теорема, що є основним твердженням цього параграфу.  Поді-
бна задача для локального часу вінерового процесу в нулі розглядалася 
в роботі [1], ідеї якої знайшли своє застосування і в нашій ситуації. 

Теорема 1. Нехай додатна неперервна строго монотонно зрос-
таюча та обмежена функція 0)( ≥ttf  така, що існують сталі 0>u  та 

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈ ;1

2
1r  і функція 0>))(( ttρ , для яких при всіх ut <<0  

,)()()( rtssftsf ρ≤−+  причому функція ρ  квадратично інтегровна в 
деякому околі нуля та обмежена поза ним. 

Тоді існує допустима стратегія 
))(,(
))(,(=)(*

twth
twtht x′α , на якій функці-

онал Φ  досягає свого мінімуму на множині 

{ }KVW x ≤Ψ∈ 20 ))((:= αα τE . Тут 1
))((

)(= 2 +− τ
τ
fC

fK
x

x

E
D , 

)(=),( τ+− tfCxth xE , 0≥t , R∈x .  
Зауваження. Очевидно, що множина W  непорожня, бо 1(0)0 ≡Ψτ  

і, отже, W∈0 . Відомо (див. [2, c.244]), що стохастична експонента 

)(0 αtΨ  задовольняє рівняння )()()(1=)( 0

0

0 sdwss

t

t αα+α ∫ΨΨ , якщо тільки 

1=<)(2

0
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞α∫ dss

t

xP . Звідси 

=)()()()()()(21=))((
2

0

0

0

0

20
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
αα+αα+α ∫∫ sdwssdws s

t

s

t

t ΨΨΨ  

1)(2)()()(1)(2= 0

2

0

0

0 −α≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
αα+−α ∫ ts

t

t sdws ΨΨΨ  
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і за умови, що 1=)(0 αtxΨE  матимемо 1))(( 20 ≥Ψ αtxE . Таким чином, 
1))(( 20 ≥Ψ ατxE .   

Перш ніж доводити сформульовану теорему, розглянемо одне до-
поміжне твердження, яке, цікаве і саме по собі.   

Лема. Нехай функція 0)( ≥ttg  додатна при 0>t  і така, що існу-

ють сталі 0>u , ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈ ;1

2
1r  і функція 0>))(( ttρ , для яких при всіх 

ut <<0  має місце ,)(|)()(| rtssgtsg ρ≤−+  причому функція ρ  квадра-
тично інтегровна в деякому околі нуля та обмежена поза ним. Тоді іс-
нує така допустима стратегія 0α , що )()(=)( 0

0 τατ τ gg xEΨ .  
Доведення. Розглянемо функцію 

dsspstgtgxtk xx )()(=)(=),(
0

++ ∫
+∞

τE , 

задану при 0≥t , {0}\R∈x , та довизначимо її за неперервністю в точ-
ках ;0)(t . Ця функція диференційовна за обома змінними скрізь крім 
точок ;0)(t , причому  

,
2

exp
22

||)3()(=
2

exp
2

||)(=),(
2

7

2

0

2

3
0

ds
s

x
s

xsxstgds
s

x
s

xstgxtk ''
t

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

π

−
+−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

π
+ ∫∫

+∞+∞

                      ,
2

exp
2
11)(sign=),(

2

3

2

0

ds
s

x
ss

xstgxxtk'
x

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+∫

+∞

π
 

.
2

exp
2

||)3()(=),(
2

32

2

0

ds
s

x
ss

xsxstgxtk ''
xx

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

−
+∫

+∞

π
 

Всі інтеграли в правих частинах цих рівностей збігаються локаль-
но рівномірно за 0>t  та 0≠x . Тому диференціювання інтегралу, що 
задає функцію ),( xtk , по обох параметрах допустиме. Легко бачити, що 
при всіх 0>t  та 0≠x  має місце рівність  

0.=),(
2
1),( xtkxtk ''

xx
'
t +                                   (2) 

Зауваживши, що )(=)(0, τgxk xE  і )(=,0)( tgtk , розглянемо для 
фіксованого 0≠x  випадковий процес ( )txx gt ME )/(=)( τξ , 0≥t . Очеви-
дно, що )(0,=)(=(0) xkgxx τξ E  та )(=)( ττξ gx . 

Враховуючи, що на множині tt M∈}>{τ  виконується рівність 
tt −ττθ =  ( tθ  – оператор зсуву [3, c. 120]), одержимо  

( ) ( )=/)(/)(=)( }>{}{ ttxttxx ggt MEME ττ χτχτξ +≤  
( ) =)()(=)/()(= )(}>{}{}>{}{ τχχττθχχτ ττττ ++++ ≤≤ tggtgg twttttxtt EME  
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)).(,(=))(,())(,(= }>{}{ ττχχττ ττ ∧∧+≤ twtktwtkwk tt  
Тут і далі Aχ  – індикатор множини A . 
Доведемо далі, що для обчислення стохастичного диференціалу 

випадкового процесу )(txξ  може бути застосована формула Іто (див. 
наприклад [2, c. 136]). Для цього досить довести, що xP -м.н.  

                              ( ) .<))(,( 2
}>{

0

+∞∫
+∞

dttwtk'
xtτχ  

Розглянемо наступне представлення  

       
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−+−∫

+∞

ds
s

x
s

xstgtgxxtk'
x 2

exp
2

))()((sign=),(
2

5

2

0 π  

      .=
2

exp
2
1))()((sign 21

2

3
0

IIds
s

x
s

stgtgx −
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−+−− ∫

+∞

π
 

Оцінюючи 1I  та 2I , маємо  

≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−≤ ∫∫

+∞

ds
s

x
s

xtgds
s

x
s

xstI
u

r
u

5

22

5

22

0
1

22
exp)(

22
exp)(||

ππ
ρ  

))()((
2
1)(

2
1)(

323
0

tgtconstds
s

tgds
s

t
u

u

+≤+≤ ∫∫
+∞

−
ρ

ππ
ρ

α
 

Тут враховано очевидні при 0>s  та R∈x  нерівності  

1,<
2

exp1,<
2

exp
222

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

s
x

s
x

s
x  

а запис const  означає деяку додатну сталу. Отже, 
))()(()),(( 222 tftconstxtk'

x +≤ ρ  і тому  

( ) .))()(())(,( 22

0

2
}>{

0

dttftconstdttwtk'
xt +≤ ∫∫

+∞

ρχ
τ

τ  

Оскільки 1=)<( +∞τxP , функція )(tρ  інтегровна з квадратом в 

околі нуля, )(tg  обмежена, то ( ) +∞∫
+∞

<))(,( 2
}>{

0

dttwtk'
xtτχ  xP -м.н. 

Далі, застосувавши до ))(,(=)( ττξ ∧∧ twtktx  формулу Іто, з вра-
хуванням (2) матимемо  

).())(,()(0,=)())(,()(0,=)( }>{
00

sdwswskxksdwswskxkt s
'
x

t
'
x

t

x τ

τ∧

χ++ξ ∫∫  

Зауважимо, що при τ<0 t≤   

,
2

)(exp
2

|)(|)(=))(,(=)(
2

3
0

ds
s
tw

s
twstgtwtktx

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−+∫

+∞

π
ξ  
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а при τ≥t  0.>)(=,0)(=))(,(=)( ττττξ gkwktx  
Крім того, )(txξ  xP -м.н. неперервна по t . Тому xP -м.н. 

0>)(inf
0

tx
t
ξ

τ≤≤
 і можемо записати  

),()()(ˆ)(=)()(
)(

))(,()(0,=)( 0
0

}>{

0

sdwssgsdws
s

swskxkt x

t

xx
x

s'
x

t

x ξα+τξ
ξ

χ
+ξ ∫∫ τ E  

де позначено }>{
}>{

0 ))(,(
))(,(=

)(
))(,(=)(ˆ s

'
x

x

s'
x swsk

swsk
s

swsks τ
τ χ

ξ
χ

α . 

Покладемо 
))(,(
))(,(=)(0 twtk

twtkt
'
xα . Враховуючи, що на множині }<{ τt   

( ) 0,>)/(=)(=))(,( )( txtw gtgtwtk MEE ττ+  
можемо стверджувати, що 00 ))(( ≥ttα  є допустимою стратегією. 

Крім того, )()(=)()ˆ(=)( 0
0

0
0 ταταξ τ ggt xtxtx EE ∧ΨΨ  і 

)()(=)(=)( 0
0 τατξτ τ gg xx EΨ , що і потрібно було довести.  

Перейдемо тепер до доведення основного твердження роботи.  

Доведення теореми 1. Позначимо ( )2
1

200 ))((=)( αα ττ ΨΨ xE  та роз-

глянемо функціонал 
)(

)())((=)(ˆ
0

0

α
ατα

τ

τ

Ψ
Ψ−

Φ
fCxE .  

Легко бачити, що  
)()(ˆ=)( 0 ααα τΨΦ−Φ C . (3) 

Далі, функція )(tfC −  задовольняє умови леми. Тому існує така 

допустима стратегія 
))(,(
))(,(=)(*

twth
twtht x′α , де )(=),( τ+− tfCxth xE , 0≥t , 

R∈x , що ))()((=)( *0 τατ τ fCfC xE−Ψ−  і, отже,  

)(
)()())((=)(ˆ

0

0*0

α
αατα

τ

ττ

Ψ
ΨΨ

−Φ x
x fC EE . 

Зауважимо, що 
)(

)(=)( *0

τ
τατ fC

fC

xE−
−

Ψ . Звідси  

K
fC
fC

x

x =
))((
))((

=)( 2

22*0

τ
τ

ατ E
E

−
−

Ψ , 

а це дає підстави стверджувати, що W∈*α , причому, для всіх W∈α   
.)()( *00 αα ττ Ψ≤Ψ  (4) 

Нерівність Коші, застосована до )()( 0*0 αα ττ ΨΨxE , дозволяє запи-
сати:  
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.)())((=)(ˆ=)(ˆmax *0* αταα τ
α

Ψ−ΦΦ
∈

fC x
V

E  

З (3) і (4) випливає нерівність )(=)()(ˆ)( **0* αααα τ ΦΨΦ−≥Φ C  
при всіх W∈α , яка доводить твердження теореми 1. 

Зауважимо, що нескладні обчислення приводять до рівності 

.
)(

)()(=)(min
τ−

τ
−τα

∈α fC
ff
x

x
x

W E
DEΦ  

Цікавим є наступний приклад, в якому вдається знайти оптималь-
ну стратегію в явному вигляді. Розглянемо функціонал (1) з функцією 

mtetf −−1=)( , де 0>m  – деяка стала. Оскільки при всіх 0>s , 0>t  має 
місце нерівність tmeee msmtms −−− ≤− )(1 , то умови теореми 1 виконані і, 
отже, існує допустима стратегія, яка мінімізує функціонал (1) на мно-
жині W . Множина допустимих стратегій W  задається нерівністю 

||1)22(20 ))(( xm
x e −≤Ψ ατE . Оптимальна стратегія має вигляд 

))((sign2=)(* twmt −α .  
2 Глобальна ε -оптимальна стратегія 
Поставимо питання про існування оптимальної, в сенсі мінімізації 

функціоналу Φ , стратегії на всій множині допустимих стратегій V . За-
уважимо насамперед, що для кожної V∈α  має місце очевидна нерів-
ність 0>)(αΦ . Наступні обчислення показують, що можна одержати як 
завгодно мале додатне значення функціоналу Φ  на V . 

Розглянемо однопараметричну множину функцій 
0}>:))({( λφλ R∈xx , в якій )(sign2=)( xx λφλ − , та відповідну множину 

допустимих стратегій ))((=)( twt λλ φα . Формула Танака (див., напри-
клад, [4, c. 83]) дозволяє записати  

|,(0)|=)(|(0)||)(=|)())((sign
0

wwwsdwsw −τη−−τ∫
τ

 

де )(tη  – локальний час в нулі вінерового процесу до моменту часу t  і 
враховано, що для кожного R∈x  xP -м.н. 0=)(τw , 0=)(τη . Звідси ма-
ємо  

{ }λτ−λ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

λτ−λ−α ∫
τ

λτ |(0)|2exp=)())((sign2exp=)(
0

0 wsdwswΨ  

Виберемо деяке 0>ε  та знайдемо таке 0>δ , що для всіх 
δ≤≤ t0  має місце ε≤)(tf . Тоді, використовуючи рівність 

||2

0

=)( x
x

t edttpe λ−λ−
+∞

∫ , яку легко перевірити, запишемо  

=)()(=)( 0
λτλ ατα ΨΦ fxE  
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{ } =)(=|(0)|2exp)( ||2 λτ−λ τλτ−λτ= efewf x
x

x EE  

≤+ε≤ ∫∫∫
+∞

δ

λδ−λλ−
δ

λλ−
+∞

λ dttptfedttpeedttpetfe x
x

x
tx

x
tx )()()()()(= ||2

0

||2

0

||2  

).(=)()()( ||2

0

||2

0

||2 τ+ε+ε≤ λδ−λ
+∞

λδ−λλ−
+∞

λ ∫∫ fedttptfedttpee x
x

x
x

x
tx E  

Далі той факт, що 0=lim ||2 λδλ

λ

−

+∞→

xe  при кожних R∈x  та 0>δ , 

означає можливість зробити значення функціоналу Φ  як завгодно ма-
лим вибором допустимої стратегії λα  з достатньо великим значенням 
λ , якщо тільки +∞<)(τfxE . 

Множину VV ⊂*  назвемо ε -оптимальною стратегією для задачі 
мінімізації функціоналу Φ  на множині допустимих стратегій V , якщо 
для кожного 0>ε  існує така допустима стратегія ** V∈α , що 

ε+αα
∈α

)(inf<)( * ΦΦ
V

.  

Наведені вище міркування дозволяють сформулювати наступне 
твердження. 

Теорема 2. Нехай функція 0))(( ≥ttf  зі значенням 0=(0)f  непере-
рвна та невід'ємна. Нехай існує скінченне )(τfxE , де τ  – момент пер-
шого досягнення процесом 0))(( ≥ttw  початку координат. Тоді для задачі 
мінімізації функціоналу Φ , що задається рівністю (1), існує ε -
оптимальна стратегія. Елементи цієї стратегії утворюють однопа-
раметричну множину і задаються рівністю ))((sign2=)( twt λ−αλ .  

На завершення хочу з великою вдячністю згадати мого вчителя 
професора Портенка М. І., чия увага та поради значною мірою посприя-
ли покращенню цієї роботи. 
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УДК 517.53 
 
ПРО МІРУ ХАУСДОРФА МНОЖИНИ ВАЛІРОНІВСЬКИХ 

ДЕФЕКТНИХ ВЕКТОРІВ ЦІЛОЇ КРИВОЇ 
 

Я. І. Савчук 
Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 

76019, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська, 15; 
тел. +380 (342) 72-71-31; e-mail: math@nung.edu.ua 

 
Дано точнішу за відомі раніше метричну характеристику валіро-

нівських дефектних векторів цілої кривої скінченного порядку. 
Ключові слова: ціла крива, характеристика росту, функція на-

ближення, валіронівський дефектний вектор, полярна множина, міра 
Хаусдорфа. 

 
Цілою кривою називається голоморфне відображення pCC →:G

r
, 

де р – натуральне число, більше за одиницю. Отже, р-вимірна ціла крива 
має вигляд ( ) ( ) ( ) ( )( )zgzgzgzG p,...,, 21=

r
, де компоненти 

( ) ( ) ( )zgzgzg p,...,, 21  – цілі (тобто аналітичні в усій комплексній площи-
ні) функції. Вважатимемо їх лінійно незалежними і без спільних нулів. 

Для р-вимірної цілої кривої G
r

 характеристика росту ( )GrT
r

,  та 
функція наближення ( )Garm

rr,,  при 0
rr

≠a  визначаються рівностями 

( ) ( ) ϕ
π

π
ϕ dreGGrT i∫=

2

0

ln
2
1,

rr
, 

( ) ( )
( ) ϕ

π

π

ϕ

ϕ

d
areG

areG
Garm

i

i

∫ ⋅

⋅
=

2

0

ln
2
1,, rr

rr
rr . 

Розглянемо 

                                      ( ) ( )
( )

, ,
, lim

,r

m r a G
a G

T r G→∞
Δ =

rr
rr

r .                                     

Якщо ( ), 0a GΔ >
rr , то ar  називається валіронівським дефектним ве-

ктором.  
Позначимо через ( ) { } ( ){ }\ 0 : , 0V G a a G= ∈ Δ >

r r rr rpC  множину валіро-

нівських дефектних векторів цілої кривої G
r

. 
Порядком цілої кривої G

r
 називається величина ( )

r
GrT

r ln
,lnlim
r

∞→
=ρ . 

Відносно множини ( )V G
r

 Фаворовим С.Ю. отримано такий ре-

зультат [2]: перетин ( )V G
r

 з довільною гіперплощиною з pC , яка не 
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проходить через початок координат, має нульову Γ -ємність. Точніший 
результат отримав А. Садуллаєв [3]. Перш ніж його сформулювати, на-
гадаємо, що множина E ⊂ nC  називається nC -полярною, якщо існує 
плюрісубгармонічна в nC  функція ( )zΦ ≡ −∞/ , така, що 

( ){ }:E z z⊂ Φ = −∞ . Результат А. Садуллаєва полягає в наступному (ми 

його формулюємо в зміненій, але еквівалентній формі): Переріз ( )V G
r

 з 
довільною гіперплощиною, яка не проходить через початок координат, 
є p-1C  – полярною множиною. 

Мною отримано такий результат. 
Теорема. Нехай L ⊂ pC  – гіперплощина, яка не проходить через 

початок координат, G
r

 – р-вимірна ціла крива скінченого порядку. Тоді 
міра Хаусдорфа ( )( ) 0h L V G∗ ∩ =

r
 для всіх вимірюючих функцій ( )h t , які 

задовольняють умові 
( )
( )2 3

0 lnp

h t
dt

t t− < ∞
−∫ .                                        (1) 

З результату Садуллаєва випливає, що ( )( ) 0h L V G∗ ∩ =
r

 тільки для 

функцій ( )h t , які задовольняють умові  
( )

2 3
0

p

h t
dt

t − < ∞∫ . 

Доведення. Позначимо через pS  множину одиничних векторів із 
pC , перша ненульова компонента яких є додатним числом. Очевидно, 

{ }: ,a aλ λ= ∈ ∈
r rp pC S C , і для довільної цілої кривої pCC →:G

r
 викону-

ється ( ) ( ), ,a G a GλΔ = Δ
r rr r , { }\ 0a∈

rr pC , { }0λ∈C \ . 

Розглянемо довільну гіперплощину ( ) { }, :L c a a cλ λ= = ∈ ⋅ =
r r r rp-1 pC C , 

c∈r pC , 1c =
r , { }0λ∈C \ . Нехай , 0,b rδ λ∈ > >

r
pS . Покажемо, що мно-

жина ( ) ( ) { }, , :r c S b a a rλ δ∗Θ = ∩ ∩ ∈ ≤
rr r rp-1 pC C , де 

( ), :
a b

S b a
a

δ δ∗
⎧ ⎫⋅⎪ ⎪= ∈ <⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

rr
r r

r
pC , покривається 

2 4
1 1

p

δ

−
⎛ ⎞⎡ ⎤ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 2 p -вимірними ку-

бами зі сторонами довжиною 
24 rδ

λ
. Нас цікавитимуть досить малі 0δ > . 

Подамо                      ,c cc b a a bβ= + ⊥
r rr r r .                                          (2) 

Очевидно, 1β ≤ . Відповідно до (1) для довільного ra∈Θr  викону-
ється 

c c c cac ab a a ab a a a a a r a rλ β δ δ= = + ≤ + ≤ + ⋅ ≤ ⋅ + ⋅
r rrr r r r r r r r r r r , 

звідки 
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ca
r
λ

δ≥ −
r .                                            (3) 

Отже, якщо вектор b∈
r

pS  такий, що не виконується (2), то rΘ =∅ . 
Оскільки нас цікавлять досить малі 0δ > , то розглядаємо тільки такі 

( ),S b δ∗
r

 (
2r
λ

δ <  ), щоб виконувалось 

2ca
r
λ

≥
r ,                                               (4) 

де car  визначається умовою (2). 

Нехай : c
r r

c

aa a
a

λ
⎧ ⎫⎪ ⎪Θ = + ∈Θ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

r
r r% r . Тоді для довільного вектора ra∈Θr %  маємо: 

c c

c c

a aa a r
a a

λ λ λ≤ + + ≤ +
r r

r r
r r ,                                 (5) 

0c c

c c

a aac a c c
a a

λ λ λ λ
⎛ ⎞

= + − = − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r r
rr r r r

r r ,                              (6) 

c c

c c

a aab a b a r
a a

λ δ λ δ
⎛ ⎞

= + ≤ + ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

r rr rr r r
r r .                             (7) 

Позначимо c

c

ad
a

= ∈
rr
r

pS . Тоді d b⊥
r r

, і, відповідно до (2), (4), (6) та 

(7) для довільного ra∈Θr %  виконується 
22c

c c c

a ba a r rad
a a a

β δ δ σ
λ

⋅ ⋅⋅
= = ≤ ≤ =

rrr rrr
r r r . Оскільки r λ> , то, відповідно до 

(7), виконується ab σ≤
rr . 

Отже, rΘ%  міститься в множині { }: , ,a ab ad a rσ σ λ∈ ≤ ≤ ≤ +
r rr r r rpC , 

де b d⊥
r r

 та 1b d= =
r r

. Зрозуміло, що таку множину можна покрити 

( )
2 42 4

21 1
2

pp
rr

r
λ λλ

σ δ

−− ⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ +⎡ + ⎤
⎜ ⎟+ = +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 2 p -вимірними кубами зі сто-

ронами довжиною 2σ . Те ж саме можна сказати і про множину 
r rdλΘ = +Θ

r
% . Нехай тепер ( )h t  – довільна вимірююча функція, яка задо-

вольняє умові (1). Але ( )
11

j j
jj

h E h E
∞ ∞

∗ ∗

==

⎛ ⎞
≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑U , і для і для довільної цілої 

кривої pCC →:G
r

 скінченного порядку виконується 

( ) { }( )
1 1 1

:
k k

k k s

V G U U a a sα α

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞
⊂ = ∈ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠

r r r
IU U U pC  де 

k
Uα  – множини із pC , 
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кожна з яких задовольняє умові: існують 0kα >  і вектори 
, 1,2, ,knb n∈ =

r
KpS  такі, що для довільного 

k
a Uα∈
r  виконується 

( ){ }: exp n
kna c c b e α∈ ∈ ⋅ ≤ −
rr r rpS  для нескінченної множини значень n . То-

му нам досить довести, що для довільних 0α >  та 0r >  виконується 
{ } ( )( ): , 0h U a a r cα λ∗ ∈ ≤ =
r r r

I Ip p-1C C . 

Нехай 1 2, ,b b
r r

K  – вектори із pS , що відповідають Uα . Тоді для дові-
льного N ∈N  виконується 

( ) { } ( )( ), : ,exp j
r j

j N

U c a a r b e α
α λ

∞

=

Γ = ∈ ≤ ⊂ Θ −
rr r r

I I Up-1 pC C .           (8) 

Умова (1) рівносильна умові ( )
2 4

0

1ln lnp

h t
d

t t−

⎛ ⎞⎛ ⎞− < ∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ , з якої випливає, 

що 
( )

( )2 4
1 1

1 1ln ln ln lnj
p

j j jj

h t
t tt

∞

−
= −

′ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− < ∞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ,                        (9) 

де jt′  – точка мінімуму функції ( )
2 4p

h t
t −  на відрізку 1,j jt t −⎡ ⎤⎣ ⎦ . 

Виберемо ( )exp j
jt e α= − . Тоді із (9) отримаємо 

( )
( )2 4

1

j
p

j j

h t

t

∞

−
=

′
< ∞

′
∑ ,                                         (10) 

де ( ) ( )( )1exp exp jj
je t e αα −′− ≤ ≤ − . 

Очевидно, ( )( ) ( ),exp ,j
r j r j jb e b tα ′Θ − ⊂ Θ
r r

, а множину ( ),r j jb t′Θ
r

, як по-

казано вище, можна покрити 
2 4

1 1
p

jt

−
⎛ ⎞⎡ ⎤

+⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟′⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠
 кубами зі сторонами довжи-

ною 
24 jt r

λ
′

, або 
2 42

24 11 1
pp

j

r
tλ

−
⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤

+ ⋅ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟′⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
 кубами зі сторонами jt′ . 

Тоді для довільного 0ε > , відповідно до (8) та (10), маємо 

( ) ( )
2 42

24 11 1
pp

j
j N j

rh h t
t

ε
λ

−
∞

∗

=

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤
′Γ ≤ + ⋅ + <⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎜ ⎟′⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

∑  при ( )N N ε= , звідки ( ) 0h∗ Γ = . 

Теорема доведена. 
Приклад. Існує 1−pC  – полярна множина E  та вимірююча функція 

( )th , яка задовольняє умові (1), така, що ( ) ∞=Eh* . 
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Дійсно, розглянемо ( ) ( ) ( ) 1loglog2 −−−−= αα α tttK , де 1<α ; 
( ) ( ) 1

1 log~ −−= tth . За теоремою 4 із [4, с.41] знайдеться множина CE ⊂~  – 
така, що 

( ) 0~~*
1 =Eh .                                           (11) 

З теореми 1 із [4, с.35] випливає, що  
( ) ∞=Eh ~~* ,                                         (12) 

де ( ) ( )αtth log~
−= . 

Розглянемо множину 2~ −×= pCEE . Вона 1−pC  – полярна, оскільки, 
відповідно до (11) та теореми 5.14 із [5] множина E~  буде C  – поляр-
ною. 

Із (12) випливає, що ( ) ∞=Eh *~ , де ( ) ( )αttth p log42 −= − . Разом з тим, 
( )th  задовольняє умові (1). 
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У статті вивчаються праві і ліві нулі, одноточкові ліві ідеали, 

мінімальний ідеал, центральні елементи, скоротні зліва і скоротні 
справа елементи напівгрупи )(Sυ  монотонних сімей на циклічній 
напівгрупі S, а також характеризуються циклічні напівгрупи, 
розширення )(Sυ  яких є комутативним. 

Ключові слова: циклічна напівгрупа, монотонна сім’я, 
компактифікація Стоуна-Чеха. 

 
Вступ 
Дана стаття присвячена вивченню структури напівгруп 

монотонних сімей на циклічних напівгрупах. 
Сім’я M  непорожніх підмножин множини X  називається 

монотонною, якщо з M∈⊃ AB  випливає, що M∈B . Замкнена 
відносно скінченних перетинів монотонна сім’я F  називається 
фільтром. Фільтр }скінченна \:{= −⊂ FXXFXF  називається 
фільтром Фреше на множині X . Фільтр U називається ультра-
фільтром, якщо FU =  для будь-якого фільтра F , який містить U . 
Множина всіх монотонних сімей на множині X  позначається через 

)(Xυ , а сім’я )(Xβ  всіх ультрафільтрів на множині X  називається 
компактифікацією Стоуна-Чеха множини X , див. [11], [12]. 

Кожне відображення YXf →: продовжується до відображення  
                  ,:)(:),()(: 〉∈⊂〈υυ→υυ MM MYMffYXf a            див.[9] 

Тут для сім’ї B  непорожніх підмножин множини Y  через 
〉∈⊂〈 BBYB :  позначено сім’ю  

)}.(:{=: ABBYABYB ⊂∈∃⊂〉∈⊂〈 BB  
Ультрафільтр }{x  називається головним ультрафільтром, 

породженим множиною }{x , Xx∈ . Можна вважати, що 
)()( XXX υβ ⊂⊂ , якщо ототожнити кожну точку Xx∈  з головним  

ультрафільтром 〉〈 }{x , породженим множиною .}{x  
В [9] доведено, що кожна асоціативна бінарна операція 

SSS →×:*  продовжується до асоціативної бінарної операції 
)()()(: SSS υυυ →×o  за формулою  

〉⊂∈〈 ∈
∈

MLML Laaa
La

MLMa }{,:*= Uo  
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для монотонних сімей )(, Sυ∈ML . В цьому випадку компактифікація 
Стоуна-Чеха )(Sβ  є піднапівгрупою напівгрупи монотонних сімей 

)(Sυ . 
Непорожня підмножина I  напівгрупи ,*)(S  називається ідеалом 

(відповідно правим ідеалом, лівим ідеалом), якщо IISSI ⊂∪ **  
(відповідно ISI ⊂* , IIS ⊂* ). Елемент z  напівгрупи ,*)(S  
називається нулем (відповідно лівим нулем, правим нулем) в S , якщо 

zazza =*=*  (відповідно zaz =* , zza =* ) для кожного Sa∈ . Це 
рівносильно тому, що }{z  є ідеалом (відповідно правим ідеалом, лівим 
ідеалом) в S . Ідеал SI ⊂  називається  мінімальним, якщо кожен ідеал 
напівгрупи S , що міститься в ,I  співпадає з I . Аналогічно визнача-
ються мінімальні ліві та мінімальні праві ідеали напівгрупи S . Об’єд-
нання )(SK  всіх мінімальних лівих (правих) ідеалів в S  співпадає з 
мінімальним ідеалом напівгрупи S , (див.[11,теор.2.8]). Напівгрупа 

,*)(S  називається напівгрупою правих нулів, якщо bba =*  для всіх 
Sba ∈, . 
Відображення TS →:ϕ  між двома напівгрупами ,*)(S  та ),( oT  

називається гомоморфізмом, якщо )()(=)*( baba ϕϕϕ o  для всіх 
Sba ∈, . Гомоморфізм IS →:ϕ  з напівгрупи S  в ідеал SI ⊂  

називається ретракцією, якщо aa =)(ϕ  для будь-якого елемента Ia∈ . 
Елемент a напівгрупи S називається скоротним зліва (справа), якщо для 
довільних елементів Syx ∈,  з рівності ayax =  (відповідно yaxa = ) 
випливає, що yx = . Це рівносильно тому, що лівий (відповідно правий) 
зсув SSla →: , xaxla *: a , (відповідно SSra →: , axxra *: a ) є 
ін’єктивним відображенням. Напівгрупа, всі елементи якої є 
скоротними зліва (справа), називається напівгрупою з лівими (правими) 
скороченнями. 

Напівгрупа N∈〉〈 n
naa }{= , породжена елементом a , називається  

циклічною. Якщо циклічна напівгрупа є нескінченною, то вона 
ізоморфна до адитивної напівгрупи N . Скінченна циклічна напівгрупа 

〉〈aS =  також має нескладну структуру [7]. Існують натуральні числа r  
і m , які називаються  індексом і  періодом напівгрупи S , такі що:   

• },,,{= 12 −+rmaaaS K  i |=|1 Srm −+ ;  
• для кожних ω∈ji,  рівність jrir aa ++ =  виконується тоді і лише 

тоді, коли )mod(≡ mji ;  
• },,,{= 11 −++ rmrr

m aaaC K  є мінімальним ідеалом, циклічною і 
максимальною підгрупою напівгрупи S  з одиницею m

n Cae ∈= , де n  
ділиться на m .  
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Надалі скінченну циклічну напівгрупу індекса r  і періода m  
позначатимемо через mrC , , а її максимальну підгрупу − через mC . 

1 Гомоморфізми, праві, ліві нулі та мінімальні (ліві) ідеали  
Твердження 1.1. Для кожного гомоморфізму TS →:ϕ  між 

напівгрупами ),*( 1S  та ),*( 2T  індуковане відображення 
)()(: TS υυυϕ →  є гомоморфізмом напівгруп )),(( 1oSυ  та )),(( 2oTυ .  

Доведення. Зафіксувавши дві монотонні сім’ї )(, Sυ∈ML , 
одержимо  

        

).()(=:)(:)(

=)()}({,:)(
=}{,:)()(

=}{,:)(
=)}{,:(=)(

22

)(2
)(

2

1

11

MLML

ML
ML

ML
MLML

υϕυϕ〉∈ϕ〈〉∈ϕ〈=

〉υϕ⊂ϕ∈ϕ∗〈=

〉⊂∈ϕ∗ϕ〈=

〉⊂∈∗ϕ〈=

〉⊂∈∗〈υϕυϕ

ϕ∈
ϕ∈

∈
∈

∈
∈

∈
∈

oo

U

U

U

Uo

MMLL

MLMx
MLMx

MLMx
MLMx

Lxxx
Lx

Lxxx
Lx

Lxxx
Lx

Lxxx
Lx

 

Зауважимо, що для піднапівгрупи T  напівгрупи S  відображення 
)()(: STi υυ → , Si 〉〈→ AA:  є ін'єктивним гомоморфізмом, а тому 

надалі ми ототожнюємо напівгрупу )(Tυ  з піднапівгрупою 
)())(( STi υυ ⊂ . 

Лема 1.1. Нехай I  − ідеал напівгрупи S . Якщо відображення 
IS →:ϕ  є ретракцією, то відображення )()(: IS υυυϕ →  також є 

ретракцією.  
Доведення.  Дійсно, нехай )(Iυ∈A , )(Sυ∈M , тоді  

.)(*,}{,:*=
}{,,:*=

IIMaMAMa
MIAAMa

aAaAaaaAa

AaaaAa

υ∈〉⊂⊂∈〈
=〉⊂⊂∈〈

∈∈∈

∈∈

UU

Uo

MA
MAMA

 

Аналогічно )(Iυ∈AMo , а тому )(Iυ  є ідеалом напівгрупи )(Sυ .  
Якщо )(Iυ∈A , то  

   AAAAA =}:{=:=,:)(=)( ∈⊂〉∈⊂〈〉∈⊂〈 AIAAIAAIAAϕυϕ ,  
а отже, υϕ  − ретракція.  

Лема 1.2. Нехай I  − ідеал напівгрупи S  і відображення IS →:ϕ  
є ретракцією. Напівгрупа S  має правий (лівий) нуль тоді і лише тоді, 
коли напівгрупа I  має правий (лівий) нуль, причому всі праві і ліві нулі 
напівгрупи S  містяться в I .  

Доведення. Нехай z  − правий (лівий) нуль напівгрупи S , тоді 
zsz =  ( zzs = ) для будь-якого Ss∈ . Оскільки ϕ  − гомоморфізм, то 

)(=)()( zzs ϕϕϕ  ( )(=)()( zsz ϕϕϕ ). Зокрема, для будь-якого Is∈  
виконується рівність ss =)(ϕ , а тому )(=)()(=)( zzszs ϕϕϕϕ  
( )(=)()(=)( zszsz ϕϕϕϕ ). Таким чином, )(zϕ  − правий (лівий) нуль 
напівгрупи I . 
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Навпаки, нехай Iz∈  − правий (лівий) нуль напівгрупи I . 
Оскільки I  − ідеал, то для будь-якого Ss∈  маємо Izssz ∈, , а отже, 

zzszsszsz =)(=)()(=)(= ϕϕϕϕ  ( zszszzszs =)(=)()(=)(= ϕϕϕϕ ) i z  
− правий (лівий) нуль напівгрупи S . 

Якщо z  − правий (лівий) нуль напівгрупи S , то Iszz ∈=  
( Izsz ∈= ), де Is∈ . Таким чином, всі праві (ліві) нулі напівгрупи S  
містяться в I . 

Нехай e  − одиниця максимальної підгрупи mC  циклічної 
напівгрупи mrC , . 

Лема 1.3. Відображення mmr CC →,:ϕ , exx =)(ϕ  є ретракцією, 
причому xyyx =)(ϕ  для будь-яких mrCx ,∈  i mCy∈ .  

Доведення. Оскільки підгрупа mC  є ідеалом напівгрупи mrC , , то 

mCexx ∈=)(ϕ . Тоді )()(====)( yxexeyeexyexyxy ϕϕϕ  для будь-яких 

mrCyx ,, ∈  і xexx ==)(ϕ  при mCx∈ . А отже, відображення 

mmr CC →,:ϕ  є ретракцією. Далі для будь-яких mrCx ,∈  i mCy∈  маємо, 
що mCxy∈ , а тому xyxy =)(ϕ . З іншого, боку yxyxxy )(=)()(=)( ϕϕϕϕ , 
бо mCy∈ .  

З лем 1.1.-1.3. випливає наступне: 
Твердження 1.2. Напівгрупа )( ,mrCυ  містить правий (лівий) нуль 

тоді і лише тоді, коли її піднапівгрупа )( mCυ  містить правий (лівий) 
нуль. Причому кожен правий (лівий) нуль )( ,mrCυ  належить )( mCυ .  

Нехай S  − напівгрупа. В [9] доведено, що монотонна сім'я 
)(Sυ∈M  є правим нулем в S  тоді і лише тоді, коли M  є інваріантною в 

тому сенсі, що M∈− MssM 1,  для будь-якого Ss∈  і для будь-якого 
M∈M , де }:{=1 MsaSaMs ∈∈− . 
Оскільки фільтр Фреше на нескінченній циклічній напівгрупі N  є 

інваріантним, то напівгрупа )(Nυ  містить правий нуль. Більше того, 
аналогічними міркуваннями як в теоремі 2.2 з [1] можна показати, що 
напівгрупа )(Nυ  містить c2  правих нулів. 

Оскільки для кожної групи G  монотонна сім’я }{G  є 
інваріантною, а отже, правим нулем напівгрупи )(Gυ , то з 
попереднього твердження випливає наступне: 

Твердження 1.3. Для кожної циклічної напівгрупи S  напівгрупа 
)(Sυ  містить правий нуль.  
Твердження 1.4. Для скінченної циклічної напівгрупи mrC ,  напів-

група )( ,mrCυ  містить (лівий) нуль тоді і тільки тоді, коли період 1=m .  
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Доведення. Якщо період 1=m , то напівгрупа )( 1Cυ  містить 
єдиний елемент, який, очевидно, є її нулем. Тоді згідно з твердженням 
1.2 напівгрупа )( ,1rCυ  також містить (лівий) нуль. У випадку 1>m  
напівгрупа )( mCυ  містить принаймні два правих нулі }{=1 mCZ  i 

〉∈〈 mCgg :}{=2Z . Таким чином, )( mCυ  не містить жодного лівого 
нуля, і з твердження 1.2 випливає, що напівгрупа )( ,mrCυ  не містить 
(лівих) нулів. 

Далі ми охарактеризуємо циклічні напівгрупи S , для яких 
напівгрупа )(Sυ  містять одноточкові мінімальні ліві ідеали. 

Монотонна сім’я )(Sυ∈Z  є правим нулем напівгрупи )(Sυ  тоді і 
тільки тоді, коли одноточкова множина }{Z  є мінімальним лівим 
ідеалом у )(Sυ . Оскільки всі мінімальні ліві ідеали ізоморфні між 
собою і об’єднання ))(( SK υ  всіх мінімальних лівих ідеалів в )(Sυ  
співпадає з мінімальним ідеалом напівгрупи )(Sυ  (див.[11,теор.2.8]), то 
з тверджень 1.3 i 1.4 випливає наступна 

Теорема 1. Для циклічної напівгрупи S  всі мінімальні ліві ідеали 
напівгрупи )(Sυ  є одноточковими множинами. В цьому випадку 
мінімальний ідеал ))(( SK υ  напівгрупи )(Sυ  є її піднапівгрупою правих 
нулів. Циклічна напівгрупа містить одноточкові мінімальні праві ідеали 
тоді і лише тоді, коли вона є скінченною циклічною напівгрупою 
періода 1.  

2 Комутативність та центральні елементи 
Теорема 2. Для циклічної напівгрупи S  напівгрупа )(Sυ  є 

комутативною тоді і лише тоді, коли S  є скінченною циклічною 
напівгрупою періода 1=m  і індекса {1,2,3}∈r .  

Доведення. Якщо період m  скінченної циклічної напівгрупи mrC ,  
більший одиниці, то з доведення твердження 1.4 відомо, що напівгрупа 

)( ,mrCυ  містить принаймні два правих нулі, а тому не може бути 
комутативною. 

Нехай індекс циклічної напівгрупи S , породженої елементом a , 
більший за 3 або вона є нескінченною циклічною напівгрупою. 
Розглянемо монотонні сім’ї 〉〈 }{},{= 2aaA  та 〉〈 },{= 2aaB . Оскільки 

〉〈 },{},,{= 4332 aaaaBA o , а 〉〈 }{= 3aAB o , то дані сім'ї не комутують, і 
напівгрупа )(Sυ  не є комутативною. 

Напівгрупа )( 1,1Cυ  є одноточковою. Для циклічної напівгрупи 

}=|,{= 232
2,1 aaaaC  добуток будь-яких монотонних сімей напівгрупи 
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)( 2,1Cυ  дорівнює головному ультрафільтру 〉〈 }{ 2a . Таким чином, 
напівгрупи )( 1,1CG  і )( 2,1CG  комутативні. 

Розглянемо циклічну напівгрупу }=|,,{= 3432
3,1 aaaaaC . З 

формули множення  
〉⊂∈〈 ∈

∈
BABA Aaaa

Aa
BABa }{,:*= Uo  

випливає, що головні ультрафільтри комутують з усіма монотонними 
сім’ями. Якщо A  i B  не є головними ультрафільтрами, але всі їх 
елементи містять елемент a , то 〉〈 },{== 32 aaABBA oo . У випадку, 
коли A  або B  містить елемент }{\3,1 aCM ⊂ , добуток }{== 3aAMMA  
для будь-якого BA,∈A . І якщо при цьому A∈}{a  i B∈}{a , то 

〉〈 }{},{== 32 aaABBA oo , в іншому випадку 〉〈 }{== 3aABBA oo . 
Таким чином, всі елементи )( 3,1Cυ  комутують. 

Оскільки циклічна напівгрупа S  є комутативною, то з формули 
множення  

〉⊂∈〈 ∈
∈

BABA Aaaa
Aa

BABa }{,:*= Uo  

випливає, що всі головні ультрафільтри є центральними в напівгрупі 
)(Sυ . В статті [9] доведено, що для групи G  монотонна сім'я є 

центральною в )(Gυ , тоді і тільки тоді, коли вона є головним 
ультрафільтром. Ми покажемо, що для скінченної циклічної напівгрупи 

mrC ,  напівгрупа )( ,mrCυ  містить центральні елементи, які не є 
головними ультрафільтрами. 

Лема 2.1. Нехай IS →:ϕ  − ретракція напівгрупи S  на ідеал I . 
Якщо a  є центральним елементом у напівгрупі S , то )(aϕ  є 
центральним елементом у напівгрупі I  

Доведення. Дійсно, для будь-якого Ix∈  маємо  
        ).(=)()(=)(=)(=)()(=)( axaxxaaxxaxa ϕϕϕϕϕϕϕϕ  
Теорема 3. Для кожної скінченної циклічної напівгрупи mrC ,  

центр напівгрупи )( ,mrCυ  містить монотонні сім’ї, які не є головними 
ультрафільтрами. Центр напівгрупи )( 2,mCυ  містить 2+m  елементи. 

Доведення. Оскільки за лемами 1.3 і 1.1 відображення 
mmr CC →,:ϕ , exx =)(ϕ  і )()(: IS υυυϕ →  є ретракціями, а 

центральними елементами напівгрупи )( mCυ  є тільки головні 
ультрафільтри, то з леми 2.1 випливає, що якщо монотонна сім’я 

)( ,mrCυ∈M  є центральною, то mCxx ∈〉〉〈〈⊂ − ,)}{()( 1υϕM . Нехай a  − 

твірний елемент напівгрупи mrC , . Розглянемо елементи 1−ra  та 
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11 =)( −− rr eaaϕ . Ми стверджуємо, що монотонні сім’ї 〉〈 −− },{= 11 rr eaaA  i 

〉〈 −− }{},{= 11 rr eaaB  є центральними в напівгрупі )( ,mrCυ . 

Оскільки },{= 11 −+− ∈ mrr
m

r aaCxa K  для будь-якого mrCx ,∈ , то 

)()(=)(= 111 xaxaxa rrr ϕϕϕ −−− . З іншого боку, оскільки mC  − ідеал mrC , , 

то m
r Cxa ∈− )( 1ϕ  i )()(=)())((=))((=)( 1111 xaxaxaxa rrrr ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−− . 

Таким чином, xaxa rr 11 =)( −−ϕ  для будь-якого mrCx ,∈ . Тоді  
AMMMMA oooo =)}({=)}({= 〉〈〉〈 aa ϕϕ  і      

BMMMMB oooo =)}({=)}({= 〉〈〉〈 aa ϕϕ  для будь-якого )( ,mrCυ∈M , а 
тому A  i B  є центральними елементами напівгрупи )( ,mrCυ . 

Розглянемо циклічну напівгрупу }=|,,,{= 2212
2, aaaaaC mm

m
++K . 

Одиницею максимальної підгрупи mC  є елемент mae = . Оскільки 
1===)( +mm aaaeaaϕ , то єдиний елементом групи mC  з 

неодноточковим прообразом при ретракції mm CC →2,:ϕ  є 1+ma . Таким 
чином, центральними елементами в напівгрупі )( 2,mCυ , які не є 

головними ультрафільтрами, є лише монотонні сім'ї 〉〈 + }{},{ 1maa  та 
〉〈 + },{ 1maa , які ми розглянули вище. 

3  Скоротні справа (зліва) елементи 
В цьому підрозділі ми опишемо скоротні зліва (справа) елементи 

розширення )(Sυ  циклічної напівгрупи S . 
Твердження 3.1. Напівгрупа )( ,mrCυ  містить скоротні (зліва, 

справа) елементи тоді і лише тоді, коли індекс r  циклічної напівгрупи 
mrC ,  дорівнює 1.  
Доведення. Нехай індекс 1>r  і a  − твірний елемент напівгрупи 

mrC , . В доведенні теореми 3 ми показали, що xaxa rr 11 =)( −−ϕ  для будь-
якого mrCx ,∈ . 

Нехай M  − довільна монотонна сім’я на напівгрупі mrC , , тоді           

і    MM

MMM

o

Uo

〉ϕ〉∈ϕ〈=

〉∈〈〉⊂〈〉〈

−−

−
∈−∈

−

)}({=:)(

=:=}{:*=}{
11

1

}1{

1

rr

r
Laaaraa

r

aMMa

MMaMMaa
 

.)}({=:)(

=:=:}{*=}{
11

111

〉ϕ〈〉∈ϕ〈=

〉∈〈〉∈〈〉〈
−−

−−
∈

−

rr

rr
Ma

r

aMaM

MMaMaaa

o

Uo

MM
MMM

 

Оскільки )( 11 −− ≠ rr aa ϕ , то монотонна сім’я M  не є ні скоротною 
зліва, ні скоротною справа. 
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Якщо 1=r , то циклічна напівгрупа mm CC =1,  є групою. Нехай e  − 
одиниця групи mC . Тоді 〉〈〉〈 }{==}{ ee oo MMM  для будь-якого 

)( mCυ∈M  і з рівностей 〉〈〉〈 }{=}{ ee oo YX  та YX oo }{=}{ ee  
випливає, що YX = . Таким чином, головний ультрафільтр 〉〈 }{e  є 
скоротним елементом напівгрупи )( 1,mCυ . 

Якщо G  − група, то з формули множення  
〉⊂∈〈 ∈

∈
MLML Laaa

La
MLMa }{,:*= Uo  

в напівгрупі )(Gυ  випливає, що добуток ML o  двох монотонних сімей 
L  і M  є головним ультрафільтром тоді і тільки тоді, коли одночасно L  і 
M  є головними ультрафільтрами. Таким чином, одержуємо наступне 

Твердження 3.2. Для довільної групи G  множина 
}:}{{\)( GggG ∈〉〈υ  є ідеалом в )(Gυ .  

Лема 3.1. Напівгрупа S  є напівгрупою з лівими (правими) 
скороченнями тоді і лише тоді, коли всі головні ультрафільтри є 
скоротними зліва (справа) елементами в розширенні )(Sυ .  

Доведення. Якщо елемент Sa∈  не є скоротним зліва (справа) в 
напівгрупі S , то й головний ультрафільтр, породжений елементом a , не 
є скоротним в )(Sυ . 

Нехай S  є напівгрупою з лівими (правими) скороченнями, Sa∈  і 
)(, Sυ∈YX , YX ≠ . Не обмежуючи загальності можна вважати, що 

YX \∈X  для деякого X∈X . Тоді ∅≠∩YXS )\(  для для будь-якого 
Y∈Y . Оскільки всі елементи напівгрупи S  є скоротними зліва 

(справа), то ∅≠∩ aYaXS )\(  ( ∅≠∩YaXaS )\( ), а тому 
YX oo 〉〈≠〉〈 }{}{ aa  ( 〉〈≠〉〈 }{}{ aa oo YX ). Таким чином, лівий 〉〈 }{al  

(правий }{ar ) зсув є ін'єктивним відображенням і головний 
ультрафільтр 〉〈 }{a  є скоротним зліва (справа). 

Твердження 3.3. Елемент )( 1,mCυ∈M  є скоротним зліва (справа), 
тоді і лише тоді, коли M  є головним ультрафільтром.  

Доведення. Оскільки в будь-якій групі, зокрема циклічній mC1, , всі 
елементи є скоротними, то за лемою 3.1 всі головні ультрафільтри є 
скоротними елементами в розширенні )( 1,mCυ . 

Припустимо, що деяка монотонна сім'я 
}:}{{\)( 1,1, mm CggC ∈〉〈∈υM  є скоротною зліва. Це означає, що лівий 

зсув )()(: 1,1, mm CCl υυ →M , AMAM oa:l  є ін’єктивним. Згідно з 
твердженням 3.2 множина }:}{{\)( 1,1, mm CggC ∈〉〈υ  є ідеалом в )( 1,mCυ .  

Отже, }:}{{\)()(=))(( 1,1,1,1, mmmm CggCCCl ∈〉〈υ⊂υυ oMM . Оскільки 
)( 1,mCυ  є скінченною, то Ml  не може бути ін’єктивним. 
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Для скоротних справа елементів доведення аналогічне. 
Нескінченна підмножина N⊂T  називається  тонкою, якщо 

перетин )()( TnTm +∩+  є скінченним для будь-яких nmnm ≠∈ ,, Z . 
Прикладом тонкої множини є множина }∈:{2= NnT n . Для підмножин 

N∈, BA  будемо писати, що BA *⊂ , якщо BA \  є скінченною, та 
BA *= , якщо BA *⊂  і AB *⊂ . 
Теорема 4. Монотонна сім'я є скоротною зліва в напівгрупі )(Nυ  

тоді і лише тоді, коли вона є головним ультрафільтром.  
Доведення. Оскільки нескінченна циклічна напівгрупа N  є 

напівгрупою з лівими і правими скороченнями, то з леми 3.1 випливає, 
що всі головні ультрафільтри є скоротними елементами в напівгрупі 

)(Nυ . 
Припустимо, що монотонна сімя M  є скоротною зліва в )(Nυ . 

Спершу покажемо, що M  містить одноточкову множину. Припустимо 
протилежне, що 2|| ≥M  для будь-якого M∈M . Нехай N⊂T  − деяка 
тонка множина. Розглянемо фільтри Фреше NF  і T\NF  на множинах N  i 

T\N  відповідно. Очевидно, що T\NN FF ⊂ . Оскільки NF  є інваріантним 
на множині N , то NF  є правим нулем напівгрупи )(Nυ . Таким чином, 

T\= NNN FMFMF oo ⊂ . Покажемо, що NN FFM ⊂T\o . Нехай 

TmMm Fm \)( NFMoU ∈+∈ , де TmFM \, NFM ∈∈ . Зафіксуємо деякі Mba ∈, , 
ba ≠ . Тоді 

.)()(=))\(())\((

=))(\())(\())(\(=)(\
*

*

TbTaFbFa

FbFaFmFm

ba

bamMmmMm

+∩++∩+

+∩+⊂++ ∈∈

NN
NNNN IU

 

Оскільки перетин )()( TbTa +∩+  є скінченним, то й множина 
)(\ mMm Fm +∈UN  є скінченною, а отже, NF∈+∈ )( mMm FmU . Таким 

чином, T\= NN FMFM oo , що протирічить тому, що M  є скоротною зліва 
монотонною сім’єю напівгрупи )(Nυ . 

Отже, M  містить деяку одноточкову множину }{c . Ми 
стверджуємо, що M  збігається з головним ультрафільтром, породженим 

}{c . Припустивши протилежне, отримуємо, що MN ∈}{\ c . Нехай A  − 
монотонна сім’я всіх нескінченних підмножин множини N , а B  − 
монотонна сім’я всіх нескінченних підмножин множини N , які не 
містяться в тонкій множині T . Тоді AAMBM ⊂⊂ oo . Покажемо, що 

BMA o⊂ . Нехай A∈A . Покладемо N∩− )(= cAB . Якщо B  не є 
підмножиною множини T , то  

AcAccAcBc =)())((=}{ −+⊂∩−++∋ NBM o . 
Звідки випливає, що BMo∈A . В іншому випадку, якщо 

TcAB ⊂∩− N)(= , то для кожного MN ∈∈ }{\ cx  покладемо 
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N∩− )(= xABx . Маємо, що )()(== ** xcTxccAxABx −+⊂−+−−  i 
TxcTTBx ∩−+⊂∩ ))((* . Оскільки множина T  є тонкою, то перетин 

TBx ∩  є скінченним і xB  не є підмножиною множини T . Отже, B∈xB , 
ABx xcx ⊂+∋ ∈ )(}){\(NBM Uo  i BMo∈A . Таким чином, AAMBM == oo , 

що суперечить вибору M  як скоротної зліва монотонної сім'ї в )(Nυ . 
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MONOTONE FAMILIES ON CYCLIC SEMIGROUPS 
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Given a cyclic semigroup S we  study right and left zeros, singleton left 

ideals, the minimal ideal, central elements, left cancelable and right 
cancelable elements of extensions )(Sυ  and characterize cyclic semigroups 
whose superextensions are commutative. 

Key words: cyclic semigroup, monotone family, Stone- C
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ech extension. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



МАТЕМАТИКА ТА МЕХАНІКА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

113 

УДК 517.55  
 
THE METRIC PROPERTIES OF A SPACE OF ENTIRE FUNCTIONS 

OF BOUNDED L -INDEX IN DIRECTION 
 

A. I. Bandura 
Ivano-Frankivs’k National Technical University of Oil and Gas; 

76019, Ivano-Frankivs’k, Carpathians str., 15; 
ph. +380 (342) 72-71-31; e-mail: andriykopanytsia@gmail.com 
 

The metric properties of a space of entire functions of bounded L -
index in direction are investigated. It is shown that the space of entire func-
tions with L -index in direction less than p  is of the first category in the to-
pology generated of Iyer's metric.  

Key words: entire function, bounded L -index in direction, bounded 
value L -distribution in direction, directional derivative. 

 
K. Ekblaw investigated properties of a space of entire functions of 

bounded index for one variable in [1]. He proved that in topology generated 
by metric }∈:|||,{|sup=),( 1/

00 Npbabagfd p
pp  the entire functions of 

bounded index, ,B  are of the first category. Later M. Bordulyak generalized 
this result for entire functions of several complex variables in [2]. We intro-
duced the entire functions of bounded L -index in direction in [3]. 

Therefore results of Bordulyak and Ekblaw are generalized for entire 
functions in nC  of bounded L -index in direction. 

Let ),(zL  ,∈ nz C  be a positive continuous function. 
Definition 1 (see[3]). An entire function of )(zF , nz C∈ , is called 

function of bounded L -index in the direction of nC∈b , if there exists 
+∈Z0m  such that for +∈ Zm  and every nz C∈  next inequality is true:  

    ,≤≤0:∂
)(∂

)(!
1

max≤∂
)(∂

)(!
1

0mk
zF

zLk
zF

zLm k

k

km

m

m bb
 

where ),(=∂
)(∂

0

0

zF
zF

b
 ,∂

)(∂
=∂

)(∂ ∑
1=

j
j

n

j
b

z
zFzF

b
 2.≥),∂

)(∂
(∂

∂
=∂

)(∂
1

1

k
zFzF

k

k

k

k

bbb
  

The least such integer 0m  is called the L -index in direction of )(zF  
and is denoted by ).,( LFNb  If such 0m  does not exist then we put 

∞=),( LFNb  and F  is said of unbounded L -index in direction. We also 
denote by ),,( 0zLFNb  as L -index in direction b  of function F  in a point 

0z  that is the least integer 0m  for which inequality (1) is true at .= 0zz  
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For entire in nC  functions ),(zF  )(zG  we put  

,∈:∂
(0)∂

|!|
1

∂
(0)∂

|!|
1

|,(0)(0)|sup=),(
1/

22 Np
G

p
F

p
GFGFd

p

p

p

pp

p

p bbbb
 

and a space of entire functions with such metric is denoted .nEb  
Let )(LBn

b  be a set of entire functions in nC  of bounded L -index in di-
rection and )(, LBn

νb  be a set of functions with )(LBn
b  such that .≤),( νLFNb  

It is clear that ).(=)( , LBLB n
ν

ν

n
bb U  

Besides we denote jj

n

j
baca ∑

1=
=,  be a scalar product in ,nC  

.∈, nca C   
Lemma 1. For any ,∈ nEF b  N∈0ν  and 0>ε  there exists 0>δ  such 

that if nEG b∈  and δGFd <),(  then ε⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂ <, k

k

k

k GFd
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for nk ,...,1,2= . 
Theorem 1 Let ,∈ nEF b  ,∈ Nν  .>),( νLFNb  There exists 0>δ  such 

that if nEG b∈  and δGFd <),(  then .>),( νLGNb   
Proof. As νLFN >),(b  then there exists nz C∈0  and νν >0  such that 
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This inequality is strict because 0ν  is least integer for constrict inequal-
ity at point .0z  Then there exists 0>*δ  such that  
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It is obviously that  
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By Lemma 1 we can choose a number δ  such that if δGFd <),(  then 
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Therefore, for all 0≤ νk   
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whence, in view of arbitrary of ,ε  it follows  
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for all 1≤ 0νk  that is .>≥),,(≥),(≥∞ 0
0 ννzGLNGLN bb  Theorem 1 is 

proved.  
Remark 1 The condition νLFN >),(b  in Theorem 1 is equivalent that 

).(\∈ , LBEF n
ν

n
bb  Therefore we can reformulate the Theorem 1. 

Theorem Let ,∈ nEF b  ,∈ Nν  ).(\∈ , LBEF n
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n
bb  There exists 0>δ  

such that if nEG b∈  and δGFd <),(  then ).(\∈ , LBEG n
ν
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Corollary 1 The set )(, LBn
νb  is closed in .nE   

Lemma 2 If )(zP  is a polynomial of degree p  then 
)(+,exp=)( zPazzF  is of L -index in direction nC∈b  less or equal 
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and hence )(zF  is of L -index in direction nC∈b  less or equal 1.+p  If 
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Therefore )(zF  is index in direction nC∈b  of 0.   
We denote  
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A class of functions L , which satisfy the condition 

∞+<)(≤)(<0 21 ηληλ bb  for all 0,≤η  we denote by nQb . We need the follow-
ing lemma. 

Lemma 3 If nQL b∈  and an entire transcendental function )(zF  is of 
bounded L -index in direction ,∈ nb C  then for all nz C∈0   
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where }.|=||:)({|max=),,( 00 rttzFzFrM b+   
Proof. The proof follows from the same lemma for the case of func-

tions of one variable (see Theorem 3.3 on page 71 in [4]) and the fact that 
)+( 0 btzF  is a function of one variable C∈t  if 0z  is fixed.  

Theorem 2 If nQL b∈  then for every +∈ Zν  the set )(, LBn
νb  is nowhere 

dense in )(LBn
b  and thus )(LBn

b  is of the first category. The sets )(\ , LBE n
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and )(\ LBE nn
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where }.|=||:)+({|max=),,( 00 rttzFzFrM b  Then by Lemma 3 F  is of 
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Then *
jf  is of unbounded L -index in direction b  for any j  i. e. 

,>),( * NfLN jb  0.>j  It is easy see that 0,→).( *
jffd  0→),( *
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*
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ν
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If f  is any function from ),(LBnb  we choose *
jf  as above. Then 

)(\∈* LBEf nn
j bb  and 0),( * →jffd  as .∞→j  Thus, the sets )(\ LBE nn

bb  is 
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mj bb  Theorem 2 is proved.  
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МЕТРИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ ПРОСТОРУ ЦІЛИХ ФУНКЦІЙ 
ОБМЕЖЕНОГО L -ІНДЕКСУ ЗА НАПРЯМОМ 

 
 

А. І. Бандура 
Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 

76019, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська,15; 
тел. +380 (342) 72-71-31; e-mail: andriykopanytsia@gmail.com 

 
Досліджено метричні властивості простору цілих у nC  функцій 

обмеженого L -індексу за напрямом. Доведено, що простір цілих функ-
цій, L -індекс за напрямом яких не перевищує ,p  є простором першої 
категорії у топології, породженій метрикою Ієра.  

Ключові слова: ціла функція, обмежений L -індекс за напрямом, 
метрика Ієра, простір першої категорії, похідна за напрямом.  
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УДК 517.925.3 
 

ДОСЛІДЖЕННЯ СТІЙКОСТІ РОЗВ’ЯЗКІВ  
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ З ІМПУЛЬСНОЮ ДІЄЮ 

ДРУГИМ МЕТОДОМ ЛЯПУНОВА 
 

С. І. Гургула1, Р. І. Собкович2  
1Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 

76019, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська,15; 
тел. +380 (342) 72-71-31; e-mail: math@nung.edu.ua  

2Прикарпатський національний університет імені Василя Стефаника; 
76018, м. Івано-Франківськ, вул. Шевченка, 57; 
тел.+380 (342) 59-60-16; e-mail: algeo@pu.if.ua 

 
Для системи диференціальних рівнянь з імпульсною дією на зада-

них гіперповерхнях розширеного фазового простору одержано критерії 
стійкості, асимптотичної стійкості і нестійкості тривіального 
розв’язку, аналогічні тим, які дає другий метод Ляпунова для систем 
звичайних диференціальних рівнянь.  

Ключові слова: імпульсна дія, стійкість, функція Ляпунова.      
 

Досліджуватимемо питання стійкості тривіального розв’язку сис-
теми звичайних диференціальних рівнянь з імпульсною дією виду 
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де ( ) ( ) ,,,...,,,,...,,, 21210
n

i
n

n
n

n RIRffffRxxxxtt ∈∈=∈=≥  ...,2,1=i . 
Функція ( )xtf ,  вважається заданою в області 
                                            { }hJxttZ ∈≥= ,0 ,                                          (2) 

де { }0,, >≤∈= hhxRxJ n
h  і ( ) 00, =tf , функції ( )xIi  визначені і не-

перервні в кулі hJ , ( ) ...,2,1,00 == iIi . Відносно функцій ( )xti  припус-
каємо, що вони неперервні, ( ) ( ) ...,2,1,1 =<− ixtxt ii , де ( ) consttxt =≡ 00  і 
( ) ∞→xti  при ∞→i . Крім того вважається, що відсутнє явище так зва-

ного “биття” розв’язків системи (1) до поверхні ( )xtt i= .  
Функція Ляпунова ( )xtV , , про яку йтиметься нижче, вважається 

скалярною і неперервно диференційовною по всіх своїх аргументах; 
функції ( )sϕ  і ( )sψ  вважаються неперервними, причому ( ) ( ) 000 =ψ=ϕ , 
( ) ( ) 0,0 >ψ>ϕ ss при 0>s , функція ( )tρ  – заданою і неперервною при 

0tt ≥ . 
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Розглянемо достатні умови стійкості і асимптотичної стійкості. Ці 
умови даються наступними двома теоремами. 

Теорема 1. Нехай для системи (1) існує додатно визначена функ-
ція Ляпунова ( )xtV , , функції ( ) ( )ss ψϕ ,  і ( ) 0≥tρ  такі, що всюди в об-
ласті (2) виконані нерівності 

                                    ( ) ( ) ,, VtfVgrad
t
V ϕρ≤+
∂
∂                                 (3) 

                          ( ) ( )( ) ( )( )( ) ,...,2,1,,, =ψ≤+ ixxtVxIxxtV iii               (4) 
а також існують константи 02 >θ  і 00 >ρ  такі, що для всіх ...,2,1=i  
                                       ( ) ( ) 21minmax θ≤− −

≤≤
xtxt i

hx
i
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                                    (5) 

і для всіх 0tt ≥  

                                              ( ) 0
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ρττρ
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t
d .                                               (6) 

Тоді, якщо при деякому 00 >a  для всіх ( ]0,0 aa∈  

                                               ( )( )
0ρϕψ

≥∫
a

a s
ds ,                                                (7) 

то розв’язок 0≡x  системи стійкий за Ляпуновим, а якщо можна вказати 
0>γ  таке, що 

                                               ( )( )
γρ

ϕψ
+≥∫ 0

a

a s
ds ,                                         (8) 

то цей розв’язок асимптотично стійкий. 
Доведення. Нехай h<< ε0  і ( )xtVl

xtt
,inf

,0 ε≥≥
= , причому можна 

вважати, що 0al ≤ . Виберемо 0>δ  так, щоб виконувалась нерівність  
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m s
ds ,                                                 (9) 

де ( ) lxtVm
x

<=
<

,sup 0
δ

. В силу (7) це завжди можна зробити; досить взя-

ти δ  таким, щоб виконувалась нерівність ( )lm ψ< . Нехай ( )tx  – дові-
льний нетривіальний розв’язок системи (1), де ( ) δJxtx ∈= 00 . Доведе-
мо, що цей розв’язок не вийде за межі кулі εJ . Для цього досить довес-
ти, що ( )( ) ltxtV <,  для всіх 0tt ≥ . Згідно з (3) для функції ( ) ( )( )txtVtv ,=  
на проміжках неперервності виконана нерівність 
( ) ( ) ( )( ) ( ) hJtxtvttv ∈≤′ ,ϕρ . Припустимо, що цей розв’язок, не досягнув-

ши поверхні ( )xtt 1= , попаде на сферу радіуса ε  в деякий момент часу 
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∗t . Інтегруючи нерівність ( )
( )( ) ( )t
tv
tv ρ

ϕ
≤

′
 в межах від 0t  до ∗t  після замі-

ни в лівій частині ( )τvs =  і з урахуванням (5) і (6) одержуємо 

                            ( )( )

( )
( ) ( ) 0

20

00

ρττρττρ
ϕ

θ

≤≤≤ ∫∫∫
+∗∗ t

t

t

t

tv

tv

dd
s

ds .                             (10)   

Але, з іншого боку, враховуючи, що ( ) ltv ≥∗  і ( ) mtv ≤0  із (9), маємо 

( )( )

( )

( ) 0

0

ρ
ϕϕ

>≥ ∫∫
∗ l

m

tv

tv s
ds

s
ds . 

Це суперечність, отже ( )tx  попадає на поверхню ( )xtt 1=  в деякій 
точці ( )( )111 , xxt  і εJx ∈1 , причому, як випливає із (10) при ( )11 xtt =∗ , 

( )( )

( )( )

0

11

0

ρ
ϕ

≤∫
xtv

tv s
ds . 

Із нерівностей (4) і (7) одержуємо 

( )( )( )

( )( )

( )( )( )( )

( )( )

0
0

11

11

11

11

ρ
ϕϕ ψ

≥≥ ∫∫
+

xtv

xtv

xtv

xtv s
ds

s
ds . 

Із двох останніх нерівностей легко одержати 

( )( )( )

( )

0
0

11 0

≥∫
+

tv

xtv s
ds
ϕ

, 

що означає, що ( )( ) ( )011 0 tvxtv ≤+ . Для завершення доведення твер-
дження про стійкість досить застосувати метод математичної індукції 
по числу поверхонь, пройдених розв’язком. 

Нехай тепер виконана нерівність (8). Оскільки має місце стійкість 
тривіального розв’язку системи, то розглядуваний розв’язок 
( ) 0, ttJtx ≥∈ ε . Цей розв’язок буде асимптотично стійким, якщо 

( )( ) 0,lim =
∞→

txtV
t

. Нехай ( )tx  попадає на поверхні ( )xtt i=  в точках 

( )( )iii xxt ,  і нехай ( ) ( )11 ++≤< iiii xttxt . Як і при виведенні нерівності (10), 
легко одержати для довільного i   

( )( )( )

( )

0
0

ρ
ϕ

≤∫
+

tv

xtv ii
s

ds . 

Із нерівностей (4) і (7) випливає, що 

( )( )( )

( )( )

( )( )( )( )

( )( )

γρ
ϕϕ ψ

+≥≥ ∫∫
+

0
0

ii

ii

ii

ii

xtv

xtv

xtv

xtv s
ds

s
ds . 

Почленно віднявши ці нерівності, одержуємо 

                                                ( )( )

( )( )

γ
ϕ

≥∫
ii xtv

tv s
ds .                                             (11) 
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Звідси випливає, що ( ) ( )( )ii xtvtv < , а поклавши ( )11 ++= ii xtt , маємо 
( )( ) ( )( )iiii xtvxtv <++ 11 , ...,2,1,0=i . Сукупність цих двох умов приводить 

до нерівності ( ) ( )( )ii xtvtv <  при ( )ii xtt > . Для завершення доведення 
досить показати, що ( )( ) 0lim =

∞→ iii
xtv . Припустивши, що це не так, в силу 

додатності і монотонності послідовності ( )( ){ }ii xtv , ми повинні зробити 
висновок, що ( )( ) 0lim >=

∞→
αiii

xtv . Позначимо ( ) 0min >=
≤≤

cs
ls
ϕ

α
. Тоді із 

(11) при ( )11 ++= ii xtt  одержуємо 

     ( )( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )( ) ( )( )( )11
11

1111

++−=≤≤ ∫∫
++++

iiii

xtv

xtv

xtv

xtv

xtvxtv
c

ds
cs

ds ii

ii

ii

ii
ϕ

γ , 

або ( )( ) ( )( ) ...,2,1,0,11 ==γ≥− ++ iconstcxtvxtv iiii , що суперечить тому, 
що послідовність ( )( ){ }ii xtv  збіжна. Теорему доведено. 

Аналогічно може бути доведена друга теорема. 
Теорема 2. Нехай для системи (1) існує додатно визначена функ-

ція Ляпунова ( )xtV , , функції ( ) ( )ss ψϕ ,  і ( ) 0≤tρ  такі, що всюди в об-
ласті (2) виконані нерівності (3) і (4), а також існують константи 01 >θ  і 

00 >ρ  такі, що для всіх ...,2,1=i  
                                     ( ) ( ) 11maxmin θ≥− −

≤≤
xtxt i

hx
i

hx
                                     (12) 

і для всіх 0tt ≥  

                                            ( ) 0

1

ρττρ
θ

−≤∫
+t

t

d .                                          

Тоді, якщо при деякому 00 >a  для всіх ( ]0,0 aa∈  

( )
( )

0ρϕ

ψ

≤∫
a

a s
ds , 

то тривіальний розв’язок системи (1) буде стійким, а якщо існує 0>γ , 
таке , що 

( )
( )

γρ
ϕ

ψ
−≤∫ 0

a

a s
ds , 

то цей розв’язок буде асимптотично стійким.  
Переходимо до теорем про нестійкість. Достатні умови нестійкості 

тривіального розв’язку системи (1) передбачають існування функції Ля-
пунова ( )xtV , , яка володіє властивостями: 
     а) область додатності ( )xtV ,  ( ) ( ){ }0,,, >∈= xtVZxtD  при всякому 

0tt ≥  має непорожній відкритий переріз гіперплощиною constt = , який 
дотикається до початку координат; 
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     б) в області D  ( )xtV ,  обмежена; позначимо 
( )

( )xtVa
Dxt

,sup
,

0
∈

= . 

Справедливі наступні теореми. 
Теорема 3. Нехай для системи (1) існує функція Ляпунова ( )xtV , , 

наділена властивостями а) і б), функції ( ) ( )ss ψϕ ,  і ( ) 0≤tρ  такі, що в 
області D  виконані нерівності  

                               ( ) ( ) ,, VtfVgrad
t
V ϕρ≥+
∂
∂                                    (13) 

                        ( ) ( )( ) ( )( )( ) ,...,2,1,,, =ψ≥+ ixxtVxIxxtV iii                 (14) 
функції ( )xtt i=  задовольняють умову (5), а функція ( )tρ  така, що для 
всіх 0tt ≥  

                                        ( ) 0, 00

2

>ρρ−≥ττρ∫
θ+t

t

d .                                   (15) 

Тоді, якщо при деякому 0>γ  для всіх ( ]0,0 aa∈  виконана нерів-
ність 

                                                  ( )
( )

∫
ψ

γ+ρ≥
ϕ

a

a s
ds ,0                                       (16) 

то розв’язок 0≡x  системи (1) нестійкий. 
Доведення. Нехай 0>δ  як завгодно мале. За умовою знайдеться 
δJx ∈0  таке, що ( ) 0, 00 >xtV . Покажемо, що розв’язок ( ) ( ) ,, 00 xtxtx =  

з часом вийде за межі кулі hJ . Припустимо супротивне: ( ) hJtx ∈  при 

0tt ≥ . Тоді ( )( ) Dtxt ∈, . Справді, нехай, як і вище, ( ) ( )( )txtVtv ,= , ( )tx  
попадає на поверхні ( )xtt i=  в точках ( )( )iii xxt ,  і ( ) ( )( ]11, ++

∗ ∈ iiii xtxtt  – 
момент часу, коли вперше виконається рівність ( ) 0=tv . В силу (13) на 
проміжках неперервності ( ) ( ) ( )( )tvttv ϕρ≥′ , тоді, з урахуванням (5) і 
(15), маємо 

( )
( )( )( )

( )
( )

( )
( )

( )

0

2

ρττρττρτ
τϕ
τ θ

−≥≥≥
′

∫∫∫
+∗∗

ii

iiiiii

xt

xt

t

xt

t

xt

ddd
v

v , 

або, після заміни ( )τvs = , 

                                                ( )( )( )

( )
0

0

ρ
ϕ

−≥∫
∗

+

tv

xtv ii
s

ds .                                      (17) 

Оскільки ( ) 0=∗tv , то ми приходимо до нерівності ( )
( )( )

0

0

0

ρ
ϕ

≤∫
+ii xtv

s
ds , що 

неможливо, бо, як легко одержати із (16), невласний інтеграл 
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( )
( )( )

∫
+0

0

ii xtv

s
ds
ϕ

 є розбіжним. Отже ( )( ) Dtxt ∈, , що означає, що ( )tv  – об-

межена функція. Із (17) при ( )11 ++
∗ = ii xtt  одержуємо 

( )( )( )

( )( )

0
0

11

ρ
ϕ

−≥∫
++

+

ii

ii

xtv

xtv s
ds . 

В силу (14) і (16) маємо 

( )( )( )

( )( )

( )( )( )

( )( )( )

γρ
ϕϕ

ψ

+≥≥ ∫∫
++

++

++

++

+

0

0 11

11

11

11

ii

ii

ii

ii

xtv

xtv

xtv

xtv s
ds

s
ds . 

Із двох останніх нерівностей випливає, що ( )( )( )

( )( )

γ
ϕ

≥∫
+

+

++ 0

0

11 ii

ii

xtv

xtv s
ds . До-

даючи почленно такі нерівності, для будь-якого натурального n , отри-
муємо 

( )( )

( )( )
γ

ϕ
n

s
dsnn xtv

tv

≥∫
+0

0

, 

звідки випливає, що ( )( ) ∞→+ 0nn xtv  при ∞→n , а це суперечить тому, 
що ( )tv  – обмежена функція. Теорему доведено. 

Аналогічно доводиться наступне твердження. 
Теорема 4. Нехай для системи (1) існує функція Ляпунова ( )xtV , , 

наділена властивостями а) і б), функції ( ) ( )ss ψϕ ,  і ( ) 0≥tρ  такі, що в 
області D  виконані нерівності (13) і (14), функції ( )xtt i=  задовольня-
ють умову (12), а функція ( )tρ  така, що для всіх 0tt ≥  

( ) 0, 00

1

>ρρ≥ττρ∫
θ+t

t

d . 

Тоді, якщо існує 0>γ  таке, що для всіх ( ]0,0 aa∈  має місце нері-
вність 

( )( )
γρ

ϕψ

−≤∫ 0

a

a s
ds , 

то нульовий розв’язок системи (1) нестійкий. 
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Criteries of stability, asymptotic stability and non-stability of simple so-

lution in an analogy to those according to secondary Liapunov’s method for 
systems of ordinary differential equations, were issued for a system of differ-
ential equations with impulsive action on the given hyperplanes of extended 
phase spase.    
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ТУРНІРИ ЮНИХ МАТЕМАТИКІВ ТА НЕРОЗВ’ЯЗАНІ  
ПРОБЛЕМИ МАТЕМАТИКИ  

 
І. В. Федак 

Прикарпатський національний університет ім. В.Стефаника; 
76025, м. Івано-Франківськ, вул. Шевченка, 57;  

e-mail: Fedak_ivan @ rambler.ru 
 

Розв’язана одна із задач Леонарда Ейлера. 
Ключові слова: турніри, проблеми, Ейлер. 
 
Важливими формами позакласної роботи з учнями є предметні 

олімпіади, конкурси та турніри. 
На державному рівні турніри юних математиків започатковані у 

1998 році і з кожним роком набували все більшої популярності серед 
учнів та творчо працюючих учителів математики. 

В Івано-Франківській області аналогічні турніри проводяться з 
2005 року на базі Обласного ліцею-інтернату для обдарованих дітей з 
сільської місцевості. Переможцем першого турніру стала команда На-
двірнянського ліцею, а потім 5 років підряд тріумфували команди Фізи-
ко-технічного ліцею при Івано-Франківському національному техніч-
ному університеті нафти і газу. На сьомому турнірі їх гегемонію вдало-
ся перервати команді «Париська Сорбонна» Парищенської ЗОШ І-ІІІ 
ступенів Надвірнянської районної ради, капітан якої став абсолютним 
переможцем обласного турніру в особистій першості. 

Саме ця команда представляла Івано-Франківську область на XIV 
Всеукраїнському турнірі юних математиків імені професора М.Й. Ядре-
нка, який проходив 24-29 жовтня 2011 року у Львові. І вперше за чотир-
надцять років проведення Всеукраїнських турнірів юних математиків 
сільська команда стала одним з переможців, а Чіх Володимир став пер-
шим лауреатом спеціального призу імені професора Лейфури В.М. як 
абсолютний переможець турніру в особистій першості, випередивши за 
набраними балами найближчого переслідувача майже вдвічі. 

У процесі підготовки команди до турніру вдалося розв’язати про-
блему, яка була сформульована Ейлером понад 250 років тому, але досі 
залишалася невирішеною:  

Доведіть, що існує така трійка натуральних чисел , , ,a b c  що ко-
жне з чисел ,a b c+ +  ,ab bc ca+ +  2 2 2a b c+ +  та abc  є точним квад-
ратом. Дослідіть питання щодо скінченності чи нескінченності мно-
жини всіх таких трійок (числа однієї трійки не можуть бути отрима-
ні множенням відповідних чисел іншої трійки на те саме число). 
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Наводимо розв’язання даної задачі. 
1. Неважко переконатися, що умову задовольняє трійка чисел: 

136 8 17,a= = ⋅    153 9 17,b = = ⋅  72 8 9.c = = ⋅  
При цьому отримуємо 

219 ,a b c+ + =   2204 ,ab bc ca+ + =   2 2 2 2217 ,a b c+ + =   21224 .abc =  
Зрозуміло, що розв’язками є також трійки чисел: 

2 2 2136 , 153 , 72 , N.a n b n c n n= = = ∈  
Але їх отримуємо з початкової трійки множенням відповідних чи-

сел на 2.n   
2. Для знаходження інших трійок покладемо 

( ) ( ), , , , N.a x x y b y x y c xy x y= + = + = ∈  
Тоді 

( )( )2
,abc xy x y= +  

( )22 2 2 2 2 ,a b c x xy y+ + = + +  

( )22 ,ab bc ca xy x y+ + = +  
2 23 .a b c x xy y+ + = + +  

Таким чином, для розв’язування задачі достатньо знайти такі на-
туральні числа , ,x y  щоб точними квадратами були значення виразів 
2xy  та 2 23 .x xy y+ +  

Зокрема, числа 8, 9,x y= =  які відповідають знайденому вище 
розв’язку, цю вимогу задовольняють. 

3. Нехай для взаємно простих натуральних чисел ,x y  виконують-
ся рівності 

22 ,xy r=  2 2 23 , , N.x xy y t r t+ + = ∈    
Позначимо 

,x y q x y s− = + =  
і покладемо 

2 2 2 22 , .X r t x Y q s y= > = >  
Оскільки 

( )22 2 ,XY qrst=  

( )22 2 2 23 ,X XY Y X Y q r+ + = + +  
то пара натуральних чисел ,X Y  також є розв’язком задачі. 

4. Покажемо, що числа ,X Y  взаємно прості. Справді, з рівності 
22xy r=  і взаємної простоти чисел ,x y  випливає, що числа ,x y  різної 

парності, а отже, числа ,q s  непарні. Крім того, справджуються рівно-
сті: 

2 2 2 2 2 22 , 2 2 ,q r s s r t+ = + =  2 2 24 5 .q t s+ =  
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Припустивши, що ,X Y  не є взаємно простими, з цих рівностей 
для кожного з можливих при цьому чотирьох випадків: 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,НСД q r p НСД s r p НСД q t p НСД s t pM M M M   
де p −  просте число, отримаємо, що числа ,q s  одночасно діляться на 

.p  Тоді числа ,x y  теж діляться на ,p  що суперечить умові про їх взає-
мну простоту.  

Таким чином, пара ,X Y  не може бути отримана з жодної іншої 
пари множенням на те саме число. 

5. Нехай тепер  
1 18, 9,x y= =  

( )2 2
1 4 3 ,n n n n n n nx x y x x y y+ = + +  

( ) ( )2 2
1 , N .n n n n ny x y x y n+ = − + ∈  

З доведеного  випливає, що трійки чисел 
( ) ,n n n na x x y= +    ( ) ,n n n nb y x y= +    n n nc x y=  

є розв’язками задачі для кожного натурального .n  При цьому жодну з 
цих трійок не можна отримати множенням чисел іншої трійки на те са-
ме число. 

6. Висновок. Існує нескінченна кількість трійок натуральних чи-
сел , , ,a b c  визначених вказаною вище рекурентною послідовністю, та-
ких, що кожне з чисел ,a b c+ +  ,ab bc ca+ +  2 2 2a b c+ +  та abc  є точ-
ним квадратом. При цьому числа жодної трійки не є добутками відпові-
дних чисел іншої трійки на те саме число. 

7. Додатково були знайдені всі пари взаємно простих чисел , ,x y  
для яких вираз 2 23x xy y+ +  є точним квадратом. Для цього ми розгля-
дали рівність 

2 2 23x xy y n+ + =  
як квадратне рівняння відносно x  з натуральними , .y n  Для раціональ-
ності його коренів дискримінант такого рівняння має бути точним квад-
ратом, тобто маємо 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 29 4 5 2 2 .y y n m y m n m n− − = ⇔ = − +  
Пари взаємно простих чисел ,x y  отримуємо лише за умови, що 

хоч один множник у правій частині останньої рівності не має дільників 
числа .y  З врахуванням цієї умови отримали чотири набори пар чисел 

, ,x y  залежних від натурального параметра :k  
1)           22 1, 2 , 3,y k x k k k= + = − ≥  
               ( )22 2 23 1 ;x xy y k k+ + = + −  

2)            28 , 4 12 5, 3,x k y k k k= = − + ≥  
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               ( )22 2 23 4 5 , 5 ;x xy y k k l+ + = − ≠  
3)            22 1, 5 2 ,y k x k k= + = +  
               ( )22 2 23 5 5 1 ;x xy y k k+ + = + +  

4)            28 , 20 12 1,x k y k k= = − +  

               ( )22 2 23 20 1 .x xy y k+ + = −  

Зокрема, у випадку 4) при 1k =  отримуємо пару 1 18, 9,x y= =  а у 

випадку 3) при ( )21 17 1
2

k = −  матимемо 

( ) ( )2 2 2 2
2 2 2 8 9 8 3 8 9 9 2 12 19 ,x = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅   ( ) ( )2 2 2

2 8 9 8 9 17 .y = − + =  
Проте виявити серед них хоч одну пару чисел , ,x y  відмінну від 

елементів знайденої вище послідовності пар , ,n nx y  для якої 2xy  також 
є точним квадратом, так і не вдалося. 

Стаття надійшла до редакційної колегії 03.12.2012 р. 
Рекомендовано до друку д.ф.-м.н., професором,  

академіком НАН України Перестюком М.О. (м. Київ), 
к.ф.-м.н., доцентом Гургулою С.І. 
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Виконано чисельне моделювання полів для обмеженої зони планар-

них двовимірних і лінійних агрегатів напівпровідникових наночастинок 
PbTe. Виявлено концентраційні ефекти затемнення і просвітлення у 
спектрах пропускання моношарів. Встановлено залежність спектраль-
них характеристик від ступеня впорядкованості наноструктур. 

Ключові слова: оптичні властивості, наноструктури, плюмбум 
телурид, модельні розрахунки. 
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Вступ 
Структури на основі сполук AIVBVI є перспективними вузькощі-

линними напівпровідниками. Прилади на їх основі функціонують в се-
редньому інфрачервоному діапазоні, в тому числі і в перспективному 
для теплобачення діапазоні 8-14 мкм. Крім того, вони знаходять засто-
сування в якості базових термоелектричних матеріалів для середньої 
області температур (600-850 К). При використанні цих сполук на базі 
гетероструктур можуть виготовлятися гетеролазери і гетеросвітлодіоди 
в області 4-46 мкм, фотодіоди і фототранзистори. Наноструктури на ос-
нові цих сполук перспективні для виготовлення інжекційних лазерів те-
рагерцового діапазону. Високі значення коефіцієнта поглинання (103-
104)см−1 дозволяють створювати на їх основі багатоелементні матриці. 
Сполуки, до складу яких входить телур, є перспективними і для ство-
рення пристроїв оптичної пам’яті. Ці пристрої можуть базуватися на фа-
зових переходах з аморфного стану в кристалічний або можуть бути за-
сновані на морфологічних змінах у матеріалах. 

У даний час накопичено досить великий обсяг інформації про вла-
стивості напівпровідникових сполук на основі телуриду свинцю, (див., 
наприклад, огляд [1]). Зокрема встановлено, що одним з основних фак-
торів, що визначають робочі характеристики приладів з використанням 
даних елементів, є атомні дефекти базового матеріалу – вакансії, міжву-
злові атоми і т.д. Відомо також, що при переході від суцільних плівок до 
наногранулярних і наноструктур змінюються не лише умови формуван-
ня об’ємних і поверхневих дефектів в матеріалі наночастинок, але й іс-
тотно зростає роль поверхневих дефектів у порівнянні з об’ємними. 
Крім того, виникають топологічні дефекти наноструктур, які також 
стають одним з факторів, що впливають на електронні та оптичні влас-
тивості структур, особливо в ближній зоні. Однак роботи, в яких би 
описувалися технологічні процеси формування різних типів кристаліч-
них топологічних структур, і спроби керування електронними та оптич-
ними властивостями наноструктур телуриду свинцю шляхом спрямова-
ного формування в них топологічних нанодефектів, в літературі відсутні.  

Метою цієї роботи було визначення впливу топологічних особли-
востей напівпровідникових наноструктур PbTe на їх оптичні властивос-
ті. На основі створеної комп’ютерної програми для розрахунку ближ-
ньопольових характеристик і оптичних перетинів наночастинних агре-
гатів PbTe з різною топологією, досліджено спектрально-селективні 
властивості у видимій та інфрачервоній області спектру та виявлено 
стійкі кореляцій між топологічними особливостями і оптичними харак-
теристиками. 

І. Методи чисельних розрахунків оптичних характеристик   
наноструктур 

Чисельні дослідження оптичних перетинів і картин розподілу 
ближнього поля для наноструктурних агрегатів виконувалися з викори-
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станням спеціально розробленого програмного забезпечення, яке базу-
ється на застосуванні VIEF-методу, або формалізму інтегрального 
об’ємного рівняння [2-4]. VIEF-метод є чисельним методом, заснованим 
на використанні інтегральних рівнянь Максвелла. Електромагнітне поле 
в будь-якій точці простору описується через дипольне уявлення середо-
вища, коли кожна точка простору з відносним показником заломлення, 
відмінним від одиниці, випромінює як диполь з амплітудними і фазови-
ми характеристиками, обумовленими локальними полем і показником 
заломлення. При цьому напруженість електричного поля в будь-якій 
точці простору задається за допомогою інтегрального рівняння: 

              ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )
3

,
2

2

2212211
1

4 rrrrr
in
rr dGEmkEE ∫∫∫ −

π
+= ,                        (1) 

де E означає повне поле в розглянутій точці, Ein – падаюче поле, G – тен-
зорна функція Гріна, m – комплексний відносний показник заломлення. 

Такий підхід застосовний до тіл будь-яких форм і внутрішніх 
структур і є перспективним для розрахунку характеристик розсіяння і 
поглинання асферичних і неоднорідних наночастинок, а також малочас-
тинних агрегатів. 

На основі викладеного підходу була розроблена спеціальна про-
грама «VIEF-Мультимер», яка дозволяє розраховувати оптичні перети-
ни і картини розподілу ближнього поля для планарних лінійних і нелі-
нійних агрегатів, що складаються з частинок сферичної або циліндрич-
ної форми. Частинки сферичної форми можуть бути двошаровими, що 
дозволяє враховувати наявність тонких оболонок на їх поверхні. За ос-
нову була взята раніше розроблена програма «VIEF-Частинка» [5], при-
значена для розрахунку факторів ефективності ослаблення, поглинання 
і розсіяння в ближній і дальній зонах окремих частинок сферичної та 
циліндричної форми. 

Світлина 1 дає уявлення про інтерфейс модифікованої програми 
«VIEF-Мультимер». Як видно, програма передбачає розрахунок факто-
рів ефективності поглинання Qabs, розсіювання Qsca, ослаблення Qext і 
картин розподілу поля всередині мультимера і поблизу його поверхні 
для різного стану поляризації падаючого світла. Можлива зміна відстані 
між частинками в мультимері, а також їх кількості (від 1 до 7). 

Розроблена програма тестувалася згідно рис.2 порівнянням ре-
зультатів, отриманих для окремих сферичних частинок телуриду свин-
цю з розрахунками за теорією Мі [6]. При тестуванні оцінювався вплив 
кроку сітки розбиття на точність розрахунків і були встановлені параме-
три чисельного розрахунку, що забезпечують необхідну точність. 

Необхідно відзначити, що, як видно з рис.2, спектральна залеж-
ність фактора ефективності ослаблення наночастинок телуриду свинцю 
є немонотонної, з максимумом в області 400 нм. Проведені раніше оцін-
ки вказують на можливість виконання умови Фреліха для наночастинок 



ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

134 

плюмбум телуриду у видимій області спектра при виборі матриці з по-
казником заломлення 1.34-3.18. Внаслідок цього, в спектрі ослаблення 
системи наночастинок PbTe, найімовірніше, проявляється резонанс по-
верхневе ослаблення. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.1. Копія світлини з екрана монітора із модифікованою програмою             
«VIEF-Мультимер» 
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Рис.2. Порівняння результатів розрахунку спектрів фактора послаблення PbTe 
отриманих за формулами теорії Мі і чисельним методом VIEF 
 
ІІ. Елементи теорії для визначення спектральних характерис-

тик наноструктур 
У щільноупакованих частково-впорядкованих наноструктурах 

можливий спектральний прояв ефектів когерентної природи [7,8]. Це 
обумовлено тим, що при високій концентрації частинок виникає ближ-
ній порядок, і їх місця розташування стають частково корельованими, а 
розсіяні ними хвилі – частково-когерентними. Збільшення щільності 
упаковки частинок (параметра перекриття η) призводить до появи бли-
жньої впорядкованості в їх розташуванні [9]. У залежності від спектра-
льної області, інтерференція багаторазово розсіяних хвиль може бути як 
конструктивною, так і деструктивною. Це призводить до додаткового 
структурування спектра пропускання розсіюючої системи і до зміни 
спектрів її відбивання і поглинання. Найбільш істотні ефекти, пов’язані 
з когерентністю розсіяних хвиль, можуть проявлятися в щільноупакова-
них моношарах, коли мінімальний внесок некогерентного багатократно-
го розсіяння. 

Для моделювання та аналізу цих оптичних процесів необхідне за-
стосування теорії багатократного розсіяння хвиль (ТБРХ), в якій резуль-
туюче поле представляється у вигляді суми полів всіляких багаторазово 
розсіяних хвиль з урахуванням їх фази, причому кожна частинка знахо-
диться не в полі падаючої хвилі, а в деякому ефективному полі. Тоді ко-
герентне пропускання моношару може бути представлено у вигляді: 

2

2 )0(21 effког S
x

T η
−= ,    (2) 

де effS (0) – ефективна амплітудна функція розсіювання окремої частки, 
яка в квазікристалічному наближенні задається наступним виразом:  
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Тут x=πd/λ – дифракційний параметр, η – параметр перекриття, а 
S (0) – амплітудна функція розсіювання в напрямку вперед для окремої 
частки, розміщеної у вільному просторі. Другий доданок в правій час-
тині виразу (3) пов’язано з ефектами когерентного взаємопереопромі-
нення частками. 

Розкриваючи формулу (2) з використанням (3), отримаємо: 
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Якщо переопроміненням можна повністю знехтувати, то рівняння 
(5) переходить в 

[ ].)0(Im)0(Re41 22
4
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QT ext +
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+η−=   (6) 

Цей випадок (співвідношення (6)) відповідає наближенню одно-
кратного розсіювання (НОР). У такому наближенні передбачається, що 
ефективне поле на кожній частці збігається з падаючим, переопромі-
нення частками один одного відсутня і когерентні взаємодії зводяться 
лише до інтерференції одноразово розсіяних хвиль (кооперативні ефек-
ти 1-го роду). НОР є непоганим наближенням для систем частинок, що 
мають сильно витягнуті індикатриси розсіювання в напрямку вперед. 
Позитивним у НОР є можливість отримання простих аналітичних спів-
відношень, що визначають концентраційні та розмірні області прояву 
цих ефектів. 

Згідно НОР, концентраційна залежність (залежність від параметра 
перекриття) оптичної щільності моношару в максимумі гібридної смуги 
є немонотонною і досягає, максимуму при 

( ) 24
0 08 SQx=η ,     (7) 

при цьому                           ( ) 224
0 0161 SQxT −= .    (8) 

Якісно немонотонний характер залежності Tλ(η) можна пояснити 
конкуренцією двох процесів: зменшення оптично вільного простору і 
інтерференція розсіяного вперед світла на зростаючій кількості розсію-
вачів. 

Цікаво відзначити, що, згідно НОР, за певних умов може реалізо-
вуватися граничний випадок повного придушення когерентного пропу-
скання, коли величина Т=0 [1]. Повне погашення реалізується в ситуа-
ції, коли падаюча і розсіяна моношаром хвилі рівні за амплітудою і про-
тилежні за фазою. З формули НОР випливає, що повне гасіння спостері-
гається при одночасному виконанні умов (7) і (9) 

                                       ( ) QQxS =242016 .                                     (9) 
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Рис.3. Залежність коефіцієнта спектрального пропускання моношару частинок 
            PbTe різного розміру від їх поверхневої концентрації λ, нм: 400 (а) і 650 (б) 

 
Рис.3 демонструє концентраційну залежність коефіцієнта спектра-

льного пропускання моношару частинок телуриду свинцю для довжин 
хвиль 400 нм і 650 нм при зміні розміру часток. Як видно, у загальному 
випадку концентраційна залежність пропускання є немонотонною. Гли-
бина мінімуму пропускання зростає при збільшенні розмірів частинок. 
Для субмікронних частинок PbTe з радіусом 200 нм при значеннях па-
раметра перекриття порядку 0.5-0.6 виконуються умови реалізації пов-
ного інтерференційного гасіння пропускання. 

ІІІ.  Моделі оптичних полів у ближній зоні напівпровідникових 
наноструктур 

Для виявлення впливу типу агрегату на спектри ослаблення світла і 
картини розподілу ближнього поля розглядалися пленарні мультимери-
лінійні агрегати (бісфери і тримери) і нелінійні агрегати різної конфігу-
рації. Число часток в нелінійних агрегатах змінювалося від чотирьох до 
семи (гептамери). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Рис.4. Спектральна залежність факторів ефективності ослаблення                           

наночастинок плюмбум телуриду та їх агрегатів різного типу 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

λ=400  nm
 r= 200  nm
 r= 100  nm  
 r= 50  nm

T

η

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

3,5

Q
ex

t

λ, нм

 димер OY
 димер OX
 тример OX
 гептамер
 сфера



ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

138 

На рис.4 для прикладу наведена спектральна залежність факторів 
ефективності ослаблення сферичних наночастинок плюмбум телуриду з 
діаметром 40 нм і їх агрегатів різного типу. Показник заломлення мат-
риці 1.6. Як видно, для лінійних агрегатів, орієнтованих уздовж напряму 
поляризації падаючого поля, резонанс поверхневого ослаблення (РПО) 
має дублетні структури, що пов’язано з довгохвильовим зміщенням ре-
зонансу поглинання (λ∼500 нм) відносно резонансу розсіювання (λ∼400 
нм). Для лінійних агрегатів, орієнтованих ортогонально напрямку поля-
ризації падаючого поля, як і для окремих наносфер, резонанс присутній 
тільки в спектральної залежності фактора ефективності поглинання 
(λ∼400 нм). Посилення фактора ефективності ближньопольового розсі-
ювання досягається для окремих наночасток в спектральній області 
λ∼500 нм. Ця обставина, поряд із зазначеним вище впливом стану поля-
ризації падаючого світла на інтенсивність ближньопольової взаємодій, 
призводить до того, що для нелінійних агрегатів резонанс поверхневого 
ослаблення виражений набагато слабкіше, ніж для лінійних агрегатів. 

 
        Перетин ZOY              Перетин ZOX              ПеретинYOX 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5. Вплив топології агрегату наночастинок PbTe на картину розподілу локаль-
ного поля: а – димер із сферичних наночастинок, орієнтований вздовж осі 
OX, kmax=1.5; б – гептамер із сферичних наночастинок PbTe kmax=2 

 
На рис.5 проводиться порівняння картин розподілу локального поля 

на довжині хвилі 400 нм для двох типів планарних мультимерів, що від-
різняються топологією і числом складових їх частинок. Всі перетини 
проходять приблизно через центр паралелепіпеда, в який вписано роз-
глянутий мультимер. Падаюче світло поширюється вздовж осі OZ. Еле-
ктричний вектор падаючого світла спрямований по осі OY. Діаметр ко-
жної наночастинки d=40 nm, відстань між центрами частинок R=50 нм., 
показник заломлення матриці n0=1,6. У верхньому рядку (рис.5,а) наве-
дено дані для димера з наночасток PbTe сферичної форми, орієнтовано-
го уздовж осі OX. Для цієї ситуації фактор ефективності ослаблення 
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Qext=2,66; фактор ефективності поглинання Qabs=2,18; фактор ефектив-
ності розсіювання Qsca=0,48; максимально досяжний коефіцієнт поси-
лення ближнього поля kmax=1,5. У нижньому рядку (рис.5,б) наведено 
дані для гептамера з наносфери PbTe, який являє собою шість частинок, 
симетрично розташованих навколо центральної частинки. У цьому ви-
падку Qext=1,47; Qabs=0,78; Qsca=0,69, kmax=2. 

Як видно з рис.5, в розподілі поля можна виділити характерні обла-
сті локалізації «гарячих плям», тобто ділянок простору зі значними ко-
ефіцієнтами посилення локального поля. Для мультимерів обох розгля-
нутих типів найбільш інтенсивні «гарячі плями» розташовуються по-
близу площини центрального перетину, близько поверхні кожній з зов-
нішніх сфер, зверненої до центральної частці, у напрямку вектора поля-
ризації падаючого світла. Близькі за своїм значенням і максимально до-
сяжні коефіцієнти локального поля в кожному з характерних перерізів. 
Слід, однак, відзначити, що зі збільшенням числа частинок в агрегаті 
збільшується кількість «гарячих плям» в цих характерних перетинах. 

Рис.6 демонструє зміну картини розподілу ближнього поля в 
центральних перетинах гептамера при переході з короткохвильової в 
довгохвильову область. Можна відзначити, що електродинамічні взає-
модії проявляється найбільш сильно в короткохвильовій області спектра 
і слабшають при просуванні в довгохвильову область, у міру збільшен-
ня дійсної і уявної частин комплексного показника заломлення телури-
ду свинцю [10]. Така залежність може призводити до сильної якісної 
трансформації спектрів в щільно упакованих планарних нанострукту-
рах. 

 
                    а)                                            б)                                           в) 
Рис.6. Вплив довжини хвилі падаючого випромінювання на картини розподілу 

локального поля в центральному перерізі нелінійного агрегату з 7 части-
нок PbTe, розташованого на площині XOY: 
а – λ=400 нм, n=1, к=1,2; б – λ=500 нм, n=1,35; к=2,86; 
в – λ=800 нм, n=3,7; к=3 

 
Досліджувалися також закономірності зміни розподілу ближнього 

поля і оптичних перерізів для агрегатів різної топології (лінійні та нелі-
нійні двомірні агрегати) при варіюванні розміру наночастинок телуриду 
свинцю, що утворюють агрегат, відстані між ними і показника залом-
лення матриці, в яку поміщені наночастинки. Метою такого досліджен-
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ня було встановлення впливу перерахованих параметрів на електроди-
намічні взаємодії між близько розташованими наночастинками, що мо-
же бути причиною сильної якісної трансформації спектрів в щільноупа-
кованих планарних наноструктурах. Дослідження проводилися для спе-
ктрального діапазону 300-450 нм, оскільки внаслідок особливостей спе-
ктральної залежності параметра виживання фотона електродинамічні 
взаємодії між наночастинками телуриду свинцю в агрегаті найбільш си-
льно проявляються в короткохвильовій області спектра і слабшають у 
міру просування в довгохвильову область, у міру збільшення дійсної і 
уявної частин комплексного показника заломлення телуриду свинцю. 

 
 
 
 
 
 

                   а)                                            б)                                           в) 
Рис.7. Димер із дотичних наносфер PbTe різного розміру, орієнтованих вздовж 

осі OY. Перетин ZOY, довжина хвилі 400 нм, показник заломлення мат-
риці n0=1.6. 
а: діаметр 60 нм, Qext= 1.027, Qabs=0.720, Qsca= 0.307, Кmax=1.2; 
б: діаметр 40 нм, Qext=0,771, Qabs=0,612, Qsca= 0.159, Кmax=1.5; 
в: діаметр 20 нм, Qext=0,439, Qabs=0,368, Qsca= 0,070, Кmax=2.0. 

Z=1,25;               Z=21,25;                Z=41,25;                Z=61,25;             Z=78,75; 
 

Рис.8. Гептамер із семи наносфер з діаметром 40 нм, відстань між центрами           
50 нм. Довжина хвилі 400 нм, n0=1,6 
 
Трансформація картини розподілу ближнього поля в перерізі XOY зі 

зміною відстані від площини, в якій розташований планарний мультимер 
Для прикладу на рис.7 представлені картини розподілу локального 

поля для довжини хвилі 400 нм поблизу димера з двох дотичних сфер 
різного розміру. Всі перетини проходять приблизно через центр парале-
лепіпеда, в який вписано розглянутий мультимер. Електричний вектор 
падаючого світла, що поширюється уздовж осі OZ, спрямований по осі 
OY. Як видно з наведеного рисунка, у всіх розглянутих випадках най-
більш інтенсивні «гарячі плями» (тобто ділянки простору зі значними 
коефіцієнтами посилення локального поля) розташовуються поблизу 
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точки дотику поверхонь наночастинок. Слід зазначити, що збільшення 
розміру наночастинок (в області значень 20-60 нм), показника залом-
лення матриці (в області значень 1-1,6) і відстаней між центрами части-
нок (в області значень R=d-2d) призводить до істотного (приблизно дво-
кратному) зменшенню максимально досяжного коефіцієнта підсилення 
локального поля. 

На рис.8 на прикладі гептамера з наночасток телуриду свинцю з 
діаметрами 40 нм показана типова трансформація картини розподілу 
ближнього поля в перерізі XOY при зміні відстані від площини, в якій 
розташований планарний мультимер. Як видно з малюнка, в міру відда-
лення від центрального перетину, відповідного значенню Z=40 нм, «га-
рячі плями» швидко розмиваються і практично зникають при видаленні 
від поверхні частинок приблизно на 20 нм. 

ІV. Cпектрально-селективні властивості нанокристалічних 
структур 

4.1. Концентраційні ефекти 
Спектральні характеристики дисперсних середовищ, до числа яких 

відносяться і нанокристалічні структури PbTe, формуються в результаті 
спільної дії селективного розсіювання та поглинання. Просторова коре-
ляція окремих неоднорідностей призводить до необхідності додатково 
враховувати ще й інтерференцію багаторазово розсіяних хвиль, яка мо-
же істотно трансформувати спектральні характеристики. До виникнення 
часткової упорядкованості ансамблю частинок призводить, наприклад, 
збільшення щільності їх упаковки або забезпечення періодичності роз-
поділу принаймні в одному з вимірів. Для теоретичного моделювання 
спектрально-селективних властивостей нанокристалічних планарних 
структур на основі PbTe з різною топологією використовувалися методи 
статистичної теорії багатократного розсіяння хвиль [7]. Спектри пропу-
скання, відбивання і поглинання щільноупакованих моношарів з нано-
часток плюмбум телуриду розраховувалися на основі квазікристалічно-
го наближення (ККП) [8]. Для виявлення можливості управління спект-
ральними характеристиками за рахунок ефектів фотонного обмеження 
розглядалися також так звані квазіодномірні фотонні кристали, тобто 
планарні багатошарові системи, що складаються з почергованих щіль-
ноупакованих моношарів наночастинок плюмбум телуриду, розділених 
субхвильовими по оптичній товщині діелектричними плівками. Спект-
ральні характеристики таких квазіодномірних фотонних кристалів на 
основі наночасток плюмбум телуриду розраховувалися з використанням 
ККП в поєднанні з методом матриці переносу (метод МП-ККП) [11]. 

Досліджувалися закономірності зміни спектрів пропускання, від-
бивання і поглинання планарних наноструктур при варіюванні розміру 
наночастинок PbTe, щільності їх упаковки в окремих моношарах і числа 
цих моношарів в одновимірно-періодичних (багатошарових) системах. 
На рис.9 представлені спектральні характеристики моношарів наночас-



ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

142 

0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

λ , нм

T,
R

 T
мон

 R
мон

 T
Буг

тинок плюмбум телуриду з різними діаметрами і параметрами пере-
криття, поміщених у матрицю з показником заломлення 1.6. Параметр 
перекриття являє собою відношення площі, зайнятої частками, до площі 
всього моношару, тобто ця величина пропорційна поверхневій концент-
рації частинок. Для порівняння на малюнку приведені також спектри 
пропускання розрідженого зразка з тією ж кількістю частинок, розрахо-
вані за законом Бугера: ТБуг=exp(-ηQext). 

Порівняння рис.9,а та 9,б показує, що збільшення числа частинок в 
моношарі (зростання їхньої поверхневої концентрації) призводить до 
якісної трансформації спектральної залежності як пропускання, так і 
відбивання. Найбільш сильні зміни спостерігаються у короткохвильовій 
області спектра (рис.10). Крім того, як видно з рис.9,б, для щільноупа-
кованих моношарів для наночастинок плюмбум телуриду з розмірами 
40 нм (з параметром перекриття η=0.4) у всій видимій області спектра 
спостерігаються концентраційні ефекти затемнення, тобто із збільшен-
ням щільності упаковки одного і того ж кількості частинок пропускання 
зменшується. Такий характер концентраційної залежності властивий 
системам часток з низьким параметром виживання фотонів. При збіль-
шенні розміру частинок до 100 нм, коли зростає внесок розсіювання в 
екстинкції окремої частки, ефекти затемнення компенсуються за раху-
нок процесів інтерференції багаторазово розсіяного світла (рис.9,в). 

 
      а)                                            б)                                           в) 
Рис.9. Спектри пропускання (а) і відбивання (б,в) щільноупакованими 

моношарами з наночасток плюмбум телуриду з розмірами 40 нм (а,б) і 100 нм 
(в). Параметр перекриття η=0.1 (а), 0.4 (б,в) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис.10. Залежність пропускання моношару наночастинок PbTe                           

з діаметром 40 нм від параметра перекриття 
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На рис.11,а,б,в, на прикладі одновимірно-періодичних (багатоша-
рових) систем, що містять чергуючі моношари наночастинок плюмбум 
телуриду свинцю і тонкі діелектричні плівки, продемонстрована мож-
ливість управління спектрами поглинання (А=1-Т-R) за рахунок вико-
ристання ефектів просторового обмеження. Як видно з наведених даних 
на рисунках, багаторазове перевідбиття випромінювання на межах мо-
ношарів одновимірно-періодичної системи призводить до значного по-
силення поглинання у всій видимій області спектра. При цьому макси-
мум спектра поглинання багатошарової системи може бути зміщений 
відносно максимуму спектра поглинання відповідного моношара (згідно 
з рис.11,в), що пов’язано з селективністю коефіцієнта відбиття моноша-
рів (згідно з рис.9,в). 

                     а)                                       б)                                     в)                       
Рис.11. Спектри поглинання моно- та багатошарових систем з наночасток  

плюмбум телуриду з розмірами 40 нм (а,б) і 100 нм (в). Параметр              
перекриття η=0,1 (а), 0,4 (б,в) 

 
Відзначимо також, що в короткохвильовій області спектра погли-

нання багатолисників з розмірами 40 нм зменшується при збільшенні 
параметра перекриття. Мабуть, це пов’язано зі зростанням коефіцієнта 
відбиття окремих моношарів (рис.9,а,б), і з викликаним цією обстави-
ною зменшенням глибини проникнення випромінювання в дисперсну 
систему. 

4.2 Розмірна залежність спектральних характеристик 
Однією з причин короткохвильового зсуву межі пропускання на-

ночастинок PbTe може бути зміна ефективності розсіювання у випадку 
зміни їх розміру. Для перевірки цього припущення з використанням те-
орії Мі були проведені розрахунки факторів ефективності поослаблен-
ня, розсіяння і поглинання частинок плюмбум телуриду сферичної фор-
ми з різними розмірами. 

Як видно з рис.12, для більш дрібних частинок радіусом 500 нм 
спектральна область найбільш значного послаблення збігається зі спек-
тральною областю смуги поглинання плюмбум телуриду. Для більш ве-
ликих часток, для яких значний внесок вносить і розсіювання на части-
нках, істотно збільшується послаблення в довгохвильовій області спек-
тра, за межами смуги поглинання плюмбум телуриду. 
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Рис.12. Спектральна залежність факторів ефективності послаблення сфер 
плюмбум телуриду з різними розмірами 
 
Розмірна залежність факторів ефективності послаблення, розсіян-

ня і поглинання (Qext, Qsca, Qabs) часток плюмбум телуриду в широкій 
області зміни їх розмірів (100-1000 нм) наведена на рис.13. 

Рис.13. Розмірна залежність факторів ефективності послаблення Qext,                 
розсіяння Qsca і поглинання Qabs наночастинок плюмбум телуриду                       
в матриці з показником заломлення n0=1 на довжині хвилі 5 мкм 
 
Для кожної довжини хвилі в розглянутій області розмірів (100-

1000) нм залежність фактора послаблення немонотонна. В області роз-
мірів (100-260) нм для всього дослідженого спектрального діапазону 
(2.5-10) мкм фактор ефективності послаблення монотонно зростає. 

Як видно з аналізу наведених рис.11-13, картина розмірної залеж-
ності оптичної щільності для монодисперсних систем (з частинок PbTe 
одного розміру) може бути досить складною. Це обумовлено сильною 
дисперсією комплексного показника заломлення плюмбум телуриду в 
розглянутій спектральній області. Слід, однак, відзначити, що, розкид 
частинок за розмірами згладжує різкі екстремуми розмірної залежності 
усередненого фактора ефективності розсіювання і в результаті виявля-
ється тільки загальна тенденція збільшення оптичної щільності в довго-
хвильовій області спектра при збільшенні середнього розміру наночас-
ток. 
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Висновки 
Встановлено, що для планарних нелінійних агрегатів наносфери 

PbTe, що володіють центральною симетрією, області найбільш інтенси-
вного посилення локального поля розташовуються поблизу площини 
центрального перетину, близько поверхні кожній з зовнішніх сфер, зве-
рненої до центральної частинки. Для лінійних агрегатів наносфери PbTe 
області найбільш інтенсивного посилення локального поля розташову-
ються поблизу точки дотику поверхонь наночастинок. Показано, що в 
міру збільшення числа частинок в агрегаті зростає ступінь просторової 
неоднорідності структури ближнього поля. 

Виявлено, що для нелінійних агрегатів резонанс поверхневого 
ослаблення виражений набагато слабкіше, ніж для лінійних агрегатів. 
Для лінійних агрегатів, крім того, структура смуги ослаблення і спект-
ральне положення резонансу поверхневого ослаблення залежать від 
стану поляризації падаючого світла. 

Встановлено, що електродинамічні взаємодії між наночастинками 
в агрегаті найбільш сильно проявляються в короткохвильовій області 
спектра і слабшають при просуванні в довгохвильову область, у міру 
збільшення дійсної і уявної частин комплексного показника заломлення 
плюмбум телуриду; 

У спектрах пропускання частково-впорядкованих щільноупакова-
них моношарів з наночасток плюмбум телуриду спостерігаються конце-
нтраційні ефекти затемнення і просвітлення. Зменшення розміру часток 
і, пов’язане з цим зменшення ймовірності виживання фотона, призво-
дить до розширення спектральної області прояву ефектів затемнення. 

Зміною розміру наночастинок плюмбум телуриду та їх щільності 
упаковки в моношарі можна впливати на величину і спектральну селек-
тивність поглинання одновимірно-періодичними багатошаровими сис-
темами з таких моношарів. 

Виявлений вплив концентраційних ефектів затемнення і просвіт-
лення на спектральну залежність пропускання тонких нанокристалічних 
шарів плюмбум телуриду може бути використано для оптимізації пара-
метрів таких структур при вирішенні задач фільтрації випромінювання 
короткохвильового діапазону видимій області спектра. 

Встановлена залежність ефектів просторового обмеження в пері-
одичних багатошарових структурах на основі моношарів плюмбум те-
луриду від розміру наночастинок та їх щільності упаковки в моношарі 
може бути використана для регулювання величини і спектральної селе-
ктивності поглинання випромінювання видимого діапазону.  
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УДК 621.891 
 

ЗАЛЕЖНІСТЬ ЗНОСОСТІЙКОСТІ ОСАДЖЕНОГО                                 
КОМПОЗИТНОГО ПОКРИТТЯ ВІД ДИСПЕРСНОСТІ                         

ЙОГО НАПОВНЮВАЧА 
 

П. І. Мельник1, М. В. Кіндрачук2 
1Івано-Франківський університет права імені Короля Данила Галицького; 
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03680, м. Київ, проспект Космонавта Комарова, 1 
 

Проведено дослідження процесу зношування КЕП на нікелевій ос-
нові при сухому терті ковзання в залежності від розміру карбідної фа-
зи ТіС та дифузійного хромування, виходячи з уявлень про перетворення 
енергії пластичної деформації в зоні контакту в енергію дислокацій в 
зоні тертя, що веде до викришування твердої фази. 

Ключові слова: зношування, карбідна фаза, дисипативна енергія, 
дислокації, крихкість. 

 
Вступ та постановка задачі дослідження 
Питання поверхневого зміцнення конструкційних матеріалів зай-

має чільне місце у загальній проблемі підвищення надійності та довго-
вічності деталей машин, ресурс роботи яких визначається в основному 
їх опором до конкретного виду контактної взаємодії. Вирішення задач 
контактного руйнування значною мірою визначається ефективністю за-
хисту поверхні деталі. 

Одним із напрямків вирішення триботехнічних задач є формування 
покриттів на деталях машин нанесенням різними методами та іншими 
технологіями їх зміцнення. Активно розвивається напрям створення за-
хисних структур триботехнічного призначення – композиційні елект-
ролітичні покриття (КЕП), які одержують із суспензій, що є електролі-
тами з додаванням визначеної кількості високодисперсного порошку 
твердої фази [1]. Такі покриття є доцільними в першу чергу на сталях 
групи Х18Н10Т, які є достатньо корозійностійкими, але мають низьку 
зносостійкість, що обмежує їх застосування в техніці у якості конструк-
ційних матеріалів. Осадження КЕП на нікелевій основі на поверхню та-
ких сталей зберігає їх корозійну стійкість та підвищує зносостійкість, 
крім цього такі покриття можна суттєво зміцнювати. 

Зміцнення осадженого покриття методом електролізу проводиться 
різними способами: дифузійне відпалювання, оплавлення, лазерна і еле-
ктроіскрова обробка та інші. Хіміко-термічна обробка забезпечує отри-
мання якісно нових дифузійнолегованих композиційних покриттів, що 
володіють підвищеними фізико-хімічними, механічними та експлуа-
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таційними властивостями. Процес хіміко-термічної обробки попередньо 
нанесених електролітичних осадів допускає також цілеспрямовану змі-
ну хімічного і фазового складу поверхневих шарів виробу в результаті 
реакційної дифузії, а тому викликає інтерес з точки зору ефективності 
підвищення їх експлуатаційних властивостей в процесі зношування де-
талей машин, зокрема при терті ковзання. Крім цього, дифузійне наси-
чення КЕП забезпечує підвищену міцність значення покриття з осново, 
що є суттєвим при нанесенні їх на нержавіючі сталі. 

Отже, доцільним є дослідити вплив хіміко-термічної обробки елек-
тролітичних осаджень на їх зносостійкість в залежності від фазового 
складу, вмісту твердої фази та її дисперсності. 

Аналіз експериментальних даних 
Працями багатьох дослідників показана ефективність електроліти-

чних осаджень, механізм формування яких розроблений Р.С. Сайфулі-
ним і проаналізований в роботі [2]. Чисельні дослідження показали, що 
властивість таких осаджень залежить як від складу електроліту, режиму 
процесу, так і подальшої їх обробки з метою ущільнення, підвищення 
адгезії з матрицею та структуроформування. 

Так, в роботі [3] досліджено та систематизовано триботехнічні ха-
рактеристики дифузійних, напилених та осаджених покриттів, а в роботі 
[4] досліджено композиційні електролітичні покриття (КЕП) на нікеле-
вій основі, які містять в собі як зміцнюючу фазу карбід кремнію та за-
вдяки структурним відмінностям надають оброблюваній поверхні необ-
хідних властивостей. На прикладі SiC включень в осаді показано залеж-
ність зносостійкості таких КЕП від вмісту і дисперсності карбідної фа-
зи. На рис.1 наведено характер зносостійкості системи покриття Ni-SiC 
від вмісту наповнювача, а на рис.2 – залежність від розміру частинок 
SiC. 

 
Рис.1. Залежність зносостійкості КЕП 
Ni-SiC від вмісту наповнювача при 
навантаженні 20Н і швидкості тертя 
0,5м/с. Величина частинок 28/20 мкм 
[4] 

Рис.2. Залежність зносостійкості 
КЕП Ni-SiC від розміру частинок 
SiC при навантаженні 20Н і швид-
кості тертя 0,5м/с. Об’ємний вміст 
наповнювача 24% [4] 



ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

149 

З наведених даних видно, що зносостійкість КЕП змінюється зі 
змінною як кількості, так і розмірів частинок наповнювача, що характе-
ризує структуру покриття, яку можна позитивно удосконалювати шля-
хом додаткової хіміко-термічної обробки. 

Методика досліджень та обговорення їх результатів 
Композиційні електролітичні покриття одержували шляхом суміс-

ного осадження із електроліту нікелю і зміцнюючої фази TiC різної ди-
сперсності на зразки розміром 10×10×5 мм. Зразки отримані у ванні РН 
3-4, густині струму 10 А/дм2 при температурі 250С. 

Випробування на зносостійкість в умовах тертя без мащення про-
водилось на установці М-22М при швидкості ковзання 0,5 м/с та наван-
таженні 20 Н. Схема спряження – вал-площина і шлях тертя складав 1 км. 

Досліджувався композит Ni-TiC з різними фракціями TiC від 5 до 
100 мкм. Дифузійне хромування проводилось із суміші порошків скла-
ду: 65%Cr, 25%Al2O3, 1,5%NH4Cl при температури 11000С протягом 3-5 
годин в металевих контейнерах з плавким затвором. 

На рис.3,а наведено мікроструктуру КЕП Ni-TiC з наповнювачем 
TiC дисперсністю 30 мкм. На фотографії видно достатньо рівномірне 
розташування частинок наповнювача по площині шліфа. А на рис.3,б 
показана фотографія мікроструктури КЕП після дифузійного хромуван-
ня. Поверхневий шар покриття збіднений частинками TiC, а на глибині 
його карбідна фаза дещо коагулізувалась, але залишилась досить рівно-
мірно розподіленою по площині мікроструктури, що суттєво не змінило 
структури по глибині шару, крім поверхневої, яка зазнала легування 
хромом. Особливістю є те, що сформувалась дифузійна зона на границі 
покриття-основа, яка і забезпечує підвищену міцність зчеплення КЕП. 

 

                  а)                                                              б) 
Рис.3. а) Мікроструктура КЕП Ni-TiC з наповнювачем TiC × 300;  
           б) Мікроструктура КЕП після дифузійного хромування × 300 

 
На рис.4 подано залежність зносостійкості КЕП з різною фракцією 

TiC, але однаковим об’ємним наповнення в осаді рівним 25% об’ємних 
після його дифузійного хромування при 11000С на протязі 3-х годин. 
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Випробування поводились в режимі ковзання при різних навантаженнях 
та довжині шляху тертя. 

 
 

Рис.4. Залежність зносостійкості КЕП системи Ni-ТiC після дифузійного хро-
мування при навантаженні 10Н (1) і 20Н (2) 
 
Як видно з рис.2 та 4, характер залежності зносостійкості від вели-

чини частинок наповнювача відрізняється лише тим, що зниження зно-
состійкості у першому випадку починається від величини карбідного 
включення приблизно 50 мкм, а у другому випадку – від 70 мкм при на-
вантаженні 20Н і 80 мкм при навантаженні 10Н. Це пояснюється тим, 
що у першому випадку випробування на зносостійкість проводились на 
зразках, які не піддавались хіміко-термічній обробці, а у другому випа-
дку – зразки пройшли дифузійне хромування. Отже, у першому випадку 
сили зчеплення частинок карбідної фази є дещо меншими, ніж сили їх 
зчеплення в матриці, яка пройшла дифузійне хромування, бо в обох ви-
падках присутні сили пружності, а відповідно енергія пластичної дефо-
рмації є різною. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.5. Схема розташування частинок ТiC у поверхневому шарі КЕП 
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На рис.5 представлено схему площини тертя з розташуванням в 
одній із них твердої фази. Під дією сил тертя окремі частинки опиня-
ються на вершині зубців нерівності і в матриці їх утримує енергія взає-
модії, яка залежить як від природи матеріалу, так і величини частинок. 
Сили тертя обумовлюють пластичну деформацію, відсутність якої в зоні 
контакту приводить до накопичення в ній пружних деформацій і супро-
воджується розсіюванням частини енергії, затраченої роботою сил тер-
тя. Оскільки ці процеси є термодинамічно неврівноваженими, то їх мо-
жна описати з допомогою дисипативної функції [5]: 

c

i
дисi A

dt
dW

dt
dST cI

rr
+== ∑Ψ ,                   

де Т  – температура системи в 0К; 
k

S Si id d
S dtdt

=  – швидкість зміни енер-

гії системи; 
dtS

dW
dt

dW

k

i
дис

i

=  – швидкість розсіювання енергії; Si – площа 

поверхні тимчасового контакту; ссАІ
r

 – потужність пливу попутних фак-
торів. 

Дисипативні функції процесів пластичної деформації та утворення 
вільних поверхонь взаємодії різних фаз в яких концентруються сили 
розсіювання енергії та зародження дефектів кристалічної структури – 
дислокацій, яким передує пластична деформація визначаються з таких 
міркувань. Дислокації накопичуються на границях фаз, що призводить 
до руйнування сил зв’язку між ними і, як результат – викришування од-
нієї із фаз (у даному випадку йдеться про фазу TiC, яка сприяє виник-
ненню абразивного зношування). 

Для зручності введемо поняття хімічного потенціалу дислокації – 
робота, яка затрачається для утворення одиничної дислокації: 

φ d =
β
τ , Α d= dϕΔ =

β
τ

Δ
Δ ,      

де φ d  – хімічний потенціал дислокації; τ  –напруження, що діють в ме-
талах; β  – число дислокацій, яке припадає на одиницю деформованої 
речовини; dΑ  – утворення та переміщення дислокацій; dϕΔ  – різниця 
хімічних потенціалів для двох напружених станів матеріалу; τΔ  – зміц-
нення матеріалу в процесі його пластичного деформування. 

У свою чергу, робота пластичної деформації, яка призводить до 
виникнення дислокації, записується так: 

dADdd
r

=плW ,       

де 
iS

dDDd =
r

 – швидкість накопичення дислокацій в системі. 
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Поділивши обидві частини цього рівняння на dt , отримаємо вираз 
для дисипативної функції пластичного деформування матеріалу: 

dddдис AIA
dt
Dd r
r

===ϕ
dt

dWпл ,    

де 
dtd
dDI =
r

r
 – швидкість накопичення дислокацій, віднесеної до одиниці 

поверхні контакту і залежить від енергії пластичної деформації в зоні 
контакту. 

Представляючи процес руйнування в зоні тертя як відколювання 
частинок на границях їх об’єму за рахунок накопичення по них дисло-
кацій, запишемо: 

ddmmi SddSSddS
rr

σσσσ −+=Σ 00i ,    
де 0σ  – питома поверхнева енергія в зоні контакту; 0dS  – питома площа 
поверхні контакту (зона пластичної деформації); mσ  – питома поверх-

нева енергія в процесі зміни площі контакту mdS ; i dσ  dSd
r

 – питома по-
верхнева енергія і зміна площі поверхні дислокаційних границь. 

Отже, дисипативна енергія пластичнодеформованих поверхонь ко-
нтакту тертя з врахуванням швидкості зміни їх площі (швидкість тертя) 
приводить до виразу дисипативної функції: 
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Вирази 0dS
dt

r

 та mdS
dt

r

є показниками швидкості зміни дисипативної 

енергії пластичної деформації на площах контакту в процесі тертя і за-
лежить від багатьох факторів, і в першу чергу, від навантаження та 
швидкості процесу тертя. Це знаходить підтвердження в роботах бага-
тьох дослідників [6,7], які довели, що енергія тертя трансформується в 
енергію дислокацій, що призводить до крихкості поверхневих шарів і 
сколювання окремих фаз у зоні тертя. 

Вводячи у вираз дисипативної функції коефіцієнти, які характери-
зують фактори умов тертя (навантаження, швидкість руху, циклічність, 
температуру і т.п.), а також структурну будову речовини, можна екс-
клюзивно оцінити характер і ступінь зношування матеріалу у процесі 
тертя. 

Виходячи з отриманих результатів, знаходяться пояснення екстре-
мальних результатів залежності зносостійкості від розмірів частинок 
наповнювача в КЕП, тобто, чим більший розмір частинок наповнювача, 
тим швидше дисипативна енергія по границі зерна перетвориться на 
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пружну енергію, яка веде до окрихчування – втрати сил зв’язку з матри-
цею і, як результат, його викришування. В подальшому ці карбіди за-
безпечують абразивне зношування. Підвищення зносостійкості за наяв-
ності включень карбідів з величиною зерна до певних розмірів 
пов’язано, очевидно, із закономірностями пропрацьовування пари тертя 
та незруйнованими силами зв’язку зерна з матрицею через недостатню 
кількість пружної енергії, яка забезпечує крихке відшарування карбід-
ного зерна. 

Висновки 
Зносостійкість композиційних електролітичних покриттів системи 

TiC від розміру карбідного зерна залежить, насамперед, від сил зв’язку з 
матрицею. Дифузійне хромування такого покриття підвищує цей 
зв’язок, очевидно, за рахунок додаткової взаємодії між атомами різних 
компонентних систем. 

Різке зменшення зносостійкості за різних навантажень починається 
при різних значеннях розміру зерна карбіду, що пояснюється крихким 
сколюванням його в площині контакту тертя. Крім цього, дифузійне на-
сичення КЕП забезпечує його підвищену міцність зчеплення з поверх-
нею матриці, що є суттєвим при нанесенні їх на нержавіючі сталі. 

Процес крихкого сколювання карбідної фази пов’язаний з тим, що 
дисипативна енергія, яка є результатом пластичної деформації в зоні 
тертя, перетворюється в пружну і зосереджується на границях фази, що 
і збільшує крихке сколювання карбідного зерна. 
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Research shows that the process of wearout TCT is conducted on 

nickeliferous basis at the dry friction of sliding. Factory configured that 
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Проведено детальний аналіз технологічних методів, що викорис-

товується для отримання нанокомпозитних структур напівпровідни-
кових термоелектричних матеріалів та способів їх компактування у 
масивні зразки. Особлива увага звернена на характеристику різного 
класу сполук для отримання нанокомпозитів: структуру, термоелект-
ричні властивості, методи компактування, шляхи використання. Вка-
зано нові стратегії у отриманні нанкомпозитів. 

Ключові слова: термоелектрика, наноструктура, нанокомпозити 
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Вступ 
Запаси викопного палива вичерпуються, в той час як світове спо-

живання енергії щорічно зростає. У цих умовах необхідним стає ство-
рення і впровадження альтернативних джерел енергії. Термоелектричні 
явища, суть яких полягає у взаємоперетворенні теплової та електричної 
енергій, лежать в основі розробки матеріалів для виробництва енергії з 
тепла і для охолодження під дією електричного струму (рис.1). 

 
Рис.1. Схема найпростішого термоелектричного пристрою для охолодження 

(а) і для генерування струму (б) [1] 
 
Запропоновані ще у 1950-х рр., напівпровідникові термоелектрич-

ні матеріали на основі телуридів вісмуту і свинцю не можуть задоволь-
нити зростаючої потреби виробництва. Так, зокрема, важливою пробле-
мою є перетворення тепла, що виділяється при роботі машин, не елект-
ричну енергію. Очікується, що перетворення відведеного від двигунів 
внутрішнього згоряння автомобіля тепла в електричний струм для жив-
лення бортового устаткування сприятиме до економії 20-25% палива. 
Крім того, використання ефективних термоелектричних охолоджувачів 
є вкрай вигідний з кількох причин. По-перше, термоелектричні при-
строї, в порівнянні з традиційними компресорними холодильними уста-
новками, надзвичайно компактні і не містять рухомих частин, чим за-
безпечується їх висока надійність і безшумність роботи (термін служби 
до 200 000 годин, тобто близько 25 років); крім того, вони не вимагають 
технічного обслуговування. По-друге, термоелектричні охолоджувачі 
можуть бути інтегровані в пристрої, де потрібне локальне охолодження 
однієї або декількох частин. По-третє, термоелектричні охолоджувачі не 
містять шкідливих хімічних сполук, що зумовлює їх екологічну приваб-
ливість. Очікується, що при досягненні ZT=3 ефективність термоелект-
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ричних матеріалів буде достатню для повсюдного витіснення компресо-
рних холодильних агрегатів термоелектричними. Тут 

                                     χ
σ

=
2SZ ,     (1) 

де Z – термоелектрична добротність, S – термо-е.р.с. (коефіцієнт Зеєбе-
ка), σ – питома електропровідність, χ – теплопровідність. 

Найбільш зручними для використання в термоелектричних при-
строях є тонкі плівки, наночастинки, супергратки, нанопроводи, неорга-
нічні нанотрубки і нанокомпозити, що дозволяють зменшити теплопро-
відність. 

 
Рис.2. Значення добротності ZT в різних діапазонах температури                             

для традиційних матеріалів [2] 
 
Згідно з (1) видно, що високоякісний термоелектричний матеріал 

повинен одночасно мати високу електропровідність, велику термо-е.р.с. 
і низьку теплопровідність. Термо-е.р.с. і провідність визначаються тіль-
ки електронними властивостями матеріалу, і тому їх часто об’єднують у 
величину  

                                                2SP σ= ,                           (2) 
яку називають “фактором потужності”. Теплопровідність Le χ+χ=χ  є 
сума електронного eχ  і граткового внесків Lχ , тому, щоб максимально 
збільшити термоелектричну добротність, електронна провідність пови-
нна бути якнайбільшою при найменшій теплопровідності. Однак, опти-
мізувати значення ZT виявилося не так просто, адже зі зростанням про-
відності термо-е.р.с. зазвичай зменшується. Основним зі способів по-
ліпшення термоелектричних властивостей існуючих матеріалів (рис.2) 
сьогодні є використання просторово-неоднорідних матеріалів з неодно-
рідностями, розміри яких порівнянні з характерними довжинами хвиль 
електронів або фононів, тобто лежать у нанометровій області (рис.3).  
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У даній статті зроблена спроба систематизувати існуючий у літе-
ратурі матеріал стосовно технологічних можливостей формування на-
нокомпозитних термоелектричних структур різного класу сполук та їх 
основних властивостей. 

 
Рис.3. Температурна залежність безрозмірної добротності ZT                                 

для нанокомпозитних матеріалів [2] 
 
I. Методи отримання нанокомпозитних матеріалів 
Для отримання нанокомпозитів, термоелектричні наночастинки 

зазвичай готують, а потім ущільнюють в об’ємні тверді тіла. Термоеле-
ктричні наночастинки можуть бути отримані із застосуванням таких ме-
тодів: гідротермальним, хімічними реакціями і кульковими млинами [3-
21]. Серед цих методів, кулькові млини є ефективним промисловим під-
ходом для отримання нанодисперсних частинок.  

1.1. Кулькові млини 

 
Рис.4. a) – Схематичне зображення кулькового млина; b) – кульковий млин               

із завантаженим матеріалом для подрібнення; c) – зовнішній вигляд           
лабораторного кулькового млина [24] 
 
Звичайні кулькові млини використовувались для отримання вели-

кої кількості дрібних часток з розміром від одного до декількох мікро-
метрів (рис.4). Високоенергетичні кулькові млини, розроблені в 1970-х 



ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

159 

роках в якості промислового процесу, можуть створити наночастинки 
розміром кілька нанометрів [22]. Було доведено, що високоенергетичні 
кулькові млини є ефективною і потужною технікою для обробки для 
отримання великих кількостей термоелектричних наночастинок із злит-
ків протягом короткого часу [21]. На рис.5,a,b показано, кристалічні 
злитки і кристаліти р-типу (Bi,Sb)2Te3 злитка, до їх подрібнення ніж ви-
користають кулькових млинах. Злитки є об’ємними монокристалами. 
Після застосування кулькового млина, можуть бути отримані наночас-
тинки (рис.5,c,d). Крім кристалічних злитків, термоелектричні наночас-
тки також можуть бути отримані безпосередньо з окремих елементів за 
допомогою методу високоенергетичних кулькових млинів [17-21]. На-
приклад, кристалічний Bi2Te3 нанопорошок, показаний на рис.5,d, може 
бути безпосередньо синтезований з елементів Bi і Te шляхом механіч-
ного легування. 

 
Рис.5. а) Оптичне зображення кристалічних злитків до їх подрібнення у куль-

ковому млині; b) ПЕМ (просвічуюча електронна мікроскопія) зображення 
р-типу (Bi,Sb)2Te3 злитка. Вставки є HRTEM (просвічуюча електронна 
мікроскопія з високою роздільною здатністю) злитка; с) Оптичне зобра-
ження подрібнених нанопорошків із злитків кульковим млином; d) 
HRTEM зображення типових (Bi,Sb)2Te3 нанопорошків – подрібнених 
кульковим млином злитків; е) оптичне зображення гарячоспресованих 
нанокомпозитів із подрібнених порошків, показаних на (с); f) HRTEM зо-
браження декількох нанозерен р-типу (Bi,Sb)2Te3, виготовлених методом 
гарячого пресування [23] 
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1.2. Механічне стирання 
Механічне стирання є одним з найбільш популярних методів син-

тезу наноструктур з об’ємної сировини. Це пов’язано не тільки із зруч-
ністю і мінімальною вимогою до складного обладнання, але й, універса-
льністю в плані кількості різних систем матеріалів, які можуть бути під-
готовлені у такий спосіб. Так, внаслідок структурного подрібнення кру-
пних зерен на більш дрібні в результаті пластичної деформації за кімна-
тної температури можуть бути створені наноструктури. Цей процес мо-
же бути виконаний на млині відцентрового типу та млині вібраційного 
типу. Наночастинки розміром від 200 нм до мінімального (5-10) нм мо-
жуть бути отримані шляхом розтирання, із застосуванням вібраційних 
млинів і горизонтальних кулькових млинів [25]. Оскільки процес чутли-
вий до забруднення, контроль атмосфери є важливим для підтримання 
чистоти матеріалу, зокрема, щоб уникнути окислення. Тому процес при-
готування термоелектричних матеріалів відбувається в атмосфері газу 
аргону або азоту. Забруднення від зносу подрібнюючих машин – також 
проблема механічною стирання, яке може негативно вплинути на якість 
сплавів, що вимагає вибору раціонального часу обробки і крупності по-
дрібнення [26]. Механічне стирання було використане для отримання 
нанопорошків сплавів Fe-Si, Si-Ge сплавів, PbTe і PbSbTe сплавів, 
BiSbTe сплавів, MgSiSn, CoSb3, а також таких матеріалів, як La3-xTe4, які 
складно синтезувати іншими традиційними методами [17,27-35,16]. 

1.3. Синтез методом мокрої хімії 
Спосіб “мокрої хімії” є потужним інструментом для отримання 

наноструктур різних форм. Це, наприклад, солвотермальний (в тому чи-
слі гідротермальний) метод синтезу наноструктур – розчинення у воді 
(або придатному розчиннику) неорганічних прекурсорів за підвищених 
температур (вище критичної точки розчинника), і завдяки чому створю-
ється тиск в автоклаві (рис.6), з подальшою кристалізацією розчиненої 
речовини з рідини. У порівнянні з іншими методами підвищення темпе-
ратури реакції, солвотермальний метод може призвести до прискорено-
го зростання кристалів, яке супроводжується точним розподілом части-
нок за розмірами і формами кристалітів. 

Ще однією перевагою цього методу є те, що можуть бути синтезо-
вані наноструктури різної морфології, такі, як нанопорошки, нанотруб-
ки, багатогранні наночастинки. Крім того, більшість матеріалів можуть 
бути розчинені у розчиннику шляхом нагрівання за тиску, близькому до 
критичної точки. Такий підхід є обгрунтований для синтезу нанострук-
тур широкого спектру матеріалів. Гідротермальний синтез був викорис-
таний для отримання наноструктур Bi2Te3, Sb2Te3, PbX (X = S, Se, Te), 
CoSb3 і т.д. [37-43]. На рис.7 показано ПЕМ-зображення Bi2Te3 нанот-
рубок, синтезованих гідротермальним методом. З іншого боку, гідроте-
рмальний метод може працювати в м’яких умовах для виготовлення рі-
зних видів наноструктур в анізотропному процесі зростання шляхом до-
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давання різних поверхнево-активних речовин або додаткових умов реа-
кції, такі як температура, рН і т.д. У роботах [44, 45] з використанням 
цього методу були виготовлені нанотрубки Bi2Te3. 

 
Рис.6. Схематичне зображення автоклаву для гідротермального синтезу                    

наноструктур [36] 

 
Рис.7. ПEM-фотографії гідротермально синтезованих Bi2Te3 нанотрубок [37] 

 
1.4. Золь-гель синтез 
Цей метод реалізується в рідкій фазі. Цей процес забезпечує утво-

рення наночасток, а також наноструктурованих поверхонь і тривимір-
них наноструктурованих матеріалів. 

«Золь» є одним з видів колоїдних розчинів, в яких дисперсні твер-
ді фази змішуються в однорідний рідкий розчин. Прикладом природно-
го золю є кров. Як випливає з назви, золь-гель – це процес, що включає 
в себе утворення через формування колоїдної суспензії (золь). 

На першому етапі в золь-гель процесі відбувається синтез колоїд-
них розчинів, у яких прекурсорами є, як правило, іони металів. Алкоок-
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сидами металів і алкоксісілани є найпопулярнішими, так як вони легко 
реагують з водою (гідроліз). Найбільш широко використовуваним із ал-
коксіланів є тетраметоксілан (TMOS) і тетраетоксілан (TEOS), які утво-
рюють силікатгель. Алкооксиди, (як алюмінати, титанати і борати) та-
кож використовуються, часто з домішкою TMOS або TEOS. Крім того, 
оскільки алкооксиди і вода не змішуються, їх спільним розчинником є 
алкоголь. 

Золь-гель синтез складається з чотирьох етапів. Перший етап – ре-
акція гідролізу, в якому -OR група замінюється на -ОН групу. Реакція 
гідролізу може відбуватися без каталізатора, але вона є швидшою у разі 
його використання. Як і в будь-якій реакції гідролізу, каталізатором 
може бути NaOH або NH3 або кислоти HF, CH3COOH. 

Після гідролізу, сіль починає конденсуватися і полімеризується. 
Це призводить до зростання часток, які, в залежності від умов (напр. як 
рН), досягають розмірів у кілька нанометрів. Реакції конденса-
ції/полімеризації є досить складними і проходять з виникненням промі-
жних продуктів, у тому числі циклічних структур. Потім частинки аг-
ломерату починають формуватися у всьому рідкому середовищі в ре-
зультаті згущення. Так утворюється гель. 

Синтез, залежить від початкових умов реакції гідролізу і конден-
сації/полімеризації: рН, температури, часу реакції, природи каталізатора 
і тощо. 

Золь-гель процес є основним для дотримання силікагелю. Також 
можуть бути утворені інші типи гелів. Особливістю алюмосилікатних 
гелів є можливість формування трубчастих структур. Одним з таких 
продуктів є іможоліт, зовнішнім діаметром близько 2,5 нм і внутрішнім 
діаметром трубки 1,5 нм. Ці типи наноструктур – добрі адсорбенти для 
аніонів, таких як хлорид, хлорат, сульфатів і фосфатів. Структура імо-
жоліту (imogolite) може бути розчинена HF. Таким чином, ці нанострук-
тури можуть бути використані для матричного синтезу: трубка може 
бути заповнена атомами і потім розчиняється, залишаючи ряди атомів 
(2,5 атомів золота з рядом розмірів 1 нм). 

На рис.8 зображено різні матеріали, які можна отримати золь-гель 
методом. Щоб отримати максимально великі площі поверхні наночас-
тинок, гель слід розмістити на поверхні. Інша стратегія полягає у фор-
муванні аерогелю. Це – тривимірна безперервна мережа частинок з по-
вітрям (або будь-яким іншим газом). Аерогелі характеризуються порис-
тістю і над легкістю, однак і вони не в змозі витримати навантаження, у 
100 разів більшого своєї ваги. 

Золь-гель синтез – універсальний спосіб створення впорядкованих 
наноструктур на поверхні. Особливістю рідких кристалів є те, що вони 
мають кристалічну структуру, але існують в рідкій (а не твердій) фазі. 
Цим способом отримано наноструктурований кремній з контрольова-
ним розміром пор, форм і порядком [71]. 
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Рис.8. Схема матеріалів, які можуть бути отримані за допомогою золь-гель 

процесу [71] 
 
1.5. Електрохімічне осадження 
Електрохімічне осадження забезпечує легкий і ефективний спосіб 

виготовлення різних наноструктурованих металевих сплавів для термо-
електричних пристроїв [46,47]. Так, за допомогою процесу електрооса-
дження (рис.9) з використанням пористого анодного оксиду алюмінію 
(ПАК) як шаблону було виготовлено високоякісний масив нанопроводів 
Bi2Te3. Ця техніка була швидко розвинута як популярний метод для 
отримання різних термоелектричних масивів нанопроводів, такі як: 
Bi2Te3, Sb2Te3, Bi-Sb-Te, Bi-Te-Se, CoSb3, PbTe та ін [49-53]. 

Високий ступінь контролювання діаметра і довжини нанопроводів 
може бути здійснено в цьому методі. Діаметр отриманих нанопроводів 
становить від 20 до 300 нм і пов’язаний з розміром пор шаблону, а дов-
жина залежить від часу електроосадження. Крім того, склад сплаву мо-
жна регулювати, змінюючи вміст розчину електроліту, орієнтація маси-
ву нанопроводів може бути змінена налаштуванням напруги осадження 
або з використанням імпульсних процесів електроосадження [55,56]. 
Рівномірність зростання також може бути досягнута гальванопокриттям 
за низьких температур [57].  

Електроосадження також може бути використане для синтезу різ-
них гетероструктурних наноматеріалів.  

Використанням шаблонів імпульсного електроосадження під дією 
потужності (напруги) осадження [58,59] різної величини можна отрима-
ти різні види термоелектричних матеріалів, їхнього почергово і пері-
одично розміщення. Автори [60] повідомили деталі вивчення системи 
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Bi-Sb-Te і успішного керування ростом нанопроводів гетероструктур 
Bi2Te3/Sb із заданими періодом. Так, мінімальний розмір, синтезованих 
нанопроводів Bi2Te3/Sb гетероструктури становив 10 нм (рис.10). Були 
також виготовлені Bi2Te3/Te гетероструктури [61]. 

 
Рис.9. Загальна схема процесу електрохімічного осадження [54] 

 

 
Рис.10. ПЕМ-зображення багатошарових нанодротиків Bi2Te3/Sb, створених за 

різних умов (помічені в нижній частині кожного рисунка) (а,b); відпові-
дні ПEM-зображення з високою роздільною здатністю (с,d) [60] 
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1.6. Конденсація в інертному газі 
Конденсації в інертному газі є універсальним процесом, що вико-

ристовується для синтезу експериментальних кількостей нанострукту-
рованих металевих і інтерметалевих порошків. Особливістю процесу є 
можливість генерувати неагломерований нанопорошок, шляхом спікан-
ня за відносно низьких температур. Джерело випаровування використо-
вується для генерації часток порошку, який транспортується конвектив-
но і збирається на холодній підкладці (рис.11). Наночастки формуються 
в термальній зоні трохи вище джерела випаровування через взаємодію 
між гарячою парою та набагато холоднішими атомами інертного газу 
(тиск в камері зазвичай (1-20) мбар). Останнім часом цей метод був ви-
користаний для виготовлення Si-Ge нанокомпозитів [62]. 

 
Рис.11. Ілюстрація процесу конденсації в інертних газах [63] 

 
1.7. Сонохімічний синтез 
Основний механізм сонохімії виникає з акустичного явища кавіта-

ції, тобто утворення, зростання і імплозійного лускання бульбашок в 
рідкому середовищі в результаті опромінення ультразвуковими хвилями 
(рис.12).  

Надзвичайно висока температура (>5000 K), тиск (>20 МПа) і ду-
же висока швидкість охолодження (>107 К/с) може бути досягнута ло-
кально під час акустичної кавітації, які призводять до багатьох унікаль-
них властивостей опроміненого розчину [65]. Чудові переваги цього ме-
тоду включають швидку швидкість реакції, керовані умови реакції та 
здатність до утворення наночасток одинакової форми, вузьким розподі-
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лом за розмірами і високої чистоти. Сонохімічний метод синтезу був 
використаний для отримання нанокристалів Bi2Se3, Bi2Te3 та проміжних 
сполук, інших телуридів і селенідів металів [66-68]. На рис.13 показана 
ПЕМ мікрофотографія Bi2Se3 нанокристалів, отриманих сонохімічним 
синтезом. 

 
Рис.12. Типова лабораторна установка для сонохімічних реакцій. Використо-

вується висока інтенсивність ультразвукових хвиль, як правило близько 
20 кГц і від 10 до 100 Вт акустичної потужності [64] 

 
Рис.13. ПЕМ-зображення (а) і розподіл розмірів нанокристалів Bi2Se3 (b)              

підготовлених сонохімічним синтезом. Масштаб ТЕМ зображення               
100 нм [66] 
 
1.8. Хімічне осадження з парової фази (CVD) 
Хімічне парофазне осадження (chemical vapor deposition – CVD) – 

це хімічний процес, який розроблений для отримання твердих неоргані-
чних покриттів, як правило, підвищеної чистоти. Суть даного методу 
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полягає в тому, що кінцевий продукт утворюється на підкладці-мішені, 
що знаходиться в найбільш нагрітій зоні, в результаті взаємодії газопо-
дібних речовин-прекурсорів в гарячій зоні або термолізу пара речовини-
прекурсору (рис.14).  

 
Рис.14. Принципова схема конвекційного хімічного осадження з парової фази [36] 

 
При цьому речовинами-прекурсорами можуть бути не тільки гази 

але і тверді речовини, але й рідини, в цьому випадку їх випаровують у 
спеціальній зоні реактора, а потім транспортують до підкладки-мішені 
за допомогою газу-носія, який може бути як «інертним», так і брати 
участь в синтезі. Також можлива організація процесу без газу-носія; в 
цьому випадку експеримент виконується під динамічним вакуумом. 
Якщо в результаті реакції утворюються газоподібні побічні продукти, 
вони видаляються з реактора потоком газу носія або динамічним вакуу-
мом [69]. Схема протікання CVD процесу зображена на рис.15. 

 
 
 

 
Рис.15. Схема хімічного парофазного осадження [69] 

 
Всі CVD процеси мають ряд загальних етапів (показано на рис.16) це: 

1. Генерація прекурсорів активних газоподібних реагентів; 
2. Транспортування прекурсора в реакційну камеру; 
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3.  Адсорбція прекурсорів на гарячу поверхню; 
4. Розкладання прекурсора, для отримання атомів, необхідних для 

плівки і органічних відходів; 
5. Міграція атомів у місце осадження; 
6. Зародження, що призводить до зростання тонкої плівки; 
7. Десорбція небажаних побічних продуктів; 
8. Видалення небажаних продуктів. 

 
Рис.16. Діаграма черговості реакцій у CVD методі [70] 

 
II. Методи компактування нанокомпозитних матеріалів 
Відомо ряд методів компактування для отримання об’ємних тер-

моелектричних зразків із нанорозмірних компонент: іскроплазмове спі-
кання, холодне пресування, спікання, гаряче пресування і екструзійні 
методи [77-80]. Суть всіх методів ущільнення полягає в застосуванні 
високого тиску для компактування, а часто і досить високої температу-
ри, щоб пом’якшити матеріали, і щоб видалити залишки пористості, 
тобто досягнути високої густини без втрати нанорозмірних мікрострук-
тур і збереження матеріалу хімічно чистим. 

2.1. Холодне пресування 
Холодне пресування – це процес, в якому порошкові матеріали 

стиснені в інтервалі кімнатних температур. Холодна стиснення є най-
більш поширеним методом компактування в порошковій металургії. Та-
ким чином, холодне пресування забезпечує збереження метастабільних 
нанорозмірних компонентів. Але через це у ряді випадків нанопорошки 
не дуже добре зв’язані, що призводить до зниження рухливості носіїв, а, 
отже, і низького значення ZT [75]. 

2.2. Гаряче пресування 
Більш поширеним способом пресування нанопорошків є гаряче 

пресування (рис.17), де крім високого тиску, прикладеного до зразка, 
одночасно застосовується нагрівання. Це є причиною кращого зв’язку 
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між частинками і вищої рухливості носіїв у зразку. Проте виникає про-
блема збереження нанометрового розміру кристалічних зерен у кінце-
вому зразку, тому що зерно може суттєво зрости. На рис.18 показано 
ПЕМ-зображення нанокомпозитів BixSb2-xTe3, підготовлених кульковим 
млином і гарячим пресуванням [18]. Очевидно, що за оптимальних умов 
гарячого пресування можна зберегти наноструктури і не знизити проду-
ктивності термоелектричних матеріалів. 

 
Рис.17. Схематичне зображення процесу гарячого пресування (а) і світлина 

методу (b) [81] 

 
Рис.18. ПEM зображення, мікроструктури гарячо спресованих нанокомпозитів 

Bi-Sb-Te: Невелике збільшення зображення нанозерена (A); велике збі-
льшення зображення (B) видно, нанорозмірні кристалічності, випадково 
орієнтовані і чисті межі зерен [16] 
 
Поєднання високих енергій кулькових млинів і гарячого пресу-

вання є дуже привабливим з комерційної точки зору, тому що ним може 
бути отримана велика кількість нанопорошків за короткий час. З дослі-
дницької точки зору, цим методом можна підготувати багато термоеле-
ктричних матеріалів з різним хімічним складом і різного рівня легуван-
ня, високої густини. Наприклад, густина гарячоспресованих нанокомпо-
зитів є вищою 98%, або навіть 100% [82,16]. Гаряче пресування наноко-
мпозитів також забезпечує їх термічну стабільність при високих темпе-
ратурах і ізотропність термоелектричних параметрів. Методи були ви-
користані для підготовки багатьох термоелектричних нанокомпозитів: 
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Bi2Te3, SiGe сплавів і скутерудитів CoSb3 [16-18,20,83]. Наприклад, мак-
симум ZT=1,4 досягається в р-BixSb2-xXTe3 нанокомпозитах виготовле-
них кульковим млином і методом гарячого пресування [16]. Уперше ме-
тод гарячого пресування був використаний для підготовки PbSe компо-
зитів ще на початку 1960 р. [84], а пізніше був використаний для вироб-
ництва полікристалічного матеріалу SiGe для місій НАСА. У даний час 
метод гарячого пресування є “зрілою” технологією для виробництва 
термоелектричних нанокомпозитів [85]. Техніка гарячого пресування 
може бути поєднана з будь-яким іншим способом отримання наночас-
тинок.  

2.3. Іскро-плазмове спікання 
Іскро-плазмове спікання (SPS) є новою технологією спікання, яка 

набуває все більшої популярності у виготовленні термоелектричних на-
нокомпозитів [86]. При цьому зразок нагрівається імпульсами електри-
чного струму, який тече крізь нього у пуансоні (рис.19). Через те що 
струм є високим, за порівняно невеликих проміжків між частинками у 
порошку відбуватимуться електричні розряди, тобто створюються мік-
роскопічні електричні дуги, що призводить до виникнення високих тем-
ператур і тисків і утворення контакту між частинками. Додатковою пе-
ревагою методу є те, що гази і волога, які були адсорбовані на поверхні 
наночастинок, усунені, а оксидний шар може бути порушений дугою. 
Згодом відбувається джоулеве нагрівання внаслідок протікання струму 
через зразок. Так, тепло генерується всередині SPS, на відміну від зви-
чайного гарячого пресування, де тепло забезпечується зовнішніми на-
грівальними елементами, що дає дуже високі швидкості нагрівання 
(>573 К/хв) і короткий час спікання. Крім того, висока швидкість проце-
су гарантує уникнення укрупнень, порошків з нанорозмірами або нанос-
труктурами, яке супроводжує стандартні способи пресування. Густина, 
дуже близька до теоретично розрахованої густини, і відмінні термоелек-
тричні характеристики були досягнуті в зразках, отриманих методом 
SPS. З урахуванням цих переваг ця технологія все частіше використову-
ватися для виготовлення термоелектричних нанокомпозитів [72]. 

 
Рис.19. Принцип роботи іскроплазмового спікання [85] 
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III. Термоелектричні властивості нанокомпозитних матеріалів 
3.1. Нанокомпозити на основі Bi2Te3 
Bi2Te3 і сплави на основі Bi2Te3 є одним з найбільш широко вико-

ристовуваних термоелектриних матеріалів (TE) для температур від            
200 К до 400 К [86]. Основне застосування цих матеріалів – охолоджен-
ня та контроль температури лабораторних пристроїв. Ще однією мож-
ливістю їх застосування є використання їх як перетворювачів відходів 
тепла від автомобільних радіаторів (~400 К) або, навіть, від електронних 
мікросхем. 

У даний час більшість термоелектричних пристроїв, наявних у 
продажі, виготовлені зі сплавів Bi2Te3-Sb2Te3. Це пов’язано з найвищим 
серед інших сполук ZT (~1) для всього діапазону кімнатних температур. 
Однак діапазон температур, при якому ці пристрої можуть ефективно 
працювати, порівняно невеликий у зв’язку з швидким погіршенням тер-
моелектричних властивостей зі зміною температури. Авторами [16] ме-
тодом гарячого пресування Bi2Te3 і Sb2Te3 нанопорошку, отриманого у 
кульковому млині із кристалічних злитків, отримано наноструктуровані 
зразки BixSb2-xTe3, значення ZT для яких за кімнатної температури ста-
новило близько 1,2, і 0,8 при 520 К. Як бачимо, у порівнянні з ZT для 
об’ємних BixSb2-xTe3 матеріалів (рис.2), в нанокомпозитах значно шир-
ший робочий діапазон температур матеріалу (рис.3), що робить його ко-
рисним як для охолодження, так і для генерування. Висока ZT є резуль-
татом низької теплопровідності через розсіювання на дрібних включен-
нях (рис.20). Носії заряду, ймовірно, “виберуть” шлях з низьким опором 
через великі зерна (рис.20,а), а фонони не “вибирають” свій шлях. Сис-
тема каналів через великі зерна матиме низький електричний опір, кое-
фіцієнт Зеєбека при цьому істотно не змінюється. Таким чином, зміню-
ючи розмір зерна у відсотках дрібних частинок, можна оптимізувати 
значення ZT (рис.20,б).  

 
Рис.20. Ілюстрація принципу електронів і фонів у нанокомпозитах (а) та зале-

жність ZT у Bi2Te3 композиті від масової частки наночастинок за кімна-
тної температури (b) [87] 
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Альтернативні нанокомпозити BixSb2-xTe3 також можуть бути ви-
готовлені, виходячи з елементарних Bi, Sb і Te [18]. Ці нанопорошки, 
отримані у кулькових млинах, компактуються методом гарячого пресу-
вання для отримання зразків з високим ZT. Отримання нанокомпозитів 
безпосередньо з елементів наноструктурних сплавів сполук є більш еко-
номічно ефективним і екологічно чистим. ZT, отриманих цим методом 
нанокомпозитів, лише на 10% нижче, ніж отриманих із сполук Bi2Te3 та 
Sb2Te3. 

Згідно даних робіт [39,11] нанокомпозити Bi2Te3, отримані за до-
помогою гідротермального методу і скомпактовані методом гарячого 
пресування із зоною розплавленого сплаву у співвідношенні 10:90, зме-
ншили теплопровідність набагато сильніше, ніж електричну провід-
ність, що призвело до підвищення термоелектричної добротності ZT до 
значення 0,83. Подальше покращення добротності нанокомпозитів мож-
ливе за відповідного легування нанопорошків та оптимізації складу 
сплавів.  

Існують і деякі нові стратегії, які проводяться на межі зерна, щоб 
оптимізувати термоелектричні властивості [88,89]. Так, зокрема (30-
38)% покращити коефіцієнт потужності р-типу Bi2Te3 можна за рахунок 
використання солей лужних металів для гідротермального нано-
покриття [88]. У роботі [89] проведено модифікацію меж зерен у 
Bi0.4Sb1.6Te3 додаванням олеїнової кислоти у матеріал, до процесу по-
дрібнення. Середній розмір зерен Bi0.4Sb1.6Te3 успішно зменшено від (2-
3) мкм до (200-500) нм що, призвело до зниження ґраткової теплопрові-
дності. Ці інженерні рішення щодо формування межі зерен прокладають 
нові шляхи для підвищення значення ZT. 

3.2. Нанокомпозити на основі PbTe 
Телурид свинцю PbTe є одним із кращих термоелектричних мате-

ріалів для середніх температур (450-800) К. Максимум ZT РbТе стано-
вить 0,7 при 700 К. Останнім часом ZT була подвоєна при 773 K у лего-
ваних талієм PbTe через підвищення коефіцієнту Зеєбека [90]. Викорис-
танням нанокомпозитів PbTe також можна досягнути високих ZT. Так, 
наночастинки PbTe отримують у кульковому млині з талію, свинцю і 
телуру [9]. Мікроструктура кулькового подрібнених наночастинок пред-
ставлена на рис.21,а. Під час гарячого пресування, наночастинки швид-
ко ростуть, і розмір зерна гарячоспресованого PbTe більший за 1 мм 
(рис.21,б). У порівнянні з властивостями злитків, теплопровідність га-
рячопресованих зразків незначно зменшується у всьому діапазоні тем-
ператур (рис.21,с), а електропровідність зростає (рис.21,e). Коефіцієнт 
Зеєбека трохи зменшується за більш високих температур (рис.21,d), а 
ZT зростає (рис.21,f). Нанокомпозити PbTe з 95% теоретичної густини 
отримують також при спіканні наночастинок (100-150) нм іскро-
плазмовим методом [14-15].  
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Рис.21. ПЕМ-зображення кульковоподрібнених PbTe нанопорошків (а) і SEM-

зображення (за допомогою скануючого електронного мікроскопа) гарячого 
спресованих PbTe нанокомпозитів (b) та залежність від температури тепло-
провідності (с), коефіцієнта Зеєбека (d), електропровідності (е), і ZT(f) гаря-
чоспресованих нанокомпозитів PbTe. Для порівняння нанесені дані для 
об’ємного PbTe [90] 
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Нанокомпозити PbTe підготовлені спіканням порошків в об’ємні 
зразки показали невелике збільшення коефіцієнта Зеєбека при значному 
параметрі розсіювання за рахунок фільтрації енергії електронів [91]. В 
окремому дослідженні об’ємні зразки PbTe були підготовлені так нано-
частинки Pb або надлишок Ag осаджували в PbTe матриці та відпалю-
вали [92]. Ці зразки показали чудове підвищення (до 100%) коефіцієнт 
Зеєбека, і одночасне збільшення параметра розсіювання (який вийшов 
<1 для сипучих і до 3-4 в зразків з нановключеннями). Хоча походження 
цього збільшення параметра розсіювання не ясно, ефект, ймовірно, є 
фільтрацією енергії електронів, що призводить до високого коефіцієнта 
Зеєбека. З іншого боку, рухливість електронів була занадто низькою і 
збільшення коефіцієнта потужності ZT не було отримано. Зовсім недав-
но у роботі [93] підготовлено PbTe з нановключеннями як Pb і Sb одно-
часно, що призвело до великого підвищення коефіцієнта потужності по 
відношенню до об’ємного PbTe. Примітно, що і досить нез’ясовно, коли 
концентрація Sb склала 3% і Pb була 2% в нанокомпозиті, рухливість 
електронів фактично збільшувалася з температурою (від 300 K і 450 K).  

Нанокомпозити PbTe підготовлені спіканням порошків в об’ємні 
зразки показали невелике збільшення коефіцієнта Зеєбека при значному 
параметрі розсіювання за рахунок фільтрації енергії електронів [91]. В 
окремому дослідженні об’ємні зразки PbTe були підготовлені так нано-
частинки Pb або надлишок Ag осаджували в PbTe матриці та відпалю-
вали [92]. Ці зразки показали чудове підвищення (до 100%) коефіцієнт 
Зеєбека, і одночасне збільшення параметра розсіювання (який вийшов 
<1 для сипучих і до 3-4 в зразків з нановключеннями). Хоча походження 
цього збільшення параметра розсіювання не ясно, ефект, ймовірно, є 
фільтрацією енергії електронів, що призводить до високого коефіцієнта 
Зеєбека. З іншого боку, рухливість електронів була занадто низькою і 
збільшення коефіцієнта потужності ZT не було отримано. Зовсім недав-
но у роботі [93] підготовлено PbTe з нановключеннями як Pb і Sb одно-
часно, що призвело до великого підвищення коефіцієнта потужності по 
відношенню до об’ємного PbTe. Примітно, що і досить нез’ясовно, коли 
концентрація Sb склала 3% і Pb була 2% в нанокомпозиті, рухливість 
електронів фактично збільшувалася з температурою (від 300 K і 450 K). 

3.3. AgSbTe2-(PbTe)m сполуки (LAST-m) 
Одні з найвищих значень добротності в середньому діапазоні тем-

ператур були отримані в AgSbTe2-(PbTe)m (LAST-m) сім’ї термоелект-
ричних матеріалів [94]. Ці матеріали мають структуру NaCl: телур за-
ймає позиції Cl, а срібло, свинець і сурма займає позиції Na. Таким чи-
ном, аніони несуть чистий заряд -2, в той час як кожен з катіонів несе в 
собі заряд +2. (Одна пара Ag+ і Sb3+ є ізо-електронною заміною двох 
Pb2+ йонів у гратці).  

Високе значення ZT~2 було отримано в LAST матеріалах за висо-
ких температур. Таке покращення добротності є результатом дуже ни-
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зької граткової теплопровідності, без великих втрат коефіцієнта Зеєбека 
і електропровідності. Спонтанно створені нанорозмірні неоднорідності 
виступають в якості впроваджених наночастинок, які розсіюють фоно-
ни, тим самим знижуючи теплову провідність гратки. Низька граткова 
теплопровідність викликана збільшенням розсіювання фононів за раху-
нок розподілу трьох типів атомів з різними масами у гратці сполуки 
AgPbmSbTem+2. Питома теплопровідність склала нижче 0,5 Вт/м·К при 
700 К і 1,3 Вт/м·К при кімнатній температурі. Всі сполуки LAST із ро-
дини напівпровідників з вузькою забороненою зоною ~0,25 еВ. Елект-
ропровідність сполук зростає із збільшенням m (тобто вмісту PbTe) і 
досягає максимуму при m=18. LAST матеріали продемонстрували n-тип 
і електрони є переважаючими носіями заряду, отже, коефіцієнт Зеєбека 
є негативним. Однак матеріали р-типу можуть бути отримані шляхом 
використання Na замість Ag, або за допомогою Sn на додаток до Ag, Pb, 
Sb і Te [95,96,97]. 

Неемпіричні розрахунки електронної структури свідчать, що висо-
кий коефіцієнт потужності цих сполук можна пояснити появою резона-
нсних станів у нижній частині зони провідності і у верхній частині ва-
лентної зони [98]. Ag атоми створюють нові електронні стани у верхній 
частині валентної зони PbTe, а ізольовані Sb атоми впровадження резо-
нансні електронні стани поблизу дна зони провідності PbTe. Ag-Sb пара 
призводить до збільшення густини станів безпосередньо навколо забо-
роненої зони в порівнянні з чистим PbTe. У результаті цього коефіцієнт 
Зеєбека та коефіцієнт потужності збільшується. Також виявили, що збі-
льшення коефіцієнта потужності є незначним у порівнянні з типовими 
значеннями для чистого телуриду свинцю. Таким чином високе значен-
ня термоелектричної добротності ZT LAST значною мірою зумовлені 
наноструктурним тепловим зменшенням провідності [99]. 

LAST матеріали зажди синтезувалися шляхом змішування складо-
вих елементів, їх сплавленням, а потім повільного охолоджування до 
кімнатної температури, що призводить до формування нанорозмірних 
фаз поділу. Більш пізні роботи показали, що можна отримати аналогічні 
кристалографічні структури за допомогою механічного легування і від-
палу або отримання наночастинок шляхом гідротермального синтезу, а 
потім через ущільнення без тиску спіканням, гарячим пресуванням та 
іскро-плазмовим спіканням [72,100]. 

Виконано обширні мікроструктурні дослідження системи PbTe-
Sb2Te3 встановили, що швидке затвердіння і евтектичні композиції да-
ють різні мікроструктури – від дендритних до пластинчастих [101]. По-
чинаючи з метастабільної композиції Pb2Sb6Te11, близької до евтектич-
ної, вони змогли отримати нанометрові пластинчасті структури, які на-
гадують тонкі надгратки [102,103].  

Подібний метод використовують для отримання фазоворозділених 
PbTe-PbS сплавів [104]. У цих матеріалах були виявлені нанорозмірні 
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включення PbS, які забезпечують низькі граткові провідності за кімнат-
ної температури ~0,4 Вт/м·К. При цьому рухливості носіїв залишаються 
досить високими (близько 100 см2/В·с), ZT складає 1,5 при 642 K для 
зразка з х=0,08 PbS. 

 
Рис.22. Вигляд кубічної структури Mg2Si (просторова група Fm3m) [145] 

 
3.4. Нанокомпозити на основі Mg2Si 
Ідеальний термоелектричний матеріал повинен мати не тільки ви-

соке значення ZT, але й також елементи, що є нетоксичними. Саме та-
кими є матеріали на основі Mg2(Si, Sn) (рис.22), що привертають увагу 
останнім часом [105]. Насправді, досить високе значення ZT~1,1 було 
отримано при 800 K у твердих розчинах на основі MgSi0.4Sn0.6. і 
Mg2Si0.4-xSn0.6Sbx [106,107]. Граткові теплопровідності цих зразків бли-
зькі (1,5-2,1) Вт/м·К за температури 300 К, в порівнянні з 7,9 Вт/м·К у 
Mg2Si і 5,9 Вт/м·К у Mg2Sn. Цікаво, що зразки показали утворення нано-
точок при фазовому розділенні, подібно до того, що спостерігається у 
сполуках LAST-m. Ці природні утворення нанорозмірних композицій-
них структур є відповідальними за низьке значення теплопровідності 
цих зразків. 

3.5. Скутерудити на основі CoSb3 
Подвійні скутерудити володіють структурою типу CoAs3 із загаль-

ною хімічною формулою MX3, де М – перехідний метал, такий як ко-
бальт, родій або іридій, а X – фосфор, миш’як або сурма (рис.23,а) 
[108,109]. Серед сім’ї скутерудитів CoSb3 викликає найбільший інтерес 
через високу рухливість (m*)3/2μ в порівнянні з іншими сполуками. Тут 
m* і μ відповідно ефективна маса і рухливість. CoSb3 може мати дуже 
високий коефіцієнт потужності, але його висока теплопровідність (10 
Вт/м·К) не дозволяє йому конкурувати з традиційними Bi2Te3 (1,0-1,5 
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Вт/м·К). Тим не менш, ці сполуки мають специфічну граткову структу-
ру з великим “клітками”, розташованими у центрі елементарної комір-
ки, які могли б бути заповнені невеликими атомами металу (рис.23,а). 
Оскільки “клітка” набагато більша (1,89 Å), за самі елементарні йони 
наповнювача і, що швидше за все, коливаються в положенні рівноваги і, 
отже, не можуть породжувати істотне розсіювання фононів [110]. У 
1996р. Салес (Sales) із співавторами [111] повідомили про існування 
Ce0.9Fe3CoSb12 і La0.9Fe3CoSb12 з дивно низьким χlat (1,4 Вт/м·К) і, отже, 
високим ZT (понад 1,0). Останнім часом широкомасштабні дослідження 
були проведені на CoSb3 як базовому термоелектричному матеріалі, з 
точки зору легування і процесу синтезу. Зокрема було виявлено, що ба-
рій є дуже добрим наповнюючим елементом. Так, частка його запов-
нення 44%, що вище ніж у лантану [112]. Барій як наповнювач не лише 
зменшив χ , але й підняв σ, що призвело до високого значення ZT у спо-
луці BayCo4Sb12. У роботі [113] проведено систематичне вивчення сис-
тем RyMxCo4-xSb12 (R=Ce,Ba,Y, M=Fe,Ni) n-типу. Встановлено що 
Ce0.28Fe1.5Co2.5Sb12 р-типу має значення ZT, більші 1,1 при 750 К, а 
Ba0.30Ni0.05Co3.95Sb12 n-типу – ZT складає 1,25 при 900 К. З практичної 
точки зору, термоелектричний матеріал n-і р-типів, повинні мати анало-
гічні механічні та теплові властивості для того, щоб звести до мінімуму 
ймовірність відмови роботи пристроїв через теплове перевантаження. З 
цього погляду CoSb3 – добрий матеріал для середніх температур, тому 
що обидві вітки n-і р-типу з високою ефективністю можна отримати в 
тій же матриці. 

Важливими слід вважати теоретичні і експериментальні роботи, 
пов’язані з вивченням заповнення порожнин скутерудитів [115]. Вияв-
лено, що межі наповнення пов’язані із різницею електронегативності 
між електронегативністю сурми і наповнюючим елементом (R). Теоре-
тичні розрахунки показали, що лужні елементи могли б заповнити ці 
позиції з високою мірою заповнення. Ця ідея була успішно реалізована 
при заповненні калієм CoSb3 [116]. Досягнено значення ZT=1,0 при 800 
K у сполуці K0.38Co4Sb12. Останнім часом здійснено прорив у виробниц-
тві нанокомпозитів скутиредитів зі застосуванням методу охолодження 
розплаву для впровадження індію та церію спільно у структуру CoSb3 
(рис.23,б) [117]. Для таких структур ZT=1,43 при 800 К. Значення χlat 
для наповнених скутередитів є набагато нижчим, ніж у незаповнених 
скутеродитах, але все ж значно вищим, ніж у сполуках Bi2Te3. Недавнє 
дослідження показує, що зменшення розміру зерна може бути плідним 
також і для матеріалів CoSb3. Гідротермальний синтез є універсальним 
методом для виготовлення різних наночастинок (рис.23,с) [59]. Підгото-
влені гідротермальним синтезом нанопорошки масивного CoSb3 після 
іскро-плазмового спікання або гарячого пресування показали значення 
χ=1,61 Вт/м·К і в шість разів підвищене значення ZT. 
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Рис.23. Структура скутерудитів та деталі мікроструктури: включаючи [CoSb6] 
октаедр, [Sb4] кільце і [Co8Sb12] додекаедр (a); InSb наночастинки, розсі-
яні на межах зерен (b) нано-зернистої CoSb3 структури, виготовленої гі-
дротермальним синтезом (с); наноточки, утворені внаслідок сегрегації 
олова і телуру в підгратці сурми CoSb3 (d); GaSb – нановключення дис-
перговані в Yb0.26Co4Sb12 матриці (е) [114] 
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Рис.24. Граткові теплопровідності для одно-, дво- та потрійно заповнених ску-

терудитів як функції від загального числа заповнення фракції за кімнат-
ної температури (300 К) (а) і високої температури (850 К) (б). Суцільні 
лінії визначають області високого коефіцієнта потужності (між вертика-
льними лініями) [122] 
 
Теоретичне пояснення такої поведінки пояснено взаємодією грат-

кових і локалізованих фононів [118]. Відповідно до запропонованого 
механізму локальні фонони можуть спочатку поглинати у невеликій кі-
лькості енергії від граткових фононів, щоб потрапити в збуджений стан, 
а потім відати енергію назад гратковим фононам з некогерентними хви-
льовими векторами. Такий механізм розсіювання фононів названий ре-
зонансним розсіюванням фононів [119]. Як правило, для розрахунку ре-
зонансної частоти w0 мод використовують просту модель кульки, під-
вішеної на пружині. Коливання пов’язані з масою кульки m і жорсткіс-
тю пружини k співвідношенням ω0=(k/m)1/2. Шляхом проведення неем-
піричних розрахунків, характеристик жорсткості пружини k до R напо-
внювача в заповненому скуттерудиті може бути отримана шляхом за-
стосування співвідношення E=1/2kx2, де Е є зміною повної енергії і х 
зсув центра комірки в якості точки відліку. Згідно з розрахунками, на-
повнювачі з ізовалентними характеристиками демонструють схожі ω0, в 
той час як наповнення атомів з різних груп періодичної таблиці показу-
ють значну різницю у значенні ω0. Це впливає на те, що для мульти-
заповнених скуттерудитів граткова теплопровідність може бути ниж-
чою, ніж у однозаповненого скуттерудита (рис.24) [120,121]. Значне 
зниження теплопровідності гратки спостерігалося в скутерудитах, коли 
вони переходять з одно- до подвійного і потрійного заповнення матеріа-
лом (рис.24). Граткова теплопровідність потрійно заповнених 
BauLauYbwCo4Sb12 становить (1-2) Вт/м·К при 300 К 0,2 Вт/м·К при 850 
К. Мінімальна теплопровідність оцінюється в 0,45 Вт/м·К за допомогою 
рівняння kmin=1/3Cvvlmin, де Сv – теплоємність на одиницю об’єму, v – 
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швидкість звуку, і lmin – мінімальна довжина вільного пробігу фонона, 
що дорівнює найближчій міжатомній відстані.  

3.6. Si-Ge нанокомпозити 
Сплави кремнію і германію, які являють собою твердий розчин 

SixGe1-х, посідають важливе місце серед дуже малої кількості термоеле-
ктричних матеріалів, які працюють за температур вищих 1000 К. Еле-
ментарні кремній і германій кристалізуються в алмазоподібних структу-
рах. У результаті жорсткої і симетричної кристалічної структури, вони 
володіють занадто високою теплопровідністю, щоб стати хорошим тер-
моелектричним матеріалом (150 і 63 Вт/м·К, відповідно, при кімнатній 
температурі). Тим не менш, їх теплопровідність може бути зведена до 
(5-10) Вт/м·К при утворенні твердого розчину з легуючими домішками 
[123]. 

Хімічна стабільність SixGe1-х твердих розчинів при високих темпе-
ратурах, зокрема, проти окислення, і висока добротність (<~1) створю-
ють передумови для використання термоелектричних матеріалів на їх 
основі при високих температурах (1000-1200) К. 

Починаючи з 1960-х років, були зроблені зусилля для поліпшення 
ZT сплавів SiGe: ZT при (1173-1253) К для n-типу SiGe досягає 1 і 
ZT~0,65 для сплавів р-SiGe [80,123-125]. ZT близько 1,3 при 1173 К був 
також досягнутий в n-типі нанокомпозитів SiGe при використанні мето-
дів кульових млинів і гарячого пресування [19]. Зауважимо, що у сильно 
легованих сплавах SiGe середня довжина вільного пробігу електронів і 
фононів різні. Середня довжина вільного пробігу електронів ~5 нм, а 
фонони мають середню довжину вільного пробігу (200-300) нм при кім-
натній температурі. Таким чином, нанокомпозити можуть значно змен-
шити фононну теплопровідність (2,5 Вт/м·К в р-типу SiGe проти 4,6 
Вт/м·К для масивних) без значного зниження електричної провідності, 
що призводить до збільшення ZT [95,96]. У деяких ранніх експеримен-
тах показники ZT зменшується, коли розмір зерна знижується нижче 
мікрометрів через зменшення електропровідності [125]. Причина такої 
поведінки електропровідності не було чітко вказано, але припускають, 
що це відбувається через значне створення дефектів у процесі подріб-
нення в кульових млинах і деяких забруднень. 

Представляють певний практичний інтерес нанокомпозити р-SiGe 
з високим ZT, підготовлені з окремих елементів безпосередньо через 
механічне сплавлення подрібнених кульовими млинами наночасток. Ле-
говані бором, Si80Ge20 наночастки є однофазними сплавами (рис.25,а). 
Механічно леговані наночастинки SiGe відрізняються від куліподрібне-
них з декількох суб-нанозерен (рис.25). Рентгенівської дифракції (РД) і 
ТЕМ-зображення показують, що розміри агломерованих частинок варі-
юються від 20 нм до 200 нм [126,127]. 

Після гарячого пресування, розмір зерен в р-типу нанокомпозитів 
Si80Ge20 складає близько (20-100) нм (рис.25,d), що вказує на зростання 
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розміру зерна протягом процесу гарячого пресування близько у два-
п’ять разів. 

 

 
Рис.25. Дифракційна картина (а); Зображення просвічуючої електронної мік-

роскопії (ПЕМ) при низькому збільшенні (b); ПEM зображення при се-
редньому збільшенні(с); ПЕМ зображення р-типу, Si80Ge20 легованого 
бором наночастинки підготовлений кульовим млином (d); ПEM зобра-
ження (е) та ПЕМ зображення гарячого пресування р-типу, легованих 
бором Si80Ge20 нанокомпозитів (f). На вставці (с) – індивідуальне нанозе-
рно полікристалічного характеру [17] 
 
Температурні залежності термоелектричних параметрів наноком-

позитів р-типу Si80Ge20 у порівнянні з масивними представлені на 
рис.26. Зауважимо що, теплопровідність наноструктурованих зразків 
значно нижча, ніж в об’ємних зразків у всьому діапазоні температур до 
1273 K, який призводить до максимуму ZT близько 0,95 (рис.25) [124]. 
Значне зниження теплопровідності у наноструктурованих зразках в ос-
новному за рахунок збільшення розсіювання фононів на численних ме-
жах нанокомпозитів. 
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Рис.26. Температурна залежність теплопровідністі (а), коефіцієнта Зеєбека (b), 

електропровідності (с), і ZT (d) для трьох гарячоспресованих нанокомпо-
зитів р-типу Si80Ge20 (квадрати, кола й трикутники), і об'ємних зразків р-
типу SiGe [17] 
 
3.7. Халькогеніди лантану 
Сильно леговані телурид лантану й інших рідкісноземельні халь-

когеніди ретельно вивчалися в якості потенційних термоелектричних 



ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

183 

матеріалів у зв’язку з їх відмінною термічною стабільністю і високим 
значенням ZT [122]. Вони отримувалися твердотільною дифузією, або 
синтезом з розплаву або ж комбінацією цих обох методів. Високі тем-
ператури і тиску при цих процесах синтезу призводить до неоднорідно-
стей і відсутності стехіометричної відтворюваності. Нещодавно сплави 
La3-xTe4 зазначеного складу отримали у роботі [35] за допомогою меха-
нічного легування і гарячого пресування. Завдяки використанню більш 
низьких температур та зберігаючи при цьому високі швидкості дифузії з 
використанням механічно легованих елементів (La і Te), отримано чисті 
і однорідні сплави La3-xTe4. Наноструктури із середнім розміром крис-
талітів близько (20-30) нм після гарячого пресування, характеризуються 
ZT яке перевищує 1,1 при 1273 К, що можна порівняти з кращими ZT, 
досягнутими в n-SiGe сплавах. 

3.8. Половинні сполуки Гейслера 
У порівнянні з PbTe або LAST системами, сполуки Гейслера більш 

екологічно безпечні і, отже, до них зростає рівень інтересу [128-132]. 
Половинні сполуки Гейслера кристалізуються в тип структури MgAgAs 
з просторовою групою F43m, яка може розглядатися як два взаємопро-
никні гранецентровані куби (рис.27) [133]. 

 
Рис.27. Кристалічна структура NaxCoO2 [26] 

 
Оскільки, половинні сполуки Гейслера мають вузьку заборонену 

зону з різкою зміною рівня Фермі, то дуже високий коефіцієнт потуж-
ності не очікується. Значення ZT половинних сполук Гейслера значно 
нижчий, ніж в сучасних термоелектричних матеріалах. Однак, оскільки 
є три позиції атомів у підгратках половинних сполук Гейслера, ізоелек-
тронне легування на різних позиціях підграток є найбільш поширеним 
підходом до зниження теплопровідності. Встановлено, що ізоелектрон-
не легування Zr0.5Hf0.5NiSn призводить до більш високих ZT, ніж ZrNiSn 
або HfNiSn тільки за рахунок зниження теплопровідності [128]. У робо-
ті [129] досліджено вплив часткового заміщення нікелю з паладієм на 
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властивості ZrNiSn. Показано, що ця заміна призводить до істотного 
зниження теплопровідності, що, у свою чергу, покращує ZT до 0,7 при 
800 K для композиції Zr0.5Hf0.5Ni0.8Pd0.2Sn0.99Sb0.01. Дані інших авторів 
включають можливі значення ZT 0,8 при 800K в 
Hf0.75Zr0.25Ni0.9Pd0.1Sn0.975Sb0.0025 [130]. 

 

 
Рис.28. Типові ПЕМ – зображення нанокомпозитів половинних сполук Гейс-

лера подрібнених і спресованих методом гарячого пресування: (а) – при 
малому збільшенні зображення TEM наноструктурованих 
Hf0.5Zr0.5CoSb0.5Sn0,2; (b) – при малому збільшенні ТЕМ зображення на-
ноструктурованих Hf0.75Zr0.25NiSn0.99Sb0.01; (с) нановключення вбудовано-
го в матрицю Hf0.5Zr0.5CoSb0.5Sn0,2; (d) спотворення гратки в нанострук-
турованих Hf0.75Zr0.25NiSn0.99Sb0.01. На вставках (а) і (d) показано зерна, 
які мають хорошу кристалічну структуру [139] 
 
Оскільки важко безпосередньо синтезувати Hf1-xZrxCoSb і Hf1-

xZrxNiSn, то для синтезу злитка використовувалося лише механічне ле-
гування і дугова плавка. Після механічного подрібнення було викорис-
тано швидке гаряче пресування. На рис.28 показано типові ПЕМ образи 
Hf1-xZrxCoSb і Hf1-xZrxNiSn нанокомпозитів. Обидва Hf1-xZrxCoSb і Hf1-

xZrxNiSn нанокомпозити показують середній розмір зерна близько (100-
300) нм, (рис.28,а і 28,б). Крім розміру зерна існують інші помітні особ-
ливості, які містяться в обох Hf1-xZrxCoSb і Hf1-xZrxNiSn нанокомпозитах 
– це розподілені в широкому діапазоні розмірів нановключення від 5 до 
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30 нм. На рис.3,с показані типові нановключення з розміром 10 нм в р-
типу Hf1-xZrxCoSb. Такі нановключення, вбудовані в матрицю, призво-
дять до значного розсіювання довгохвильових фононів, в той час як іс-
нує тільки незначний вплив на транспортування носіїв у системі 
AgPbmSbTem+2 [94]. Подібний ефект очікується і в Hf1-xZrxCoSb і Hf1-

xZrxNiSn нанокомпозитах. Крім того, спотворення гратки спостерігаєть-
ся в n-типу Hf1-xZrxNiSn, (рис.28,d), впливає подібно до фононного ме-
ханізму розсіювання. 

Оскільки більша частина досліджень половинних сполук Гейслера 
орієнтована на ізоелектронне легування, то розумно очікувати, що іс-
нують значні можливості для подальшого вдосконалення ZT за рахунок 
використання різних наноструктур. Систематичні теоретичні розрахун-
ки 36 видів половинних сполук Гейслера вказує на те, що існує потен-
ційні нові половинні сполуки Гейслера як n-типу MNiSn (LaPdBi, 
NdCoSn, ZrCoBi і т.д.), так і р-типу MCoSb (NdCoSn, TiCoSb, NdRhSb і 
т.д.) [133]. 

IV. Нові стратегії формування нанокомпозитів 
В останні роки досягнено значних успіхів у області синтезу мате-

ріалів, характеристики мікроструктури, вимірювання фізичних власти-
востей і теоретичного розуміння термоелектричних процесів. Найбільш 
плідні результати стосуються концепції нанокомпозитів, які характери-
зуються як матеріали з нанозерен, дефектів у зернах, нановключень і 
часток, розсіяних випадково. Безперервні зусилля дослідників із дослі-
дження χlat для декількох систем дуже приблизили його значення до те-
оретичної межі шляхом об’єднання кількох центрів розсіювання з різ-
ними розмірами від нано- до мікромасштабу, на жаль, з погіршенням 
рухливості носіїв. Погіршення рухливості носіїв виникло у результаті 
формування різних центрів розсіювання фононів. З метою підвищення 
рухливості µ, не піднімаючи χlat, необхідна реконструкція електронного 
транспортного каналу. Одним із прикладів повторно орієнтованих ви-
падкових зерен n-типу полікристалічного Bi2Te3 призводить до значного 
збільшення µ [134,135]. Іншим прикладом є зміна характеру легування 
двофазного композиту, де домішки включені тільки в одну фазу 
[136,137]. Згідно зонної інженерії, носії заряду можуть бути відокрем-
лені від своїх великих зерен і перейти в нелеговані. Це призводить до 
підвищення рухливості носіїв в порівнянні з рівномірним легуванням у 
зв’язку зі скороченням йонізованого розсіювання домішки, і, нарешті, 
призводить до більш високого коефіцієнта потужності. Таким чином, 
певна впорядкованість у модуляції домішкових атомів і нановключень 
дозволить значно поліпшити співвідношення µ/χlat і, нарешті, підняти 
значення ZT. Такі приклади добре відомі в структурах з низько розмір-
ними надгратками або квантовими ямам, які дозволяють досягнути ра-
зом високу µ і низьке χlat з ZT>2 [138 ]. 
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Автори [139] пропонують деякі структури нового покоління нано-
композитів, названих упорядкованими нанокомпозитами, на відміну від 
звичайних невпорядкованих нанокомпозитів, які ще називають випад-
ковими нанокомпозитами (рис.29). Ідея упорядкованих нанокомпозитів 
є новою концепцією з різними добре організованими наноструктурами 
для відновлення електронного транспортного каналу, на відміну від бі-
льшості звичайних нанокмпозитів з індивідуальними наноструктурами. 

 

 
Рис.29. Порівняння різних наноструктур між випадковими нанокомпозитами 

(a-e) і упорядкованими нанокомпозитами (f-j) з легованими атомами, на-
новключенями, межами зерен, формою зерна, упорядкованою морфоло-
гією [139] 
 
Модуляція легування (рис.29,а) у порівнянні з рівномірним легуван-

ням (рис.29,f). Як правило, термоелектричні матеріали сильно легованих 
напівпровідників та гостьові елементи використовують для налашту-
вання концентрації носіїв із зменшенням рухливості у зв’язку з поміт-
ним йонізованим домішково-електронним розсіюванням. Для n-типу, 
сполук з відкритими порожнинами у гратках, як у скутерудитах і клат-
ратах, можуть мати менше розсіяння електронів домішками при легу-
ванні. У той час як для р-типу, природня надгратка, як у NaxCoO3, має 
багато переваг у порівнянні з іншими структурами у зв’язку з його роз-
діленими шарами транспортними шляхами для легування. Однак для 
більшості матеріалів з такими унікальними структурами, необхідні інші 
стратегії для мінімізації розсіяння електронів домішками, тобто моду-
ляції легування. Модуляція легування означає, що двофазний композит 
з сильно легованих на початковому етапі і нелегованих матриць-фаз, 
забезпечує високу транспортувальну швидкість каналу [137]. 

Когерентні нановключення (рис.29,b) в порівнянні з некогерентни-
ми (рис.29,g). Широке дослідження системи PbTe показує, що когерент-
ні включення мають менший вплив на рухливість носіїв заряду, ніж не-
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когерентні включення. Теоретичне дослідження також вказують, на змі-
ну зонної структури за рахунок таких когерентних нановключень 
[140,141]. Поєднанні когерентних нановключення з надграткам і кван-
товими ямами в низькорозмірних системах дозволить досягнути кращо-
го значення ZT. 

Випадкові межі (рис.29,c) в порівнянні з впорядкованими межами 
(рис.29,h). Вплив меж зерен на механічні властивості добре вивчений у 
багатьох матеріалах. Однак існує тільки обмежене розуміння впливу 
меж зерен на транспортувальні властивості більшості термоелектричних 
матеріалів. Незважаючи на відсутність статистики уявлення про різні 
межі зерен і їх вплив на транспортування фононів і електронів, було 
підтверджено, що деякі межі зерна чинить менший вплив на транспорт 
електронів, але розсіюють достатню кількість фононів. Це – однотипні 
межі. Реконструкція різних випадкових меж і деяких спеціальних упо-
рядкованих меж, щоб полегшити транспортування електронів буде зна-
чно сприяти підвищенню коефіцієнта потужності [142,135]. 

Немодифікованого зерна (рис.29,d) в порівнянні з модифікованим 
зерном (рис.29,i). Більшість термоелектричних матеріалів кристалізу-
ються з кубічною структурою з майже сферичною формою. У результаті 
як теплові, так і електричні властивості є ізотропними в полікристаліч-
них зразках. Враховуючи транспортну поведінку, межі справляють зна-
чний вплив на розсіювання фононів значно більше як на електрони. 
Оскільки межі зерен обмежують рух фононів вздовж одного напрямку 
на поверхні то, зміною сферичної форми зерна можна роз’єднати транс-
порт фононів і електронів. 

Сферичні порожнини (рис.29,е) в порівнянні з стовпчастими 
(рис.29,j). У рамках теорії ефективного середовища, нормальні порож-
нини не покращують значення термоелектричної добротності ZT. Коли 
справа доходить до нанорозмірних, обмежене поліпшення має місце. 
Останнім часом встановлено, що впорядкованими наноотворами можна 
знизити теплопровідність гратки плівок кремнію, наблизивши її до амо-
рфної межі, з малим впливом на рухливість носіїв і зрештою підвищити 
значення ZT [143]. Теоретичні дослідження, проведеного на нанопорис-
тому кремнію показали, що непорядок різного розміру на внутрішній 
поверхні порожнин буде генерувати значні розсіювання фононів [144]. 
Ці роботи показали, що сипкі матеріали із стовпчастими порожнинами 
вельми цікаві для застосування у термоелектриці. З точки зору техноло-
гії виготовлення, метод анодного окислення успішно застосовується для 
утворення в алюмінії каналів з розміром від десятків до сотень наномет-
рів. Однак, формувати такі канали у термоелектричних матеріалах є 
дійсно складним завданням. Таким чином, деякі значні успіхи у досяг-
ненні термоелектричної добротності ZT були зроблені в останні кілька 
років, але все це ще не достатню для широкого спектру застосувань. 
Тим не менше, питання, як зробити розмір зерен менше ніж 50 нм в кін-
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цевому композитному матеріалі є дуже складним, але насправді необ-
хідним для подальшого покращення ZT. Розподіл наноструктур для 
створення свого роду каналів для легкого транспорту електронів, але 
затрудненого для фононів, ймовірно, буде плідним напрямком у майбу-
тньому. 

Висновки 
1. Обґрунтована актуальність термоелектричного перетворення теп-

лової енергії.  
2. Представлена характеристика термоелектричних матеріалів та до-

ведена перспективність нанокомпозитів із високими значеннями термо-
електричної добротності. 

3. Надана порівняльна характеристика методів подрібнення і компак-
тування нанокомпозитів, вказано на перспективність іскро-плазмового 
спікання. 

4. На основі аналізу структурного складу, комплексу фізико-хімічних 
властивостей широкого класу термоелектричних матеріалів та техноло-
гій виготовлення нанокомпозитних структур визначено шляхи оптимі-
зації термоелектричної добротності. 
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Проведено детальний аналіз методів розрахунку термоелектрич-

них параметрів. Встановлено температурні діапазони домінування різ-
них типів розсіювання в чистих кристалах сполук IV-VI (PbS, PbSe, 
PbTe). Здійснено теоретичний розрахунок термоелектричних параме-
трів: рухливості μ, термо-е.р.с. α, питомої електропровідності σ, теп-
лопровідності χ, термоелектричної потужності α2σ, добротності Z, 
безрозмірної добротності ZT. Особлива увага звернена на шляхи опти-
мізації основних термоелектричних параметрів матеріалу для їх про-
гнозованого використання.  

Ключові слова: рухливість, питома електропровідність, коефіці-
єнт термо-е.р.с., теплопровідність, термоелектрична потужність, 
термоелектрична добротність. 
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Вступ 
Халькогеніди свинцю, в основному телурид свинцю і тверді роз-

чини на його основі, зарекомендували себе ефективними промисловими 
матеріалами для термоелектрики [1-7]. Високі термоелектричні харак-
теристики халькогенідів свинцю спричинені їх специфічними характе-
ристиками: багатоеліпсоїдальний характер енергетичного спектра 
(N=4), низькі значення теплопровідності ґратки (~2,09·10-2 Вт/см·K при 
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порівняно високій рухливості носіїв ~1000 см2/В·с). Низькі значення pχ  
значною мірою визначаються великою масою атомів, які утворюють ці 
сполуки, а відносно високим значенням рухливості сприяє мала величи-
на ефективної маси носіїв і переважаюча роль ковалентної складової в 
зв’язках. 

Сприятливим фактором для термоелектричної добротності халько-
генідів свинцю є також велике значення діелектричної проникності 0ε . 
Завдяки цьому відбувається суттєве зменшення поперечного перерізу 
розсіювання електричних заряджених домішкових центрів і мале розсі-
ювання на йонізованих домішках [7]. Ця обставина особливо суттєва 
для визначення добротності термогенераторних матеріалів, в яких оп-
тимальна концентрація носіїв значно переважає 1019 см-3. 

Як показує порівняння властивостей халькогенідів свинцю, при 
Т=300 К різниця в їх термоелектричних властивостях в основному ви-
значається співвідношенням рухливості носіїв і теплопровідності ґрат-
ки. Найбільш сприятливим це співвідношення є у випадку телуриду 
свинцю n-типу, який володіє більшою, порівняно з іншими халькогені-
дами свинцю, рухливістю носіїв [2,7-9]. 

В області більш високих температур стає суттєвим ще один фун-
даментальний параметр матеріалу − ширина забороненої зони, яка ви-
значає початок власної провідності. 

Поява носіїв протилежного знаку призводить до різкого падіння Z  
через зменшення термо-е.р.с. і до росту теплопровідності за рахунок бі-
полярної дифузії носіїв. Збільшення ширини забороненої зони з темпе-
ратурою сповільнює початок власної провідності, сприяючи досягнен-
ню більш високих значень maxZ ; по ширині забороненої зони телурид 
свинцю займає друге місце після сульфіду свинцю, але володіє най-
більш високим значенням pμ χ . Сукупність цих факторів робить телу-
рид свинцю найбільш перспективним серед халькогенідів свинцю. 

Крім того, телурид свинцю вважається модельним матеріалом для 
науковців. Модельні матеріали – найбільш складні для вивчення, оскі-
льки для них необхідно враховувати повний спектр різноманітних влас-
тивостей, якими у випадку більшості інших матеріалів просто нехтують 
за звичайних умов. Тому загальні підходи, які використовують для та-
ких матеріалів, легко можна перенести на довільні інші сполуки. Дета-
льні дослідження модельного матеріалу дає можливість створювати те-
оретичні моделі з метою пошуку матеріалів із наперед заданими власти-
востями чи оптимізовувати параметри уже відомих матеріалів. 

Відомо, що ефективність роботи термоелектричних перетворюва-
чів енергії визначається термоелектричною добротністю використаних в 
них матеріалів [2,7,10]. Згідно сучасних уявлень, термоелектрична доб-
ротність матеріалів визначається величиною [10]: 
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2SZ σ

=
χ

. (1) 

Основний термоелектричний матеріал (високі значення Z) має 
проводити електрику як метал (велика питома електропровідність σ), а 
тепло – як діелектрик (мала теплопровідність χ). 

Більшість теоретичних робіт, присвячених вивченню зонної струк-
тури [7,11-14], дослідженню транспортних характеристик [7,15-18] ак-
центували увагу саме на телуриді свинцю, як модельному матеріалі та 
його властивостях у діапазоні температур (4,2-300) K. Прикладне ж зна-
чення для термоелектрики PbTe отримав в області середніх температур 
(450-800) K [3,8,19]. Широкий спектр досліджень виконувався і продо-
вжується на даний час у Фізико-хімічному інституті Прикарпатського 
національного університету імені Василя Стефаника. Результати цих 
досліджень відображені у роботах [2,3,20-22].  

Метою даного огляду є вибір кінцевої моделі розрахунку термо-
електричних характеристик халькогенідів свинцю PbS, PbSe, PbTe n-
типу провідності для температур (4,2-300) K та визначення шляхів їх 
подальшої оптимізації на основі аналізу існуючих даних та отриманих 
теоретичних і експериментальних результатів. 

1. Технологія 
Кристали бездомішкового телуриду свинцю отримували прямим 

сплавленням вихідних компонентів (свинець марки С-000, телур Т-В4) у 
графітизованих кварцових ампулах, відкачаних до тиску ~10-2 Па. Син-
тез та вирощування сплавів проводили в ампулах діаметром до 13 мм і 
довжиною 13-17 см, виготовлених із високо чистого кварцу. Кінець ам-
пули мав форму капіляра для збільшення ймовірності росту лише одно-
го центра кристалізації [23]. Ампули промивали сумішшю HF:HNO3 
(1:2) протягом 30 хв та дистильованою водою протягом 1 години [24], 
пропарювались у парах бідистилята 15-20 хв та сушилися без доступу 
повітря при 150-2000С. 

У приготовлену таким чином ампулу завантажували вихідні ком-
поненти (загрузочна маса 40-60 г, об’єм ~2/3 об’єму ампули). Зважуван-
ня проводили на аналітичних терезах ВЛР-200 з точністю до 5·10-5 г. 
Далі ампулу відкачували до 10-5-10-6 мм.рт.ст., запаювали і поміщали у 
піч, температура якої повільно (для попередження вибуху S, Se чи Te) 
піднімалась на 40-60 градусів вище температури солідуса (до 960-
11500С, залежно до складу вихідної речовини). Синтез зразків проводи-
ли протягом 6 годин із застосуванням вібраційного перемішування. 

Великі монокристали телуриду свинцю довжиною 7 см і діамет-
ром 1 см були отримані методом Бріджмена в графітизованих кварцових 
ампулах із кульковим кінчиком. Кристали вирощували за швидкості 
опускання ампули 1,25 см/год і градієнті температури в області криста-
лізації 80 К/см. Переважаючий напрямок росту збігався з напрямком 
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<110>. Для виявлення дислокацій використовувався щавник такого 
складу: H2O (10 мл)+NaOH (5 г)+I2(0,2 г) [25]. Монокристали сколювали 
в рідкому азоті по площинах (100), і свіжосколоту поверхню щавили 
протягом 1,5-2 хв при 391-395 К. Густина дислокацій у кристалах р-
типу, близьких до стехіометричного складу, складала 3⋅107 м-2.  

Зразки для холлівських вимірювань вирізали із литих зразків за 
допомогою електроіскрової установки. Для видалення пошкодженого 
шару, який утворювався на поверхні зразків під час різання, їх поверхню 
обробляли електрохімічним травленням в розчині KOH+C6H6O+H2O при 
температурі ~250С. Час травлення в розчині складав 20-25 с при густині 
струму 0,5 А/м2. Електричні контакти наносили сплавом масового складу 
%: 57(Ві)+43(Sn) за допомогою флюсу ZnCl2+NH4Cl+NiCl2+H2O [23]. 

2. Теорія 
Розв’язання кінетичного рівняння Больцмана загалом є складною 

задачею, яка, проте, значно спрощується введенням часу релаксації: ко-
ли відхилення розподілу носіїв заряду від рівноважного стану мале, мо-
жна вважати, що швидкість зміни функції розподілу внаслідок співуда-
рів пропорційна величині відхилення функції від рівноваги, тобто про-
порційна f – f0 [26]: 

( )
0

CT

f ff f
t t k

−∂ ∂⎛ ⎞= = −⎜ ⎟∂ ∂ τ⎝ ⎠
,    (2) 

де 1/ ( )kτ  – коефіцієнт пропорційності, який залежить від хвильового 
вектора k, а ( )kτ  – і є часом релаксації.  

Дослідження механізмів розсіювання носіїв заряду зручно прово-
дити на величинах, які можна виміряти експериментально. Найбільш 
зручною у такому випадку є рухливість носіїв заряду μ , оскільки, з од-
ного боку її легко виміряти, а, з іншого, теоретичний розрахунок рухли-
вості здійснюють через чутливий до механізмів розсіювання час релак-
сації [15]: 

                    
[ ]2

H 0 0e ( ) / m ( ) / ( ) / m ( )μ = τ ε ε τ ε ε ,   (3) 

тут кутові дужки визначають усереднення: 
3 3

0 0
0 0

A( ) ( f / )k ( )A( )d / ( f / )k ( )d
∞ ∞

ε = −∂ ∂ε ε ε ε −∂ ∂ε ε ε∫ ∫ , 

0f ( )ε  – функція розподілу Фермі-Дірака, τ  – сумарний час релаксації, 
який враховує дію всіх механізмів розсіювання носіїв струму у халько-
генідах свинцю n-типу провідності і обчислюється згідно з правилом 
Маттісена: 

                                        ∑ τ
=τ

і і

1 ,                                                    (4) 

де iτ  – час релаксації і-ого механізму розсіювання.  
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Із чисельних досліджень випливає, що основними механізмами 
розсіювання у кристалах халькогенідів свинцю є розсіювання на: куло-
нівському потенціалі вакансій (КЛПВ), короткодіючому потенціалі ва-
кансій (КРПВ), деформаційних потенціалах акустичних (ДПАФ) та оп-
тичних (ДПОФ) фононів, поляризаційному потенціалі оптичних фоно-
нів (ППОФ).  

Вирази для часу релаксації, згідно яких проводились розрахунки в 
даній роботі, для різних механізмів розсіювання мають вигляд [7,15]: 

а) КЛПВ: 

       [ ]
2 1 2 3 2
0 0

C 2 2
v

(2m ) (k T)(x)
(Ze ) N Ln(1 ) / (1 )

∗ε
τ = ×

π + ξ − ξ + ξ

2 3 2(x x )
(1 2 x)
+ β
+ β

,               

де 2
v(2kr )ξ = , k – хвильовий вектор носія, rv – радіус екранування поте-

нціалу вакансії, Nv= 182 10⋅ см-3 для n 184 10< ⋅  см-3 та Nv=n/2 для 
18n 4 10≥ ⋅  см-3; 

б) КРПВ: 

                           
2 1 2

0,v
v 2

(x x )
(x)

(1 2 x) (1 A) B

−τ + β
τ =

⎡ ⎤+ β − −⎣ ⎦
,                                

де                               4 1 2 2
0,v 0 VC v/ m (2m k T) U N∗ ∗τ = π⋅h ,                      

A x(1 K) / (1 2 x)= β − + β , 
2B 8 x(1 x)K / 3(1 2 x)= β + β + β ; 

в) ДПАФ: час релаксації при розсіюванні на цьому потенціалі об-
числюється за формулою із попереднього пункту, в якій слід прийняти 
індекс v=a та переписати вираз для τ0,а наступним чином: 

                            4 2 3 2
0,a l oc 02 C / E (2m k T)∗τ = πh ;                            

г) ДПОФ:  

                             
( )

2 0.5
0,Д

Д 2

(x x )

(1 2 x) 1 A B

−τ + β
τ =

⎡ ⎤+ β − −
⎣ ⎦

,                               

де 
                    ( ) ( )2 3 22 2 2

0,Д 0 n 0 0C2 a / 2m k T Eτ = ρ ω πh h ;                  
д) ППОФ: 

    
( )

[ ]

1/2 2 *1/2
1 1 10 d1 G

опт 02 1/2 1/2
G

1 2 2G
2

G

2 e k Tm 1 (2 / )

1 ( / )

2 ( )1 ln(1 ) 1 2 2 ln(1 ) ;
( )

− − −
∞

−
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ ε ε
τ = ε − ε ×

ε + ε ε

⎧ ⎫ε ε + ε⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − δ + δ − − δ + δ + δ⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦ε + ε⎪ ⎪⎩ ⎭

h
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У виразах із пунктів а-д ε0 – статична діелектрична проникність;  
Uvc – короткодіючий потенціал вакансії; Eac – деформаційний потенціал 
вакансії; Сl – комбінація констант; К=1,5 – відношення короткодіючих 
потенціалів вакансій для зони провідності і валентної зони та деформа-
ційних потенціалів для цих зон; х – приведена енергія носіїв, β  – пара-
метр енергетичної зони, е0 та ∞ε  – статична і високочастоотна діелектри-
чні постійні, Т – температура, h  – постійна Планка, 0k  – постійна Боль-
цмана, е – заряд вільного електрона, ρ – густина, а – постійна гратки, ω0 – 
частота оптичного фонону, 2(2kr )−

∞ ∞δ = , r∞  – радіус екранування опти-
чних фононів носіями. 

На рис.1-3 наведено розрахункові криві для різних механізмів роз-
сіювання носіїв заряду у кристалах халькогенідів свинцю при 4,2 К, 
77 К та 300 К. Як видно, результати добре узгоджуються із експеримен-
тальними даними і не суперечать відомим результатам [7,17,19]. 

Однак, варто відмітити, що для кристалів сульфіду та селеніду 
свинцю при 4,2 К спостерігається більш сильне розсіювання на вакансі-
ях, ніж це має місце у телуриді свинцю. 

Розсіюванням на вакансіях при азотних температурах можна до-
сить добре у якісному відношенні пояснити явища переносу в електро-
нних кристалах халькогенідів свинцю, а від концентрацій 1910  см-3 і 
вище – це розсіювання починає бути домінуючим. Дещо точнішим буде 
врахування взаємодії носіїв струму з фононами, яке домінує у більш 
широкому концентраційному діапазоні ( 16 1810 6 10− ⋅  см-3). 

Розсіювання на потенціалах вакансій у домінуючому концентра-
ційному діапазоні (8,5⋅1019-1⋅1020 см-3 для PbTe, 5⋅1019-1⋅1020 см-3 для 
PbSe та 2⋅1019-1⋅1020 см-3 для PbS,) проявляється через розсіювання носі-
їв струму на короткодіючому потенціалі вакансій. Екранований же ку-
лонівський потенціал вакансій відіграє досить незначну роль в розсію-
ванні. Але несподівана картина спостерігається у сульфіді свинцю, де 
розсіювання на кулонівському потенціалі суттєве при концентраціях 
1⋅1016-5⋅1017 см-3. Пояснити таку поведінку розсіювання електронів на 
кулонівському потенціалі вакансій можна пояснити малим значенням 
високочастотної діелектричної сталої ε0, яка дорівнює 18,4 для PbS, 25,2 
для PbSe та 36,9 для PbTe. Відмінність у два рази між ε0 у сульфіді та 
телуриді свинцю і спричинює необхідність врахування цього механізму 
розсіювання в першому із них. 

При кімнатній температурі немає такого концентраційного діапа-
зону, в якому б домінувало виключно розсіювання на вакансіях. Більше 
того, реалізація цього механізму розсіювання при Т=300 К в кристалах 
телуриду свинцю практично не впливає на явища переносу.  
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.1. Концентраційні залежності 
рухливості носіїв заряду кри-
сталів PbS за температур 
4,2 К (а), 77 К (б), 300 К (в) 
для різних механізмів розсі-
ювання носіїв заряду: на ку-
лонівському потенціалі вака-
нсій (а – криві 3, 4, б – криві 
5, 6), короткодіючому потен-
ціалі вакансій (а, б, в – крива 
1), акустичних фононах (а, б, 
в – крива 2), оптичних фоно-
нах (б, в – крива 3, 4) та для 
сумарного розсіювання (а, в 
– крива 5, б – крива 7) 

 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис. 2. Концентраційні залежності 
рухливості носіїв заряду кри-
сталів PbSе при температу-
рах 4,2 К (а), 77 К (б), 300 К 
(в) для різних механізмів 
розсіювання носіїв заряду: на 
кулонівському потенціалі ва-
кансій (а – криві 3, 4, б – кри-
ва 5), короткодіючому поте-
нціалі вакансій (а, б, в – кри-
ва 1), акустичних фононах (а, 
б, в – крива 2), оптичних фо-
нонах (б, в – крива 3, 4) та 
для сумарного розсіювання 
(а, в – крива 5, б – крива 6) 
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Розсіювання ж на оптичних фононах, при цьому, найбільш суттєве 
у кристалах PbS та PbTe і значно слабше у селеніді свинцю, що свідчить 
про сильну залежність розсіювання на оптичних фононах від ширини 
забороненої зони εG: εG(PbSe)< εG(PbTe)< εG(PbS), та сильну непарабо-
лічність енергетичних зон. 

 
 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.3. Концентраційні залежності 
рухливості носіїв заряду кри-
сталів PbТе при температурах 
4,2 К (а), 77 К (б), 300 К (в) 
для різних механізмів розсію-
вання носіїв заряду: на куло-
нівському потенціалі вакансій 
(а – криві 3, 4, б – крива 5), 
короткодіючому потенціалі 
вакансій (а, б, в – крива 1), 
акустичних фононах (а, б, в – 
крива 2), оптичних фононах 
(б, в – крива 3, 4) та для сума-
рного розсіювання (а, в – кри-
ва 5, б – крива 6) 

 

 
Навпаки, розсіювання на акустичних фононах більш сильно про-

являється у кристалах PbSe, тоді як у сульфіді та телуриді свинцю цей 
механізм є домінуючим у вужчій області концентрацій. Така особли-
вість реалізації цього механізму розсіювання свідчить про те, що розсі-
ювання на акустичних фононах, на противагу розсіюванню на оптичних 
фононах, суттєвіше в кристалах із більшою шириною забороненої зони. 
Але слід зазначити, що впливи розсіювання на акустичних та на оптич-
них фононах є співмірними і їх внесок у сумарне розсіювання суттєвий 
у цілому розглядуваному концентраційному діапазоні при 300 К для 
всіх кристалів халькогенідів свинцю, причому, розсіювання на акустич-
них фононах є єдиним видом розсіювання, яким більшою чи меншою 
мірою можна якісно описати явища переносу в температурному діапа-
зоні 4,2-300 К та в області концентрацій 1016-1020 см-3 для кристалів 
PbTe, PbSe та PbS n-типу провідності. 
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Проведені розрахунки дали можливість встановити концентрацій-
ні границі реалізації та домінування кожного із розглядуваних механіз-
мів розсіювання носіїв струму, порівнюючи експериментальні та теоре-
тичні значення рухливості носіїв струму. Однак, існують механізми роз-
сіювання, які не проявляються при аналізі даних щодо рухливості. Так, 
розрахунок термо-е.р.с. вказав на необхідність суттєвого доповнення 
проведеного вище аналізу. 

Електрон-електронні зіткнення враховувались через розрахунок 
коефіцієнта термо-е.р.с. Для цього необхідно було визначити значення 
параметра розсіювання rα. 

Згідно [15] відношення параметрів розсіювання, визначених із ру-
хливості та термо-е.р.с., дорівнює 

                                             0

r L
r L
α

μ
= .                 (5) 

Параметр розсіювання r ln / lnμ = −∂ τ ∂ ε , L  – число Лоренца, уні-

версальна стала 
22

0
kL

3 e
π ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 – число Лоренца у законі Відемана-Фран-
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0
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L

 знаходиться із виразу 
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достатньою точністю виконується у розглядуваних матеріалах. 
Із (5) був отриманий параметр розсіювання, що відповідає елект-

рон-електронним зіткненням: rα =0,8 [27]. 
Аналогічні розрахунки по обчисленню внеску міжелектронних зі-

ткнень проводились при температурах 4,2 та 300 К, але відхилення чис-
ла Лоренца від універсальної сталої 2

0 0L ( / 3)(k / e )= π  при цих темпера-

турах несуттєве: 
0

L 0,998
L

=  при 4,2 К та 
0

L 0,993
L

=  при 300 К. Звідси 

можна зробити висновок про можливість нехтування впливом електрон-
електронних зіткнень при температурах, відмінних від азотної. 

Детальні межі домінування окремих механізмів розсіювання (тем-
пературні та концентраційні) наведено у таблиці 1. 

 
Таблиця 1. Концентраційні та температурні межі домінування                  

різних механізмів розсіювання носіїв струму у кристалах халькогенідів 
свинцю 

 
4,2 К 77 К 300 К 

Кулонівський потенціал вакансій 
PbS 

1⋅1016-5⋅1018, 1018-1019 1⋅1016-5⋅1017 – 
PbSe 

1⋅1016-2⋅1018, 7⋅1018-1⋅1019 – – 
PbTe 

1⋅1017-2⋅1017 (слабко) – – 
Короткодіючий потенціал вакансій 

PbS 
1⋅1019-1⋅1020 2⋅1019-1⋅1020 8⋅1019-1⋅1020 

PbSe 
2⋅1019-1⋅1020 5⋅1019-1⋅1020 8⋅1019-1⋅1020 

PbTe 
1⋅1019-1⋅1020 8,5⋅1019-1⋅1020 >1⋅1020 

Поляризаційний потенціал оптичних фононів 
PbS 

– 1⋅1016-8⋅1018 1⋅1016-1⋅1018 
PbSe 

– 1⋅1016-8⋅1017 1⋅1016-6⋅1017 
PbTe 

– 1⋅1016-8,5⋅1017 1⋅1016-7⋅1018 
Деформаційний потенціал оптичних фононів 

PbS 
– – 5⋅1018-1⋅1020 

PbSe 
– – 1⋅1019-2,5⋅1019 
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PbTe 
– – 8⋅1018-1⋅1020 

Деформаційний потенціал акустичних фононів 
PbS 

5⋅1018-5⋅1019 1⋅1016-1⋅1020 5⋅1018-1⋅1020 
PbSe 

1⋅1016-8⋅1019 1⋅1017-7⋅1019 6⋅1017-1⋅1020 
PbTe 

1⋅1016-1⋅1020 8⋅1017-1⋅1020 - 
Електрон-електронне розсіювання 

PbS 
- - - 

PbSe 
- - - 

PbTe 
- 1⋅1018-1⋅1020 - 

 
3. Результати розрахунків термоелектричних параметрів 
3.1. Електропровідність халькогенідів свинцю n-типу провідності. 
Питома електропровідність σ визначається із виразу [26] 

                                                enσ = μ ,                                               (7) 
чи для виродженого випадку 

                                                
2e n / 2mσ = τ .                                      (8) 

Як видно із (8), електропровідність пов’язана із часом релаксації τ , 
а отже, повинна визначатися механізмом розсіювання носіїв струму. 

Врахування складної структури енергетичних зон дає наступний 
вираз для коефіцієнта електропровідності при відсутності зовнішнього 
магнітного поля [26] 

2 3
0

0 11 2
fe k ( )(0) ( ) d

m( )3
∂ ε⎛ ⎞σ = σ = − τ ε ε⎜ ⎟∂ε επ ⎝ ⎠

∫ . (9) 

У вираз (9) входять такі величини, як ( )τ ε , k( )ε  та m( )ε , які ви-
значаються явним виглядом закону дисперсії та механізмами розсію-
вання носіїв струму. Їх у загальному вигляді можна переписати через 
співвідношення 

( ) 1/21/2
n

G

2m
k( ) 1

ε ⎛ ⎞ε
ε = +⎜ ⎟ε⎝ ⎠h

, 

n
G

2m( ) m 1
⎛ ⎞ε

ε = +⎜ ⎟ε⎝ ⎠
, 

для пружного розсіювання 
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r 1/2

r 1/2
G

0r
0

G

1
( ) (T)

k T 21

−

−
⎛ ⎞ε

+⎜ ⎟ε⎛ ⎞ε ⎝ ⎠τ ε = τ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞ε⎝ ⎠ +⎜ ⎟ε⎝ ⎠

, 

де r  визначає розсіювання носіїв струму. 
Врахування вищезгаданого дає вираз для розрахунку σ [26]: 

2 3/2 m 2 n
n 0 0

0 0r2 3 k
0n

e (2m k T) f x (x x ) dx(T)
x3 m (1 2 x)

∞ ∂ + β⎛ ⎞σ = τ −⎜ ⎟∂π + β⎝ ⎠
∫

h
,           (10) 

де 0

G

k T
β =

ε
 – параметр енергетичної зони, 

0
x

k T
ε

=  – приведена енергія, 

1x
0f 1 e

−−η⎡ ⎤= +⎣ ⎦
, F

0k T
ε

η = , Fε  – енергія Фермі.  

Розрахунок σ  спрощується введенням так званих інтегралів Фер-
мі, які протабульовані 

m 2 n
m 0
n,k k

0

f x (x x ) dxI ( , )
x (1 2 x)

∞ ∂ + β⎛ ⎞η β = −⎜ ⎟∂ + β⎝ ⎠
∫ . 

Отримані таким чином співвідношення дають можливість проаналі-
зувати вплив домінуючих видів розсіювання на провідність у кристалах 
PbS, PbSe, PbTe.  

 
3.2. Концентраційні залежності коефіцієнта термо-е.р.с.  
У загальному випадку для виродженого та невиродженого напів-

провідників можна записати наступні вирази для коефіцієнта термо-
е.р.с. [28]: 

2
0 0

F

k k T3r
3 2 e

π ⎛ ⎞α = +⎜ ⎟ ε⎝ ⎠
, (11) 

2
0 F

0 0

x
3 k T

⎛ ⎞τ επ
α = −⎜ ⎟⎜ ⎟τ⎝ ⎠

, (12) 

де r – показник степеня у залежності часу релаксації від енергії, 0k  – 
стала Больцмана, усереднення слід розуміти, як 

3/2 x

0

4 (x)x e dx
3

∞
−α = α

π
∫ . 

Якщо у напівпровіднику існує кілька видів носіїв струму, то сума-
рну термо-е.р.с. визначають із виразу [25]: 

i
i

i

σ
α = α

σ
∑

,
 (13) 

де σ  – сумарна електропровідність, iα  та iσ  – парціальна коефіцієнти 
термо-е.р.с. та електропровідності для і-ого типу носіїв струму. Так, для 
власного напівпровідника вираз (13) набуде вигляду 

pn
n p

σσ
α = α + α

σ σ
, (14) 
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тут індекси n та p відповідають електронам та діркам. 
Врахування складної зонної структури халькогенідів свинцю та 

використання моделі Кейна дає наступні вирази для термо-е.р.с. [28]: 
2

0 0 0
2 2 2 3

k 2k Tm (r 1)
e 3 (3 n)

π
α = +

πh
,                                (15) 

( )
2 2 2 32

0 0 0
2 2 2 3 2

G

k 2k Tm( ) 2 (3 n) mr 1
e 3 (3 n) m ( )

⎡ ⎤ς ππ
α = − + −⎢ ⎥

π ς ε⎢ ⎥⎣ ⎦

h

h
,             (16) 

rα  – показник степеня в загальному виразі для часу релаксації, який ви-
значається механізмом розсіювання; 0m  – маса вільного електрона, 
m( )ς  – маса електронів на рівні Фермі, n  – концентрація вільних носіїв, 
ζ – енергія Фермі; m(ζ) визначається співвідношенням 

2 2 2 3

0
0 G

2 (3 n)m( ) m 1
m

π
ς = +

ε
h . 

Вираз (15) відповідає врахуванню квадратичного закону дисперсії 
зі змінною ефективною масою, а (16), відповідно – неквадратичному 
закону дисперсії. 

Для випадку, коли реалізуються різні механізми розсіювання носіїв 
одного знаку, сумарний вираз для коефіцієнта термо-е.р.с. обчислювали 
за формулою  

i
i

α = α∑ , 

і – вказує на механізм розсіювання. 
 

 
 
Рис.4. Залежність коефіцієнта термо-е.р.с. від температури для кристалів               

n-PbTe при 77 К. 1 – міжелектронне розсіювання, 2 – сумарне врахування 
всіх видів розсіювання без електрон-електронної взаємодії, 3 – сумарне 
врахування всіх видів розсіювання з електрон-електронною взаємодією. 
Експеримент: а – наші дані, б – [7] 
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3.3. Розрахунок граткової та електронної складових коефіцієнта 
теплопровідності  

Теплопровідність напівпровідників визначається різними механіз-
мами переносу тепла [2,28-30]: 

                                    е гр фт бχ = χ + χ + χ + χ ,                          (17) 

тут еχ  – електронна, грχ  – ґраткова, фтχ  – фотонна і бχ  – біполярна 
складові. Завдяки відносно малому значенню ширини забороненої зони 
PbTe внесок біполярної дифузії слід враховувати від 300-350 К, фотонна 
складова теплопровідності при досліджуваних температурах ще менша. 
Тому (17) можна переписати у вигляді 

                                            е грχ = χ + χ                                    (18) 
 

 
Рис.5. Відхилення числа Лоренца L від універсальної сталої L0 для кристалів    

n-PbTe при 77 К. Експериментальні значення згідно [7] 
 
Вимірювання теплопровідності у сильному магнітному полі є про-

стим та надійним способом розділення теплопровідності на ґраткову 
( гр ∞χ = χ ) та електронну ( ел 0 ∞χ = χ − χ , де 0χ  – повна теплопровід-
ність, виміряна при відсутності магнітного поля). 

Розрахунок електронної складової проводився згідно закону             
Відемана-Франца  

е L Tχ = σ , 
де L – число Лоренца, яке для невироджених напівпровідників визнача-
ється із виразу 2

0L (r 2)(k / e)= + , r – параметр розсіювання, який є по-
казником степеня у залежності довжини вільного пробігу від енергії, 0k  
– стала Больцмана, е – заряд електрона, σ  – коефіцієнт електропро-
відності, Т – температура.  

Ґраткову складову теплопровідності знаходили із виразу для кое-
фіцієнта термо-е.р.с. [7]  

                                       0 е

гр

k2 1
e

⎛ ⎞χ
α = +⎜ ⎟⎜ ⎟χ⎝ ⎠

.                                    (19) 

Коефіцієнт термо-е.р.с. для випадку квадратичного і неквадратич-
ного законів дисперсії визначали, відповідно, із виразів (15) (16). 
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Коефіцієнт електропровідності σ визначали із рухливості носіїв 
струму у наближенні часу релаксації.  

Результати проведених розрахунків для кристалів халькогенідів 
свинцю n-типу провідності наведено на рис.6-7.  

Побудовані теоретичні криві базуються на отриманих вище кон-
центраційних залежностях коефіцієнтів електропровідності σ  та термо-
е.р.с. α  і враховують механізми розсіювання, які мають місце у дослі-
джуваних кристалах. 

4. Оптимізація 
Термоелектрична потужність 2α σ  є однією із найбільш важливих 

характеристик, які визначають придатність матеріалу для застосування 
його в термоелектриці. 

Використання саме напівпровідникових матеріалів дозволяє в зна-
чній мірі керувати термоелектричними параметрами матеріалів і реалі-
зувати умови при яких їх співвідношення сприяють збільшенню добро-
тності ZT до максимальних значень. 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.6. Концентраційні залеж-
ності коефіцієнтів термо-
е.р.с. (а), питомої елект-
ропровідності (б) та теп-
лопровідності (в) крис-
талів n-PbTe при темпе-
ратурах Т, K: 4,2 – 1, 
77 – 2, 300 – 3. Криві – 
розрахунок; Δ, o, х – ек-
сперимент [28] 
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а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.7. Концентраційні залежно-
сті коефіцієнтів термо-е.р.с. 
(а), питомої електропровід-
ності (б) та теплопровід-
ності (в) кристалів PbS (1), 
PbSe (2) та PbTe (3) n-типу 
провідності при темпера-
турі 77 К. Δ, o, х – експери-
мент [30] 

Оскільки, добротність Z має розмірність K-1, часто використову-
ють безрозмірну добротність ZT. Добротність ZT є стандартною мірою 
термоелектричної ефективності матеріалу. ZT безпосередньо пов’язана 
із ефективністю перетворення енергії η: вищі значення ZT призводять 
до більш ефективного перетворення енергії.  

Добротність Z вказує на можливості визначення потенційно ефек-
тивних термоелектричних матеріалів. Зручною для практичного вико-
ристання є безрозмірна добротність ZT, де Т – температура. Для спро-
щеної теоретичної моделі, яка враховує параболічні зони та одну сфе-
ричну долину, ZT можна записати у вигляді [31]: 

                                  
( )( )

2

1

5s
2ZT

5s exp
2

−

⎛ ⎞⎛ ⎞+ − ξ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠=
⎛ ⎞+ + β ξ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,              (20) 
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де β визначається згідно виразу: 
3/2

6 3/2

0 L

m*5,74 10 T
m

− ⎛ ⎞ μ
β = ⋅ ⎜ ⎟ λ⎝ ⎠

, 

ξ – енергії Фермі в одиницях kBT (EF/kBT), s – параметр розсіювання; 
m*, m0, µ¸ λL, kB – ефективна маса, маса вільного електрона, рухливість 
носіїв заряду, граткова складова теплопровідності та стала Больцмана, 
відповідно. β також використовують в якості індикатора ефективності 
термоелектричного матеріалу. При строгих теоретичних розрахунках Z 
набуває досить складної математичної форми, яка враховує еквівалентні 
долини, можливі міждолинні механізми розсіювання та розсіювання 
всередині самої долини, непараболічну природу енергетичних зон носіїв 
заряду, а також внески неосновних носіїв.  

Таким чином, добрі термоелектричні матеріали володіють висо-
ким коефіцієнтом термоелектричної потужності (S2σ) та низькою теп-
лопровідністю. Існуючі теоретичні дослідження та експериментальні 
результати показали, що деякі напівпровідники добре відповідають по-
ставленим до термоелектричних матеріалів вимогам [32]. Недавні до-
слідження в термоелектриці були зосереджені, в основному, на оптимі-
зації роботи цих термоелектричних матеріалів [19,33-36]. 

Теплопровідність гратки можна зменшити без різкого пониження 
коефіцієнта термоелектричної потужності. Існує підхід, який полягає в 
збільшенні коефіцієнта потужності через регулювання густини електро-
нних станів (DOS) з використанням низькорозмірних ефектів квантових 
обмежень у таких матеріалах, як надгратки квантових точок, нанонитки 
та квантові ями [14,37]. Сучасні дослідження показали, що завдяки вклю-
ченню наночастинок у сплави на основі халькогенідів свинцю, можна 
суттєво понизити теплопровідність, що призводить до покращення ZT. 

Як було показано вище, ( )z z , , r= μ β . З виразу видно, що при фік-
сованій температурі значеннями Z можна керувати шляхом зміни рівня 
хімічного потенціалу β , рухливості носіїв струму, ефективної маси і 
параметра розсіювання, який залежить від механізму розсіювання носіїв 
струму, а також значно збільшити безрозмірну термоелектричну добро-
тність кристалічних напівпровідників, використовуючи для цього кла-
сичні методи створення оптимальних концентрацій носіїв струму та збі-
льшення внеску фононного розсіювання. Промислове застосування 
знайшли матеріали на основі систем Bi-Te, Pb-Te, Ge-Si, у яких значен-
ня добротності ZT дещо нижчі, ніж отримані в лабораторіях. 

Враховуючи наведені вище міркування, для розв’язання конкрет-
них прикладних задач можна вибрати термоелектричний матеріал з оп-
тимальними властивостями.  

Для отримання високих значень термоелектричної добротності не-
обхідні високі значення термо-е.р.с., питомої електропровідності та 
найнижчі значенні коефіцієнта теплопровідності.  
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Рис.8. Термоелектрична потужність телуриду свинцю для 4,2 К (1), 77 К (2) та 

300 К (3). Криві – розрахунок, точки – експеримент при 300 К 
 
На перший погляд, така картина є дивною, адже відомо, що саме 

PbTe є затребуваним промисловим матеріалом. Тому тут слід звернути 
увагу на дві деталі. По перше, розглядуваний у статті температурний 
діапазон не є діапазоном промислового використання халькогенідів 
свинцю для термоелектрики. При вказаних температурах «термоелект-
ричними» вважаються сполуки на основі Bi2Te3, Sb2Te3. Солі свинцю 
для цих температур, окрім суто побудови теоретичної моделі, детально 
вивчали ще й з причини їх практичного використання за вказаних умов  
як активних елементів для пристроїв ІЧ-техніки [17]. А, по друге, телу-
рид свинцю, як це випливає із отриманих даних (рис.8, табл.2), більш 
різко, у порівнянні із іншими халькогенідами свинцю, покращує свої 
термоелектричні властивості із ростом температури. 

Аналогічним чином, змінюючи склад, можна регулювати концен-
трацію йонізованих вакансій, що дозволить збільшити чи зменшити, 
відповідно до потреб, ефективність розсіювання на вакансіях. Така ж 
ситуація виникає і при аналізі розсіювання вільних носіїв на коливаннях 
кристалічної ґратки. 

Залежність різних коефіцієнтів від впливів механізмів розсіювання 
носіїв струму добре було видно на концентраційних залежностях рух-
ливості (рис.3), електропровідності, термо-е.р.с., теплопровідності 
(рис.6), термоелектричної потужності (рис.8), добротності (табл.2). Змі-
на у значенні хоча б одного з переважаючих механізмів розсіювання 
призведе до суттєвої зміни всіх вище перелічених величин, а отже, влас-
тивості матеріалу при цьому будуть уже іншими.  

Сучасні технології дають можливість плавно керувати властивос-
тями напівпровідникових матеріалів. Тому детальний аналіз дозволяє 
вибором технологічних процесів (керуванням концентрацією вакансій, 
легуванням, створення твердих розчинів, тощо) створити матеріали із 
домінуванням наперед заданих видів розсіювання для їх прогнозованого 
використання у якості ефективних приладових структур електроніки. 
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Таблиця 2. Розраховані значення безрозмірної термоелектричної 
добротності ZT для кристалів PbS (Se, Te) 

Матеріал 
PbS PbSe PbTe 

Температура 

Концен-
трація, 
м-3 

4,2 К 77 К 300 К 4,2 К 77 К 300 К 4,2 К 77 К 300 К 
2,5·1024 0,016 0,07 0,5 0,008 0,17 1,2 0,005 0,12 1,33 
5·1024 0,007 0,02 0,07 0,004 0,08 0,83 0,003 0,045 0,7 
1·1025 0,003 0,004 0,001 0,002 0,04 0,29 0,002 0,02 0,35 

2,5·1025 0,003 0,0004 0,002 0,001 0,015 0,07 0,001 0,007 0,11 
 

Збільшення Z можна досягти за рахунок збільшення відношення 
рухливості до теплопровідності. Збільшення μ χ  чи σ χ  можна досяг-
ти введенням нейтральних домішок. При такому легуванні концентрація 
носіїв залишається незмінною, розсіювання фононів може зростати 
швидше, ніж розсіювання електронів, тому σ χ  повинно зрости. Можна 
зменшити також коефіцієнт теплопровідності введенням йонізованих 
домішок; додаткове розсіювання фононів можна спостерігати при роз-
сіюванні на різного типу інших дефектах ґратки (дислокаціях, вакансіях 
та ін.), тобто, при використанні полікристалічних матеріалів. Однак, 
найбільший ефект можна досягнути при введенні ізовалентних атомів 
заміщення. В цьому випадку утворюються ізоморфні тверді розчини, що 
не приводить до суттєвих змін спектру носіїв струму і рухливості, але 
через велику концентрацію ізовалентних атомів зростає розсіювання 
фононів і значно зменшується коефіцієнт теплопровідності. В твердих 
розчинах довжина вільного пробігу фононів може зменшитися до кіль-
кох міжатомних відстаней і теплопровідність відповідно зменшиться до 
теплопровідності аморфних речовин. Наприклад, для складу 50% PbTe -
50% PbSe вдалося зменшити теплопровідність порівняно з PbTe у 2,5 
рази. Добротність таким способом можна збільшити в 1,5-2 рази [34]. 

Аналіз концентраційних залежностей термоелектричної потужно-
сті α2σ показує, що сульфід та селенід свинцю мають дещо схожий між 
собою концентраційний характер. Значення ж α2σ для n-PbTe суттєво 
відрізняються як кількісно, так і якісно. Причому, може скластися вра-
ження, що із збільшенням температури серед всіх халькогенідів свинцю 
погіршуються параметри саме у телуриді свинцю. Однак, тут потрібно 
звернути увагу на те, що величини α і σ взаємопов’язані між собою. А 
кінцева ефективність матеріалу для термоелектрики визначається зна-
ченнями добротності. Тому, окрім α2σ потрібно враховувати ще й кое-
фіцієнт теплопровідності χ. Взаємне врахування всіх цих трьох величин 
призводить до отримання досить складної сумарної залежності для доб-
ротності. Тобто, значення ZT не відповідає навіть якісно концентрацій-
ним змінам термоелектричної потужності. Так, наприклад, якщо криві, 
що описують зміну α2σ для PbSe та PbS майже співпадають, то враху-
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вання ще й χ призводить до того, що ZT для PbSe при температурі 77 K і 
вище, перевищує ZT для PbS більше, ніж вдвічі. 

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

Рис.9. Концентраційні залеж-
ності коефіцієнта термо-
електричної потужності 
кристалів PbS (1), PbSe 
(2) та PbTe (3) при темпе-
ратурах Т, K: 4,2 (а), 77 
(б), 300 (в). Криві – роз-
рахунок; експеримент:  
Δ – PbTe, o – PbSe 

 
Навпаки, PbTe, який демонстрував найкращі значення α2σ при 

4,2 K, показав при цій температурі найнижчі значення добротності. 
Аналіз табл. 2 вказує, що при 4,2 K найвищі значення ZT спостері-

гаються для кристалів PbS, при 77 K – для PbSe і при 300 K – для PbTe. 
Як було вже відзначено вище, така ж закономірність спостеріга-

ється і при зміні діелектричної сталої цих сполук. Однак, навіть для які-
сного пояснення зміни ZT з температурою чи концентрацією носіїв не 



ФІЗИКА І ХІМІЯ ТВЕРДОГО ТІЛА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

216 

можна обмежуватися лише одним характером зміни діелектричної ста-
лої ε0. Потрібно використовувати комплексний підхід, який враховує і 
зміну ε0, і зміну ширини забороненої зони, і наявність певної концент-
рації вакансій (як іонізованих, так і нейтральних) тощо. Найбільш чітко 
і системно весь комплекс вказаних величин враховує аналіз механізмів 
розсіювання носіїв заряду, які сьогодні можна достатньо точно задавати 
технологічними умовами отримання. 

Навпаки, PbTe, який демонстрував найкращі значення α2σ при 
4,2 K, показав при цій температурі найнижчі значення добротності. 

Аналіз табл. 2 вказує, що при 4,2 K найвищі значення ZT спостері-
гаються для кристалів PbS, при 77 K – для PbSe і при 300 K – для PbTe. 

Як було вже відзначено вище, така ж закономірність спостеріга-
ється і при зміні діелектричної сталої цих сполук. Однак, навіть для які-
сного пояснення зміни ZT з температурою чи концентрацією носіїв не 
можна обмежуватися лише одним характером зміни діелектричної ста-
лої ε0. Потрібно використовувати комплексний підхід, який враховує і 
зміну ε0, і зміну ширини забороненої зони, і наявність певної концент-
рації вакансій (як іонізованих, так і нейтральних) тощо. Найбільш чітко 
і системно весь комплекс вказаних величин враховує аналіз механізмів 
розсіювання носіїв заряду, які сьогодні можна достатньо точно задавати 
технологічними умовами отримання. 

Як видно із рис.9 та табл.2, PbTe значно чіткіше демонструє стабі-
льність та прогнозованість своїх параметрів. Цей висновок добре узго-
джується із сучасними даними, про які йшлося у вступі до цієї статті. 

 
Висновки 
1. Встановлені концентраційні та температурні межі домінування 

механізмів розсіювання носіїв заряду, які мають місце у халькогенідах 
свинцю: на кулонівському потенціалі вакансій, деформаційному потен-
ціалі оптичних фононів, деформаційний потенціал акустичних фононів, 
поляризаційний потенціал оптичних фононів, а також міжелектронного 
розсіювання. 

2. Виконано експериментальні дослідження коефіцієнтів явищ пе-
реносу (рухливість μ, термо-е.р.с. α, питома електропровідність σ, теп-
лопровідність χ, термоелектрична потужність α2σ, добротність Z, без-
розмірна добротність ZT) та здійснено їх теоретичний розрахунок з вра-
хуванням домінуючих механізмів розсіювання носіїв струму в криста-
лах халькогенідів свинцю n-типу провідності.  

3. Показано, що вибором переважаючого, або кількох механізмів, 
розсіювання можна оптимізувати основні термоелектричні параметри 
матеріалу для їх прогнозованого використання у приладових структу-
рах.  
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ОСОБЛИВОСТІ ПРОЕКТУВАННЯ СЛУХОВИХ АПАРАТІВ               
НА ІНТЕГРАЛЬНІЙ ЕЛЕМЕНТНІЙ БАЗІ 

 
С. П. Новосядлий, Л. В. Мельник  

Прикарпатський національний університет ім. Василя Стефаника; 
76018, м. Івано-Франківськ, вул. Шевченка, 57; 
тел. (0342) 71-48-48; e-mail: kre@pu.if.ua 

 
Основне призначення слухового апарату (СА) полягає в перетво-

ренні сигналу, який отримується джерелом звукової інформації, таким 
чином, щоб цей сигнал міг сприйнятиcя людиною з поганим слухом із 
достатньо високим ступенем слухового відчуття. Більша частина лю-
дей використовують СА для прослуховування мовних сигналів. В ряді 
випадків СА знаходить своє застосування як засіб послаблення поганих 
відчуттів від вушного шуму. Перетворення акустичного сигналу, що 
здійснюється СА, можуть мати різний характер. В найпростішому 
випадку – це підсилення звуків. В багатьох практичних випадках підси-
лення може супроводжуватись низько- або високочастотною фільт-
рацією, заданим обмеженням динамічного діапазону підсилювального 
сигналу. Існують СА з нелінійним перетворенням амплітудно-
частотного спектру вхідного сигналу, антишумовою обробкою суміші 
сигнал-шум, паралельною обробкою сигналу в декількох частотних діа-
пазонах. Для якісного СА важливими є стабільність частотного спек-
тру, величина і стабільність напруги живлення (потужності спожи-
вання) та мінімальні габарити. Ці питання лежать в основі даної 
статті, що присвячена особливостям конструкторсько-схемо-
технічного проектування СА на інтегральній елементній базі. 

Ключові слова: звукова інформація, акустичний сигнал, амплітуд-
но-частотна характеристика, спектр, слуховий апарат. 

 
Вступ 
Узагальнена структурна схема слухового апарату (СА) наведена на 

рис.1. Вхідний сигнал може бути акустичним або електромагнітним. У 
відповідності з такою схемою перетворювачі вхідного сигналу – це мік-
рофон або котушка індуктивності. Крім цього, СА часто має ще елект-
ричний вхід, через який вхідний сигнал (для приладу, з виходу підси-
лювача звукової частоти телевізора або іншої побутової техніки) може 
через кабельний перехідний пристрій подаватись безпосередньо на блок 
обробки сигналів. Як вхідний перетворювач використовується телефон 
або кістковий вібратор. Це залежить від того, для якого виду звукопро-
ведення (повітряного чи кісткового) призначений СА. Звуковий сигнал, 
який формується телефоном, вводиться певним способом у вухо люди-
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ни. Механічні коливання, що спотворюються кістковим вібратором, через 
сосковий перехідник передаються в область середнього і внутрішнього 
вуха, де і створюються слухові відчуття. 

 
Рис.1. Функціональна структурна схема слухового апарату (СА): 1,2 – перетво-

рювачі вхідного сигналу; 3 – перемикач; 4 – блок обробки сигналу; 5 – 
блок живлення; 6 – вихідний перетворювач сигналу; 7 – електричний вхід 
 
Режими роботи СА від мікрофона є, як правило, основним і дозво-

ляє безпосередньо сприймати голос співрозмовника та навколишні зву-
ки, важливі для користувача СА. Можливість перемикання у режим від 
індуктивної котушки дає змогу людині зі слабким слухом вести теле-
фонні перемовини, слухати без завад звуковий супровід під час пере-
гляду фільмів у кінотеатрах чи телевізійних передач. Крім цього, режим 
роботи СА від індукційної котушки широко використовується під час 
занять на лекціях, чи в класах. Тут принцип передачі сигналів базується 
на індуктивному зв’язку між джерелом сигналу та індуктивною котуш-
кою. 

Під час проектування сучасних СА конструктор повинен вирішити 
такі завдання: 

1) розробити оптимальну механічну конструкцію апарату і його 
складових частин з акустичними елементами для електроакустичних 
перетворювань, які за мінімальних розмірів апарата забезпечують стабі-
льну роботу та високі естетично-ергономічні показники; 

2) розробити стабільну, низькошумову і економічну електричну 
шину апарату з мінімальним числом радіоелементів; 

3) розробити мініатюрні електроакустичні перетворювачі. Це до-
сить складне завдання, бо сьогодні в світі виробництво високоякісних 
електричних мікрофонів і електромагнітних телефонів для СА зосере-
джено в декількох фірмах США, Німеччини та Франції. 

СА поділяються на чотири основних види, які відрізняються за 
конструктивним виконанням, а, отже, місцем розташування на тілі хво-
рого: завушні, внутрівушні, кишенькові та слухові апарати в окулярній 
оправі. Номенклатура СА, що сьогодні випускаються у світі, за станом 
виробництва розподіляється наступним чином: завушні – 70-80%, внут-
рівушні – 15-20%, кишенькові – 5-10% і в окулярній оправі – 1-2%. 
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Специфічною особливістю СА є тісний взаємозв’язок між елект-
роакустичними параметрами апаратів, елементами конструкторсько-
технологічними аспектами, пов’язаними з їх розробкою та серійним ви-
робництвом. Це зумовлено тим, що СА відносяться до мініатюрних еле-
ктроакустичних пристроїв, які характеризуються значним діапазоном 
підсилення звуку, частковою стабілізацією, мінімальними габаритами. 
Крім цього, частотні характеристики СА залежить не тільки від форми 
ЧХ мікрофону і телефону, електричних компонентів схеми підсилення, 
але і від конструкторського рішення СА з мінімальними допусками та 
від розміщення елементів. 

Найбільш поширене використання отримав завушний СА – конс-
трукція дугоподібної форми, яка розміщується за вушною раковиною 
(рис.1). Конструкції даних завушних СА передбачають можливість під-
ключення відносно мікрофона, який з’єднується з апаратом кабелю до-
вжиною 1-1,5 м, що закінчується спеціальним рознімачем. Це дозволяє 
значно підвищити співвідношення сигнал/шум. Як джерело живлення в 
завушних СА застосовують дешеві акумулятори, срібло-цинкові, ртут-
но-цинкові елементи. Нами планувались літієві джерела живлення-
акумулятори. Мінімізація подання звуку від телефону в мікрофон дося-
гаються такими технічними прийомами :  

1) Мікрофон (М) і телефон (Т) закріплюються безпосередньо до ко-
рпуса СА через гумові амортизатори; 

2) М і Т разом з амортизаторами розміщують в спеціальні відсіки, 
які називають камерами; 

3) Введення підсилених звуків в слуховий прохід здійснюється заку-
порюванням останнього за допомогою вушного вкладиша. Одна із таких 
камер Т і М зображена на рис.3. 

 
Рис.2. Конструкція звукового СА. 1 – корпус; 2 – мікрофонний вхід; 3 – жорсткий 

звукопровід; 4 – гнучкий звукопровід; 5 – вушний вкладиш; 6 – регулятор 
підсилення; 7 – перемикач режиму роботи; 8 – обойма джерела живлення 
 
Внаслідок великої відстані між мікрофоном і телефоном (до деся-

ти см) і відсутності між ними механічного контакту акустичний зворот-
ний зв’язок в кишеньковому СА може бути зроблений достатньо малим, 
а віброакустичний – зведений до мінімуму, що полегшує отримання в 
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ньому стабільного і дуже високого звукопідсилення. Виносний телефон 
вставляється у вушний слуховий прохід (раковину) за допомогою вуш-
ного вкладиша. Кишенькові СА, що застосовуються з кістковим вібра-
тором, мають в своєму комплексі пружне кріплення вібратора до голо-
ви. 

 
Рис.3. Фрагмент корпуса завушного СА з мікрофонною і телефонною камера-

ми: 1 – корпус СА; 2 – мікрофонна камера; 3 – мікрофон; 4 – амортиза-
тор; 5 – телефонна камера; 6 – телефон; 7 – амортизатор; 8 – регулятор 
підсилення; 9 – акустичний вхід; 10 – фрагмент жорсткого звукопроводу 

 
Внутрішньовушні СА внаслідок своїх конструктивних і акустич-

них особливостей помітно виділяються на фоні СА інших видів, і є сьо-
годні найбільш поширеними. Перш за все, – це СА, в яких всі складові 
частини сконцентровані в невеликому об’ємі всередині корпуса, який є 
наймініатюрнішим із всіх корпусів СА. Комплексність корпусу і відсут-
ність вихідного звукопроводу, під’єднаного шнура, що мають інші 
конструкції СА, диктують необхідність розміщення СА в зовнішньому 
вусі людини. Оскільки відстань між мікрофоном і телефоном в такому 
СА не перевищує 1 см, то неможливо отримати велике звукопідсилення. 
Тому застосування таких СА є досить обмеженим: їх використовують як 
“вушні пробки” або “вушні вставки”. 

1. Електроакустичні параметри СА 
Електроакустичні параметри СА викликають неабиякий практич-

ний інтерес, оскільки ними доводиться оперувати у найрізноманітніших 
сферах, пов’язаних із СА, починаючи з їх розробки, випробувань, екс-
плуатації та конструювання. 

Всі параметри і характеристики СА поділяються на три групи. Пе-
рша група складається з показників, які використовують при порівнянні 
техніко-експлуатаційних характеристик і технічного рівня СА. Друга 
група поєднує параметри, які є необхідними при контролі якості проду-
кції і процесі виробництва. До третьої групи відносяться параметри, які 
необхідні для СА при слухопротезуванні.  

Розглянемо основні електроакустичні параметри СА при повітря-
ному звукопроведенні. Тут можна виділити електроакустичні параметри 
СА, які характеризуються особливостями передачі різних рівнів вхідно-
го сигналу на фіксованій частоті. До таких параметрів відносяться: аку-
стичне підсилення по тиску (ПЗТ), яке знаходиться в межах від 30-50 до 
80-85 дБ, що може змінюватись регулятором. Другий параметр – це аку-
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стичне підсилення, що є різницею між ПЗТ акустичного сигналу біля 
барабанної перетинки, що створюється СА і ПЗТ за відсутності СА 
(табл.1). Величина акустичного підсилення може змінюватися за раху-
нок електричного підсилювача на 30-40 дБ, замість телефону до 20 дБ. 

Інший параметр вхідного підсилення звукового тиску характери-
зує можливість СА зі створення звукової потужності підсилюваного 
акустичного сигналу. Він напряму пов’язаний з підсиленням тиску на 
акустичному вході СА і його акустичним підсиленням: при відкритості 
в тракті помітних нелінійних спотворень сигналу вихідне підсилення 
звукового тиску рівне сумі вхідного та акустичного підсилень.  

 
Таблиця 1. 

№, 
п/п Назва параметру Спосіб вимірювання параметру 

1. Акустичне (підсилен-
ня по тиску) 

Різниця ПЗТ на вході СА і ПЗТ на його виході 

2. Акустичне підсилен-
ня, що вноситься 

Різниця між ПЗТ акустичного сигналу біля бара-
банної перетинки і ПЗТ біля неї без СА 

3. Функціональне підси-
лення СА 

Різниця порогів слуху чистого тону при викори-
станні СА і без нього 

4. 
Максимальне акусти-
чне підсилення 
(f>1000Гц) 

Акустичне підсилення, виміряне при положенні 
регулятора, що відповідає максимальному під-
силенню 

5. Усереднене акустичне 
підсилення 

Середньоарифметичне значення на частотах 500, 
1000 і 2000 Гц 

6. Усереднене високоча-
стотне підсилення 

Середньоарифметичне значення на частотах 
1000, 1600 і 2500 Гц 

7. Максимальне (пікове) 
акустичне підсилення 

Акустичне підсилення, що визначається на час-
тоті максимального підсилення СА 

 
Рівень насичення показує максимальне вихідне підсилення звуко-

вого тиску, яке створює СА, і характеризує його максимальну потуж-
ність. В багатьох моделях СА наявні засоби для регулювання в межах 
10-25 дБ рівня насичення. 

Власні шуми в СА пов’язані з наявністю в складі СА електронного 
підсилювача, а у випадку застосування неелектромагнітного електрич-
ного мікрофону – і додаванням шумів капсули мікрофона і вмонтовано-
го в нього узгоджуючого підсилювача. Тут можна виділити два параме-
три СА, що характеризує шумові властивості СА: вихідний рівень влас-
них шумів і приведений до входу рівень власних шумів. В сучасних СА 
вхідний рівень власних шумів не перевищує 55-70 дБ, а приведений до 
входу – 17-30 дБ. 

Коефіцієнт гармонік вказує, наскільки чисто відтворюється неспо-
творений вхідний акустичний сигнал. Він визначається за формулою:  
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де iP і 1P  – звукові частинки сигналу основної гармоніки та і-тої гармо-
ніки на виході СА. Коефіцієнт гармонік не повинен перевищувати 3-4% 
і визначають його на частотах 500, 800, 1000 і 1600 Гц. 

Амплітудна характеристика вказує на залежність між вихідним і 
вхідним підсиленням звукового тиску на певній частоті (1000 Гц) і зво-
диться за різних положень регулятора акустичного підсилення. 

Характеристика спрямованості – це відносна залежність вихідного 
підсилення звукового тиску на виході від напряму на джерело зв’язку.     

2. Вимірювання основних електроакустичних параметрів СА і 
їх функціональні можливості 

Об’єктивна перевірка електроакустичних параметрів СА здійсню-
ється за допомогою комплексу електроакустичної вимірювальної апара-
тури у відповідності з держстандартом на СА. Для проведення вимірю-
вань до складу комплексу повинні входити: джерело акустичного сиг-
налу з регульованою частотою і величиною засоби для підтримання по-
стійним його вихідного рівня звуку, реєстратори вихідного акустичного 
сигналу, імітатори механічного навантаження СА. Акустичним наван-
таженням слугує камера зв’язку об’ємом 2 см3 з прилаштованим до неї 
вимірювальним мікрофоном, а імітатором навантаження СА для кістко-
вого звукопроведення – штучний мастоїд (як у ТА штучне вухо чи ру-
ка), який не тільки є моделлю реального механічного навантаження для 
кісткового вібратора, але і забезпечує вимірювання рівня змінної сили. 

Найбільш поширеним сьогодні для вимірювання параметрів СА є 
спеціально призначений для цього комплект електроакустичної апара-
тури данської фірми Bric&Kjar, який в одиничному екземплярі був на-
явний на ВАТ «Родон». Він обслуговував акустичні параметри ТА. Цей 
комп’ютерний комплекс включає в себе малогабаритну заглушену акус-
тичну безехову (безшумну) камеру, необхідну для проведення вимірю-
вань в умовах близьких до умов вільного звукового поля, що, в свою 
чергу, відповідає точності вимірювань на повторність результатів. Та-
кий комп’ютерний агрегат-комплекс може працювати разом із вимірю-
вальним манекеном (штучне вухо), в якому зроблений імітатор слухово-
го проходу (як у людини), що є удосконаленим аналогом камери зв’язку 
та імітатором вушної раковини. 

Для вимірювання електроакустичних параметрів СА найбільш ча-
сто використовують “метод тиску”. У відповідності з ним СА розміщу-
ється поблизу джерела звуку; вимірювальний мікрофон, що контролює 
підсилення звукового тиску від джерела акустичного сигналу, розміщу-
ється на відстані 5-10 см від акустичного входу СА. В точці заміру під-
силення звукового тиску підтримують постійним за допомогою вимірю-
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вального мікрофона, що відградуйований на тиск. Вся апаратура пови-
нна забезпечувати достатньо низький рівень власних шумів та вібрацій. 
Глуха (тиха) камера для вимірювання електроакустичних характеристик 
СА забезпечує умови вільного звукового поля в частотному діапазоні 
150-8000 Гц, а джерело звуку разом із вимірювальним мікрофоном та 
вимірювальною апаратурою створюють в точці заміру підсилення зву-
кового тиску в межах 50-90 дБ з похибкою 1÷2,5 дБ. 

Різними підприємствами виготовляється багато моделей та різних 
модифікацій СА чотирьох основних видів, розглянутих нами вище. Цей 
величезний парк (табл.1) моделей характеризується великою кількістю 
функцій, значень електроакустичних та експлуатаційних параметрів та 
широкими можливостями для їх регулювання при підгонці до клієнта і 
його переналаштування для конкретної акустичної ситуації. 

У відповідності з медичними рекомендаціями СА доцільно класи-
фікувати на основі тільки одного показника – максимального рівня на-
сичення. Цей параметр є одним із важливих для повітряного звукопро-
ведення і відіграє вагому роль при підгонці СА для людей з порушеним 
слухом. Цим параметром СА поділяють на 5 категорій: 

 

Категорія СА Рівень насичення, дБ 
А-надмале вихідне підсилення звукового тиску <105 

B-мале 105-114 
С-середнє 115-124 
D-велике 125-134 

E-надвелике >135 
 
Аналіз свідчить, що СА із повітряним звукопроведенням, які на 

сьогодні випускаються, за своїм призначенням і технічним характерис-
тикам можуть бути поділені на 4 основні групи: 1 – прості; 2 – помірно-
складні; 3 – функціонально-насичені; 4 – надпотужні. 

В таблиці 1 наведено перелік функцій і параметрів СА виробницт-
ва різних фірм і країн, які є характерними для кожної з груп. При реалі-
зації ЧХ різних видів в різних моделях застосовуються плавне або сту-
пінчасте їх регулювання. ЧХ акустичного підсилення, які реалізовані в 
СА, далеко не у всіх випадках відповідають вимогам затвердженим ста-
ндартом, розрахованим і встановленим експериментально. Пояснюєть-
ся, це перш за все, обмеженнями на синтез ЧХ заданої форми, особливо 
у випадку завушних та внутрішньовушних СА, як це показано на рис.4. 

Корекція ЧХ у СА може здійснюватись як незалежно (за нижніми і 
верхніми частотами), так і суміжним способом, коли при ослабленні 
нижніх частот одночасно підсилюються верхні. Такими різними спосо-
бами (плавно чи ступінчасто) в різних модифікаціях СА регулюються 
параметри АРП (автоматичного регулювання підсилення). 
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    а)    б)   в) 

Рис.4. Приклади ЧХ акустичного підсилення завушних і внутрішньовушних 
СА: а) Selectra PP-6(Швейцарія), б) AD 434(Нідерланди), в) Siemens AMI 
(Німеччина) 
 
Одним із найбільш ефективних способів регулювання ЧХ кишень-

кових СА є заміна телефону. Широко використовуються також регуля-
тори ЧХ електронного підсилювач, який впливає на ЧХ СА загалом. 

Основними способами регулювання ЧХ внутрішньовушних СА є 
зміна ЧХ підсилювача звукової частоти, а також застосування вушних 
вкладок із зовнішніми отворами. В завушних СА, крім цього, здійсню-
ється ступінчасте регулювання ЧХ за рахунок заміни жорстких звуко-
проводів еластичними і за рахунок фільтра-втулки, що може переміщу-
ватись всередині такого гнучкого звукопроводу. 

До оригінальних корисних функціональних властивостей кращих 
сучасних СА відносяться: 

‐ введення в СА багатоступінчастого перемикача ЧХ. Таке регу-
лювання закладене, наприклад, в моделях швейцарської фірми Phonak 
(CA LC8/BPO5); 

‐ можливість регулювання часу приглушення АРП, що знижує рі-
вень шуму (забезпечується шумозаглушувачами), наприклад фірма  
Philips змінює час приглушення АРП в межах 50-340 мс; 

‐ автоматичне пониження підсилення СА на верхніх частотах у мі-
ру наближення до максимального підсилення. Це покращує антигенера-
ційну стійкість СА (наприклад, як це робить данська фірма Oticon в за-
вушних моделях E30P, E40); 

‐ застосування виносного телефону в завушних СА, що покращує 
відтворення нижніх частот за менших нелінійних спотворень, напри-
клад СА фірми Maico (США), модель S235; 

‐ вмонтовування індикаторів стану джерела живлення, що контро-
лює ступінь зношування елемента живлення в завушних (модель Е30Р, 
данська фірма Oticon). Тут індикаторна лампочка попереджує про необ-
хідність заміни джерела живлення; 

‐ забезпечення постійного високого значення акустичного підси-
лення (Oticon, Phonar). 

‐  
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3. Схемотехнічні та акустично-механічні особливості СА 
Побудова і вибір схем СА обумовлена особливостями їх роботи і 

забезпечення вимог до параметрів, що задаються стандартами європей-
ських країн: низьковольтне живлення (≤1,2-1,5 В); висока сталість під-
силення при підвищенні чи пониженні напруги живлення; невелика на-
пруга вхідного шуму підсилювача (1-2 мкВ), тобто зниження теплового 
і дробового та фланер-шумів в елементах схеми; досить високий коефі-
цієнт підсилення підсилювача (10000-20000) та малі нелінійні спотво-
рення. Це вимагає введення до схеми підсилення глибокого від’ємного 
оберненого зв’язку, низькошумові транзистори на вході, транзистори з 
малою залишковою напругою на виході (Uкн); стабільні коефіцієнти 
підсилення транзисторів у заданому частотному діапазоні. 

Саме необхідність забезпечення заданих функціональних можли-
востей накладає свій відбиток і на схемотехніку СА: наявність АРП та 
регулюючих фільтрів для забезпечення АЧХ та динамічного діапазону з 
частотною корекцією спектра. З іншого боку кількість елементів пови-
нна бути мінімальною, щоб зменшити потужність споживання. Одна із 
таких схем СА для завушних і внутрішньовушних моделей наведена на 
рис.5. 

 

 
Рис.5. Електрична схема завушних та внутрішньовушних СА з мінімальною 

кількістю елементів 
 

У ній підсилювач даного СА побудований на біполярних транзис-
торах n-p-n–типу, із яких VT1 і VT2 утворюють попередній каскад під-
силення. Вихідний каскад зібраний на комплементарній парі (p-n-p i           
n-p-n–транзисторах) VT3 і VT4. Режим роботи транзисторів відповідає 
класу А або АВ і залежності від опору R6, який, по суті, регулює вели-
чину нелінійних спотворень. Навантаження підсилювача відносно висо-
коомне, бо на частоті 1 кГц опір телефону складає 1 кОм. Споживаний 
струм СА тут не перевищує 0,15 мА. Всі опори низькоомні, щоб забез-
печити мінімальний шум. Як розділяючі конденсатори використовують-
ся варикапи з лінійною кулон-вольтною характеристикою. 

Сучасна мікроелектроніка, без сумніву, стимулює розвиток різних 
технічних модифікацій схем СА і, перш за все, зі зменшеним струмос-
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поживанням, зменшеною ємністю і резисторами. У зв’язку з цим на ува-
гу заслуговує робота підсилювача в класі Д, де в схемі підсилювача СА 
вже використовується к-МОН–технологія формування транзисторів, а 
надмініатюрна котушка індуктивності в LC-фільтрі нижніх частот на 
виході підсилювача замінена гідратором (для фільтрації частоти генера-
тора f=40 кГц). При роботі на телефон вже з опором 600 Ом (на f=1 кГц) 
струм споживання склав ≤50 мкА, коефіцієнт гармонік ≤0,5 % на частоті 
500 Гц при вихідному підсиленні звукового тиску на рівні 110 дБ. 

Враховуючи шлях мініатюризації СА, у розробників нових моде-
лей виникають труднощі з використанням мініатюрних органів управ-
ління, і перш за все, регулятором гучності, тож постало питання введен-
ня сенсорного регулювання. 

Одна із таких схем подана на рис.6. В схемі як регулювальний 
елемент використовується польовий транзистор VT на основі n-МОН 
структури, який включений в коло управління коефіцієнтом підсилення 
підсилювача звукової частоти, величина якого є пропорційною опору 
переходу витік-стік. Крім цього, цей опір каналу транзистора VT зале-
жить від напруги на конденсаторі С1, який включений між затвором і 
витоком транзистора VT. Заряд і, відповідно, напруга на конденсаторі 
можуть змінюватись утворенням кола його зарядження і розрядження 
від дотику пальцем руки відповідно до контактів К1 або К2. Опір кож-
ного контакту пальця складала φ-5 мОм. Такі контакти формуються із 
алюмінієвого сплаву АКГо-1-1 або золота осадженим із золотохлорис-
товодневої кислоти ( 4( )Au HCl ). Як конденсатор Сі, так і транзистор 
VT повинні мати мінімальний струм втрат. 

 

 
 
Рис.6. Схема внутрішньовушного СА із сенсорним регулюванням гучності         

і витоком транзистора VT 
 
На сьогодні вже накопичено значну кількість технічних рішень 

щодо СА з регулюванням ЧХ акустичного підсилення. Одна із таких 
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можливих схем регулювання ЧХ СА завушного типу подана на рис.7. 
Тут активний RC-фільтр виконаний на транзисторі VT із складним час-
тотно-залежним від’ємним оберненим зв’язком, який реалізований шля-
хом подачі сигналу із колектора транзистора VT у вхідну базову область 
через елементи R4, C3, C4 і кола із елементів C1 C2 R1. Особливістю 
регулювання ЧХ підсилювача звукового тракту є зміна їх нахилу за до-
помогою резистора R1. Це проходить тому, що зміна опору R1 призво-
дить до зміни коефіцієнта передачі для сигналу в колі бази і сигналу, 
який надходить через конденсатор С5 колом оберненого зв’язку. В ре-
зультаті зміни коефіцієнта передачі в області НЧ коефіцієнт передач 
збільшується в області верхніх частот, що передається по колу оберне-
ного зв’язку і навпаки (рис.7б). Як бачимо, майже в 20 дБ можна зміню-
вати ЧХ за допомогою основного RC-фільтра. Більш прийнятною елек-
тричною схемою активного RC-фільтра є схема СА, в якій організовані 
два незалежних частотних тракти проходження сигналу через фільтри 
ФНЧ і ФВЧ з незалежним регулюванням за допомогою резисторів R3 і 
R7 (рис.8). Чітке регулювання ЧХ підсилювача звукового тракту здійс-
нюється опором R3, за допомогою якого одночасно (як і в попередній 
схемі) підвищуються високі частоти і знижуються нижні. 

 

 
 

                       а)                                                      б) 
Рис.7. Електрична схема RC-фільтра ВЧ для регулювання ЧХ СА завушного 

типу а) і його ЧХ б) 
 

На сьогодні всі розробники СА завушних та внутрішньовушного 
типів стараються уніфікувати електричну схему СА з використанням 
повністю інтегральної схеми, яку б слід використовувати у без корпус-
ному виконанні (на павучках). Але яку елементну базу при цьому вико-
ристати: біполярні транзистори, польові транзистори чи комбінований 
варіант? Сьогодні це питання ще не вирішене, бо схемотехнічні рішення 
визначаються суперечливими параметрами: потужністю споживання, 
коефіцієнтом підсилення і т.ін. 
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Рис.8. Електрична схема СА завушного типу з регулюванням активним          

RC-фільтром у вигляді RC-моста 
 

 
Рис.9. Електрична схема СА завушного типу у вигляді біполярної інтегральної 

схеми 
 
Звичайно, зараз нас цікавить підсилювач СА в інтегральному ви-

конанні. Дану схему (рис.9) використовують в більшості СА заданого 
типу. На транзисторах VT1, VT2 і VT3 виконано каскад попереднього 
підсилення, в який  включені генератори струму G1i G2. Транзистори 
VT1 і VT2 працюють при струмах емітера 20-30 мкА (в мікрорежимі), 
що забезпечує чудове узгодження з електричним мікрофоном М із міні-
мальним шумом та високу економічність за споживаною потужністю. 
Транзистор VT3 разом з транзистором VT4 забезпечують конвертацію 
напруги в струм і споживають струм в межах 30-50 мкА, знімаючи з по-
передньої ступені струм 1 мкА. Конденсатор С3 призначений для часто-
тної корекції підсилювача і є ємнісним навантаженням. Вихідний каскад 
побудований на комплементарних транзисторах VT9, VT10 (різного ти-
пу провідності). Входи цього вихідного каскаду потужності підключені 
до відповідної шини джерела живлення через струмозадаючі ланки. Од-
на з них виконана на транзисторі VT6 та резисторах R8, R1 і транзисторі 
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VT11 в діодному включенні, а друга – на транзисторі VT4 у діодному 
включенні, резисторі R4, транзисторі VT7 і резисторі R9. Вказані ланки 
і додаткові транзистори VT5 і VT8 забезпечують необхідний базовий 
струм для комплементарної пари вихідного каскаду на рівні 100 мкА. 

Для зниження нелінійних спотворень підсилювач звукового тракту 
охоплений місцевим від’ємним оберненим зв’язком (резистори R3, R5) 
та загальним оберненим зв’язком (R1, R2, R6, C2), що забезпечує тем-
пературну стабілізацію підсилювача та коефіцієнт підсилення на рівні 
3520-10000, що може регулюватись резистором R2. Мікрорежими тран-
зисторів забезпечуються гетерною технологією із x y zSi O N , що форму-
ється після базової імплантації. 

4. Аналіз елементної бази СА і технологій їх формування. 
Розглянуті вище вимоги до сучасних СА, їх схемотехнічні та конс-

труктивні особливості взаємопов’язані із електрорадіоелементами 
(ЕРЕ), електроакустичними перетворювачами, джерелами живлення, що 
використовуються в СА Тут для всієї елементної бази важливим є мініа-
тюрність, що часто лякає виготовлювачів, за винятком підприємств мік-
роелектроніки. Всі елементи повинні працювати за низької напруги жи-
влення <1,5 В, а комутаційні елементи повинні бути розраховані на малі 
струми (до 50-100 мА), мікрофон і телефон повинні мати підвищену чу-
тливість, конденсатори та резистори повинні бути тонкоплівковими з 
дуже малими ТКО і ТКЕ та малим значенням номіналів. Тут, звичайно, 
свої напрацювання мало наше підприємство ВАТ «Родон», яке впрова-
дило у виробництво телефонні апарати як аналогового, так і цифрового 
сигналу, радіотелефони. Зупинимось на особливостях елементної бази: 
1) електроакустичних перетворювачів; 2) інтегральних схем як мікро-
шумових, так і мікропотужних та малогабаритних; 3) тонкоплівкових 
пасивних R, C – елементів та безкорпусних транзисторів; 4) малогаба-
ритних корпусних деталей та звукопроводів. До цих всіх питань треба 
віднести важливе питання – сучасний дизайн СА, який міг би вийти на 
світовий ринок і перемогти в конкурентній боротьбі за електроакустич-
ними параметрами і надійністю. 

На сучасному етапі розвитку СА все більше застосування як елек-
троакустичні перетворювачі знаходять електричні мікрофони та елект-
ромагнітні телефони. Розглянемо їх частотні характеристики. 

Електричні мікрофони мають такі переваги перед електромагніт-
ними: широкий діапазон частот, велику чутливість, невеликі габарити, 
можливість спряження (узгодження) з інтегральними схемами. До недо-
ліків електричних мікрофонів слід віднести: наявність шумів, високу 
вартість, додаткові витрати потужності і наявність фільтра в колі мік-
рофона. 

Найбільше поширення сьогодні в СА знайшли електричні мікро-
фони фірм Knowles Electronics (Англія), Microtel (Нідерланди) завдяки 
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їх високій чутливості, яка знаходиться в межах 10-30 мВ/ Па. Частотні 
характеристики чутливості електричних мікрофонів для СА подано на 
рис.10а. Об’єм мікрофона, всередині якого монтується узгоджуючий 
підсилювач, складає 30 мм3. 

 

 
                а)            б) 

Рис.10. Частотні характеристики : а) електричного мікрофона (1 – модель 1751 
(Англія), 2 – модель 32 (Нідерланди) 3 – модель МС (СРСР)); б) елект-
ромагнітного телефону (1 – модель 1878 (Нідерланди), 2 – модель TEM-
1956 (СРСР) 3 – модель ВТУ-5 (СРСР)) 

 
Частотні характеристики віддачі телефонів для СА подані на 

рис.10б. 
Опір таких телефонів може бути в межах 200-1000 Ом на частоті 

1000 Гц. За їх допомогою забезпечується підсилення звукового тракту 
на рівні 100-12- дБ. Саме на ВАТ «Газотрон» (м. Рівне) розпочалось 
освоєння електретних мікрофонів-телефонів, як для телефонних апара-
тів, так і для СА. Відповідно були проведені перемовини на виготовлен-
ня дослідних взірців та їх серійне освоєння. 

Зупинимось на особливостях структур інтегральних схем як під-
силювачів звукової частоти СА. Такі мікросхеми можуть виконуватись 
за напівпровідниковою або гібридною тонкоплівковою технологією. 
Кожна із цих технологій заслуговує на увагу щодо забезпечення преци-
зійності електричних параметрів. 

В останні роки у завушних чи внутрішньовушних СА уже викори-
стовуються безкорпусні напівпровідникові схеми, зібрані на павучках. 
Таке виконання дуже добре узгоджується із суміщеною напівпровідни-
ковою та гібридною технологіями виготовлення підсилювачів звукового 
тракту: ІС кріпиться на системній платі, на якій вже сформовані пасивні 
елементи (резистори та ємності) та відповідна розводка. 

В таблиці 2 наведено параметри і характеристики напівпровідни-
кових ІС для СА, що були розроблені у нас і за кордоном. 

Схема LC505, яка побудована на основі низьковольтного опера-
ційного підсилювача, вирізняється малим числом елементів та спожи-
ваною потужністю. В їх число входить і RC-ланка для регулювання кое-
фіцієнта підсилення (вивід 4) і резистор для підлаштування режиму ви-
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хідного транзистора (вивід 1). Ця схема забезпечує дуже високу термо-
стабільність за рахунок ОП (0,3-0,4 дБ на 0,1 В). Габаритні розміри під-
силювача 3,5×3,5×1,5 мм. 

 
Таблиця 2. Параметри і характеристики ІС для СА. 

№, 
п/п 

Типи інтегра-
льної схеми 

Напруга 
живлення,  

В 

Коефіцієнт 
підсилення  
за напругою, 

дБ 

Вихідна 
потуж- 

ність, мВт

Номіналь-
ний опір,  

Ом 

Макси-
мальний 
струм 

Наяв-
ність  
АРП 

1 K538 УН-2 1,2±10% 63 0,2 1000 1,2 немає 
2 K548 УН-2 1,2±10% 68 0,2 1000 1,2 є 
3 K548 УН-3 1,3±10% 80 2 100 1,2 немає 
4 LC505 0,9-1,8 68-76 0,5 1000 0,5 немає 
5 WC501G 1,1-1,8 56-62 0,5 600 0,5 є 
6 LC549 0,8-1,8 38-42 7 400 0,6 є 
7 LC506 1,0-1,8 38-42 0,01 1000 0,9 немає 
8 WC535G 1,0-1,6 67-84 6 400 0,9 є 

 
На рис.11. наведено структурні схеми деяких ІС для СА: тип 

LC505, WC501G. 
 
 
 
 

 
а) 

 
 

 
                                

 
 
 
 

б) 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.11. Структурні схеми підсилювачів звукового тракту для СА завушного 

типу. а) LC505 б) WC501G 
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Інша мікросхема WC501G також розрахована на застосування в 
СА середньої потужності, але вже із збільшеними функціональними 
можливостями: АРП, попередній підсилювач 2 для індуктивної котуш-
ки, самостійні каскади попереднього 3 і вихідного каскаду 5 підсилення, 
що забезпечує гнучкість в регулюванні тембру та шумоподавлення. Га-
барити 6×3,4×1,5 мм. Величина АРП підбирається конденсатором, під-
ключеним до виводів 7 і 11 випрямляча 4, а регулятор напруги 1 забез-
печує високу стабілізацію Кu. 

Мікросхема WC501G відноситься до числа мікропотужних схем 
СА. Набір реалізуючих функцій є невеликим, проте її можна використо-
вувати для СА певних категорій глухих. Мікросхема має два ідентичні 
підсилювачі, які працюють в режимі АВ. Дані підсилювачі попередньо-
го підсилення забезпечують високу температурну стабільність Кu. 

На основі приведених аналізу та досліджень інвестиційного прое-
кту «Слухові апарати» можна зробити наступні висновки:  

1. Даний інвестиційний проект СА можна реалізувати на ВАТ 
«Родон» (м. Івано-Франківськ). 

2. Для реалізації проекту необхідно розробити повний комплект 
конструктивної та технологічної документації. 

3. Потрібно спроектувати повний комплект технологічного осна-
щення для виготовлення корпусних деталей та комплекту пакування. 

4. Потрібно провести макетування і моделювання електричної схе-
ми з визначенням параметрів і характеристик СА. 

5. Потрібно виготовити установочну партію з проведенням усіх 
необхідних випробувань. 

6. Потрібно провести маркетингові дослідження ринків збуту як 
внутрішніх, так і зовнішніх. 

Стаття надійшла до редакційної колегії 26.12.2012 р. 
Рекомендовано до друку д.т.н., професором Мельником П.І., 

д.ф.-м.н., професором Стасюком З.В. (м. Львів) 
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The basic setting of hearing device (HD) consists in transformation of 

signal which turns out a sound information generator thus, that this signal 
could be perceived by a man with the defective hearing, with enough high 
level auditory feeling. Greater part of people use HD for listening of linguis-
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tic signals. In the row of cases HD finds the application in a role of mean of 
reduce of the bad feelings from a ear noise. Transformations of acoustic sig-
nal, that HD is carried out can carry a different character. There is this 
strengthening of sounds in simplest case. In many practical case of strength-
ening can be accompanied by low or high-frequency filtration, set limitation 
of dynamic range of amplifying signal. Exist HD with nonlinear transforma-
tion of amplitude frequency spectrum of entrance signal by antinoise treat-
ment of mixture signal-noise, by the simultaneous signal processing in a few 
frequency ranges. For high-quality HD stability of frequency spectrum, size 
and stability of tension of feed (powers of consumption) and minimum sizes is 
important. Given questions and lie in the basis of the given article, the fea-
tures of the construct scheme planning of HD on an integral element base are 
examined in which. 

Key words: sound information, acoustic signal, amplitude frequency 
description, spectrum, hearing device. 
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ПЕТРОФІЗИЧНІ ВЛАСТИВОСТІ НАФТОВИХ І ГАЗОВИХ 
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Розглянуто питання вивчення фізико-петрографічних параметрів 

порід-колекторів нижньосарматських відкладів Більче-Волицької зони 
Передкарпатського прогину з використанням даних керна і результатів 
геофізичних досліджень свердловин. Зіставлено дані літолого-петрофі-
зичних властивостей порід з геолого-геофізичними параметрами, що 
дало змогу провести оцінку підрахункових параметрів на Хідновицькому 
газовому родовищі. 

Ключові слова: колектор, петрофізичні параметри, пористість, 
проникність, питомий електричний опір, швидкість пружних коливань. 
 

1.Природні пористі середовища і їх заповнювачі  
1.1 Породи-колектори нафти і газу  
Поклади нафти і газу приурочені до чисельних різновидностей 

гірських порід осадового та виверженого походження. У природних 
умовах поклади нафти і газу переважно приурочені до піщанистих і ка-
рбонатних відкладів. 

Гірські породи, заповнені газом і нафтою, здатні їх віддавати у 
промислових кількостях, називаються колекторами. Велика частина на-
фтових і газових підземних резервуарів складена породами осадового 
походження: пісковиками, вапняками і доломітами. 

Скупчення нафти і газу встановлені у відкладах різного похо-
дження, починаючи від кембрію і закінчуючи верхнім пліоценом. Відо-
мі скупчення нафти і газу як в докембрійських, так і в більш молодих 
четвертинних відкладах. 

Вивержені і метаморфічні породи можуть вміщувати вуглеводні, 
якщо вони внаслідок вивітрювання і тектонічних процесів набули вто-
ринної пористості і тріщинуватості. 
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Розрізняють два типи колекторів: гранулярні і тріщинні. Переваж-
но гранулярними колекторами є піщано-алевритові породи, які характе-
ризуються міжзерновою пористістю і міжзерновою проникністю; вап-
няки і доломіти з пелітовою або трубчастою структурою також подібні 
до гранулярних колекторів. 

Більшість відомих у світі покладів нафти і газу внаслідок структу-
рних умов, наявності пластів малої товщини та інших причин характе-
ризуються відносно невеликими промисловими запасами. Крім цього, у 
багатьох випадках відбір нафти і газу із продуктивних пластів може бу-
ти обмежений через низьку фільтраційну здатність гірських порід. За-
стосування методів інтенсифікації припливів нафти і газу (гідророзрив 
пласта, солянокислотна обробка та ін.) у більшості випадків покращує 
фільтраційні властивості привибійної зони свердловин. 

Колекторські характеристики (пористість, проникність) залежать 
від крупності, відсортованості і окатаності мінеральних зерен, що скла-
дають породу, від компоновки зерен, видів і типів цементації, структури 
порових каналів, текстури порід, залягання в розрізі, різних співвідно-
шень з супутними породами і тощо. 

Вивчення і аналіз всіх наведених вище елементів дозволяє прави-
льно оцінювати властивості колекторів, які значною мірою впливають 
на нафтонасиченість і нафтовіддачу. В цей же час встановлення функці-
ональних і статистичних зв’язків між колекторськими властивостями і 
різними кількісними характеристиками теригенних порід відкриває ши-
рокі можливості для прогнозування цих властивостей за даними ком-
плексу літолого-геологічних параметрів (гранулометричний склад, гли-
бина залягання, густина, проникність і тощо) і геофізичних характерис-
тик (питомий електричний опір, швидкість пружних коливань, радіоак-
тивні властивості порід, потенціали самочинної поляризації і т.ін.). 

Літолого-петрографічні дослідження тріщинних колекторів 
пов’язано з особливим підходом, оскільки ємність і фільтрація в них 
обумовлені структурно-генетичними особливостями тріщинуватих по-
рід-колекторів, серед яких переважають карбонатні породи. В карбона-
тних породах порівняно рідше зустрічаються колектори порового типу, 
міжзернові пустоти в яких утворилися внаслідок первинної седимента-
ційної компоновки мінерального скелета гірської породи. Ємність в ка-
рбонатних колекторах частіше виникає внаслідок постседиментаційних 
процесів вилуговування частинок скелета, доломітизації, перекристалі-
зації. В даній статті способи вивчення фільтраційно-ємнісних властиво-
стей карбонатних колекторів не розглядаються. 

Колекторські властивості порід (пористість, проникність, газонаф-
тонасиченість) залежать від умов, при яких осади формувались, від діа-
генетичних і епігенетичних процесів, а також від проявів тектонічних 
сил. Формування осадових порід – тривалий і складний процес. 
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Властивості порід залежать не тільки від їх мінерального складу, 
але і від будови, яка визначається формою і розташуванням складових 
частин породи. Структурні і текстурні особливості порід впливають на 
їх ємнісні і фільтраційні властивості. За величиною зерен середовища 
осадових порід розрізняють структури псефітову, псамітову (піщанис-
ту), алевритову і пелітову [1]. 

Псефітова структура властива грубоуламковим породам, які скла-
даються з уламків розміром більше 2 мм. Псамітова структура характер-
на для пісковиків і пісків з розмірами частинок від 0,1 до 1-2 мм (при гру-
бозернистій структурі переважають зерна розміром понад 1 мм, при круп-
нозернистій – від 0,5 до 0,25 мм,  при дрібнозернистій – менше 0,25 мм). 

Алевритова структура властива дрібноуламковим породам з роз-
мірами частинок від 0,01 до 0,1мм (при крупнозернистій структурі пе-
реважають зерна від 0,1 до 0,05мм, при дрібнозернистій – від 0,05 до 
0,01мм). 

Пелітова структура характерна для тонкоуламкових гірських порід 
з розмірами частинок 0,01мм і менше (при мікрозернистій структурі пе-
реважають зерна від 0,01 до 0,001мм, при криптозернистій – 0,001мм і 
менше, при різнозернистій – менше 0,01мм). Виділення структурних 
типів порід основане на вимірюванні величин переважаючих зерен. 

Текстура гірської породи характеризується розміщенням і розпо-
ділом її складових частин. Основною текстурною ознакою осадових по-
рід є їх шаруватість, яка пов’язана як з накопиченням осаду, так і з лі-
тифікацією. 

Шаруватість в основному буває горизонтальною, похилою і не-
правильною. Зустрічаються плойчасті структури, які виникають внаслі-
док сповзання осадів по дну басейну, тектонічного зминання, гідратації 
ангідриту та ін. 

Характер шаруватості впливає на фільтраційні властивості порід у 
вертикальному і горизонтальному напрямках, а також на вибір методів 
впливу на привибійну зону пласта (застосування гідророзриву пласта з 
метою збільшення припливу пластових флюїдів у свердловину). 

Характер розподілу і розміщення пор є текстурною ознакою. В цей 
же час пористість залежить і від структури породи. 

Розміри і форма пор значною мірою визначаються розміром і фо-
рмою мінеральних зерен, з яких складається порода. Отже, розрізняють 
також структуру порового простору. 

Колекторські властивості порід в значній мірі визначаються скла-
дом і структурою цементуючих речовин, але в основному вони залежать 
від взаєморозташування і кількісного співвідношення цементу і уламко-
вих зерен, тобто від текстурних елементів породи. 

Мінеральні речовини, які виповнюють у породі проміжки між 
більш крупними зернами і уламками і зчіплюють останні між собою, 
називаються цементом. Об’єм пористих проміжків зменшується в міру 
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збільшення кількості цементу. В теригенних породах-колекторах це-
мент призводить до зменшення величини перерізу порових каналів і, як 
наслідок, знижуються величини проникності, коефіцієнта нафтогазона-
сиченості та ін. 

За речовинним складом цемент поділяється на два основні типи: 
мономінеральний і полімінеральний. Більш поширені глинисті цементи, 
менш поширені цементи хемогенного походження. Серед хемогенних 
цементів переважну роль відіграють карбонати, сульфати, оксиди і гід-
рооксиди різних елементів. 

Вплив мінерального складу цементу на колекторські властивості 
порід визначається, головним чином, сорбційними властивостями міне-
ралів цементу і мірою гідрофільності або гідрофобності останніх. Сто-
совно глинистих цементів, розрізняють такі структури, як пелітова та 
алевропелітова. Пелітова структура стосується глин з розміром части-
нок менше 0,01мм, а алевролітова вказує на присутність в них домішки 
тонкого алевритового матеріалу. 

Хемогенні цементи можуть бути аморфними і зернистими. Розріз-
няють різнозернисті, тонкозернисті, середньозернисті та інші типи це-
ментів. 

Структура цементів також до деякої міри визначає колекторські 
властивості порід. Особливо велике значення під час оцінки порід-
колекторів з точки зору їх ємнісних і фільтраційних властивостей, а та-
кож величини їх залишкової водонасиченості, має текстура цементів. За 
цією ознакою розрізняють такі основні типи цементу [2]: контактовий 
(цемент дотику) – цементуюча речовина знаходиться тільки в місцях 
контактування уламкових зерен; згустковий (плямистий цемент) – мате-
ріал цементу нерівномірно розподілений у породі у вигляді локальних 
ділянок; плівковий – цемент присутній у вигляді тонких шарів, що огор-
тають зерна породи; поровий – речовина цементу знаходиться у промі-
жках між зернами породи; базальний – зерна занурені в цементуючу ма-
су і не дотикаються між собою. 

Переважно в породах спостерігається комбінація двох або більше 
названих типів цементації з переважанням одного з них. 

Найбільш сприятливим для колекторських властивостей порід є 
контактовий тип цементації, оскільки у цьому випадку спостерігається 
найбільша проникність, досить низька залишкова водонасиченість і в 
найменшій мірі проявляються сорбційні і гідрофільні властивості цеме-
нтуючої речовини. Найменше сприятливим з цих точок зору є поровий і 
базальний типи цементації. 

1.2 Форми залягання порід-колекторів у покладах нафти і газу 
Породи-колектори є складовою частиною нафтогазоносної світи, 

відображеної у відповідній літофації. З найбільш відомих поширеними є 
вапняки і доломіти, глини (сланці) з прошарками і лінзами пісковиків і 
пісків, пісковики і піски. 
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Необхідною умовою утворення нафтового і газового покладу є на-
явність у товщах, які формують геологічні структури, пористих тіл, зда-
тних акумулювати розсіянні і мігруючі вуглеводні. Колектори, які скла-
дають масивні резервуари, літологічно можуть бути однорідними (Ше-
белинське газове родовище) або неоднорідними (Хідновицьке газове 
родовище). 

1.3 Властивості пластових рідин і газів 
Більшість природних нафт на 95-99% складається із вуглеводню і 

водню. При цьому вміст вуглеводню коливається від 83 до 87,4%, а во-
дню – від 9,3 до 15%. 

Вуглеводні, які є присутніми в нафті, розподіляються на три кла-
си: парафінові, нафтенові і ароматичні. 

В нафті в різній кількості є присутніми сірка, азот, кисень. Вміст 
сірки коливається від 0,01 до 5%. Вміст азоту в нафті не перевищує 1%. 
Вміст кисню в нафті не перевищує 2%. 

Природний газ складається здебільшого з метану і в невеликій кі-
лькості містить азот. 

В природному газі міститься метан (CH4), етан (С2Н6), пропан 
(С3Н8), бутан (С4Н10) і пентан (С5Н12). Густина чистого метану у спів-
відношенні до повітря 0,554. 

Густина нафт коливається від 650 до 1000 кг/м3; густина асфальту 
може сягати до 1100 кг/м3. 

Газоконденсатна пластова система є сумішшю вуглеводнів з не-
значною домішкою неорганічних сполук (азот, вуглекислота, пари во-
логи, сірководень). У цій суміші 75-95% складає метан. 

Нафта володіє високим електричним опором, завдяки чому її ви-
являють в розрізах свердловин. Діелектрична стала нафти – 2, льоду – 
93,9, гірських порід – від 6 до 11. 

Води нафтових і газових родовищ в залежності від умов залягання 
у співвідношенні до продуктивних горизонтів називають верхніми, пі-
дошовними і краєвими або контурними. В продуктивних пластах крім 
нафти і газу знаходиться залишкова вода. За характером мінералізації 
розрізняють води прісні, солоні і розсоли. 

Підземні води насичені газом. Густина води визначається відно-
шенням спостережуваної густини до густини, заміряної за стандартних 
умов (тиск – 1 мПа, температура – 15,5оС). 

Питомий електричний опір є важливою фізичною властивістю і 
використовується при електрометрії свердловин. Питомий опір води за-
лежить від її хімічного складу і температури, а також від тиску, який 
впливає на розчинність газу у воді. Питомий опір води з підвищенням 
температури зменшується. 

2. Петрофізичні основи вивчення колекторських властивостей 
піщанистих порід у тонкошаруватому розрізі. 
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Експериментальні роботи з питань вивчення петрофізичних харак-
теристик порід-колекторів в тонкошаруватих розрізах слід проводити в 
таких напрямках: 

- мікроскопічне дослідження шліфів; 
- визначення структури порового простору; за даними ртутної по-

рометрії; 
- визначення елементного складу порід за даними ренгено-

структурного аналізу; 
- визначення природи радіоактивності гірських порід за даними 

гамма-спектроскопії; 
- вивчення гранулометричного складу піщано-глинистих порід; 
- визначення коефіцієнтів пористості і проникності порід; 
- вивчення електричних параметрів (параметра пористості і пара-

метра насичення); 
- вивчення швидкісних характеристик і зв’язок їх з пористістю і 

глинистістю; 
- вивчення пористості і залишкової водонасиченості порід. 
В основу вивчення петрофізичних характеристик у тонкопрошар-

ковому розрізі нами розглянуто геолого-геофізичні матеріали по Хідно-
вицькому газовому родовищу. 

Хідновицьке газове родовище розташоване в північно-західній ча-
стині Більче-Волицької зони Передкарпатського прогину і приурочене 
стратиграфічно до нижньосарматських відкладів. 

В літологічному відношенні продуктивна частина розрізу предста-
вляє собою потужну товщу піщано-алеврито-глинистих відкладів з ши-
роким діапазоном змінювань фізико-літологічних властивостей як по 
площі, так по заляганню. 

Породи нижнього сармату широко розповсюджені в Більче-
Волицькій зоні Передкарпатського прогону. Нижньосрматський підярус 
складається з піщано-глинистої товщі дашавської світи. Світа, в основ-
ному, виражена глинами з прошарками алевролітів, пісковиків і туфів. 

Туфи мають своєрідну електричну характеристику – низькі елект-
ричні опори і позитивні аномалії потенціалів самочинної поляризації. 

У розрізах горизонтів відзначається циклічність, яка характеризу-
ється поступовою зміною глинистих порід на піщанисті з наявністю  в 
покрівлі циклів прошарків низькоомних туфів. 

Вивчення фізико-літологічної характеристики розрізу проводилось 
за даними лабораторних визначень зразків порід. 

Літологічний склад порід визначався в шліфах і з допомогою гра-
нулометричного аналізу. 

Глини під мікроскопом складаються із найдрібніших частинок 
глинистих мінералів, які представлені гідрослюдами з незначною домі-
шкою монтморилоніту. 



НАФТОГАЗОВА СПРАВА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

243 

Пісковики світло-сірі, різнозернисті, вапняковисті, слюдисті (від 
слабозцементованих до міцних), поліміктові і олігоміктові. 

Середньо- і високопористі пісковики сірі, середньої міцності і сла-
бозцементовані, олігоміктові (кварцові). Цемент пісковиків глинистий і 
глинисто-карбонатний. Тип цементації – поровий, порово-базальний. 

Механічний склад пісковиків: 
Розмір зерен 1,0-0,5мм – 8-28%; 
Розмір зерен 0,5-0,25мм – 15-22%; 
Розмір зерен 0,25-0,1мм – 13-37%; 
Розмір зерен 0,1-0,01мм – 5-17%; 
Розмір зерен 0,01 і менше – 2-3%. 
2.1 Пористість 
Лабораторними методами визначалась абсолютна і відкрита пори-

стість. Значення відкритої пористості пісковиків і алевролітів колива-
ється від 1 до 40%. 

Оскільки відбір керна сильно ускладнює процес буріння і є дис-
кретним методом вивчення розрізу, геофізичні методи дозволяють  
отримувати безперервну інформацію про розріз, отже, цей метод є най-
більш ефективним під час вивчення ефективних товщин, пористості і 
газонасиченості колекторів. 

З метою ув’язки параметрів геофізичних досліджень з лаборатор-
ними даними кернового матеріалу був вивчений і проаналізований весь 
фондовий геофізичний і геологічний матеріал, який дозволив встанови-
ти кореляційні зв’язки між геофізичними параметрами, пористістю і га-
зонасиченістю. 

Оскільки на Хідновицькому родовищі не весь керновий матеріал 
був досліджений на предмет вивчення петрофізичних характеристик, 
особливо в умовах, наближених до пластових, для оцінки колекторів 
були використані залежності, встановлені для аналогічних відкладів на 
розвідувальних площах Летня, Залужани та ін. На Летнянському родо-
вищі відібрано велику кількість зразків (461 шт.), побудовані такі зале-
жності: 

              Рп = 0,845·Кп
-1,83  ,                              r =-0,95,                      (1) 

             ΔТ=186+5,187·Кп,                               r = 0,91,                      (2) 
             ΔТ =173,09+4,66·Кп+2,45·Кгл ,           R = 0,88,                    (3) 
             Рн = 1,038·Кв

-1,782  ,                               r =-0,97,                    (4) 
             Кв.з. = 125,9·е-0,0727·Кп ,                          r = -0,94,                    (5) 

де Рп – параметр пористості ; 
Кп – коефіцієнт відкритої пористості (для формул 2; 3; і 5 – Кп,%); 
ΔТ – інтервальний час, мкс/м; 
Кгл – коефіцієнт об’ємної глинистості,%;   
Рн – параметр насичення; 
Кв– коефіцієнт водонасиченості; 
Кв.з – коефіцієнт залишкової водонасиченості, %. 
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Графіки рівнянь (1)-(5) представлені на рисунках 1-4. 
 

 
Рис.1. Залежність Рп=(Кп) для пісковиків нижньосарматських відкладів по   

Летнянській площі 
 

Для анізотропних товщ характерним є те, що опір промитої зони 
за даними бокового мікрокаротажу (БМК) занижений через значну за-
глинизованість піщанистих проверстків, тож визначення Кп за даними 
БМК не дає позитивних результатів. Для нижньосарматських відкладів 
площі Залужани було встановлено залежності між пористістю, опором 
промитої зони або опором пласта і глибиною залягання Н (км). Залеж-
ності мають такий вигляд: 

             Кп = 19,0845-3,1727·H+0,0426ρп/ρв,                                     (6) 
             Кп = 21,4629-2,756·H-0,0797ρзп/ρф,                                       (7) 

де ρп, ρзп, ρв, ρф – відповідно питомий електричний опір пласта, зони 
проникнення, пластової води, фільтрату промивальної рідини (ПР), 
Ом·м; H – глибина залягання пласта, км. 
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Рис.2. Графік залежність Рн=ƒ(Кв) для відкладів сармату Летнянського газового 

родовища  

Рис.3. Графік залежності ( )ПKfT =Δ  
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Рис.4. Графік залежність Кв.з=ƒ(Кв) для відкладів сармату Летнянського                          

газового родовища 
 
3 Визначення коефіцієнтів пористості за даними ГДС 
3.1 Визначення коефіцієнтів пористості за даними акустично-

го каротажу 
Коефіцієнти пористості за даними АК визначались відповідно для 

чистих і заглинизованих колекторів (2) і (3). У величину ΔT вводились 
поправки за розущільнення, а для заглинизованих порід і за глинистість. 
Коефіцієнт глинистості визначався за даними гамма-каротажу (ГК). Для 
цього використовувались залежності між коефіцієнтом об’ємної глини-
стості Кгл і подвійним різницевим параметром ΔIγ (рис.5). Формула цієї 
залежності така: 

                                    9848,324,31Кгл +⋅= γIΔ .                                (8) 
Для визначення Кп за даними АК також застосовувалось рівняння 

середнього часу з врахуванням глинистості: 

                           
скр

скгл
гл

скp

скпл
п Т- Т 

Т -Т К
Т -Т 
Т -Т 

ΔΔ
ΔΔ

ΔΔ
ΔΔ

−=К ,                      (9) 

де ΔTпл, ΔTгл, ΔTск, ΔTр – відповідно інтервальний час у пласті, в глинах, 
скелеті і промивальній рідині. ΔTр прийнято 640 мкс/м, ΔTск=186 мкс/м. 
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Рис.5. Графік залежності Кгл від ΔIγ для сармат-баденських відкладів               

Передкарпаття 
 
3.2. Визначення коефіцієнтів пористості за даними методів 
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Рис.6. Залежність αПС=ƒ(Кп) для нижньосарматських відкладів Хідновицького 

родовища 
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Для побудови графічної залежності αПС=ƒ(Кп) для колекторів Хід-
новицької площі були використані пласти з мінімальною глинистістю і 
найбільшою пористістю. Графічна залежність (рис.6) описана рівнян-
ням: 

                                     74,4,719 пcп +α=К ,                                      (10) 
Оскільки товщина окремих піщанистих прошарків є невеликою і 

крива ПС значною мірою знівельована, тож нами замість параметра αПС 
використовувався параметр αГК=1-ΔIγ 

3.3. Оцінка газонасиченості піщанисті порід за даними ГДС 
Одним з важливих питань на площах Зовнішньої зони є визначен-

ня коефіцієнтів газонасиченості за даними методу опору. Для нижньо-
сарматських відкладів у праці [3] рекомендується залежність (4), вста-
новлена на зразках порід Летнянського газового родовища у камері при 
встановленому тиску з одноразовим визначенням залишкової водонаси-
ченості і питомого електричного опору води. 

Для порівняння величин Кг, одержаних за даними опору з викори-
станням залежності (4), ми проводили оцінку газонасиченості виділених 
колекторів у продуктивній частині розрізу через ефективну пористість. 
Для цього визначали коефіцієнти зв’язаної води Кв.з за залежністю (5). 
Цю залежність встановлено для неогенових відкладів Передкарпаття [4]. 

Отже, використавши залежність (5) за величиною Кв.з і Кп для ко-
лекторів у контурі газоносності, розраховуємо коефіцієнт ефективної 
пористості за формулою: 

                                Кп.еф = Кп(1-Кв.з),                                             (11) 
Звідси визначаємо максимально можливе значення Кг.мм за форму-

лою: 
                               Кг.мм = Кп.еф/Кп =1-Кв.з .                                   (12) 

4. Обґрунтування нижніх меж параметрів колекторів 
Петрофізичні залежності між параметрами порід і зв’язки між 

продуктивністю та газопроникністю випробуваних об’єктів і їхніми фі-
льтраційно-ємнісними параметрами мають кореляційний характер. 

Для визначення граничних параметрів порід нами використані до-
слідження на керновому матеріалі для Летнянського родовища, зокрема 
залежності між пористістю, проникністю і ефективним радіусом пор. 

Залежність між фазовою і абсолютною проникністю (рис.7) має 
такий вигляд: 

0бб881
пp.ф

абс
пp K,15578 ⋅=K ,     R2=0,9662                   (13) 

де Кпр
абс – абсолютна проникність, мД;   

     Кпр.ф – фазова проникність за гексаном, мД. 
Згідно з цією залежністю абсолютна проникність величиною 

0,1·10-3 мкм2 відповідає значенню Кпр.ф =0,065·10-3 мкм2. Цю величину 
слід вважати мінімально можливою, оскільки за графіком Qг=ƒ(Кпр.ф) 
при значенні Кпр.ф =0,065·10-3 мкм2 одержані промислові дебіти газу від 
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5,77 тис.м3/д (св. 5-Вижомлянська) до 8,57 тис.м3/д (св. 1-Вижом-
лянська) (див. рис.8). За графіком (рис.9) величина Кпр

абс=0,1·10-3 мкм2 
відповідає значенню середнього радіусу пор Кеф=0,5мкм, що згідно з [4] 
можу бути прийняте за межове значення. 
 

 
Рис.7. Залежність абсолютної проникності від фазової порід-колекторів               

Летнянського газового родовища 
 
На представницькій виборці взірців на Летнянському родовищі 

визначена залишкова водонасиченість методом капілярометрії, а також 
вивчена залежність ємнісно-фільтраційних властивостей від кількості і 
складу цементу. За наявності цементу в породі 25% і більше, порода 
становиться неколектором. 

Визначення нижніх меж параметрів колекторів проводилося за ме-
тодикою, яка полягає в тому, що абсолютна проникність визначається за 
графіком її залежності від фазової проникності (рис.7 і 10). Таким чи-
ном, нижні межі значень фазової проникності, відкритої пористості та 
залишкової водонасиченості, для нижньосарматських колекторів скла-
дають: 
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Кпр.ф =0,065·10-3 мкм2; Кпр
абс=0,1·10-3 мкм2; Кп.гр=9,0%; Кв.з=65%.  

Отже, вказані нижні межі значень пористості та водонасиченості 
за аналогією можуть бути використані і для колекторів Хідновицького 
газового родовища. Умови осадоутворення одновікових нижньосармат-
ських відкладів у межах вказаних родовищ були адекватними, а фізико-
літологічні властивості порід у розрізах свердловин є ідентичними. 

 
Рис.8. Залежність дебіту газу від фазової проникності по КВТ                                 

Вижомлянського газового родовища 
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Рис.9. Залежність між абсолютною проникністю і ефективним радіусом 

пор (N1s1). Вижомлянське газове родовище 
 
4.1 Виділення колекторів і визначення ефективних товщин 
Ефективну товщину колекторів з однорідною нафто- або газона-

сиченістю визначають як приведену до вертикальної свердловини різ-
ницю між загальною товщиною і сумарною товщиною заглинизованих 
прошарків – неколекторів. Якщо позначити частку глинистих (або ущі-
льнених) прошарків у пласті через Хгл або Хщ, то ефективна товщина 
колектора може бути обчислена за такою формулою: 

                                   hеф=Нзаг(1-Хгл(щ)).                                          (14) 
Частку сумарної товщини глинистих (ущільнених) прошарків ви-

значають за даними ГК і БМК. Інколи використовують криві мікрозон-
дів і мікрокавернометрії. Якщо тонкопрошарковий пласт вміщує одно-
часно глинисті і ущільнені прошарки, то ефективна товщина знаходить-
ся як   

                                 hеф = Нзаг(1-Хгл-Хщ).                                        (15) 
В основу виділення тонких глинистих прошарків за даними ГК 

нами покладена величина ΔIγ.гр з врахуванням граничного значення 
Кгл.гр=25%. Підставляючи це значення в формулу (8), знаходимо 
ΔIγ.гр=0,67.  
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Для пісковиків даного родовища мінімальне значення ΔIγmin стано-
вить 3,3 мкР/год (усереднене по всіх свердловинах), а максимальне зна-
чення в глинах ΔIγmax=12 мкР/год. Для встановлення ΔIγ.гр використову-
ється  рівняння подвійного різницевого параметра: 

                                       
minmax

min

II
III
γγ

γγ
γ

−
−

=Δ .                                    (16) 

Кпр.абс. = 0.0065e0.3531Кп

R2 = 0.604
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Рис.10. Зв’язок між пористістю та абсолютною проникністю сарматських              
колекторів Вижомлянського і Летнянського газових родовищ 
 
Після обчислення за цим рівнянням отримаємо Iγ.гр рівенної лінії, 

що становить 9,13 мкР/год. Враховуючи те, що в окремих свердловинах 
Iγmin  коливається від 2,8 до 4,0 мкР/год, нами прийнято граничне зна-
чення для колекторів Iγ.гр=9,5 мкР/год. 

На діаграмах гамма-каротажу наводились рівенні лінії Iγ.гр і до ко-
лекторів відносились виділені прошарки пісковиків, гамма-активність 
яких не перевищувала 9,5 мкР/год. У пластах, де поряд з глинистими 
прошарками знаходились ущільнені різновиди пісковиків і алевролітів, 
вони вилучались із загальної товщини пласта. Для ідентифікації щіль-
них прошарків використовувались криві БМК, БК, МК, на яких ущіль-
нені прошарки за опором перевищували опір проникливих прошарків. 
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Товщина пористих піщанистих прошарків в продуктивній частині 
розрізу становила 0,2-0,4 м. 

Виділення порових колекторів за даними непрямих кількісних 
критеріїв обумовлено такими передумовами. 

В досліджуваному розрізі породи-колектори відрізняються від не-
колекторів значеннями фільтраційно-ємнісних властивостей, а відповід-
но і значеннями геофізичних характеристик, які відображають порис-
тість (ΔТгр, ΔInγ.гр, Рп.гр) і глинистість(αпс.гр , ΔIγ.гр) порід. 

Згідно з працею [5] одним з петрофізичних способів встановлення 
граничних значень може послужити зіставлення коефіцієнтів пористості 
з залишковою водонасиченістю Кв.з гідрофільного колектора. За вели-
чиною Кв.з розраховують коефіцієнт ефективної пористості Кп.еф (11), що 
характеризує частку об’єму пор, яку можуть займати вуглеводні. Зна-
чення Кп, яке відповідає Кв.з=1 або Кп.еф=0, можна приймати за Кп.гр. Во-
но є нижнім межовим значенням пористості для гідрофільного міжзе-
ренного колектора, оскільки при Кп=Кп.гр гідрофільна порода не містить 
вуглеводнів. Однак при виділенні промислово-продуктивних колекторів 
для підрахунку запасів і проектування розробки покладу потрібно кори-
стуватись критерієм визначення Кп.гр, який відповідає значенню Кв.з=Кв-
Кг.з, де Кг.з – коефіцієнт залишкової газонасиченості. 

Дослідження відносної фазової проникності при двофазній фільт-
рації (вода+газ) в колекторах з різною проникністю показує, що зі зме-
ншенням Кпр коефіцієнт Кв.з, який характеризує наявність зв’язаної води 
у породі, закономірно зростає, звужуючи область двофазної фільтрації, 
тоді як межа, що характеризується значенням Кв=Кв** для різних колек-
торів, практично не переміщується зі зменшенням КПР і відповідає діа-
пазону Кв**=0,7-0,85 [5] в різних колекторах. Таким чином, значення 
Кв**=1-Кгз у першому наближенні можна прийняти сталим і воно окре-
слює діапазон Кв.з<Кв<1, для якого рух газу у порах неможливий. При 
цій умові порода з Кв.з≥Кв**, яка вміщує газ в об’ємі пор Кп(1-Кв.з), не 
дає припливу пластового флюїду під час випробування. 

Для Вижомлянської площі залежність між Кв.з і Кп має такий ви-
гляд:    

                                      Кв.з =0,04 Кп
-1,7.                                          (17) 

Згідно з цією формулою при Кп.гр=9% значення Кв.з.гр=67% майже 
відповідає значенню Кв.з.гр і для аналогічних відкладів Летнянського ро-
довища. 

Для встановлення ефективності геофізичних методів під час про-
ведення обчислень коефіцієнтів пористості за даними ГДС були вико-
ристані методи опору (БКЗ, БК, БМК), метод потенціалів самочинної 
поляризації (ПС), методи акустичного і гамма-каротажу. Для цього ви-
користовувались петрофізичні залежності, наведені у попередніх розді-
лах. Нижче наводимо результати таких обчислень (див. таблицю) у све-
рдловинах Хідновицького газового родовища. 
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Представлено перспективний напрям підвищення ефективності 

бурових установок за рахунок автоматизації процесів гальмування 
бурових лебідок на основі широкого впровадження електронних і 
комп’ютерних технологій. Виконано постановку завдання і сформу-
льовано основні принципи побудови автоматизованих тормозних си-
стем. Основою запропонованого підходу є комплексне застосування 
електронних пристроїв для оптимізації процесу гальмування при ви-
конанні спуско-піднімальних операцій. 

Ключові слова: автоматизації процесів гальмування, бурова ле-
бідка, електронні пристрої, комп’ютерні технології, виконанні спус-
ко-піднімальні операції. 

 
Автоматизація спуско-піднімальних операцій з метою мініміза-

ції витрат часу на проведення вказаних робіт є важливою народно-
господарською задачею. Це пов’язано з тим, що для існуючого рівня 
техніки і технології буріння тривалість спуско-піднімальних робіт скла-
дає більшу частину від загального календарного часу і для глибоких 
свердловин перевищує тривалість механічного буріння в 3-3,5 рази [1].  

Перспективним напрямком удосконалення спуско-піднімальних 
операцій є автоматизації процесів гальмування на основі широкого 
впровадження електричних, електронних систем та комп’ютерних 
технологій, бурхливий розвиток яких спостерігається останнім часом. 
Це пов’язано з тим, що людина, при ручному керуванні процесом га-
льмування, апріорі не здатна забезпечити оптимальність цього проце-
су в залежності від дії різних чинників. Для порівняння на рис.1 наве-
дена діаграма опускання при ручному і автоматичному гальмуванні 
бурильної колони на довжину однієї свічки.  

Кожний цикл діаграми опускання бурильної колони на довжину 
однієї свічки складається з трьох періодів: періоду розгону pt , протя-
гом якого колона збільшує швидкість руху у вільному падінні; пері-
оду сталої швидкості руху ct ; періоду уповільнення руху до повної 
зупинки yt . Для забезпечення мінімізації витрат часу на проведення 
спуско-піднімальних робіт система автоматизованого керування про-
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цесом гальмування повинна забезпечувати опускання бурильної ко-
лони з максимально можливою в залежності від навантаження на гаку 
постійною швидкістю та мінімальний час гальмування при зупинці 
колони. Автоматизована система, у порівнянні з ручним керуванням, 
здатна точніше підтримувати максимально можливу швидкість опус-
кання бурильної колони та пізніше починати гальмування колони під 
час третього періоду опускання, за рахунок чого і буде досягатися 
економія часу. 

Проведений аналіз наукових публікацій та літератури за останні 
15-20 років з проблематики автоматизації процесу гальмування під 
час виконання спуско-піднімальних робіт дає підстави для висновку, 
що, незважаючи на окремі результати, спрямовані на вирішення лока-
льних задач [2,3], на даний час відсутня методологія автоматизації та 
оптимізації процесів гальмування під час опускання бурильних колон 
з врахуванням технічних можливостей сучасної електронної та 
комп’ютерної апаратури. Така ситуація пов’язана, переважно, з на-
ступним.  

Рис.1. Діаграма опускання бурової колони на довжину однієї свічки 
 
По-перше, відносна тривалість процесів гальмування (загальна 

тривалість періоду сталої швидкості руху ct  та періоду уповільнення 
руху до повної зупинки yt ) є порівняно невисокою і складає 5-10% від 
загального часу спуско-піднімальних операцій. Тому цьому напрямку 
поки що приділялась недостатня увага. Але на сьогоднішній час конс-
трукції механізмів досягли достатньо високого рівня досконалості, 
тому різке покращення їхніх технічних характеристик неможливе, 
тож необхідно використовувати всі можливі резерви збільшення їх-
ньої ефективності.  
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По-друге, до недавнього часу електронні компоненти мали від-
носно високу вартість та недостатню надійність. Але в даний час си-
туація в цьому плані різко покращилась.  

По-третє, широкому використанню електронних систем керу-
вання заважає відсутність відповідних виконуючих механізмів, оскі-
льки безпосередньо керувати механічним, гідравлічним або пневма-
тичним приводом комп’ютерні системи не можуть.  

З метою використання сучасних електронних технологій для ке-
рування спуско-піднімальними операціями необхідно замість тради-
ційних гальм з механічним або пневматичним приводом використову-
вати гальма з електричним приводом, перевага яких полягає в тому, 
що електронні системи досить просто можуть безпосередньо керувати 
роботою гальмівних пристроїв з електричним приводом. На сього-
днішній день в існуючих бурових установках електричні гальмівні 
пристрої використовуються тільки в якості допоміжних і тому для ав-
томатизації процесів гальмування актуальною є задача створення ос-
новних гальм бурових лебідок з електроприводом.  

Впровадження електричного приводу одночасно дозволяє успі-
шно реалізовувати ще одну задачу – використовувати в якості основ-
них гальм дискові гальмівні механізми, оскільки електричний привод 
може з однаковою ефективністю керувати будь-яким типом гальмів-
них механізмів. Дискові гальмівні механізми мають перед стрічково-
колодковими гальмами цілий ряд переваг: менші масу та габарити; 
менші зазори між дисками та колодками в незагальмованому стані 
(0,1...0,5 мм для дискових гальм та 2...4 мм для стрічково-колодкових 
гальм) та відповідно менший хід гальмівної колодки дозволяють під-
вищити швидкодію і передавальне відношення гальмівного привода; 
більш рівномірне спрацювання фрикційних матеріалів, так як тиск по 
поверхні пари тертя диск-колодка розподіляється рівномірно; більший 
гальмівний момент, який створюється за рахунок зрівноваження сил, 
що діють з боку колодок на диск; більшу стабільність гальмівного 
моменту, що розвивається на парах тертя. Найбільш актуальною пе-
ревагою дискових гальм, у порівнянні з стрічково-колодковими, є 
можливість забезпечення більш ефективного відведення тепла від по-
верхонь тертя, особливо при використанні вентильованих дискових 
механізмів. 

В даний час в світі тільки починається перехід на дискові гальма 
у бурових лебідках. Так, для мобільних бурових установок зараз в на-
явності є лише дві таких моделі лебідок [4].   

Використання гальмівних систем з електронною системою керу-
вання електричним приводом та дисковими гальмівними механізмами 
дозволяє створити конструкції гальм зі значно кращими у порівнянні 
з традиційними конструкціями експлуатаційними показниками. На-
приклад, можливо значно збільшити гальмівні моменти з одночасним 
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зменшенням витрат потужності на привод гальмівних механізмів. Бу-
дова однієї з перспективних конструкцій, яку достатньо легко можна 
реалізувати на практиці, наведена на рис.2. Дисковий гальмівний ме-
ханізм приводиться в дію електричним приводом, який складається з 
якоря 1, виготовленого з магнітного матеріалу, електромагнітної об-
мотки 2, відтискної пружини 3, корпуса 4, штоку 5 з немагнітного ма-
теріалу. Гальмівний механізм складається з рухомої колодки 6, виго-
товленої у формі клинця, нерухомої колодки 7, плаваючого супорта 8, 
гальмівних накладок 9 та вентильованого гальмівного диска 10.  
 

 
1 – якір; 2 – електромагнітна обмотка; 3 – відтяжна пружина; 4 – корпус; 
5 – шток; 6 – рухома колодка; 7 – нерухома колодка; 8 – плаваючий супорт; 
9 – гальмівні накладки; 10 – гальмівний диск 
 
Рис.2. Перспективна конструкція дискового гальмівного механізму                  

з електричним приводом 
 
Принцип роботи конструкції полягає в тому, що шток гальмів-

ного привод 5 натискає не безпосередньо на гальмівні накладки 9, а 
через проміжний клинець 6. Тому при гальмуванні гальмівний диск 
10 притискає сам до себе гальмівні накладки 9: одну безпосередньо, а 
другу – через колодку 7 та плаваючий супорт 8.  

На першій стадії гальмування блок керування гальмівною сис-
темою подає на електромагнітну обмотку привода максимальний по-
чатковий струм. На другій стадії, після різкого збільшення гальмівно-
го моменту за рахунок ефекту самопритискання гальмівних накладок, 
струм обмотки керуючим електронним блоком значно зменшується. В 
подальшому величина струму електромагнітної обмотки регулюється 
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блоком керування в залежності від темпу уповільнення гальмівного 
диску. Наведена конструкція дозволить значно скоротити витрати по-
тужності на привод гальмівних механізмів у порівнянні з пневматич-
ним та гідравлічним приводом. 

В запропонованій конструкції для реалізації схеми електропри-
воду використовується електромагнітна обмотка з натискним якорем. 
Перевага цієї системи полягає в тому, що вона конструктивно є відно-
сно простою. Але для створення значного магнітного потоку, з метою 
реалізації великих зусиль на натискному якорі необхідно мати порів-
няно великі будівельні об’єми статора. Тому, в подальших, більш до-
сконалих конструкціях, найбільш доцільно як виконуючий механізм 
використовувати електричний двигун з понижуючим редуктором та 
натискним шпинделем. 

Але з метою мінімізації витрат на переобладнання гальмівної си-
стеми бурової лебідки електричний привод основних гальм як стріч-
ково-колодкових, так і дискових, може бути реалізований і в інших 
варіантах. На першому етапі, наприклад, можливо оснащувати пнев-
моциліндри гальмівних механізмів з пневмоприводом керуючими 
електромагнітними клапанами. Проте треба враховувати, що такі сис-
теми будуть дещо ускладнені та мати порівняно низьку швидкодію, а 
це є небажаним для відносно швидкоплинних процесів гальмування.  

З метою комплексного вирішення автоматизації процесу гальму-
вання електронна керуюча система також повинна керувати допоміж-
ними гальмами. Найбільш доцільно використовувати електричні до-
поміжні гальма, які відрізняються зручністю керування, стабільністю 
режиму роботи, можливістю плавного регулювання гальмівного мо-
менту. Гальмівний момент електричного допоміжного гальма можли-
во регулювати зміною величини струму обмотки збудження 
комп’ютером через реле керування.  

Можливе також використання для автоматизованої гальмівної 
системи як допоміжні гідравлічні гальма. Як відомо, зміна величини 
гальмівного моменту допоміжного гідравлічного гальма досягається 
регулюванням рівня рідини в ньому. Тому для автоматичного керу-
вання гальмівним моментом гідравлічного гальма необхідно за допо-
могою електронного керуючого пристрою, в залежності від ваги бу-
рильної колони, змінювати рівень рідини в гальмі. Для цього гальмів-
ну систему необхідно додатково обладнати давачами рівня рідини та 
частоти обертання гальмівного барабану (диска). Зміна рівня рідини 
буде відбуватись з допомогою насоса і залежатиме від команд елект-
ронного керуючого блоку.  

Для створення автоматизованої гальмівної системи необхідно 
вирішити ще одну задачу. Розробити конструкції та виготовити на су-
часній елементній базі вимірювальні давачі, наприклад, швидкості і 
переміщення бурової колони, частоти обертання гальмівного бараба-
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ну (диска). Ці давачі повинні бути максимально простими конструк-
тивно та мати мінімальну інерційність. Перевагою сучасних електро-
нних комплектуючих є достатньо висока надійність, що особливо ва-
жливо для бурових робіт.  

На рис.3 наведена загальна принципова схема системи гальму-
вання бурової лебідки з електронною системою керування. Схема по-
винна складатися з давачів частоти обертання гальмівного барабану 1 
(ДЧ), швидкості руху колони труб 2 (ДШ), переміщення колони 6 
(ДПК), блока керування 3 (БК) з відповідним програмним забезпечен-
ням, допоміжного електричного гальма 5 з аналогово-цифровим пере-
творювачем та реле керування допоміжним електричним гальмом 4 
(РКДГ), основного електричного гальма 8 з аналогово-цифровим пе-
ретворювачем та реле керування основним електричним гальмом 7 
(РКОГ). Для збільшення надійності автоматизованої системи гальму-
вання всі давачі повинні бути продубльовані.     

В даний час для дослідження можливості практичного викорис-
тання електронних гальмівних систем в нафтогазовій галузі на кафедрі 
нафтогазового технологічного транспорту створюється лабораторна мо-
дель лебідки бурової установки з електричним гальмівним приводом та 
електронною системою керування. В першу чергу планується створення 
моделі лебідки з дисковим гальмівним механізмом та системою самопі-
дсилення гальмівного моменту. 

Рис.3. Принципова схема системи гальмування бурової лебідки                     
з електронною системою керування 
 
Висновки 
Для удосконалення спуско-піднімальних операцій необхідним є 

широке впровадження автоматизованих систем керування процесом га-
льмування. Подальше удосконалення гальмівних систем можливе тільки 
на основі широкого використання електронних систем та 

БК

РКДГ

РКОГ

ДГ

ОГ

ДЧ ДШ

ДПК ДПК

ДПК ДПК

1 2

3

4 5

6

7 8



НАФТОГАЗОВА СПРАВА 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

262 

комп’ютерних технологій. Для впровадження керуючих комп’ютерних 
систем необхідне застосування як виконавчих механізмів гальмівних 
пристроїв з електричним приводом. Для подальшого збільшення ефек-
тивності гальмівних систем необхідне широке використання дискових 
гальмівних механізмів.  
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NEW METHODS OF OPTIMIZATION OF PROCESSES OF 

FRICTION IN THE BRAKE MECHANISMS OF BORING OPTIONS 
 

L. I. Kryshtopa, S. I. Kryshtopa, I. B. Prunko, I. M. Bogachuk 
Ivano-Frankivs’k National Technical University of Oil and Gas; 

76019, Ivano-Frankivs’k, Carpathians srt., 15; 
ph. +380 (03422) 4-24-64; e-mail: retes@mail.ru 

 
The perspective direction of rise of efficiency of drill units is repre-

sented at the expense of automation of processes of braking of drilling hoists 
on the basis of wide implantation of electronic and computer technologies. 
The setting of the task is fulfilled and the principles of constructing of the at-
omized brake assemblies are formulated. A ground of the proposed approach 
is the complex application of electronic devices for optimization of the proc-
ess of braking at execution of elevation.  

Key words: automations of processes of braking, boring drilling hoist, 
electronic devices, computer technologies, implementation low-lifting opera-
tions. 
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УДК 622.692.4 
 

ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ЗОВНІШНІХ ЧИННИКІВ                               
НА ТЕМПЕРАТУРНИЙ ТА ГІДРАВЛІЧНИЙ РЕЖИМИ 

НАФТОПРОВОДУ 
 

М. П. Возняк, Л. В. Возняк, Г. М. Кривенко, 
С. О. Кривенко, Ю. Я. Мойсюк 

Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 
76019, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська, 15; 

тел. +380 (0342) 72 71 39; e-mail: vozniak@tvnet.if.ua 
 
Нафтопроводи можуть бути прокладені по місцевості, на якій 

ґрунти неоднорідні по довжині траси, а тому мають різні теплофізич-
ні характеристики. 

В роботі досліджено вплив зміни по довжині нафтопроводу теп-
лопровідних властивостей ґрунту, який оточує трубопровід, на темпе-
ратурний і гідравлічний режими нафтопроводу. Аналіз результатів до-
слідження показав, що розрахунки режимів роботи неізотермічного 
нафтопроводу необхідно проводити по ділянках, в межах яких коефіці-
єнт теплопровідності ґрунту є сталою величиною.  

Ключові слова: нафтопровід, температура, коефіцієнт тепло-
провідності. 

 
На температурні та гідравлічні процеси неізотермічного нафтопро-

воді впливає багато чинників, у тому числі і зовнішні. Так, трубопрово-
ди можуть бути прокладені по місцевості, на якій ґрунти неоднорідні по 
довжині траси, а тому мають різні теплофізичні характеристики. Напри-
клад, неізотермічний нафтопровід Долина–Дрогобич, який прокладено у 
передгір’ї Карпат, на своєму шляху перетинає ряд гірських річок і має 
біля десяти ділянок довжиною від одного до десяти кілометрів, у межах 
яких теплопровідність ґрунту відрізняється майже у два рази. Відомо, 
що на загальний коефіцієнт теплопередачі від нафти у ґрунт суттєво 
впливає повний коефіцієнт тепловіддачі від зовнішньої поверхні ізоля-
ції в оточуюче середовище 2α , який, у свою чергу, залежить від тепло-
фізичних властивостей ґрунту. 

Як правило, при теплофізичних розрахунках нафтопроводів, які 
експлуатуються при стаціонарному режимі, повний коефіцієнт теплопе-
редачі приймають постійним по довжині трубопроводу. У тих випадках, 
коли ґрунти по трасі неоднорідні, всю ділянку між тепловими станціями 
розбивають на ділянки, у межах яких теплопровідність ґрунту постійна. 
Після цього визначають середньозважене значення коефіцієнта тепло-
провідності ґрунту за формулою [1,2] 
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де L – довжина трубопроводу між тепловими станціями; 
iãλ  – коефіцієнт теплопровідності ґрунту на ділянці довжиною il . 
Значення температур по довжині трубопроводу, які визначені із 

урахуванням формули (1), будуть відрізнятися від температур, знайде-
них по ділянках, але кінцева температура буде однаковою. Оскільки на 
гідравлічний режим (на розподіл тиску по довжині нафтопроводу) 
впливає температурний режим, то необхідно визначити ступінь впливу 
цього фактора на величину втрат напору у трубопроводі. 

Дослідження впливу зміни коефіцієнта теплопровідності ґрунту по 
довжині на температурний та гідравлічний режими проведемо для наф-
топроводу з такими параметрами: діаметр трубопроводу – 273×9 мм, 
довжина – 60 км, глибина закладання осі трубопроводу 10 =h м, почат-
кова температура нафти 70=Пt

оС, температура застигання наф-
ти 18=зt

оС, температура ґрунту в непорушеному тепловому стані 
20 =t оС, масова продуктивність – 200 т/год, по нафтопроводу перека-

чується нафта Долинського родовища.  
Значення коефіцієнтів теплопровідності ґрунту вздовж траси тру-

бопроводу, які закладені в проектну документацію для розрахунку теп-
логідравлічного режиму нафтопроводу Долина – Дрогобич, наведені в 
таблиці 1. 

 
Таблиця 1. Значення коефіцієнтів теплопровідності ґрунту 
Довжина, км 0-4 4-6 6-11 11-12 12-22 22-27 27-43 43-55 55-60 

Коефіцієнт теплопро-
відності ґрунту, 
λгр і,  Вт /(м К) 

0,95 1,75 0,95 1,75 0,95 1,75 0,95 1,75 0,95 

 
Дослідження проведемо для двох нафт, фізичні властивості однієї 

аналогічні властивостям нафти, що перекачується нафтопроводом До-
лина – Дрогобич, другої приймемо такі ж, які розглянуті в роботі [3]. 
Фізичні властивості нафти наведені в таблиці 2. 

 
Таблиця 2. Фізико-технічні властивості нафти 

Значення властивостей нафти Параметр нафти Долинського родовища рекомендованої [3] 
Густина за 20 оС, кг/м3 842,7 940 
В’язкість за:  
     20 ºС , мм2/с 
     40 ºС , мм2/с 
     60 ºС , мм2/с 

 
28 
6,1 
5,4 

 
13,5 
2,5 
1,7 
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Температуру на відстані х від початку нафтопроводу визначаємо за 
формулою Шухова 

                                pсM
хDK

опох etttt ⋅
⋅⋅⋅

−

⋅−+=
π

)( ,                          (2) 
де tх – температура нафти на відстані х від початку ділянки; 

tп – температура нафти на початку ділянки; 
K – повний коефіцієнт теплопередачі від нафти в оточуюче середовище; 
D – внутрішній діаметр нафтопроводу; 
М – масова продуктивність нафтопроводу; 

pс  – питома масова теплоємність нафти при сталому тиску. 
Повний коефіцієнт теплопередачі К визначаємо за формулою  

                      
зов

зов
ni

i i DD
D

DDK ⋅α
+⋅

λ
+

⋅α
=

⋅ ∑
=

= 211

1ln1
2
111 ,                  (3) 

де α1 – внутрішній коефіцієнт тепловіддачі (від нафти до стінки труби); 
α2 – зовнішній коефіцієнт тепловіддачі (від стінки труби до навколи-

шнього середовища); 
iλ  – коефіцієнт теплопровідності металу труби і шарів теплової ізоляції; 

Dзов – зовнішній діаметр трубопроводу.  
Переважно значення α1 набагато більше від 2α , тому при практич-

них розрахунках можна вважати, що 2α=K . Якщо виконується умова 

22 0 >
⋅

зовD
h , то з точністю до 1% зовнішній коефіцієнт тепловіддачі визна-

чається за формулою [1] 

                                        

зов
зов

гр

D
hD 0

2 4ln

2
⋅

⋅

λ⋅
=α ,                                        (4) 

де грλ  – коефіцієнт теплопровідності ґрунту. 

Оскільки для нафтопроводу виконується умова 233,7
273,0

122 0 >=
⋅

=
⋅

зовD
h , 

то приймаємо, що 2α=K  і 

                                        i

n

i
iср l

L
К ⋅⋅= ∑

=1
2

1 α .                                       (5) 

Підставивши у формулу (5) значення 2α  із (4), отримаємо 
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Підставивши значення з таблиці 1 у формулу (6), визначимо 
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.К)Вт/(м32,3

)512165101524(
273,0

14ln273,0

)595,01275,11695,0575,11095,0175,1595,0275,1495,0(2
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=
++++++++⋅

⋅
⋅
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Питому масову теплоємність нафти визначимо за формулою 

                                 )39,3762(56,31
сер

н
P TC ⋅+⋅=

ρ
,                             (7) 

де ρн – густина нафти за температури 293 К; 
    серT  – середня температура на ділянці нафтопроводу. 

В’язкість нафти за середньої температури нафти на ділянці визна-
чимо за формулою Фогеля – Фульчера – Таммана. 

                                          Θ−
−

∞ ⋅= t
b

еνν ,                                              (8) 
де ∞ν , 1b , θ  – коефіцієнти, що визначаються за відомими значеннями 
в’язкості 321 ,, ννν  – за температур t1, t2, t3. 

Втрати напору на ділянці довжиною lі визначаємо за формулою [1] 

                         іm

m
інсер

m
інсер

W l
D

Q
rh ⋅

ν⋅
⋅β⋅⋅= −

−

5

2

02,1 Δ ,                           (9) 

де 1,02 – коефіцієнт, що враховує втрати напору в місцевих опорах; 
β, m – коефіцієнти, які залежать від режиму течії рідини; 
Δr – поправка на неізотермічність потоку в радіальному напрямку; 
Qсер ін – об’ємна продуктивність нафтопроводу за середньої темпера-

тури нафти на ділянці; 
νсер ін – середньоінтегральне значення в’язкості нафти.  
Приймаємо, що 05,1=rΔ . 
Середньоінтегральне значення в’язкості нафти m

інсерν  визначимо за 
формулою Сімпсона 

[ ]m
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n
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m
інсер n

ν+ν++ν+ν⋅+ν++ν+ν⋅+ν⋅
⋅

=ν −− )...(2)...(4
3
1

242131 , (10)   

де n – кількість відрізків, на які розбито ділянку нафтопроводу (повинно 
бути парне число відрізків); 

пν  – кінематичний коефіцієнт в’язкості нафти за температури на по-
чатку нафтопроводу; 

кννν ,...,, 21  – кінематичний коефіцієнт в’язкості нафти в кінці кож-
ного відрізка.  

За формулою (2) визначимо температуру нафти в кінці кожного із 
n відрізків нафтопроводу для трьох варіантів розподілу коефіцієнта теп-
лопровідності ґрунту і відповідно повного коефіцієнта теплопередачі: 

1) варіант 1:  
на 0-20 км К)Вт/(м75,1 ⋅=λгр , на 20-60 км К)Вт/(м95,0 ⋅=λсер ; 
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2) варіант 2:  
на 0-40 км К)Вт/(м95,0 ⋅=λгр , на 40-60 км К)Вт/(м75,1 ⋅=λсер ; 
3) варіант 3:  
на 0-60 км constК)Вт/(м217,1 =⋅=λ=λ сергр , К)Вт/(м32,3 2 ⋅=срK . 
Результати визначення характеру розподілу температури нафти 

вздовж трубопроводу наведені на рисунках: 
- 1 для нафти Долинського родовища; 
- 2 для нафти, властивості якої подаються в [3]. 
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Рис.1. Зміна температури нафти по довжині трубопроводу при перекачуванні 

нафти Долинського родовища 
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Рис.2. Зміна температури нафти по довжині трубопроводу при перекачуванні 

нафти, властивості якої наведено у роботі [3] 
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Також проводимо розрахунки втрат напору для трьох описаних 
вище варіантів. Результати розрахунку зводимо до таблиць 3 і 4. 

Незважаючи на те, що розрахункове значення температури в кінці 
нафтопроводу при перекачуванні нафти українського родовища є біль-
шою на 1,1оС (рис.1 і 2), втрати напору також є більшими.  

 
Таблиця 3. Втрати напору при перекачуванні нафти Долинського 

родовища 
Втрати напору на тертя, м Довжина, км

перший варіант другий варіант третій варіант 
6 48,2 48,4 48,3 

12 96,9 96,9 96,9 
18 146,3 145,8 145,9 
24 196,7 194,9 195,4 
30 248,0 244,5 245,6 
36 300,6 294,6 296,7 
42 355,2 345,4 349,4 
48 413,1 398,3 404,9 
54 478,2 455,7 466,1 
60 537,7 507,5 521,2 

 
Таблиця 4. Втрати напору при перекачуванні нафти, властивості 

якої наведено у роботі [3] 
Втрати напору на тертя, м Довжина, км

перший варіант другий варіант третій варіант 
6 29,1 28,9 29,0 
12 59,3 58,4 58,7 
18 91,3 88,6 89,4 
24 125,5 119,6 121,4 
30 161,6 151,6 154,9 
36 200,0 184,8 190,5 
42 241,3 219,6 228,9 
48 286,7 258,1 271,3 
54 337,8 302,8 319,5 
60 378,2 340,8 358,8 

 
Теплогідравлічні розрахунки трубопроводу аналогічного нафто-

проводу Долина–Дрогобич, які проведенні по ділянках, в межах яких 
коефіцієнт теплопровідності ґрунту є сталою величиною ( constігр =λ ), 
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показали, що в залежності від в’язкості нафти втрати напору, визначені 
при середньозваженому значенні коефіцієнта теплопровідності ґрунту 
для варіантів, в яких: 

– з 0 по 20 км К)Вт/(м75,1 ⋅=λгр  і з 20 по 60 км К)Вт/(м95,0 ⋅=λгр  
були на 3,2…5,4% нижчими; 

– з 0 по 40 км К)Вт/(м95,0 ⋅=λгр  і з 40 по 60 км К)Вт/(м75,1 ⋅=λгр  
були на 2,6…5,0% вищими.  

Як видно із рисунків і таблиць 3 та 4, за необхідності отримання 
високої точності визначення розподілу температури і тиску по довжині 
трубопроводу, теплогідравлічний розрахунок необхідно вести з ураху-
ванням реального розподілу коефіцієнта теплопровідності ґрунту на 
кожній розрахунковій ділянці, у межах якої коефіцієнт теплопровідності 
ґрунту грλ  є величиною сталою. 

Величина втрат напору на тертя вздовж траси нафтопроводу, а от-
же і робочий тиск в трубопроводі, відрізняється від значення, визначе-
ного згідно рекомендацій [1]. Якщо нафтопровід прокладено по місце-
вості із пересіченим профілем траси, то за рахунок різниці геодезичних 
позначок величини реального тиску в нафтопроводі можуть виходити за 
межі допустимого. А оскільки нафтотранспортна система України зна-
ходиться в експлуатації в середньому від двадцяти до понад сорока ро-
ків (залежно від терміну введення в дію її складових), то для їх техно-
генної безпеки необхідно коригувати тиски на певних ділянках, а тому 
для неізотермічних нафтопроводів при теплогідравлічних розрахунках 
необхідно враховувати розподіл теплофізичних властивостей ґрунту по 
довжині, а сам розрахунок проводити по ділянках, у межах яких тепло-
провідність ґрунту є сталою величиною. 
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THE INVESTIGATION OF INFLUENCE OF EXTERNAL FACTORS 
ON THE THERMAL AND HYDRAULICAL PROCESSES  

OF OIL PIPELINE 
 

M. P. Vozniak, L. V. Vozniak, G. M. Kryvenko,  
S. O. Kryvenko, Yu. Ya. Moisiuk 

Ivano-Frankivs’k National Technical University of Oil and Gas;  
76019, Ivano-Frankivs’k, Ukraine, Carpatska st., 15;  

ph. +380 (0342) 72 71 39; e-mail: vozniak@tvnet.if.ua  
 
Oil pipelines can be laid on locality on which soils heterogeneous on 

length routes, and that is why are different thermophysical characteristics. 
In-process investigational influence of change on length of oil pipeline 

of head-conducting properties of soil which surrounds a pipeline, on the the 
thermal and hydraulical processes of oil pipeline. 

The analysis of investigation shows that thermal and hydraulical proc-
esses of heat oil pipeline must calculate on the part of pipeline where the  
thermal coefficient is constant. 

Key words: oil pipeline, temperature, thermal coefficient. 
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УДК 622.691.4 
 

МІНІМАЛЬНІ ВИТРАТИ ЕЛЕКТРОЕНЕРГІЇ ЯК КРИТЕРІЙ 
ОПТИМІЗАЦІЇ РЕЖИМІВ РОБОТИ МАГІСТРАЛЬНИХ 

НАФТОПРОВОДІВ 
 

Й. В. Якимів, В. М. Кацаба 
Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 

76019, м. Івано-Франківськ, вул. Карпатська, 15; 
тел. +380 (3422) 4-21-66; e-mail: tzngkaf@rambler.ru  

 
На роботу трубопровідної системи впливають необхідні обсяги 

перекачування нафти, та її фізико-хімічні властивості, характеристи-
ки насосів, та схема їх включення, а також інші чинники. Оптимальна 
схема включення насосів вибирається шляхом мінімізації питомих за-
трат потужності на перекачування нафти і потужності, що втрача-
ється під час регулювання режиму роботи станцій.  

Ключові слова: продуктивність, втрати напору, нафтоперекачу-
вальна станція, потужність. 

 
Сучасні магістральні нафтопроводи мають дуже складну структу-

ру. Вони обладнані системою регулювання витрати (тиску), великою 
кількістю основного і допоміжного обладнання, розосередженого на со-
тні кілометрів. Режими роботи нафтопроводу залежать від фізико-
хімічних властивостей продукту, який перекачується, статичних і дина-
мічних характеристик насосно-силового устаткування, температурного 
режиму перекачування, налагоджування параметрів системи регулю-
вання і від безлічі інших явищ та чинників. 

Введення нових прогресивних методів будівництва і експлуатації 
нафтопроводів, оптимізація режимів перекачування дозволили значно 
зменшити собівартість перекачування за рахунок зменшення капіталь-
них вкладень і експлуатаційних витрат. Але пошук найбільш доскона-
лих методів експлуатації нафтопроводів продовжується. Дослідники 
пропонують різні методи визначення оптимальних режимів перекачу-
вання нафти по магістральних трубопроводах з урахуванням останніх 
досягнень в обчислювальній техніці. Витрата електроенергії як критерій 
оптимальності досить точно відображає економічність роботи нафто-
проводу, оскільки є однією з основних статей витрат, що впливають на 
собівартість перекачування. Тому більшість дослідників за цільову фун-
кцію вибирають енергетичні затрати.  

Режим роботи магістрального нафтопроводу визначається його 
продуктивністю, напорами на виході станцій і підпорами на їх вході, 
енергетичними витратами на перекачування нафти. 
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На роботу системи нафтоперекачувальні станції – трубопровід без-
перервно або періодично впливають неритмічність подачі нафти з про-
мислів або інших постачальників, коливання фізико-хімічних властиво-
стей нафти, зміна характеристик насосів і їх переключення, аварійні си-
туації та інші чинники. У зв’язку з цим виникає необхідність розрахун-
ку режимів роботи нафтопроводу при різних ступенях його завантажен-
ня або визначенні раціональної комбінації включення насосів на пере-
качувальних станціях. Остання може бути визначена шляхом мінімізації 
затрат потужності на перекачування нафти і потужності, що втрачається 
при регулюванні режиму роботи станцій. 

Принцип оптимізації полягає в тому, що часто ставлять завдання, 
в якому той чи інший обсяг нафти необхідно перекачати за той чи ін-
ший період часу. Тоді треба орієнтовно вибрати, з якою продуктивністю 
потрібно проводити перекачування та які насоси слід включати на стан-
ціях. При цьому всьому питомі витрати електроенергії на транспорту-
вання нафти повинні бути якомога меншими. Виконання цієї умови за-
безпечить ефективне використання основного обладнання та суттєву 
економію електроенергії. 

Як початкові дані для виконання оптимізаційних розрахунків ре-
жимів роботи нафтопроводу використовують такі параметри [1,2]: 

- фізичні властивості нафти; 
- температура перекачування нафти; 
- продуктивність перекачування; 
- геометричні характеристики трубопровідної системи; 
- напірні та енергетичні характеристики підпірних і основних на-

сосів, встановлених на нафтоперекачувальних станціях; 
- величини максимально допустимих тисків на виході нафтоперека-

чувальних станцій із умови міцності трубопроводу та мінімально допус-
тимих тисків на вході станцій із умови безкавітаційної роботи насосів. 

Оптимізація режимів перекачування нафти по магістральних наф-
топроводах включає такі блоки розрахунків: 

1) визначають фізичні властивості нафти (густина і в’язкість) за 
температури перекачування; 

2) розраховують значення максимально допустимих напорів на 
виході із станцій і мінімально допустимих підпорів на вході у кожну 
станцію; 

3) виконують гідравлічний розрахунок нафтопроводу, в результаті 
якого визначають загальні втрати напору для кожного перегону між на-
фтоперекачувальними станціями, за формулою 

                                      i
i

i
iі zQ

D
lKh Δ+= 2

5λ ,                                      (1) 

де K  – сталий комплекс величин, 
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g

K 2
802,1

π
= ;                                                  (2) 

1,02 – коефіцієнт, що враховує 2% на втрати напору в місцевих опорах 
від втрат напору на тертя; g  – прискорення вільного падіння; іλ  – кое-
фіцієнт гідравлічного опору для i-го перегону, що визначається за відо-
мими формулами гідродинаміки; il  і iD  – довжина та внутрішній діа-
метр i-го перегону між станціями; Q  – витрата нафти; izΔ  – різниця 
геодезичних позначок кінця і початку i -го перегону; 

4) знаходять напори, створювані підпірними та основними насо-
сами при розрахунковій продуктивності за формулами 

                                           2Qbah nnn −= ;                                           (3) 
                                          2Qbah jijiji −= ;                                          (4) 

де na , nb , jia , jib  – коефіцієнти математичних моделей напірної харак-
теристики підпірного насоса та j -го основного магістрального насоса 
на і-ій станції; j  – номер основного насоса на станції; 

5) визначають потужність, яку споживає підпірний насос, 

                                      
епn

n
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ηη
ρ

1000
= , кВт,                                    (5) 

де ρ  – густина нафти; епη  – ККД електродвигуна, що є приводом підпі-
рного насоса, 

                              
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

2

max
360036002

nнnн
n Q

Q
Q

Q
n

ηη ,                          (6) 

де 
nmaxη  – максимальний ККД підпірного насоса; 

nнQ  – номінальна по-
дача підпірного насоса, м3/год; 

6) обчислюють потужність, яку споживають основні насоси на ко-
жній станції, 

                                  
( )

еі

nст
ст

ii
i

hHgQ
N

ηη

ρ

1000
)1( −

−
= , кВт,                         (7) 

де 
ыстН  – напір на виході насосів і -ої станції; іη  – ККД основних насо-

сів і -ої станції; еη  – ККД електродвигуна, що є приводом основного на-
соса; 

7) якщо підпір на вході в i -ту станцію більший від суми загальних 
втрат напору на наступному перегоні і мінімально допустимого підпору 
на вході в наступну станцію, тобто 

                                             ( ) ii
hhh in min1

+>
−

,                                      (8) 
то відпадає потреба у включенні в роботу насосів на станції, що знахо-
диться на початку перегону. У такому випадку 

                                               
)1( −

=
ii nст hH                                            (9) 
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і потужність, яку споживають насоси на цій станції, дорівнює нулю, 
тобто 0=

iстN . 
При 

ii
hhh in min)1(

+<
−

на станції повинні включатись в роботу основ-
ні насоси і напір, створюваний станцією, визначається за формулою 

                              
( ) шшшшii

hhhhhH nст 43211
++++=

−
.                        (10) 

У роботу на станції можуть одночасно включатись не більше 
трьох насосів; 

8) ККД кожної нафтоперекачувальної станції залежно від кількості 
насосів, які повинні включатись в роботу, розраховують за формулою 
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де jiη  – ККД j -го насоса на i -ій станції, 
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де 
jimaxη  – максимальний ККД основного насоса; jiнQ  – номінальна по-

дача основного насоса, м3/год; 
9) розраховують затрати потужності  на перекачування нафти в 

системі трубопроводу 
                                           ∑

=
+=

n

i
стn i

NNN
1

1 ,                                    (13) 

де n  – кількість перегонів між станціями; 
10) знаходять питомі затрати потужності на перекачування нафти 
                                          

LQ
NN

год
3
1

10 −⋅
=Δ
ρ

,                                  (14) 

де годQ  – годинна продуктивність нафтопроводу; L  – загальна довжина 
трубопроводу, км. 

За запропонованим алгоритмом розроблено програмне забезпе-
чення, яке дозволяє проводити оптимізаційні розрахунки режимів робо-
ти магістральних нафтопроводів при різних ступенях їх завантаження. 

З використанням програмного забезпечення проведено багатоварі-
антні оптимізаційні розрахунки режимів роботи ділянки магістрального 
нафтопроводу «Дружба» при перекачуванні суміші російських нафт. 
Враховуючи міцнісні характеристики труб, на перекачувальних станці-
ях можливе включення не більше двох насосів. Нафтоперекачувальні 
станції ділянки нафтопроводу оснащені насосами НМ 3600-230 з базо-
вим ротором та ротором 0,7 на подачу 2500 м3/год. У таблиці 1 наведено 
можливі включення насосів на станції та відповідний номер режиму ро-
боти станції. 
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Проведено розрахунки та визначено оптимальні режими роботи 
обладнання на нафтоперекачувальних станціях при перекачуванні наф-
ти за найнижчої та найвищої температури ґрунту на глибині укладання 
трубопроводу при різних значеннях продуктивності. Результати розра-
хунків зведено до таблиць 2 та 3. 

 
Таблиця 1. Режими роботи станції 

№ режиму роботи станції Комбінація працюючих насосів НМ 3600-230 

1 0 з ротором 0,7 + 0 з базовим ротором 

2 1 з ротором 0,7 + 0 з базовим ротором 

3 0 з ротором 0,7 + 1 з базовим ротором 

4 2 з ротором 0,7 + 0 з базовим ротором 

5 1 з ротором 0,7 + 1 з базовим ротором 

6 0 з ротором 0,7 + 2 з базовим ротором 

7 2 з ротором 0,7 + 1 з базовим ротором 

8 1 з ротором 0,7 + 2 з базовим ротором 
 

Таблиця 2. Оптимальні режими роботи ділянки нафтопроводу при 
різних продуктивностях за найнижчої температури 

Продуктивність  
трубопроводу, м3/год

Схема роботи нафто-
проводу 

Питомі витрати електроенергії    
на перекачування нафти,  

кмт
годкВт
⋅

⋅
1000

 

1300 213, 231, 312, 321 14,46 
1400 313, 331 15,37 
1500 214, 222, 412 16,73 
1600 222, 412 16,20 
1700 222, 412 15,72 
1800 222, 412 15,28 
1900 223, 232, 322, 413 15,99 
2000 233, 323, 332 16,62 
2100 333 17,18 
2200 333 16,71 
2300 224, 242, 414, 422 17,58 

2400 234, 243, 252, 324, 
342, 423, 432 18,09 

2500 253, 334, 343, 433, 523 18,55 
2600 424 20,43 
2700 424 20,09 

2800 345, 354, 426, 435, 
525, 534, 624 21,18 

2900 436, 526, 535 21,48 
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Загальна кількість всіх імовірних режимів роботи, при яких може 
проводитись технологічний процес перекачування нафти, становить 
446. При цьому продуктивності, які наведені в таблиці 2, можуть забез-
печувати 439 схем роботи. При решта семи схемах забезпечується ма-
лий об’єм максимального годинного перекачування. 

 
Таблиця 3. Оптимальні режими роботи ділянки нафтопроводу при 

різних продуктивностях за найвищої температури 

Продуктивність  
трубопроводу, м3/год

Схема роботи нафто-
проводу 

Питомі витрати електроенергії    
на перекачування нафти,  

кмт
годкВт
⋅

⋅
1000

 

1500 213, 231, 312, 321 13,31 
1600 313, 331 14,16 
1700 214, 241, 222, 412, 421 15,72 
1800 214, 222, 412 15,28 
1900 222, 412 14,87 
2000 222, 412 14,50 
2100 223, 232, 322, 413, 512 15,17 
2200 223, 232, 322, 413 14,80 
2300 233, 323, 332 15,36 
2400 333 15,86 
2500 224, 242, 414, 422 16,91 
2600 224, 242, 414, 422 16,61 

2700 234, 243, 252, 324, 342, 
423, 432, 514, 522 17,07 

2800 253, 334, 343, 433, 523 17,48 
2900 335, 353, 533 17,84 
3000 344, 425, 434, 524 19,83 

3100 345, 354, 426, 435, 
525, 534, 624 20,14 

3200 436, 526, 535, 625, 634 20,40 
3300 536, 626, 635 20,61 
3400 636 20,78 

 
Аналізуючи дані таблиць 2 і 3, можна зробити висновок, що існу-

ють схеми роботи станцій, при яких маємо найменші питомі витрати 
електроенергії на транспортування нафти для широкого діапазону зміни 
годинної продуктивності нафтопроводу: схеми включення насосів 222 і 
412 найбільш економічні при годинній продуктивності від 1500 до             
1800 м3/год за найнижчої температури і від 1700 до 2000 м3/год за най-
вищої температури, отже при продуктивностях від 1700 до 1800 м3/год 
вони мають найменші питомі витрати електроенергії  на транспорту-
вання протягом цілого року. Якщо оптимальна схема роботи має питомі 
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витрати електроенергії на транспортування нафти менші при більшій 
витраті, то вона буде оптимальною і при менших подачах. 

Перекачування за найвищої температури характеризується мен-
шою в’язкістю нафти та відповідно меншими втратами напору на тертя, 
тому пропускна здатність системи буде більшою і відбуватиметься так 
зване “зсування схем”, тобто ті схеми, які за найнижчої температури бу-
ли найкращими для менших продуктивностей, за найвищої температури 
будуть оптимальними для більших продуктивностей. Схеми, які забез-
печували за найнижчої температури продуктивність від 1300 до                  
1900 м3/год та від 2200 до 2300 м3/год, за найвищої температури забез-
печують подачу на 200 м3/год більшу, а ті, які були найкращими для 
2400 м3/год, тепер будуть оптимальними для подачі на 300 м3/год біль-
шої, тобто 2700 м3/год. Для більших подач така закономірність не спо-
стерігається, тобто можна зробити висновок, що при “зсуванні схем” 
втрати напору на тертя більше спричинені в’язкістю нафти, а при біль-
ших витратах в трубопровідній системі – продуктивністю нафтопроводу. 
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MINIMUM POWER CONSUMPTION AS A CRITERION ОF OIL-
TRUNK PIPELINES OPERATING CONDITIONS OPTIMIZATION 
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The necessary amount of oil pumping, its physical and chemical prop-
erties, pumps characteristics, their inclusion in the scheme and other factors 
influence the pipeline system operating conditions. The optimum scheme of 
pumps inclusion is chosen by minimizing the power intensity for oil pumping 
and the power that is lost during stations operating conditions.      

Key words: productivity, loss of pressure, oil pumping station, power. 
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УДК 504.064 
 
ГЕОЕКОЛОГІЧНА ОЦІНКА ВПЛИВУ МАГІСТРАЛЬНИХ 

ГАЗОПРОВОДІВ НА ДОЛИННІ ЕКОСИСТЕМИ 
ПЕРЕДКАРПАТТЯ 

 
О. М. Адаменко, Я. О. Адаменко, Л. Є. Шкіца,  

О. М. Мандрик, Л. В. Міщенко, Д. О. Зорін, А. В. Міщенко  
Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 

кафедра екології; 76019, м. Івано-Франківськ. Карпатська, 15; 
тел. +380 (342) 50-59-42; e-mail: nvlppif@nung.edu.ua 

 
Визначено вплив магістральних газопроводів на долинні екосисте-

ми шляхом еколого-геохімічних досліджень у ґрунтах, поверхневих і 
ґрунтових водах, атмосферному повітрі та рослинності. Виділені зони 
різного екологічного стану. Виконано оцінку екологічної ситуації Бого-
родчанського району  

Ключові слова: екологічна безпека, нафтогазові об’єкти, атмос-
ферне забруднення, еколого-техногеохімічні карти  

 
Постановка проблеми. Конструктивно-географічні засади збалан-

сованого природокористування, особливо в зонах впливу небезпечних 
техногенних об’єктів, вимагають геоекологічних оцінок такого впливу 
та розроблення відповідних заходів для його оптимізації і зниження. 
Такими небезпечними техногенними об’єктами на території Передкар-
паття є магістральні газопроводи та інші елементи промислової інфра-
структури Богородчанського газотранспортного вузла, розташованого в 
долині р. Бистриця Солотвинська у Богородчанському районі Івано-
Франківської області. Богородчанський газотранспортний вузол – це 
система трансконтинентальних магістральних газопроводів «Союз», 
«Уренгой-Ужгород» та інших, що транспортують газ з півночі Західно-
го Сибіру (Росія) територією України до країн Східної, Центральної та 
Західної Європи. До вузла входять також Богородчанська компресорна 
станція та Богородчанське підземне сховище газу. Під час будівництва 
та експлуатації цих потужних, екологічно небезпечних об’єктів були 
порушені природні геоекосистеми та їх основні компоненти – геологіч-
не середовище, ґрунти, поверхневі та ґрунтові води, атмосферне повіт-
ря, рослинні біогеоценози і ландшафти загалом. Проте до цього часу не 
оцінена ступінь техногенного втручання в природу у зоні впливу магіс-
тральних газопроводів, компресорної станції та підземного газосхови-
ща. 

Із історії попередніх досліджень. Геоекологічні дослідження на 
вказаній території розпочались нещодавно. Я.С. Кравчук [3] при гео-
морфологічному районуванні виявив деякі геоекологічні зміни рельєфу 
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Передкарпаття під впливом небезпечних екзогеодинамічних процесів – 
зсувів, ерозії, карсту, суфозії та ін. Розповсюдження забруднюючих ре-
човин у ґрунтах, поверхневих і ґрунтових водах, атмосферному повітрі 
та рослинності на території Івано-Франківської області, в тому числі і у 
Богородчанському районі, вивчали О.М. Адаменко [1], Я.О. Адаменко 
[2], Л.В. Міщенко [7], М.М. Приходько [8] та ін. Л.Д. Потравич [2] ви-
конала детальні ландшафтно-геохімічні дослідження в зоні Богородчан-
ської газокомпресорної станції, підземного сховища газу і вздовж ліній-
ної частини газопроводів «Союз» і «Уренгой-Ужгород». Я.О. Адаменко 
виявив кілька аномалій у розповсюдженні важких металів Pb, Cu, Zn та 
ін. Усі ці дослідження враховані нами при вивченні екологічної ситуації 
у Богородчанському районі. Також, з метою вивчення теоретичних і 
практичних засад впливу небезпечних техногенних об’єктів на території 
Передкарпаття інженерно-екологічним факультетом і кафедрою екології 
на чолі з деканом О.М. Мандриком був проведений навчальний україно-
румунський модуль, який входив до проекту “Румунія – Україна – Регі-
ональний центр для вивчення та охорони, менеджменту і моніторингу 
середовища” (Північний Університет Румунія, область Марамуреш) [3]. 
Проект включав теоретичні та практичні основи для навчання керівни-
ків природоохоронних організацій та управління НПС, викладачів всіх 
кафедр екології м. Івано-Франківська, студентів-екологів. Слухачам бу-
ло представлені такі теми цього навчання: з румунської сторони (мене-
джер проекту Тісан Василь, Орос Василь, Дискилиску Анамарія) – зага-
льні законодавчі установи по захисту природи; менеджмент проектів; 
інтегровані системи екології; з української сторони (завідувач кафедри 
екології, професор Я.О. Адаменко, професор О.М. Адаменко, професор 
Л.Є. Шкіца, доцент М.М. Орфанова, доцент Л.В. Міщенко, асистент Д.О. 
Зорін) – оцінка впливів на середовище; керування промислових і муніци-
пальних відходів; екологічний аудит, моніторинг та менеджмент середо-
вища [4]. Слухачам були видані сертифікати Європейського зразка. 

Було проведено декілька Міжнародних науково-практичних кон-
ференцій (2000-2011), одна із яких була присвячена дослідженню все-
світньо відомих знахідок і відкриттів викопної фауни в селі Старуні Бо-
городчанського району, та 7 наукових україно-польських експедицій 
(2004-2007). У них брали участь дві кафедри: геології та екології разом з 
польськими колегами-вченими з м. Краків (Гірничо-металургійна ака-
демія) [4]. 

Викладення основного матеріалу і результати дослідження. На 
площі 840 км2 (рис.1) були виконані геоекологічні дослідження для 
створення комп’ютеризованої системи екологічної безпеки Богородчан-
ського району. Роботи виконувались під науковим керівництвом                
О.М. Адаменка, відповідальний виконавець Л.В. Міщенко при участі 
Д.О. Зоріна, Н.О. Зоріной, Я.Д. Гладуна, Л.Д. Потравич та ін. на замов-
лення фонду охорони навколишнього природного середовища Івано-
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Франківської обласної ради та Богородчанської районної державної ад-
міністрації [1,2,4,7]. На досліджуваній території була створена система 
із 12 профілів і 111 точок спостережень, в яких відібрано: 111 проб ґру-
нтів, 61 – поверхневих вод, 61 – донних відкладів, 111 – ґрунтових вод, 
111 – атмосферного повітря, 111 – снігу, 111 – рослинності – всього 677 
прб. Всі проби були проаналізовані на атомно-адсорбційних, рентгено-
флуоресцентних приладах та хроматографах, а результати аналізів 
представлені у вигляді баз даних [1,2,7]. 

 
Рис.1. Карта-схема розташування геополігонів на території (Богородчанський 

район Івано-Франківська області) 
 

Екологічний стан геологічного середовища, геофізичних полів та 
геоморфосфери визначався за даними попередніх дослідників: П.Н. Ца-
рненка, О.І. Шаблія, Я.Є. Іваха, М.С. Демедюка, О.Р. Стельмаха,                   
Я.С. Кравчука, Ю.В. Зінька [5] та ін. Територія Богородчанського райо-
ну знаходиться в межах трьох структурно-тектонічних зон: Східно-
Європейської платформи (крайня північно-східна частина), Передкар-
патського прогину (центральна частина) і Складчастих Карпат (півден-
но-західна частина). 

Платформова частина з поверхні (без четвертинного покриву) 
представлена міоценовими відкладами неогенової системи: вапняками, 
пісковиками, солями, гіпсами і ангідритами загальною потужністю до 
100 м. Нижче залягають вапняки, мергелі, рідко пісковики верхньої 
крейди потужністю 600 м; під ними – аргіліти, алевроліти, вапняки, піс-
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ковики, доломіти, мергелі палеозою (від кембрію до девону) загальною 
потужністю близько 2500 м. 

Стратиграфічний розріз Передкарпатського прогину і Складчастих 
Карпат досить різноманітний. Міоценові моласи у прогині свідчать про 
початок гороутворювальних процесів у Карпатах: з поверхні вони пред-
ставлені верхніми моласами – глинами, гіпсами, пісковиками, ангідри-
тами, солями, алевролітами (350-2500 м); під ними залягає нижня мола-
са – конгломерати, пісковики, глини, солі, аргіліти (3000-4000 м). Ниж-
че за розрізом свердловинами у прогині і у відслоненнях Скибових Кар-
пат широко розповсюджені породи флішової формації: нижньо-, серед-
ньо-, верхньопалеогенові (1500-3000 м) та нижньо- і верхньокрейдові 
(600-2000 м) ритмічно різношарові чергування пісковиків, алевролітів і 
аргілітів, рідше – вапняків і сидеритів з окремими горизонтами черво-
них аргілітів та чорних кременів. Під флішем залягають протерозойсь-
ко-нижньопалеозойські сланці, кварцити, гнейси, туфоїди, порфіроїди, 
амфіболіти потужністю понад 2500 м. 

Четвертинні відклади розповсюджені майже суцільним покривом 
потужністю до 10-15 м. В гірський частині району – це верхньочетвер-
тинно-сучасні нерозчленовані делювіально-пролювіальні змішані гли-
нисто-піщані-грубоуламкові відклади. В долинах рік Бистриці Солот-
винської і Лукви передгірської і рівнинної зон виділяється заплава і І – 
ІІІ надзаплавні тераси: піски, супіски, суглинки з гравієм, гальками і ва-
лунами, перекритими з поверхні покровними лесовидними суглинками. 
Вік порід – від середнього плейстоцену до голоцену. Потужність 5-10 м. 
Міждолинні простори зайняті алювієм давніх (еоплейстоцен-
нижньоплейстоценових) терас, які вже втратили зв’язок з конкретними 
долинами і відносяться до IV–V–VI–VII надзаплавних терас Дністра. Це 
– галька, валуни, піски, гравій, супіски, суглинки, глини, іноді характе-
рного ржаво-бурого і червоного кольору. Потужність їх – іноді до 20 м. 

Мінерально-сировинна база Івано-Франківської області на 22,4% 
складається з корисних копалин паливно-енергетичного напрямку (наф-
та, газ, конденсат, буре вугілля, торф) та ін. Геологічне середовище по-
рушено природними ерозійними, зсувними, суфозійними процесами, а 
також антропогенним втручанням – кар’єрами, свердловинами, магіст-
ральними нафтогазопроводами та ін. Обліковується 321 родовищ і 79 
об’єктів обліку (з урахуванням комплексності) різноманітних корисних 
копалин, з яких 165 родовищ і 17 об’єктів обліку експлуатуються [6]. 

Геофізичні поля – гравітаційне і магнітне – виявляють ряд глибин-
них розломів, що перетинають Богородчанський район з північного за-
ходу на південний схід. Найважливіші з них – Зовнішня межа Передкар-
патського прогину, що відділяє його від Східно-Європейської платфор-
ми, проходить у 3 км північно-східніше смт. Богородчани і в сучасному 
рельєфі ніяк не проявляється. В 2 км південно-західніше смт. Богород-
чани можна спостерігати чіткий уступ висотою до 200 м: підйом авто-
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магістралі Івано-Франківськ – Надвірна перед с. Старуня. Це – передо-
вий насув внутрішньої зони Передкарпатського прогину на зовнішню. 
За даними буріння цей насув в районі м. Долина має горизонтальну ам-
плітуду до 10-15 км. Під насувом “схована” більша частина Зовнішньої 
зони. Хоча в рельєфі цей насув чіткий, в геофізичних полях він прояв-
ляється значно слабше, ніж Зовнішня межа Зовнішньої зони. З вказаним 
насувом пов’язана геопатогенна зона, що спричиняє велику кількість ав-
томобільних аварій, відмічених пам’ятниками вздовж автомагістралі [7]. 

Така ж складна система насувів, що фіксують межу між Внутрі-
шньою зоною прогину і Складчастими Карпатами, спостерігається на 
південний захід від с. Старуні, де знаходяться Старунське нафтове і 
озокеритове родовища, геодинамічний полігон, грязьовий вулкан і зна-
мените на весь світ місцезнаходження решток волохатих носорогів.       

Численні іноземні компанії в ХІХ-ХХ ст. бурили тут свердло-
вини, намагаючись добути нафту. Пам’ятка визначається унікальним 
поєднанням різних стратиграфічних, археологічних, палеонтологічних, 
мінералого-петрографічних, гідрогеологічних і неотектонічних особ-
ливостей [4]. Вона має площу близько 60 га і розташована на пологому 
західному березі річки, де подекуди збереглися дві тераси, що підно-
сяться над заплавою на 1 і 2,5 м. 

Під ґрунтом (потужність 10-15 см) залягають жовтувато-сіруваті 
суглинки (0,5 м), в яких видно один-два прошарки старого бітуму, 
лінзи викопного ґрунту і гравійно-галечного руслового алювію. На пі-
вденно-західній околиці ділянки в четвертинному делювії і орному ша-
рі відкриті залишки поселення людей палеоліту і мезоліту. В централь-
ній частині ділянки в грабені глибиною до 27 м серед четвертинних 
торф’яно-болотяних відкладів у 1907 і 1929 рр. були знайдені залишки 
мамонта, трьох носорогів, коня, оленя, птахів, плазунів та інших тва-
рин пізнього плейстоцену – раннього голоцену. Вони добре збереглися 
у зв’язку з консервацією в породах, просякнутих нафтою і озокери-
том. Під четвертинними породами залягають неогенові соленосні 
глини і аргіліти воротищенської світи з прошарками алевролітів, 
пісковиків і одиничними лінзами слобідських конгломератів. По-
близу тектонічних зон через численні мікрократери, розташовані за 2-5 
м один від одного, на поверхню виходять гази, мінеральні води і вугле-
водневі флюїди. Породи (четвертинні, неогенові, палеогенові та верх-
ньокрейдяні) утворюють тектонічно складний перегин, на вершині 
якого знаходиться «працюючий» грязьовий вулкан. Він з’явився в 
1977 р. після землетрусу в Румунії і тоді мав чотири жерла діаметром 
0,1-0,5 м. Висота його конуса приблизно 3 м, довжина глинистих пото-
ків 10-50-60 м. 

Зараз налічується вісім кратерів і 10-20 непостійних мікрократерів, 
що виділяють газ, воду, глинисту пульпу, іноді нафту або її диференці-
ати. В 60 м на захід від цього вулкана після землетрусів 1979 р. в Італії 
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з’явився другий невеликий грязьовий вулкан, а за 400 м на південь від 
них в 1981р., після землетрусів в Ірані, утворився третій, відтак – ще три. 

У глині грязьових викидів головного вулкана зустрічаються крис-
тали сфалериту, піротину, піриту, арсенопіриту, стронціобариту, бари-
ту, гіпсу, сірки з кальцитом, флюориту, сульфідів міді, в сольових кір-
ках - галіт, сильвін та ін. [4]. 

На ділянці виходить більше 300 постійних і тимчасових джерел 
прісної і мінералізованої води, пов’язаної з розривними порушен-
нями. Для цієї території характерна сучасна тектонічна активність і ви-
сока сейсмочутливість. Вона виявляється в нерівномірному здійманні 
(більше 1 м за 7 років, 1977-1984рр.), появі тріщин, проваль, зростанні 
порогів і невеликих водоспадів, грязьовому вулканізмі, активній дина-
міці газовиділення і геохімічній динаміці флюїдів. У зв’язку з деякими 
віддаленими землетрусами в ґрунті виникають порожнисті тріщини 
шириною 0,5-3 см, які закриваються через 3-5-10 діб. По тріщинах з не-
великих грифонів і мікрократерів постійно або періодично з різною 
інтенсивністю викидаються гази, нафта, бензин, гас, вода різної міне-
ралізації. Біля одних джерел формуються лінзи залізняку, а біля інших - 
самородної сірки, яка легко окислюється на поверхні. Інтенсивність 
усіх виділень, їх хімічний і мінеральний склад залежать від дальності 
землетрусів. За даними Н.Х.Білоус, ділянка Старуня реагує на земле-
труси, що відбуваються в радіусі 3-6тис. км, тобто в Румунії, Італії, 
ФРН, Ірані, на Кавказі і навіть у Середній Азії [1, 4]. Старунський 
комплекс має величезне наукове значення для встановлення особливос-
тей динаміки Землі, закономірностей формування корисних копалин, 
прогнозу землетрусів. Це унікальне місце цікаве не тільки для фахівців, 
але і для школярів, студентів, любителів природи, туристів. Особливу 
увагу до Старуні виявляють іноземні туристи. Тому після будівни-
цтва дороги і створення тут певної інфраструктури можна організувати 
міжнародний еколого-туристичний центр своєрідний ПАРК 
ЛЬОДОВИКОВОГО ПЕРІОДУ [1,4]. 

Дослідження геології, геоморфології, четвертинних відкладів, 
неотектоніки дали змогу дійти висновку про сучасну високу ендогео-
динамічну активність цієї ділянки, що сприяє розвитку небезпечних 
екзогенних процесів. Ця ділянка може бути виділена як геодинаміч-
ний полігон для усього Карпатського регіону. Археологи Івано-
Франківська та Львова знайшли в околицях с. Старуні 12 стоянок да-
вньої людини. А польські палеонтологи вказали на наявність на чере-
пах носорогів отворів від списів древніх мисливців. Не виключено, що 
при детальних обстеженнях, бурінні свердловин і розкопках буде око-
нтурене давнє озокеритове озеро-болото, в якому можуть бути виявлені 
унікальні забальзамовані рештки древніх тварин і наших предків – ми-
сливців епохи палеоліту та мезоліту. Згідно з поданням вчених 
ІФНТУНГ Старуня визнана геологічним пам’ятником природи і 
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охороняється місцевою владою. Враховуючи велику цінність, полі-
гон Старуні може стати пам’ятником природи світового значення та 
об’єктом міжнародного туризму. 

З геоморфологічної точки зору, на території Богородчансткого ра-
йону виділяють кілька висотних рівнів, що відображають геологічну 
будову і тектоніку. З північного сходу на південний захід прослідкову-
ються спочатку ступінчасті (терасовані) денудаційно-акумулятивні ви-
сочини Передкарпаття: Прилуквинська і Міжбистрицька (300-400 м). 
Потім абсолютні відмітки рельєфу зростають до 500-800 м і ми підніма-
ємось на структурно-ерозійні низькогір’я Передкарпаття: Майданське і 
Надвірнянське. Ще далі на південний захід на висотах 600-800 м розта-
шовані Берегові Горгани: складчасто-покривні низькогір’я з вузькогре-
бневими хребтами. І на крайньому південному заході спостерігаються 
складчасто-покривні і складчасті середньогір’я Зовнішніх Горган з ви-
сотами 1200-1800 м (гора Сивуля). 

Геоморфосфера, як і підстилаюча її літосфера, порушена природ-
ними ерозійними, акумулятивними, гравітаційними, зсувними та інши-
ми екзогеодинамічними процесами, кількісна оцінка яких поки що не 
виконувалась. 

Екологічний стан ґрунтового покриву оцінювався  нами на основі 
зібраної екологічної інформації – баз даних: відібраних проб ґрунтів, їх 
аналізу атомно-адсорбційними методами [1, 2, 3, 7]. Більшу частину рі-
внинної та передгірської зони району займають буроземно-підзолисті, 
іноді оглеєні ґрунти. В долинах рік вони змінюються на болотні та тор-
фувато-болотні, а в гірський зоні – на бурі гірсько-лісові, переважно 
щебнюваті ґрунти, що розвинуті на елювії-делювії корінних порід. 

 

 
Рис.2. Сумарний показник забруднення  атмосферного повітря території             

Богородчанського району 
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Вміст важких металів Hg, Cd, Pb, Cu, Zn, Ni, а також нафтопродук-
тів і пестицидів ДДТ в основному відповідає фоновому і нижче фону 
значенням. Аномалії та підвищення до ГДК виявлено лише для Pb, Cu, 
Zn, Ni на окремих не значних по площі ділянках: сс. Міжгір’я і Росіль-
на, де проходять траси магістральних газопроводів і велись розробки 
нафти. Біля с. Міжгір’я є витоки нафти на поверхню в руслах потоків. 
Ряд аномальних ділянок важких металів виявлено вздовж магістральних 
газопроводів та в районі підземного сховища газу та компресорної ста-
нції. На наш погляд, це – залишкове забруднення ґрунтів, походження 
якого ми пов’язуємо з будівництвом, а не з експлуатацією цих об’єктів. 
З нафтовидобутком пов’язані аномалії важких металів у ґрунтах біля            
с. Солотвино. Підвищені вмісти Pb, Cu, Zn (вище за ГДК) на Старунсь-
кому геодинамічному полігоні ми пов’язуємо з дією грязьового вулка-
ну, в викидах якого зустрічаються сульфідні мінерали (піріт, халькопі-
ріт, сфалерит та ін.). 

 

 
Рис.3. Покомпонентний сумарний показник забруднення (СПЗ) та зв’язок        

забруднення території Богородчанського району з трасами магістраль-
них газопроводів, компресорною станцією та підземним сховищем газу 
Богородчанського газотранспортного вузла 
 
Поверхневі води та донні відклади значних перевищень фону не по-

казали. Був порахований покомпонентний сумарний показник забруд-
нення (рис.2, 3). У ґрунтових водах та атмосферному повітрі виявлено 
ряд аномальних вмістів, в тому числі із перевищенням ГДК (рис.2, 3) в 
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районі сіл: Росільна, Космач, Старуня, Жураки. Високі вмісти кисню 
(більше 21,88 об’ємних %) виявлені в долині р. Бистриці Солотвинської 
від с. Яблунька і до гори Сивулі. Це свідчить про високі оздоровчі влас-
тивості Гутинської рекреаційної зони, де вже існують санаторні заклади 
“Синьогора”, “Гута”.  

Ми вважаємо, що для остаточних висновків про вплив техноген-
них об’єктів на навколишнє середовище потрібні комплексні дослі-
дження підсистем техносфери.  

Висновки. Екологічні проблеми, що виникли в Івано-Франківській 
області внаслідок експлуатації родовищ корисних копалин, пов’язані, в 
основному, з розробкою родовищ нафти і газу, калійної солі та з веден-
ням видобувних робіт кар’єрним способом. Сумісний аналіз усіх побу-
дованих нами покомпонентних еколого-техногеохімічних карт дозволив 
скласти карту накладання сумарних показників забруднення ґрунтів, 
ґрунтових вод і атмосферного повітря (рис.3), яка показує розповсю-
дження забруднень на території Богородчанського району. Вони пов’я-
зані з трасами магістральних газопроводів, компресорною станцією, 
підземним сховищем газу та геодинамічним полігоном Старуня і не ви-
являють якогось зв’язку з ландшафтними одиницями. Потенційним 
джерелом екологічної безпеки є розгалужена система магістральних та 
інших трубопроводів. Щорічно виникає до 1,5 тис. аварійних ситуацій 
які супроводжуються аварійними викидами нафти, нафтопродуктів, ін-
ших небезпечних для довкілля речовин.  

Ми вважаємо, що для остаточних висновків про вплив техноген-
них об’єктів на навколишнє середовище потрібні комплексні дослі-
дження підсистем техносфери. Розроблений нами моніторинг та 
комп’ютерна система екологічної безпеки критичних ланок техносфери 
може попередити негативні сценарії – катастрофи, зменшення впливу на 
довкілля та здоров’я населення.  
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О. П. Мельников  

Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу; 
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В статті розглянуто основне призначення струминних насосів у 

процесі спорудження нафтогазових свердловин, а саме, підвищення ме-
ханічної швидкості буріння. Відзначено, що основний недолік існуючих 
ежекційних систем пов’язаний зі значними гідравлічними втратами в 
робочій насадці струминного насоса. На базі проведеного аналізу за-
пропоновано конструкцію пристрою для буріння свердловин, яка дозво-
ляє зменшити навантаження на бурові насоси при його використанні, а 
також передбачає можливість спільної роботи з гідромоніторними 
долотами. 

Ключові слова: струминний насос, ежектор, відносний напір, ко-
ефіцієнт інжекції. 

 
Висока ефективність ежекційних технологій зумовлює широку 

географію їх застосування. В Україні роботи з розробки та поширення 
ежекційних технологій на сьогоднішній день зосереджені в Івано-
Франківському національному університеті нафти і газу та ВАТ «Гео-
тест» (м. Івано-Франківськ). Ежекційні технології широко використо-
вуються в Росії, Венесуелі, Канаді, Сполучених Штатах Америки, Фра-
нцузьким інститутом нафти. 

Поширеність застосування ежекційних технологій свідчить про їх 
світове значення. 

Відомі наукові праці присвячені ежекційним технологіям таких ав-
торів, як Сазонов Ю.А. [1], Онацко Р.Г. [2], Камєнєва П.Н. [3], Кірілов-
ського Ю.Л. [4], Соколова Е.А. [5] та інших. 

Відомі схеми з використанням струминних насосів, які зменшують 
диференціальний тиск на вибої свердловини, що робить їх незамінними 
при бурінні в зонах поглинання бурового розчину. Дана обставина по-
ряд з можливістю струминного насоса інтенсифікувати процес проми-
вання свердловини призвело до використання ежекційних систем в по-
хило орієнтованому і, зокрема, горизонтальному бурінні. 

До недоліків відомих конструкцій [6] відноситься значний додат-
ковий гідравлічний опір, який створює робоча насадка струминного на-
соса, у зв’язку з чим, виникають труднощі при експлуатації гідромоні-
торних доліт внаслідок перевантаження бурових насосів. 
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Метою даних досліджень є вдосконалення конструкції ежекційної 
системи, яка реалізує пряме промивання привибійної зони в процесі бу-
ріння. На кафедрі нафтогазової гідромеханіки Івано-Франківського на-
ціонального технічного університету нафти і газу було сформульовано 
завдання задача забезпечення можливості ефективного використання 
струминних насосів у компоновці з гідромоніторними долотами шляхом 
зниження гідравлічних втрат в гідравлічній системі аналогічного за сво-
їм призначенням пристрою. Поставлену задачу вдалося вирішити вико-
ристанням паралельного з’єднання струминних насосів. Гідравлічна 
схема розробленого пристрою зображена на рисунку 1. 

 

 
1 – канал бурильних труб; 2 – робочі насадки; 3 – камера змішування; 4 – дифузор;               
5 – напірна камера; 6 – долото; 7 – канал інжекції; 8 – кільцевий канал свердловини 

 

Рис.1. Гідравлічна схема наддолотного пристрою для буріння свердловин 
 
Пристрій, гідравлічна схема якого зображена на рисунку 1, працює 

наступним чином. Промивальна рідина через бурильну колону 1, робочі 
насадки 2, камери змішування 3 та дифузори 4 до напірної камери 5, да-
лі до гідромоніторного долота 6 на вибій свердловини. Робочий потік з 
робочих насадок 2 створює розрідження, яке інжектує рідину з кільце-
вого каналу свердловини 8 через радіальні канали, за рахунок чого інте-
нсифікується промивання вибою свердловини. 

Для аналізу ефективності методу зниження величини гідравлічних 
втрат внаслідок використання струминних насосів у процесі буріння 
нафтогазових свердловин, необхідно визначити необхідні вихідні дані. 
Для порівняння приймаємо дві свердловини однакової конструкції, кот-
рі споруджуються методом роторного буріння. Для одного з етапів бу-
ріння використовується гідромоніторне долото діаметром D. Діаметр 
насадок гідромоніторного долота Hd  в кількості n  штук. Обидві сверд-
ловини споруджуються з використанням струминних насосів, діаметр 
робочої насадки котрих – PHd , основне геометричне співвідношення 
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струминних насосів – CHК . На першій свердловині використовується 
пристрій, конструкція якого описана в роботі Султанова Б.З. [6], а на 
другій свердловині – гідравлічна схема зображена на рисунку 1. 

Для порівняльного аналізу різних схем компоновок свердловинних 
струминних насосів раціонально використовувати графоаналітичний 
метод. Характеристика циркуляційної системи бурової установки в 
компоновці з свердловинним струминним насосом можна отримати, 
скориставшись рівнянням: 

                                         
іР

iЗ

PP
PPh

−
−

= ,     (1) 

де РP  - тиск робочого потоку рідини, який подається буровим насосом 
на робочу насадку струминного насоса; 

ЗP  - тиск змішаного потоку рідини на виході з дифузора струминно-
го насоса; 

іP  - тиск потоку рідини, інжектованого свердловинним насосом із 
затрубного простору бурильної колони. 

Тиск робочого потоку рідини, який подається буровим насосом на 
робочу насадку струминного насоса: 

                       РНДКПР pppLgP ΔΔΔ +++ρ= ,   (2) 
де ρ  - густина промивальної рідини; 

L  – кінцева глибина фази буріння; 
g  - прискорення вільного падіння; 

КПpΔ  - гідравлічні втрати в затрубному просторі бурильної колони; 
ДpΔ  - гідравлічні втрати на вибої свердловини; 

РНpΔ  - гідравлічні втрати на робочій насадці струминного насоса. 
Тиск змішаного потоку рідини на виході з дифузора струминного 

насоса: 
                      ДКПЗ ppLgP ΔΔ ++ρ= .    (3) 
Тиск потоку рідини, інжектованого свердловинним насосом із за-

трубного простору бурильної колони: 
                      КПі pLgP Δ+ρ= .     (4) 
Рівняння (4) не враховує гідравлічних втрат у всмоктувальній лінії, 

оскільки для прийнятої конструкції струминного насоса вони є незнач-
ними. 

З метою спрощення отриманих рівнянь введемо позначення: 
    

2
РН

2
Н

РН 2 f
K

⋅μ
ρ

= ,    (5) 

    
2
Н

2
Н

Д 2 fn
K

⋅⋅μ
ρ

= ,    (6) 
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( ) ( )2КЗ

3
КЗ

2
З

З
8

dDdD
LK
+⋅−π

⋅ρ⋅λ
= ,  (7) 

де Нμ = 0,95 - коефіцієнт втрати робочої насадки; 
РНf  - площа поперечного перерізу робочої насадки струминного на-

соса; 
Нf  - площа поперечного перерізу робочої насадки гідромоніторного 

долота; 
КЗd  - зовнішній діаметр бурильної колони. 
Коефіцієнт опору робочої насадки РНK  та робочих насадок гідро-

моніторного долота ДK  отримано за формулою Бордо, а опору каналу 
затрубного простору ЗK  – за формулою Дарсі-Вейсбаха. 

З урахуванням прийнятих позначень, а також формули для визна-
чення гідростатичного тиску систему рівнянь (2)-(4) перепишемо у ви-
гляді 

             LgQKQKQKP ρ+⋅+⋅+⋅= 2
НЗ

2
ЗД

2
РНРНР ;   (8) 

             LgQKQKP ρ+⋅+⋅= 2
НЗ

2
ЗДЗ ;    (9) 

             LgQKP ρ+⋅= 2
НЗі .      (10) 

де НРН QQ =  - витрата рідини на робочій насадці струминного насоса для 
гідравлічної схеми, описаної в роботі Султанова Б.З. [6]; 

НРН 2
1 QQ =  - витрата рідини на робочій насадці струминного насоса 

для гідравлічної схеми, зображеної на рисунку 1. 
( )іQQ += 1НЗ  - витрата рідини змішаного потоку рідини, де і – кое-

фіцієнт інжекції. 
Врахувавши вище згадані співвідношення, та підставивши рівнян-

ня (8)-(10) в рівняння (1), отримаємо: 
• для гідравлічної схеми, описаної в роботі Султанова Б.З. [6]: 

   ( )
1

2

Д

РН 11
−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⋅+= і

K
Kh ;    (11) 

• для гідравлічної схеми, зображеної на рисунку 1: 

                       ( )
1

2

Д

РН 141
−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⋅+= і

K
Kh .    (12) 

Для графічної інтерпретації записаних математичних виразів, за-
дамо вихідні дані: CHК =4; PHd =21мм, Hd =10,3мм, n =3. Підставивши ві-
домі в рівняння (11) та (12) з урахуванням (5) та (6), а також рівняння характе-
ристики струминного насоса [5], отримаємо суміщену характеристику стру-
минного насоса та гідравлічних систем з послідовним та паралельним 
з’єднанням струминних насосів, які зображено на рисунку 2. 
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Як видно з рисунку 2, характеристика струминного насоса не пере-
тинається з характеристикою гідравлічної системи для схеми, описаної 
в роботі Султанова Б.З. [6] в діапазоні позитивних значень коефіцієнта 
інжекції, це означає, що струминний насос за таких умов не може вико-
нувати свої функції, і його використання не допустиме. Але при вико-
ристанні паралельного з’єднання струминних насосів даний недолік 
усувається, що є очевидним з рисунку 2, так як характеристика стру-
минного насоса перетинається з характеристикою гідравлічної системи 
з паралельним з’єднанням двох струминних насосів (див.рис.2) в діапа-
зоні додатних значень коефіцієнта інжекції, вказуючи робочу точку да-
ної системи. З сказаного вище можна зробити висновок, що викорис-
тання паралельного з’єднання двох струминних насосів призводить до 
зниження гідравлічних втрат в системі, а саме затрат енергії на її робо-
ту, навантаження на бурові насоси, і, як наслідок, підвищення коефіціє-
нта корисної дії. 

 

 
СН – характеристика струминного насоса; 1 – для гідравлічної схеми, описаної в роботі 
Султанова Б.З. [6]; 2 – характеристика гідравлічної системи з паралельним з’єднанням 
струминних насосів  
 

Рис.2. Суміщені характеристики струминного насоса та гідравлічних систем з 
послідовним та паралельним з’єднанням струминних насосів  
 
Розроблена гідравлічна схема пристрою для буріння свердловин 

буде вельми корисна, оскільки дозволяє спільне використання з гідро-
моніторними долотами, чого не можна було сказати про більшість відо-
мих аналогах. Крім того, використання паралельного з’єднання стру-
минних насосів призводить до зниження гідравлічних втрат на робочих 
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насадках, що пов’язано з поділом робочого потоку рідини на потоки, 
число яких рівне кількості паралельно з’єднаних струминних насосів в 
розробленій гідравлічній системі. 

Слід зазначити, що кількість паралельно з’єднаних струминних на-
сосів обмежується лише поперечними габаритами пристрою (діаметром 
свердловини) та мінімальною величиною витрати робочої рідини на ви-
ході робочої насадки для забезпечення інжекції рідини з кільцевого ка-
налу свердловини. Питання оптимально кількості паралельних стру-
минних насосів в пристрої поряд з розробкою конструкції його прото-
типу буде розглянуто в подальших дослідженнях. 
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The article considers the main purpose of jet pumps in the construction 

of oil and gas wells, namely, the increase in ROP. It is noted that the main 
drawback of the existing ejection systems associated with significant hydrau-
lic losses in the working nozzle jet pump. On the basis of the analysis pro-
posed device is designed for drilling wells, which reduces the load on the 
mud pumps in use, and also provides an opportunity to work with jetting bits. 

Key words: jet pump, ejector, head ratio, flow ratio. 
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АНАЛІЗ ВІДМОВ МОРСЬКОГО ПРОТИВИКИДНОГО 
ОБЛАДНАННЯ 
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е-mail: no@nung.edu.ua 
 
В статті було проаналізовано дані, зібрані з 83 свердловини, що 

бурилися в акваторія морів глибиною від 400 до 2100 м. 
Опрацювання даної інформацію дозволяє судити про найбільш не-

надійні елементи морського противикидного обладнання, про вплив гли-
бини акваторії на надійність морського ПВО та фінансові і матеріаль-
ні втрати, що мають місце при відмовах даного обладнання . 

Ключові слова: буріння в морі, морське противикидне обладнання, 
превентори, відмови. 

 
Основними напрямками розвитку паливно-енергетичного компле-

ксу України визначаються головні завдання галузі: підвищення темпів і 
ефективності розвитку економіки на базі прискорення науково-
технічного прогресу, технічне переозброєння й реконструкція виробни-
цтва, інтенсивне використання виробничого потенціалу, удосконалю-
вання системи керування. При цьому передбачене забезпечення видобу-
тку достатньої кількості нафти, газу й газового конденсату за рахунок 
розвитку галузі шляхом введення в розробку великого числа нових наф-
тогазових родовищ. З часом родовища на суходолі майже вичерпалися, 
тому актуальним стало питання розробки нафтогазових родовищ на ко-
нтинентальному шельфі.  

Важливу роль у комплексі обладнання морських бурових устано-
вок відіграє противикидне обладнання. Воно повинно відповідати всім 
вимогам, які обумовлені техніко-технологічними і гірничо-геологіч-
ними умовами роботи у процесі спорудження свердловини, а також від-
повідати всім експлуатаційним показникам та володіти високою надій-
ністю.  

Дослідженню процесу герметизації устя свердловини присвячені 
роботи І.В. Костриби, У.К. Гоінса, Р. Шеффілда, С.Г. Бабаєва, А.А. Да-
ніеляна, В.А. Калєнтьева, О.А. Блохіна, Д.В. Римчука, В.Г. Шульги [5], 
Г.М. Гульянца [2], В.Д. Шевцова та ін.  

Аналіз опублікованих праць у даному напрямі досліджень та неда-
вні аварії на морських родовищах світу показав, що існують певні про-
блеми під час експлуатації противикидного обладнання, що використо-
вується при бурінні свердловин на морі. Тому проблема підвищення на-
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дійності противикидного обладнання є актуальною і потребує подаль-
шого розвитку. 

Метою досліджень є підвищення надійності морського противи-
кидного обладнання. 

На рис.1 наведено типову превенторну збірку, що використовуєть-
ся на свердловинах з підводним розміщенням устя. 

 
1 – гнучка муфта; 2 – універсальний превентор;3 – з’єднувач; 4 – система керування 
превенторами; 5 – гідравлічні лінії керування; 6 – плашковий зрізаючий превентор;             
7 – плашковий превентор; 8 – перевідник колонної головки 
 

Рис.1. Типова превенторна збірка 
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Під час експлуатації обладнання з ладу можуть виходити такі еле-
менти противикидного обладнання:  

- головна система керування,  
- лінії глушіння та дроселювання,  
- клапани ліній глушіння та дроселювання,  
- плашкові превентори,  
- універсальний превентор,  
- гнучкі муфти,  
- з’єднувачі.  
На рисунку 2 зображено залежність кількості відмов різних елеме-

нтів морського ПВО від глибини акваторії, де проводиться буріння. 
 

 
Рис.2. Діаграма залежності виникнення відмов елементів ПВО від глибини 

акваторії 
 

 
Рис.3. Діаграма залежності часу простою елементів ПВО від глибини акваторії 
 

З огляду на статистичні дані можемо сказати, що найчастіше від-
мовляє система керування. Це зумовлено складними умовами її роботи, 
такими як корозійне середовище морської води, хвильові навантаження, 
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гідростатичний тиск товщі води, низька температура навколишнього 
середовища. 

На рисунку 3 показано залежність часу простою, тобто часу, який 
витрачається на ремонт, монтаж та обслуговування різних елементів 
морського ПВО від глибини акваторії, де проводиться буріння. 

Також виявлено, залежність часу, що витрачається на усунення 
відмов від глибини акваторії, де проводиться буріння. Звідси бачимо, 
що чим більша глибина акваторії, тим більше часу витрачається на ре-
монт, монтаж та обслуговування обладнання. 

Також побудовано графік залежності часу простою всього ком-
плексу бурового обладнання від глибини акваторії, де проводиться бу-
ріння (рис.4). 
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Рис.4. Графік залежності втраченого часу, який йде на усунення відмов 

противикидного обладнання, від глибини акваторії, де проводиться буріння 
 
Аналіз відмов морського ПВО дає можливість судити про 

найбільш вірогідні відмови, що можуть мати місце при експлуатації 
противикидного обладнання в морі, та оцінити втрати часу та грошей, 
що будуть витрачені на усунення неполадок, що, в свою чергу, дасть 
змогу більш ефективно експлуатувати, ремонтувати та обслуговувати 
даний вид обладнання. 
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The article analyzed data collected from 83 wells that drilled in the wa-

ters of the seas of 400 to 2100 m depth. Working up this information allows 
to judge about the most unreliable elements of the sea BOP, the impact of 
deep waters on the reliability of blowout equipment and financial and mate-
rial coasts that occur in the case failure of the equipment. 
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На основі результатів аналізу технологічних процесів управління 

резервуарними парками визначено технологічні параметри для розраху-
нку об’єму і маси рідких вуглеводнів. Запропоновано функціональні, ал-
горитмічні і програмні рішення для реалізації системи управління резе-
рвуарними парками на базі апаратно-програмних засобів Simatic S7. 

Особливістю реалізації запропонованої системи є новітня елеме-
нтна і програмна база (PLC Simatic S7-1200, SCADA WinCC), а також 
можливість дистанційного моніторингу і управління територіально 
розподіленими об’єктами через WEB-iнтерфейс. 

Ключові слова: технологічні параметри, система управління, 
апаратно-програмні засоби Simatic S7, PLC, SCADA. 

 
Резервуарні парки вуглеводнів є складними розподіленими техно-

логічними об’єктами. При вирішенні задач автоматизації таких об’єктів, 
окрім стандартних підходів і процедур необхідно вирішувати ряд дода-
ткових задач, що пов’язано з територіальною розподіленістю об’єктів 
управління, наявністю вибухонебезпечних зон різного рівня, а також 
високих вимог до метрології вимірювальних каналів, надійності і три-
валого терміну експлуатації промислового обладнання. 

Досвід експлуатації резервуарних парків вуглеводнів свідчить про 
необхідність застосування при побудові систем управління такими 
об’єктами сучасних серійних з високими техніко-економічними показ-
никами апаратно-програмних засобів з тривалим циклом експлуатації і 
підтримкою виробника. Крім того, такі системи управління повинні від-
повідати міжнародним сертифікатам з якості і безпеки, забезпечувати 
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комунікацію через сучасні промислові шини (PROFIBUS, Indusаtrial 
Ethernet, Foundation Fielbus, IWLAL, інш.), а також передбачати можли-
вість розширення шляхом модернізації та застосування нових компоне-
нтів. 

Проведений аналіз та досвід проектно-конструкторських робіт по-
казав, що одними з найбільш оптимальних за вищеперерахованими кри-
теріями є апаратно-програмні засоби Simatic S7 концерну «Siemens». 

На кафедрі «Комп’ютерних технологій в системах управління та 
автоматики» Івано-Франківського національного технічного університе-
ту нафти і газу тривалий час функціонує лабораторія «Промислових ко-
нтролерів Simatic S7 концерну «Siemens»», що є основою для виконання 
проектів систем управління, проведення довготривалих випробувань і 
досліджень архітектур, компонентів, вимірювальних каналів та інтелек-
туальних первинних перетворювачів фізичних величин [1]. 

Нижче наведено результати проектних та дослідних робіт з органі-
зація апаратно-програмних засобів автоматизованих систем управління 
резервуарними парками рідких вуглеводнів, що виконані для ВАТ «На-
фтохімік Прикарпаття» [2,3]. 

Призначення системи і технічні характеристики 
Система призначена для вимірювання рівня, температури, витра-

ти, об’єму та маси рідких вуглеводнів в резервуарах, управління вико-
навчими механізмами (клапани, насоси та ін.), а також підтримує елект-
ронну реєстрацію технологічних параметрів, аварійну сигналізацію та 
документообіг товарних операцій. 

Технічні характеристики: 
- апаратно-програмні засоби концерну Simatic S7 «Siemens»; 
- технологічні вимірювання (рівень до 20 м, температура, витрата, 

об’єм, маса); 
- комунікації (PROFIBUS, Industrial Ethernet, GSM, HART, WEB-

інтерфейс). 
- кількість точок контролю та управління (до 256000); 
- можливість розгортання складних клієнт-серверних конфігурацій. 

Склад системи: 
- давачі технологічних параметрів; 
- програмований логічний контролер PLC (Simatic S7-300, Simatic S7-

1200); 
- верхній рівень на базі SCADA WinCC «Siemens». 

Верхній рівень на базі SCADA WinCC містить: 
- стартове вікно; 
- функціональну схему резервуарного парку; 
- рівень групи резервуарів; 
- рівень окремого об’єкту моніторингу та управління. 

Стартове вікно (рис.1) включає заставку системи з можливістю 
переходу на наступний рівень. 
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Рис.1. Стартове вікно проекту в SCADA WinCC 
 

 
Рис.2. Функціональна схема резервуарного парку 
 

Функціональна схема резервуарного парку №1 рідких вуглеводнів 
ВАТ «Нафтохімік Прикарпаття» (рис.2) включає схему розташування 
груп резервуарів з їх номерами, позначених відповідним кольором в за-
лежності від виду нафтопродукту. 
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Деталізована функціональна схема окремої групи резервуарів 
(рис.3) уможливлює моніторинг технологічних параметрів (температу-
ра, висота, маса продукту) окремих об’єктів управління. 

 
Рис.3. Мнемосхема групи резервуарів з можливістю моніторингу основних 

технологічних параметрів 
 

 
Рис.4. Рівень окремого об’єкту моніторингу та управління 
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Рівень окремого об’єкта моніторингу та управління (рис.4) вклю-
чає відображення основних технологічних показників (температури, рі-
вня, об’єму, маси), а також інструменти для архівування технологічних 
параметрів і виведення аварійних повідомлень. 

Система може застосовуватись в режимі інформаційно-вимірю-
вальної, або бути розширеною до інформаційно-управляючої системи 
на підприємствах нафтогазовидобувної і-переробної галузей, підприєм-
ствах з транспортування і зберігання нафти та нафтопродуктів, автоза-
правних станціях, харчовій промисловості. 

Особливістю системи є можливість дистанційного моніторингу і 
управління територіально розподіленими об’єктами через WEB-
інтерфейс. 
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Through the analysis of processes of reservoir parks defined process 
parameters to calculate the volume and mass of liquid hydrocarbons. A func-
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tional, algorithmic and software solutions for implementing the system of 
tank parks based on hardware and software Simatic S7. 

The peculiarity of the proposed system is the newest element and soft-
ware base (PLC Simatic S7-1200, SCADA WinCC), and the possibility of re-
mote monitoring and management of geographically distributed objects via 
WEB-interface. 

Key words: technological parameters, control system, hardware and 
software Simatic S7, PLC, SCADA. 
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Наведено особливості функціональної структури сучасних 

комп’ютеризованих тренажерних комплексів, обґрунтовано важли-
вість їх розробки і впровадження у навчальний процес студентів 
технічних спеціальностей  

Ключові слова: тренажер, модель, оператор, інтерфейс, техно-
логія, об’єкт управління 

 
Сучасний стан розвитку освіти і науки характеризується масштаб-

ним використанням Інтернет-технологій, електронних бібліотек, навча-
льно-методичних мультимедійних матеріалів, віртуальних навчальних 
лабораторій та спеціалізованих промислових тренажерних комплексів 

Можливість імітувати складні технологічні комплекси для підго-
товки і підвищення кваліфікації фахівців у різних галузях господарської 
діяльності з’явилася завдяки стрімкому розвитку комп’ютерних техно-
логій [1]. 

Більш повне і точне визначення поняття тренажер наводиться в [2]. 
Хоча дане визначення стосується до тренажерів електричних станцій та 
мереж, його можна подати в більш загальному вигляді: тренажер – це 
високоорганізований імітаційний технічний засіб професійної підготов-
ки персоналу, що є спеціалізованим дидактичним комплексом технічних 
і програмних засобів, який із заданою точністю реалізує інтерфейсні та 
математичні моделі технічної та фізичної сутності ергатичної системи 
«технічний об’єкт – середовище – оператор», а також всі необхідні ін-
формаційно-ергономічні взаємозв’язки у цій системі, і призначений для 
формування та вдосконалення в операторів професійних навичок та 
вмінь, необхідних їм для управління об’єктом в штатних, нештатних та 
аварійних ситуаціях шляхом багаторазового виконання операторами 
дій, властивих управлінню реальним об’єктом. 

Одночасно існують визначення спеціалізованого та комп’ютерного 
тренажерів: “спеціалізований (локальний) тренажер – це тренажер, в 
якому реалізовані інтерфейсні та математичні моделі певного агрегату 
чи певної ділянки технологічного процесу; призначений для формуван-
ня та вдосконалення в операторів навичок і вмінь управління конкрет-
ними об’єктами” [2], “комп’ютерний тренажер – тренажер, в складі яко-
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го як модель об’єкта управління, так і робочі місця операторів та ін-
структора реалізуються на базі комп’ютерних засобів” [3]. 

Повноцінний комп’ютерний тренажерний комплекс повинен скла-
датися з таких основних структурних елементів: 

- робоче місце оператора; 
- робоче місце інструктора; 
- система навчання; 
- модель об’єкта управління; 
- модель АСУ технологічним процесом; 
- система тестування та перевірки знань та навичок операторів; 
- блок інформаційної підтримки оператора. 
Робочі місця оператора та інструктора включають в себе 

комп’ютер (чи мережу комп’ютерів) з відповідними програмами-
тренажерами, а також принтер для роздрукування відповідних протоко-
лів та результатів роботи операторів з комп’ютерним тренажером. 

Система навчання повинна складатися з набору анімаційних, зву-
кових файлів та навчально-методичних посібників для вивчення режи-
мів роботи та будови об’єкта управління. 

Модель об’єкта управління (ОУ) – імітаційна модель ОУ, яка з де-
яким ступенем наближення описує технологічний процес чи об’єкт 
управління.  

Модель АСУТП – по суті, адекватна інформаційна модель прото-
типу об’єкта управління, що включає в себе штатний інтерфейс, засоби 
управління та базу даних. 

Система тестування та оцінювання знань та навичок операторів – 
це набори тестів для перевірки знань та поточного фізичного та психіч-
ного стану операторів, а також засоби протоколювання дій операторів 
та їх автоматичної оцінки. Сюди також входять засоби контролю, які 
дозволяють інструкторові стежити за процесом навчання, аналізувати 
причини помилок оператора і давати відповідні вказівки та рекоменда-
ції. Засоби контролю включають: 

- систему протоколювання дій оператора, його помилок і повідом-
лень аварійної і попереджувальної сигналізації; систему стеження за 
змінами параметрів об’єкта з можливістю подання цих змін у вигляді 
графіків залежностей параметрів від часу; 

- програму автоматичної оцінки дій оператора; 
- пульт інструктора для спостереження за ходом тренування і введен-

ня збурень для імітації аварійних ситуацій. 
Блок інформаційної підтримки оператора повинен містити інтерак-

тивну контекстну довідку, систему підказок та діагностичних повідом-
лень. 

Тренажерні комплекси можна порівнювати за багатьма ознаками, 
але найбільш вагомими є наступні: 

- об’єктивність: відповідність міжнародним вимогам; 
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- унікальність: відсутність аналогічних комплексів; 
- універсальність: можливість використання комплексу як для на-

вчання студентів, так і для підвищення кваліфікації, перепідготовки і 
перевірки компетентності і атестації фахівців; 

- достовірність: глибина і правильність моделювання, наочність і ре-
алістичність відтворення всіх функцій і вимірів контрольованих параме-
трів, імітація типових несправностей і аварійної роботи; 

- варіативність: можливість роботи з ручним і автоматичним управ-
лінням; 

- гнучкість: можливість налаштування для використання в групових, 
так і індивідуальних заняттях; 

- наявність зв’язку з реальним об’єктом: можливість отримання тех-
нологічних даних безпосередньо з робочого агрегату чи об’єкта; 

- масштабованість: можливість нарощення бази нових навчально-
тренувальних та контрольних завдань. 

Розробка систем подібного класу є складною багатоетапною зада-
чею. Вирішення поставленої задачі дозволить впровадити тренажери у 
навчальний процес підготовки майбутніх інженерів. 
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Наводиться аналіз сучасного стану інформаційних технологій і 

систем в індустрії туризму та готельного бізнесу на прикладі системи 
Fidelio Front Office компанії «Micros - Fidelio», глобальних дис-
триб’ютерних систем резервування Amadeus, Galileo, Sabre і Worldspan 
і ін., а також програм бронювання і управління різними службами го-
тельного господарства для визначення перспективних напрямків їх за-
стосування в Україні та розробки рекомендацій менеджменту туризму 
на основі використання інформаційних технологій і систем.  

Ключові слова: інформаційні технології, туризм, готельний біз-
нес, управління, бронювання.  
 

Вступ. Туризм є однією з найбільш високоприбуткових і найбільш 
динамічних галузей світової економіки і здійснює вплив на такі ключові 
сектори економіки, як транспорт і зв’язок, торгівля, будівництво, сіль-
ське господарство, виробництво товарів народного споживання і ін.  

Останнє десятиліття ознаменувалося стійкою тенденцією до роз-
витку інформатизації процесів управління підприємствами туристичної 
галузі. Глобалізація є перспективним напрямом в індустрії міжнародно-
го туризму, оскільки забезпечує туристичним суб’єктам швидку оброб-
ку та передачу інформації, дає повну і точну довідку стосовно готелів, 
залізниць, авіакомпаній цілого світу. Глобальні системи бронювання 
(Global Distribution System – GDS) відіграють першо-чергову роль в ав-
томатизації цих процесів. В зв’язку з цим, процес впровадження GDS в 
діяльність туристичних підприємств України є важливим завданням 
держави на сучасному етапі розвитку. 

Мета статті – на основі аналізу сучасного стану глобальних 
комп’ютерних систем резервування визначити переваги найбільш роз-
повсюджених системи для ринку України. 

Успішний розвиток туризму завдячує значним досягненням техні-
чного прогресу в галузі інформаційних технологій, які з кінця XX сто-
ліття завоювали свої позиції, докорінно змінивши в індустрії туризму 
процедуру формування, просування та реалізації туристичних послуг. 
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Про зростання рівня застосування інформаційних технологій гово-
рить той факт, що туризм входить до п’ятірки (а за деякими даними вже 
до трійки) галузей з найбільшою часткою реалізації товарів і послуг че-
рез Інтернет [1].  

Системи інформаційних технологій, що використовуються в тури-
змі, складаються, як правило, з комп’ютерної системи бронювання, сис-
теми проведення телеконференцій, відеосистем, комп’ютерів, інформа-
ційних систем управління, електронних інформаційних систем авіалі-
ній, електронної пересилки грошей, телефонних мереж і ін. При цьому 
необхідно відзначити, що такі системи розгортаються не окремими ту-
ристичними агентствами, готелями чи авіакомпаніями, а всіма ними. 
Таке використання кожним сегментом туризму інформаційних систем 
та технологій має велике значення для всіх решти її складових.   

Широке застосування електронної техніки та автоматизації проце-
сів надання послуг призвело до створення національних і міжнародних 
систем бронювання, мультимедійних каталогів туристичних подорожей 
з різних напрямів, електронних баз даних з нормативно-правових актів, 
систем взаєморозрахунків і інших сучасних досягнень в галузі інформа-
ційних технологій, що дозволило помітно покращити якість наданих 
туристичних послуг, знизити їх собівартість, скоротити витрати турис-
тів на самостійний пошук і придбання необхідного пакету послуг. 

Таким чином, можна констатувати, що туризм сьогодні – це гло-
бальний комп’ютеризований бізнес, в якому беруть участь найбільші 
авіакомпанії, готельні мережі і туристичні корпорації всього світу. Він 
стає гнучким, індивідуальним і більш привабливим та доступним для 
споживача. 

Створення розвиненої індустрії туризму має важливе значення для 
економіки України і є одним з ефективних напрямів її структурної пе-
ребудови. Стихійний український ринок туристичних послуг, що склав-
ся останніми роками, через відсутність координуючого органу знахо-
диться в кризовому стані, а українські об’єкти, не дивлячись на величе-
зний рекреаційний потенціал країни, до цих пір не включені в постійні 
міжнародні туристичні маршрути. Одна з причин подібного протиріччя 
криється у відсутності надійної і достовірної інформації про стан ринку 
і звичного для західного клієнта сервісу, який базується на широких 
можливостях, що забезпечуються сучасними засобами зв’язку. Особли-
вості реалізації туристичного продукту не дозволяють говорити про по-
вноцінний ринок без відповідного інформаційного забезпечення. 

Українські туристичні фірми і органи з управління туризмом, 
вступаючи на міжнародний ринок, стикаються в своїй діяльності з про-
блемами освоєння нових інформаційних технологій, які є необхідною 
умовою міжнародної інтеграції і сучасної концепції туристичного бізне-
су як інформаційно-насиченої сфери. Плануванню розвитку туризму в 
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регіонах України перешкоджає відсутність статистики та інформації про 
основні туристичні ресурси.  

У зв’язку з цим проведення аналізу сучасного стану інформацій-
них технологій і систем в туризмі для визначення перспективних на-
прямків їх застосування та розробки рекомендацій менеджменту туриз-
му на основі використання інформаційних технологій і систем є актуа-
льною задачею і визначає мету даної статті.    

Сьогодні більшість українських туристичних компаній вже має 
доступ практично до всіх перерахованих вище можливостей, що нада-
ються як вітчизняними, так і зарубіжними розробниками інформаційних 
систем в туризмі. В той же час, різноманітність програмних продуктів 
та інформаційних систем, що з’явилися останнім часом на українському 
туристичному ринку, неоднозначність або відсутність повної інформації 
про їх функціональні можливості та характеристики, а також брак кош-
тів для фінансування проектів з впровадження в туристичних компаніях 
інформаційних систем з автоматизації туристичних послуг та інші 
об’єктивні причини, призводять до того, що у керівництва туристичних 
фірм нерідко виникають проблеми, пов’язані з пошуком, оцінкою та 
відбором необхідної інформації з інформаційних технологій і систем, 
запланованим до впровадження, а також пошуком та проведенням пере-
говорів з їх постачальниками.    

Індустрія готельного бізнесу є невід’ємною складовою туризму і 
зараз вже важко собі уявити, як могли функціонувати готелі, санаторії, 
мотелі, туристичні фірми і інші компанії без систем комп’ютерного за-
безпечення. Сьогодні ці системи поширені і добре скоординовані та 
мають високу економічну ефективність використання. Комп’ютерні си-
стеми централізованого управління готельним комплексом дозволяють 
координувати роботу навіть великого готелю без особливих витрат часу 
і ресурсів. Незважаючи на значну кількість та різноманітність комплек-
сних систем автоматизації готельних господарств, основні принципи 
побудови подібних систем досить схожі – усі системи є інтегрованими 
пакетами програм, що автоматизують діяльність основних служб готе-
лю: управління номерним фондом, адміністративною, комерційною, ін-
женерною службами та службою громадського харчування [2].  

Нині існує декілька професійних розробок, які заслуговують на 
увагу при виборі автоматизованої системи управління готелем. 

Проаналізуємо основні комп’ютерні системи забезпечення готель-
них мереж, які використовуються в найбільших готельних мережах сві-
ту і України. 

Найбільш поширеним універсальним продуктом є комплекс най-
більшої у світі компанії «Micros-Fidelio», що спеціалізується на ство-
ренні систем управління для готелів і ресторанів упродовж 20 років. Та-
ка система встановлена на підприємствах більше 100 найбільших готе-
льних мереж (Sheraton, Hilton, Marriott, Kempinsky, Hyatt та ін.) [3]. 
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Система Fidelio Front Office (FFO) допомагає автоматизувати ос-
новні етапи роботи готелю: від комп’ютерного бронювання номерів, ре-
єстрації, розміщення і виписки гостей до управління номерним фондом, 
ведення бухгалтерії і фінансів. До переваг FFO слід віднести: легкість в 
експлуатації, обумовлену досить простою логікою побудови системи і 
зручністю інтерфейсу, високий рівень безпеки, забезпечений строгим 
розмежуванням доступу користувачів, гнучкість налаштування. Систе-
ма FFO може успішно використовуватися як в готелях, що належать до 
готельних мереж, так і в незалежних готелях і пансіонатах з абсолютно 
різною технологією роботи [2].  

Серед комп’ютерних технологій у всьому світі значного поширен-
ня отримали комп’ютерні системи бронювання готельних послуг. Впе-
рше поняття «Комп’ютерна Система Бронювання» (КСБ) з’явилося в 
Європі і США в 60-х роках ХХ століття, а перші КСБ були створені 
окремими авіакомпаніями і призначалися виключно для обслуговування 
потреб власних туристичних агентів. Оскільки авіакомпанії з часом пе-
рестали справлятися з обслуговуванням зростаючого потоку пасажирів, 
останнє призвело до необхідності автоматизації подібного роду діяль-
ності. В подальшому авіакомпанії об’єднали свої зусилля щодо розроб-
ки і просування КСБ на ринку. Результатом цієї інтеграції стало виник-
нення чотирьох, так званих, глобальних систем резервування (Global 
Distribution System – GDS). GDS є інформаційною системою, яка пропо-
нує розподільні мережі для усієї туристичної торгівлі [3]. 

Оскільки КСБ створені для задоволення потреб туристичних фірм, 
їх основні задачі полягають в тому, щоб: 

• пропонувати постачальникам (провайдерам) туристичних послуг 
(авіаперевезення, прокат автомобілів, готелі, туристичні оператори, за-
лізниця та ін.) надійну і ефективну загальносвітову мережу збуту, яка 
надає їм доступ до найбільшої у світі бази клієнтури, що належить ту-
ристичним агентствам і комерційним бюро авіакомпаній; 

• пропонувати абонентам (туристичним агентствам) потужний ін-
струмент управління і маркетингу, що дозволяє їм бути конкурентосп-
роможними і прибутковими, мати доступ як до місцевих, так і міжнаро-
дних провайдерів, забезпечувати управління діяльністю і вести фінан-
совий облік роботи фірми; 

• пропонувати авіакомпаніям можливість використання системи в 
їх комерційних бюро таким чином, що і авіакомпанії і туристичні агент-
ства можуть працювати через одну і ту ж систему; 

• забезпечувати глобальне обслуговування за допомогою техніч-
них зв’язків і союзів з іншими системами. 

Сьогодні існує безліч комп’ютерних програм, що дозволяють по-
ширювати туристичні послуги з використанням КСБ [4]. 
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КСБ постачають туристичним агентствам спеціальні пакети, вклю-
чаючи ці програми і, звичайно ж, спеціальне устаткування для здійс-
нення діяльності. Зрозуміло, що всі операції з резервування здійсню-
ються туристичними агентствами за допомогою зв’язку з певними стру-
ктурами, зайнятими в цій сфері. Набір устаткування і засобів зв’язку за-
лежить від вибраного туристичним агентством типу підключення до си-
стеми: 

• підключення виділеним каналом зв’язку (прямий дріт або не ко-
мутований канал зв’язку) – пряме підключення; 

• підключення з набором телефонного номера (комутований канал 
зв’язку) – телефонне підключення; 

• підключення через мережу Іnternet. 
Функції агентства при самостійному бронюванні клієнтами через 

Іnternet полягають в перевірці коректності виконаних бронювань, опти-
мізації вибраних маршрутів, виписці і доставці авіаквитків. 

Отже, кожна КСБ створює свої власні комп’ютерні програми, які 
виконують наступні функції: 

• дозволяють проводити пошук оптимальних цінових варіантів ту-
ристичних послуг; 

• дозволяють працювати за різними тарифами, у тому числі, за 
конфіденційними; 

• дозволяють туристичному агентству автоматично роздруковува-
ти на принтері квитки, призначені для ручної виписки, використовуючи 
дані про бронювання; 

• дозволяють туристичним агентствам використовувати програму 
автоматичного складання звітів; 

• дозволяють вести різні види статистики; 
• надають доступ до великої довідкової системи оперативної інфо-

рмації; 
• дозволяють контролювати усі операції за взаєморозрахунками з 

клієнтами і постачальниками; 
• дозволяють створювати на Web-сайті туристичного агентства си-

стему бронювання туристичних послуг для корпоративних і приватних 
клієнтів. Таким чином, відвідувач Web-сайту отримує можливість само-
стійного вибору авіарейсів і готелів і їх подальшого бронювання. 

Найбільшими комп’ютерними системами бронювання на міжна-
родному ринку туризму є системи Amadeus, Galileo, Sabre і Worldspan. 
Разом ці системи налічують близько 500 тис. терміналів, встановлених в 
готелях по всьому світу, що складає 90% ринку, невипадково їх назива-
ють “золотою четвіркою”. 10% займають регіональні системи броню-
вання і системи, які знаходяться на стадії злиття з однією з вищевказа-
них систем [4].  
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Кожна GDS, хоча і є глобальною, має свою сферу поширення. Для 
Amadeus – це, передусім, Європа. Система Galileo використовується в 
116 країнах світу, більш ніж 45 тисячами агентств, через які можливий 
доступ до інформації про ресурси. Вона має поширення в США і таких 
європейських країнах, як Великобританія, Італія, Греція, країни Бені-
люкса, Швейцарія, Португалія. Загалом доля цієї системи на ринку Єв-
ропи складає 29,8% (друге місце). Менше охоплення мають системи 
Sabre і Worldspan [5]. 

Для таких готелів, що входять в готельні мережі, як Inter-
Continental, Radisson і інші, робота з GDS виконується централізовано і 
є невід’ємною частиною маркетингової стратегії готельної мережі в ці-
лому. 

Представлення готелю у будь-якій GDS обов’язково повинно 
включати наступні позиції: загальний опис, опис номерного фонду, 
опис тарифів, ціни, інформацію про наявність місць. 

З розглянутих систем бронювання лишень глобальна система 
Amadeus активно виходить на український ринок туристичних послуг, 
але використовується невеликою кількістю туристичних фірм України. 
Вона складається з програмних продуктів, призначених для “авіа”, “ав-
то”, “готелю”, “сервісу” [6].  

Основними перевагами глобальної системи Amadeus виступають: 
заощадження часу завдяки можливості отримання усієї туристичної, 
клієнтської і агентської інформації; нова інформація поступає кожну 
годину в режимі on-line; зростаюча продуктивність дозволяє робити ін-
формацію доступною; економія витрат за рахунок стабільної роботи і 
негайних підтверджень; контроль інтегрованої системи задовольняє усі 
потреби агентства; підвищення прибутків завдяки широкому діапазону 
можливостей, які забезпечують задоволення усього спектру замовлень 
клієнта. 

Незважаючи на велику кількість переваг системи Amadeus, вико-
ристання інших систем в Україні в майбутньому мало б такі позитивні 
результати: 

• застосування системи Sabre в туристичних фірмах України до-
зволило б впровадити систему з доступом до широкого спектру турис-
тичних послуг, здійснювати продаж туристичних продуктів, дистрибу-
цію і розробку технологічних рішень для туристичної сфери України; 

• система Worldspan не вимагала б виконання чітко вказаних 
об’ємів бронювання, оскільки це досить демократична система;  

• система Galileo забезпечила б туристичні підприємства Windows-
версією системи бронювання, а програма Premier дозволила б агентст-
вам повністю автоматизувати роботу з обслуговування клієнтів [7].  

В той же час широке запровадження комп’ютерних систем броню-
вання в Україні стримується наступними чинниками: 
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• недостатністю фінансових ресурсів для плати за підключення до 
GDS і установку необхідного програмного забезпечення; 

• низьким рівнем підготовки менеджерів з інформаційних техно-
логій; 

• відсутністю інформування туристичних фірм відносно необхід-
ності впровадження глобальних комп’ютерних систем бронювання; 

• інформаційною небезпекою при широкому використанні Іnternet-
технологій: комерційною (шахрайство і несанкціонований доступ); тех-
нічною (комп’ютерні віруси і атаки «хакерів»). Незважаючи на застосу-
вання спеціальних програмних і апаратних засобів захисту, обмеження 
інформації, що передається з публічних каналів зв’язку, використання 
різних методів адміністративного контролю, проблема інформаційної 
безпеки залишається і повинна вирішуватися в масштабах усієї країни. 
Потрібні закони, органи контролю і пряма державна підтримка вітчиз-
няних виробників засобами забезпечення безпеки; 

• відсутністю єдиних стандартів із застосування Іnternet і інших 
інформаційних технологій. 

Таким чином, провідним постачальником новітніх рішень в галузі 
бронювання для світової індустрії туризму виступає GDS «Amadeus». 
Поширення системи Amadeus і впровадження систем Galileo, Sabre, 
Worldspan в туристичну галузь України дозволить підприємствам істот-
но скоротити час на обслуговування клієнтів, забезпечити бронювання в 
режимі on-line, знизити собівартість послуг, оптимізувати формування 
маршруту туристів і підвищити якість туристичних послуг. 

Зупинимося більш детально на функціях постачальника послуг – 
Провайдерах в GDS.   

Провайдерами готельних послуг в GDS зазвичай виступають 
штаб-квартири великих готельних мереж (Radisson, Marriott, Inter – 
Continental та ін.), а також фірми, що спеціалізуються на такій діяльності.  

Окремі готелі не займаються представленням себе в GDS само-
стійно через високу вартість необхідного технічного оснащення. Таким 
чином, існує два шляхи представити свій готель в GDS – вступ в готе-
льну мережу (з усіма наслідками, що випливають з цього, пов’язаними 
зі змінами в принципах управління або навіть формі власності) або 
укладення контракту із спеціалізованою компанією-провайдером [5]. 

Щоб виправити ситуацію, яка склалася, потрібна спільна робота 
готелів і провайдерів, оскільки можливості для маневру останніх обме-
жені рамками договору з готелем. Загально світова тенденція розвитку 
провайдерів – надання готелям пакету послуг, пов’язаних з просуванням 
на різних ринках продажів (прямі продажі, маркетингові акції, через ка-
талоги, через Internet, через регіональні КСБ і ін.) з акцентом на дистри-
буцію за допомогою глобальних КСБ. 
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Безперечним лідером у сфері комп’ютерного бронювання є мере-
жа Internet. Саме тому готелі створюють власні Internet-сервери, через 
які і здійснюється доступ до інформації і бронювання в GDS. Це дозво-
ляє потенційним клієнтам з різних країн світу: діловим туристам, відпо-
чиваючим, іноземним гостям – усім, хто має можливість виходу в 
Internet, використовувати свої персональні комп’ютери, щоб заздалегідь 
уявляти, куди він їде, чим він зможе розраховуватися в цьому готелі. 
Оскільки це стає все більш і більш популярним, готелі роблять свої 
Web-сайти все більш і більш дружніми з інтуїтивно-зрозумілим для ко-
ристувача інтерфейсом. Іноді такі готелі припускаються серйозної по-
милки, забуваючи про те, що Web-сайт – візитна картка готелю в 
Internet – і не приділять належної уваги його дизайну та підтримці Web-
сайту в робочому стані цілодобово, що впливає на імідж готелю.    

При бронюванні номерів у готелях відвідувачеві Web-сайту – по-
тенційному клієнтові надається загальна інформація про готель, фото-
графії номерів різних категорій, опис додаткових послуг (харчування, 
конференц-зал, сауна, спортивно-оздоровчий комплекс), а також список 
розташованих у безпосередній близькості від готелю місць культури і 
відпочинку. 

Для цього використовуються спеціальні програми бронювання. 
Так, одна із найбільш успішних програм – програма Horse – 21 (абревіа-
тура назви Hotel Reservation Service, що належить голландській компанії 
Hors BV) має базу даних, яка містить інформацію про більш ніж 240 ти-
сяч готелів. Вона має наступні переваги серед інших аналогічних про-
грам: реальний on-line (підтвердження броні впродовж декількох се-
кунд); централізована система отримання комісійних; унікальна база 
цих готелів; можлива робота без абонентської плати, сегментних норм, 
депозитів; простота використання – не вимагає навчання, спеціального 
програмного забезпечення, устаткування. 

Окрім систем комп’ютерного бронювання послуг в готельному бі-
знесі, широко використовуються програми для забезпечення управління 
різними службами готелю. 

Так, система Lodging Touch американської компанії MAI Hospita-
lity, однієї з лідерів в розробці програм для готельної індустрії, є інтег-
рованим пакетом програм, що автоматизує різні відділи готелю: портьє, 
ресторанної служби, відділу продаж, організацій банкетів. Вона може 
бути об’єднана з такими периферійними системами, як бухгалтерські 
програми, системи оптимізації прибутку готелю, платне телебачення, 
системи телефонії, контролю доступу в номери та ін. 

Програма Lodging Touch – Портьє виконує функції бронювання 
номерів, заселення і виписку гостей, нарахування платежів і процедуру 
нічного аудиту. Тут можна проглянути звіт за станом готелю, отримати 
різну довідкову інформацію (гостьові картки, паспортні дані). 
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До інших програмних модулів системи належить блок управління 
тарифами, блок управління номерним фондом (для складання графіку 
прибирання номерів і роботи покоївок). Варто відмітити наявність в си-
стемі Lodging Touch програмного блоку роботи з туристичними агентс-
твами, що дозволяє виконувати оформлення заявок від агентств, розра-
хунок комісійних, визначення знижок і спеціальних пропозицій, пере-
гляд статистики [10]. 

Система Nimeta порівняно новий продукт, призначений для малих 
і середніх готелів. Робота системи Nimeta надає можливість оренди і ви-
користання системи управління за допомогою Internet-технологій. Ця 
технологія полягає в тому, що дані про готель і, власне сама програма 
системи управління готелем, знаходяться поза готелем на спеціально 
відведеному сервері. Такий сервер знаходиться в обладнаному сервіс - 
центрі Internet-провайдера. Таким чином, для підключення і викорис-
тання системи Nimeta досить просто мати комп’ютер і вихід в Internet.  

Комплекс програмних продуктів epitome Enterprise розроблений 
корпорацією HIS (США), – одним зі світових лідерів в області інформа-
ційних технологій для готельної індустрії. Інформаційні рішення HIS 
забезпечують функціонування багатьох всесвітньо відомих готелів і го-
тельних мереж. Клієнтами компанії є понад 4000 готелів різного рівня в 
83 країнах світу. 

Використання вказаних систем дозволяє обмінюватися управлін-
ською і фінансовою інформацією, автоматизувати процес виконання 
щоденним завданням персоналу і керівництва готелю. При цьому дося-
гається взаємозв’язок між різними службами готелю, що значною мірою 
підвищує ефективність і дає змогу позбутися помилок. Разом з цим, ке-
рівництво готелю отримує потужний інструмент контролю за станом 
готелю і фінансовими потоками, а можливості зловживань персоналом 
готелю скорочуються до мінімуму. 

Розглянуті можливості Internet для готелів не обмежуються лише 
роботою з GDS. Основними перевагами для готелю є широке охоплення 
аудиторії (більше 100 млн. чоловік у світі) і невисокі накладні витрати, 
в порівнянні з GDS. Отже, Internet – реальний конкурент КСБ, оскільки 
робота через Internet може виконуватися на будь-яких серверах, будь-
яку кількістю разів, будь-якою приватною особою, що прагне заощади-
ти на готелі, тоді як з GDS працюють тільки професіонали. А перевага 
GDS полягає в тому, що будь-який готель, завантаживши інформацію 
про себе, може бути упевнений, що цю інформацію побачить кожен ту-
ристичний агент, а для розміщення даних про готель в Internet потрібна 
клопітка робота з занесення їх в різні пошукові системи, довідники і ка-
талоги. 

У нас в країні впровадження комп’ютерних систем управління го-
телями (Property Management System/PMS) на основі західних техноло-
гій почалося з появою висококласних готелів, багато з яких працюють 



ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

318 

відповідно до корпоративних правил, що диктують «відданість» тій або 
іншій системі. 

Найбільш поширена система обслуговування в нашій країні – сис-
тема Fidelio, вона повністю русифікована і адаптована для російського 
та українського ринків. Як правило, вона встановлюється готелями спі-
льно з популярним розрахунково-касовим комплексом Micros. Додатко-
во можуть встановлюватися програма автоматизації фінансово-госпо-
дарської діяльності, програма організації відділу продажів і маркетингу, 
програма головного інженера. Усі програми працюють як єдина інтег-
рована система в операційному середовищі DOS. 

Окрім очевидних переваг, які дає використання інформаційних 
технологій, в готельному бізнесі України виникає безліч проблем, обу-
мовлених вимогами, що висуваються до умов експлуатації і грамотного 
їх застосування, а також слабким розвитком українського ринку інфор-
маційних технологій. 

Основною проблемою при установці програмного забезпечення, 
окрім технічних питань, є комп’ютерна неграмотність і недостатня ква-
ліфікованість персоналу. Переважна кількість працівників готелів має 
гуманітарну освіту, що викликає певні труднощі при  роботі з комп’ю-
тером і Internet. Перенавчання співробітників або найманих працівників 
вимагають додаткових фінансових коштів. Далеко не усі готельні під-
приємства можуть дозволити собі утримувати в штаті ІТ – спеціалістів. 
Часто буває так, що програмне забезпечення зарубіжних виробників не 
адаптоване для Українського ринку. 

Перешкодою до розвитку систем on-line продаж є незначна кіль-
кість користувачів Internet, низький рівень життя населення, низький 
ступінь розвитку платіжних систем, механізмів оплати за банківськими 
чеками і кредитними картками. І, попри те, що інструменти безготівко-
вої оплати для приватних осіб активно розвиваються, туристичні 
Internet-компанії не поспішають впроваджувати платіжні технології то-
му, що доки ще існує певна частка ризику понести невиправдано високі 
витрати: зокрема, кредитні картки має в розпорядженні досі невеликий 
відсоток українських туристів. Крім того, українські туристи вважають 
за краще заплатити “живому” менеджерові, а не віртуальній машині, і 
при цьому переконатися в тому, що їх ніхто не обманює.  

Висновки. Проведений аналіз сучасного стану використання ін-
формаційних систем і технологій в індустрії туризму та готельного гос-
подарства показав, що: 

• в Україні відсутні вітчизняні розробки інформаційних систем 
управління готелями та комп’ютерних систем бронювання, що обумов-
люється слабким розвитком українського ринку інформаційних техно-
логій; 



ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ 

 
ISSN 2304-7399. Прикарпатський вісник НТШ. Число. – 2012. – № 1(17). 

319 

• найбільш поширеною системою обслуговування в нашій країні 
є система Fidelio, яка повністю русифікована і адаптована для російсь-
кого та українського ринків і використовується у висококласних готе-
лях, кількість яких є незначною; 

• вихід на український ринок туристичних послуг глобальної си-
стеми Amadeus, послугами якої сьогодні користується невелика кількіс-
тю туристичних фірм України, не вирішує проблеми розвитку індустрії 
туризму і вимагає використання також послуг таких відомих систем, як 
Sabre та Worldspan; 

• перспективним для готельних мереж, а також незалежних готе-
лів і пансіонатів, які задіяні в сфері зеленого туризму, є створення влас-
них Internet-серверів, через які здійснюється доступ до інформації і бро-
нювання в GDS, і своїх web-сайтів та використання однієї із розгляну-
тих вище програми для бронювання місць і забезпечення управління 
різними службами готелю; 

• широке впровадження відмічених вище систем на базі західних 
технологій та програмних продуктів вимагає комп’ютерної підготовки і 
відповідної кваліфікації обслуговуючого їх персоналу, а також адаптації 
окремих програмних продуктів до українського ринку послуг.  
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Розглянуті переваги впровадження у навчальний процес студентів 
технічних спеціальностей віртуальних лабораторних практикумів на 
основі сучасних апаратно-програмних засобів фірми National Instru-
ments. 

Ключові слова: дистанційне навчання, віртуальний лабораторний 
практикум, стенд, WEB-технологія. 

 
На даний момент в українських вищих навчальних закладах (ВНЗ) 

на вистачає лабораторної бази та апаратно-програмних засобів для якіс-
ної підготовки та отримання професійних знань майбутніх інженерних 
кадрів. Системи дистанційного навчання (СДН) дозоляють вирішити 
важливі завдання забезпечення розподіленого доступу до лабораторних 
робіт в режимі On-Line. 

Пакет LabVIEW фірми National Instruments (Laboratory Virtual 
Instrumentation Engineering Workbench) являє собою універсальне сере-
довище (інструмент) програмування з розширеними бібліотеками про-
грам, орієнтоване на вирішення завдань управління інструментальними 
засобами вимірювання, збору, обробки і представлення експеримента-
льних даних. У більш загальному визначенні LabVIEW можна розгляда-
ти як інтегроване середовище розробки, налагодження та виконання 
програм для вимірювальних, тестуючих і керуючих систем, апаратно-
програмних комплексів збору, обробки і представлення вимірювальної 
інформації. LabVIEW – це високоінтерактивна система, призначена для 
найбільш ефективної взаємодії розробника програмної системи і сере-
довища розробки. Вона містить розвинену систему меню, проблемно-
орієнтовані бібліотеки стандартних модулів і процедур для задач проек-
тування систем збору і обробки даних, традиційні засоби розробки і на-
лагодження програмних продуктів [1].  

Окрім того, програмні та апаратні засоби National Instruments ши-
роко використовуються для створення віртуальних приладів, які можуть 
ефективно замінити реальні засоби вимірювання та реєстрації дослідних 
даних.  

Введення сучасних елементів комп’ютерних технологій збору да-
них в процесі експерименту, спостереження та дослідження є обов’язко-
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вою умовою, тож комп’ютер, оснащений багатофункціональною платою 
(або модулем вводу/виводу сигналів) і засобами програмної підтримки – 
основа кожної учбової та наукової лабораторії. 

Віртуальна лабораторія, яка заснована на сучасних WEB-техноло-
гіях, дає можливість організувати: 

- реєстрацію, візуалізацію і обробку сигналів в режимі реального 
часу; 

- редагування, математичну обробку та аналіз отриманих даних; 
- зберігання, імпорт та експорт даних для подальшої обробки. 
Використання віртуальних лабораторій принципово змінюють 

технологію навчання, і їхня практична спрямованість об’єднує учбову 
програму з реальним світом, тим самим допомагаючи студентам відо-
бражати (візуалізувати) теоретичні поняття і фізичні об’єкти та реалізу-
вати їх в практичні проекти, а викладачеві – вдосконалювати  учбовий 
процес, роблячи його більш зрозумілішим та наглядним. 

Одним з найважливіших напрямків є розробка та впровадження в 
лабораторний практикум віртуальних лабораторій з використанням реа-
льних фізичних пристроїв для можливості організації дистанційного на-
вчання (ДН) загальнотехнічним та спеціальним дисциплінам. Так, в Іва-
но-Франківському національному технічному університеті нафти і газу 
(ІФНТУНГ) на кафедрі комп’ютерних технологій в системах управління 
та автоматики (КТіСУ) розроблено комплекс апаратно-програмних за-
собів у структурі лабораторії моделювання та імітації мехатронних сис-
тем. Даний комплекс включає такі лабораторні стенди, як камера нагрі-
вання для вивчення особливостей функціонування промислових 
об’єктів з розподіленими параметрами, двохкоординатний графопобу-
довувач, системи сполучених резервуарів, верстат з числовим програм-
ним управлінням (ЧПУ) [2]. Вони можуть використовуватися в складі 
автоматизованих лабораторних стендів дисциплін відповідного напрям-
ку, для вивчення систем управління зі зворотнім зв’язком, програму-
вання ПІД-регулятора, розпізнавання та ідентифікації динамічних 
об’єктів та вирішення інших інженерних завдань. 

Істотною особливістю пропонованого підходу є можливість від-
працьовувати навички експериментальної роботи на реалістичних мо-
делях динамічних об’єктів при точному відтворенні фізичних законів та 
унікально високій інтерактивності проведення досліджень. 

Створення і впровадження віртуальних лабораторій є основою для 
підвищення ефективності проведення практичних занять та лаборатор-
них занять технічного спрямування. Також можна спрогнозувати під-
вищення інтересу до процесу навчання в групах студентів за рахунок 
конструктивістського інноваційного підходу до методики викладання 
дисциплін інженерного рівня. 
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ВИМОГИ ДО ОФОРМЛЕННЯ СТАТЕЙ 
 
При підготовці рукописів статей, які подаються в редакцію “Прика-

рпатського вісника НТШ” слід дотримуватись таких правил: 
1. Стаття повинна містити короткий вступ, формулювання завдань 

(проблем) та виклад отриманих автором (співавторами) нових результа-
тів. Не допускається переказ відомих фактів, наведення посилань на не-
опубліковані роботи. 

2. В редакцію подаються: 
– два примірники рукопису статті (включаючи ілюстрації і таблиці), 

надруковані на білому папері формату А4; 
– рецензію на статтю; 
– електронний варіант статті, підготовлений на комп’ютері, у ви-

гляді не архівованого або не архівованого (ZIP, RAR) файлу – 
CDR/RW. 

3. Мова статті повинна бути українською або англійською. Обсяг не 
повинен перевищувати 20 сторінок. 

4. Статтю слід оформити так: УДК, назва роботи; прізвище та ініці-
али автора (співавторів), місце праці (назва організації, повна поштова 
адреса, контактний телефон, електронна пошта), текст анотації, ключові 
слова, текст статті, список літератури.  

Якщо мова статті українська (англійська), то після статті усі пере-
раховані елементи від назви роботи до ключових слів включно подають-
ся англійською (українською) мовою. 

5. Формули, які нумеруються, обов’язково слід подавати окремим 
рядком. Нумерувати тільки ті формули, на які є посилання. 

6. Використана література подається загальним списком (за алфаві-
том або у порядку посилань на джерела в тексті статті) та оформляється 
згідно з вимогами ВАК України (бюлетень №3, 2008 р.). Іноземна літе-
ратура пишеться мовою оригіналу. Посилання на відповідні джерела по-
даються в тексті у квадратних дужках, наприклад [4]. Зразки бібліогра-
фічного опису книги, статті, тез доповідей конференцій: 

1. Боголюбов Н.Н. Асимптотические методы в теории нелинейных 
колебаний / Н.Н.Боголюбов, Ю.А.Митропольський. – М.: Наука, 
1974. – 504 с. 

2. Кондрат Р.М. Підвищення газонафтоконденсатовіддачі родовищ 
/ Р.М.Кондрат // Нафтова і газова промисловість. – 1992. – №2. – 
С. 35-38. 

3. Бойко В.С. Проводка горизонтальних і похилих свердловин як 
метод ефективного освоєння і розробки покладу / В.С.Бойко, 
Р.В.Бойко // Стан, проблеми і перспективи розвитку нафтогазо-
вого комплексу Західного регіону України: Тези доповідей і по-
відомлень наук.-практ. конф. (Львів, 28-30 березня 1995 р.). – 
Львів, 1995. – С. 150. 

7. Рукопис підписується автором (співавторами). 
8. На окремому аркуші слід вказати прізвище, ім’я та по-батькові 

автора (співавторів), науковий ступінь, вчене звання, займану посаду (у 
кінці кожного випуску журналу формуємо відомості про авторів). 
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Електронний варіант статті 
повинен задовольняти таким вимогам: 

 
1. Стаття набирається у редакторі Microsoft WORD 95/7.0-97 на аркуші 

формату В5 182x257 мм, поля (мм): верхнє – 20, нижнє – 10, внут-
рішнє –30, зовнішнє – 20. 

2. Основний текст набирається таким чином: 
2.1. Стиль "обычный", гарнітура Times New Roman (Cyr), кегль 12, аб-

зацний відступ – 0,75 мм, міжстроковий інтервал – "одинарний". 
2.2. Порядок набору: 

УДК (Times New Roman (Cyr), кегль 12, без абзацного відступу, ви-
рівнювання – зліва). 
Назва статті (Times New Roman (Cyr), кегль 12, bold, прописом, без 
абзацного відступу, вирівнювання – по центру, відбивки зверху і 
знизу – 9 пт). 
Ініціали, прізвище автора (співавторів) (Arial (Cyr), кегль 12, 
bold, без абзацного відступу, вирівнювання – по центру). 
Назва організації, її повна поштова адреса, адреса електро-
нної пошти (Times New Roman (Cyr), кегль 12, italic, без абзацно-
го відступу, вирівнювання – по центру, відбивка знизу – 9 пт). 

2.3. Відбивки по тексту не використовуються за винятком підрозділів 
статті (підрозділи, підпункти і т. п. відділяються відбивками "пе-
ред" – 9, "після" – 6). 

3. Для набирання формул використовується вбудований у Microsoft Of-
fice редактор формул Equation v. 3.0. Стилі: Text - Times New Roman 
(Cyr), Function – Times New Roman (Cyr), italic, Variable – Times 
New Roman (Cyr), italic, L.C.Greek – Symbol, italic, Symbol – Sym-
bol, italic, Matrix/Vector – Times New Roman (Cyr), Number – Times 
New Roman (Cyr). Розміри: Full –  1 2 ,  Subscript/Superscript – 9, 
Sub-Subscript/Superscript – 5, Symbol – 14, Sub-Symbol – 9. 
Для наочності рекомендується формули відділяти відбивками зверху і 
знизу – 6 пт.  

4. Таблиці повинні бути складені лаконічно, зрозуміло і містити мініма-
льні відомості, необхідні для ілюстрування тексту статті 
Назва таблиці: Times New Roman (Cyr), кегль 12, bold, без абзацного 
відступу, вирівнювання – по центру, відбивка зверху – 6 пт. 

5. Ілюстрації до статей (схеми, графіки, діаграми) повинні бути виконані у 
растровому (векторному) форматах (BMP, TIF, PCX, JPG, GIF; CDR) і 
додаватися окремим файлом. Забороняється використовувати графі-
чний редактор MS WORD!!! Ілюстрації типу фотографій повинні 
бути відскановані з роздільною здатністю не менше 400 dpi і/або дода-
ватися в оригіналі. 
Ілюстрації, перескановані з періодики, не приймаються! 
Підписи до ілюстрацій: Times New Roman (Cyr), кегль 11-12, bold, без 
абзацного відступу, вирівнювання – по центру. 
Написи на ілюстраціях виконуються гарнітурою Аrial. 
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