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ВСТУП

Імпульсна перехідна функція — це реакція 
будь-якої динамічної системи у відповідь на де-
яку зовнішню зміну. Однією з найпоширеніших 
сфер використання імпульсних звуків у музиці 
є додавання реверберації до різних голосів. Її 
часто використовують, наприклад, для створен-
ня різних ефектів і звуків для гітар. Для імітації 
звуку залів також використовуються пульсо-
ві переплетення багатьох відомих концертних 
майданчиків.

В економіці імпульсна перехідну функцію 
використовують для опису економічних реакцій 
на зовнішні імпульси в макроекономічних мо-
делях. Імпульси, які також називають шоками, 
з макроекономічної точки зору, є такими зовніш-
німи факторами, як податкові ставки, державні 
бюджети, резерви тощо. Імпульсна перехідна 
функція описує реакцію економіки на імпульс, 
де змінними є випуск, споживання, інвестиції та 
рівень безробіття на момент імпульсу та в на-
ступні моменти часу.

Окрім перерахованих вище сфер, імпульсна 
перехідна функція також відіграє важливу роль 

у радарах, ультразвуковому діагностичному об-
ладнанні та супутниках.

Метою статті є побудова критеріїв згоди 
про вигляд імпульсної перехідної функції та від-
повідного програмного засобу на основі по-
будованих критеріїв. Для досягнення мети по-
ставлено такі завдання:

•	 ознайомитися з  імпульсною перехідною 
функцією та її властивостями;

•	 оцінити імпульсну перехідну функцію на ор-
тонормованому та тригонометричному ба-
зисах;

•	 ознайомитися з квадратно-гаусовими ви
падковими величинами та процесами;

•	 дослідити швидкість збіжності оцінки не
відомої імпульсної перехідної функції;

•	 перевірити гіпотези про вигляд імпульсної 
перехідної функції;

•	 побудувати імітаційну модель.

АНАЛІЗ ПУБЛІКАЦІЙ

Проблема ідентифікації й  оцінки стохас-
тичної лінійної системи є предметом актив-
них досліджень останніх років. Ідентифікація  
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Резюме. Стаття присвячена дослідженню імпульсної перехідної функції, її оцінки та властивостей, квадратно- 
гаусових випадкових величин і процесів, швидкості збіжності невідомої імпульсної перехідної функції, пере-
вірці гіпотези про вигляд імпульсної перехідної функції, побудові імітаційної моделі. Проведене дослідження 
показало, що імпульсна перехідна функція — це вихідний сигнал системи при обробці сигналів, коли вхідний 
сигнал є коротким імпульсом. У більш загальному вигляді імпульсна перехідна функція описує відповідь або 
вихід системи як функцію часу. Також імпульсна перехідна функція вважається властивістю систем лінійного 
переміщення. У процесі дослідження оцінки імпульсної перехідної функції на ортонормованому та тригоно-
метричному базисах були сформовані дві умови А, Б та зауваження до них, які надалі в роботі використову-
ються для знаходження різних коефіцієнтів. Дослідження квадратно-гаусових випадкових величин і процесів  
показало користь від використання їх по відношенню до імпульсної перехідної функції. Також була показана 
теорема, яка дала оцінку ймовірності великого відхилення квадратно-гаусового процесу в нормі неперерв-
ної функції. Для дослідження швидкості збіжності оцінки невідомої імпульсної перехідної функції в просторі 
неперервних функцій і в просторі L2 були сформовані лема, а також теорема, яка безпосередньо показала 
швидкість збіжності оцінки імпульсної перехідної функції в просторі неперервних функцій. Були сформовані 
нульова й альтернативна гіпотези. Нульова гіпотеза стверджувала, що імпульсна перехідна функція існує, а 
альтернативна передбачала протилежне твердження. Для перевірки гіпотези про вигляд імпульсної пере-
хідної функції була використана теорема, за допомогою якої був сформований критерій. Для побудови імі-
таційної моделі використовувалося інтегроване середовище розробки Visual Studio Community 2022 (мова 
програмування С++) та система комп’ютерної алгебри Wolfram Mathematica для аналітичних перетворень і 
чисельних розрахунків, що дало змогу досить точно зробити математичні розрахунки. 
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системи означає побудову математичних мо-
делей динамічних систем на основі спостере-
жуваних вхідних і вихідних даних. Це створює 
значну кількість моделей, які можна розглянути. 
Сфера застосування цих моделей дуже широка: 
обробка сигналів, автоматичне керування, фі-
нансовий ринок, медицина, машинне навчання  
тощо.

Питання оцінки імпульсної перехідної функ-
ції подібне до оберненої задачі та розгортки, які 
використовуються, наприклад, для відновлення 
сигналу чи зображення, виявлення сигналу.

Цікавить оцінка так званої імпульсної пере-
хідної функції від спостережень за відгуками 
системи SISO (single-input single-output) на пев-
ні вхідні сигнали. Для розв’язання цієї проблеми 
використовувалися різні статистичні підходи. 
Згадаймо дві монографії з цієї проблеми Бен-
дата і Пірсола [1] та Шетцена [2]. Акайке [3] до-
сліджував лінійну систему MISO (multiple-input 
single-output) і отримав оцінки перетворення 
Фур’є функції відгуку в кожному компоненті. 
Пізніше він розглянув сценарій, що передбачає 
негаусові процеси [4].

Деякі методи оцінки невідомої імпульсної 
перехідної функції лінійної системи та дослі-
дження властивостей відповідних оцінок були 
розглянуті в працях Булдигіна та його послідов-
ників. Ці методи засновані на побудові вибірко-
вої крос-корелограми між вхідним стохастичним 
процесом і відповіддю системи.

Нерівність розподілу для супремуму похиб-
ки оцінки в просторі неперервних функцій у ви-
падку крос-корелограмної оцінки інтегрального 
типу отримана Козаченком і Розорою в [5].

У праці [6] розглянуто неперервну лінійну 
систему, незмінну в часі, з дійсною імпульсною 
перехідною функцією. Процес вхідного сигналу 
був гаусовим стохастичним процесом із нульо-
вим середнім, який був представлений у вигляді 
обробленої суми щодо ортонормованого базису 
в L2(ℝ). Випадок поліномів Ерміта як ортонор-
мованого базису в L2(ℝ) було вивчено.

У [7] для інтегральної крос-корелограмної 
оцінки був написаний алгоритм перевірки ста-
тистичної гіпотези для функції відповіді із засто-
суванням верхньої оцінки перевищення випад-
ковим квадратно-гаусовим процесом з рівнем, 
заданим неперервною функцією.

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ

Імпульсна перехідна функція, її оцінка 
та властивості

Імпульсна перехідна функція  — це реак-
ція будь-якої динамічної системи у відповідь 
на деяку зовнішню зміну. Наприклад, імпульсну 
перехідну функцію кімнати можна відобразити 

та виміряти, генеруючи короткий звуковий сиг-
нал у кімнаті та записуючи його разом із сиг-
налом реверберації. Знаючи частоту і довжину 
початкового сигналу, можна знайти імпульсну 
перехідну функцію в кімнаті. Імпульсна пере-
хідна функція вважається властивістю систем 
лінійного переміщення.

Розглянемо незмінну в  часі неперервну 
лінійну систему з квадратно інтегрованою ім-
пульсною перехідною функцією H(τ), яка ви-
значена на скінченній області інтервалу τ ∈ [0,Λ]. 
Це означає, що відповідь системи на вхідний 
сигнал X(t), що спостерігається на t ∈ ℝ, має 
наступну форму:

та H ∈ L2([0,Λ]).
Однією з проблем, що виникає в теорії ліній-

них систем, є оцінка функції H від спостережень 
за відповіддю системи на певні вхідні сигнали.

Нехай система функцій  
 буде ортонормованим базисом в L2([0,Λ]). 

Припустимо, що функція φ0(t) є константою. Це

означає, що вона має дорівнювати .

Розглянемо тепер як вхідні дані лінійної сис-
теми дійсний гаусовий стаціонарний стохастич-
ний процес з нульовим середнім X = XN = (XN(u), 
u ∈ ℝ), що можна представити як

де N > 0 — це фіксоване ціле число і випадкові 
величини ξk, ηk, k ≥ 0, є незалежними з   

Зауваження 1
Існує багато методик, що дають змогу роз-

ширити випадкові процеси в ряди, наприклад, 
розкладання Кахрунена-Лове [8; 9], ряд Фур’є 
[10] тощо. У працях [10; 11], присвячених мо-
делюванню випадкових процесів із точністю та 
надійністю, головна ідея полягає в тому, щоб 
представити модель у вигляді скінченої суми 
ряду, якщо сам процес можна представити 
у вигляді ряду зі стохастичними членами. Мо-
мент відсікання таких скінчених (зрізаних) рядів 
базується на умовах, що залежать від заданої 
точності та надійності. Тому стохастичний про-
цес XN(u) з (2) можна розглядати як модель ви-
падкового процесу

Зауваження 2
Оскільки процес X(t) визначений на ℝ та 

функції  є ортонормованим 
базисом в L2([0,Λ]) то далі будемо вважати, що 
ці функції періодичні з періодом Λ. Отже,
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Якщо система (1) збурена випадковим про-
цесом XN, то для вихідного процесу отримуємо

Коваріаційну функцію стаціонарного сто-
хастичного процесу легко знайти XN. Справді,

Під a0 визначаємо вихід (відповідь) системи 
на постійний сигнал

Набір

Як оцінку H*(τ) різниці функції імпульсної 
характеристики та a0 розглянемо інтегральну 
крос-корелограму

де T > 0 є параметром усереднення.
Зауваження 3
Інтеграл у (1) розглядається як середньо-

квадратичний інтеграл Рімана.
Інтеграл в (1) існує тоді і лише тоді, коли іс- 

нує інтеграл Рімана [12]

Оскільки × 
× , функції φk(s), ψk(t) є квадратно інтегро-
ваними на [0,Λ] та H ∈ L2([0,Λ]), то інтеграл у (10) 
існує.

Позначимо тепер

(11)
Припустимо, що H ∈ C1([0,Λ]). Потім функцію 

H можна розкласти в ряд за ортонормованим 
базисом  на просторі [0,Λ]. От- 
римуємо

де ak та bk з (11). Окрім того, ряд у (12) рівно-
мірно збігається на [0,Λ].

Лема 1
Справедливі наступні співвідношення:

та

У наступній лемі обчислюємо спільні мо-
менти для оцінки імпульсної перехідної функції.

Лема 2
Спільний момент  дорівнює

(15)
де rN(t – s) = ΕXN(t)XN(s) є коваріацією XN, коефі-
цієнти ak та bk визначені у (11).

Наслідок 1
Дисперсія оцінки  дорівнює

(16)

(17)
Розглянемо тепер систему функцій

що є ортонормованим базисом в L2([0,Λ]). 
За позначеннями з попереднього розділу 

маємо

та коефіцієнти ak, bk дорівнюють

Припустимо тепер, що процеси вхідного 
сигналу системи (1) є стаціонарними гаусовими 
стохастичними процесами з нульовими серед-
німи, які формуються в  (18). Це означає, що 
процес XN(u) виглядає:

(22)
З (6) випливає, що коваріаційну функцію ста- 

ціонарного гаусового процесу XN можна записати як
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(23)
Розглянемо наступні умови:
Умова A.
Функція H(τ) двічі диференційована на [0,Λ]. 

Функції H(τ) та H'(τ) неперервні на [0,Λ] та

Умова Б.
Справедливо таке співвідношення

Зауваження 4
Умова Б означає, що імпульсна перехідна 

функція скінчена на інтервалі [0,Λ]. Отже, значення 
функції на початку H(0) має дорівнювати значен-
ню в кінці H(Λ) та H(τ) не може бути константою.

Позначимо
 

Лема 3
Припустимо, що виконуються умови A та 

Б. Тоді

де I1(Λ) та I2(Λ) визначені в умові А.
Наступна лема дає оцінку дисперсії різниці 

Лема 4
Нехай виконуються умови леми 3. Тоді

(31)
де

(32)
Квадратно-гаусові випадкові величини, 

процеси та їх застосування
Нехай (Ω,L,P) — ймовірнісний простір і не-

хай (T,ρ) — компактний метричний простір із 
метрикою ρ.

Означення 1
[13] Нехай  — сімейство об’єд

наних гаусових випадкових величин, для яких  

 (наприклад, ξt, t ∈ Τ, є гаусовим випад-
ковим процесом).

Простір SGΞ(Ω) — це простір квадратно-га-
усових випадкових величин, якщо будь-який 
елемент η ∈ SGΞ(Ω) можна представити як

де  A   — це 
дійсна матриця чи елемент η ∈ SGΞ(Ω) може бути 
представлений як границя середньоквадратич-
ної послідовності випадкових величин з (33)

Означення 2
[13] Стохастичний процес  

є квадратно-гаусовим, якщо для будь-якого t ∈ T 
випадкова величина ξ(t) належить простору 
SGΞ(Ω).

Властивості квадратно-гаусових випадкових 
процесів можна знайти, наприклад, у [10–16].

Позначимо через N(u) метричну масивність, 
тобто найменшу кількість замкнутих куль радіу
са u, покриття набору T щодо метрики ρ. Нехай   

 квадратно-гаусовий випадко-
вий процес. Припустимо, що існує монотонно 
зростаюча неперервна функція σ(h), h > 0 така, 
що σ(h) → 0 при h → 0, та нерівність

справедлива. Тепер визначимо наступні зна-
чення:

Нехай C — це максимум з t0 та γ0,   
Наступна теорема дає оцінку ймовірності вели-
кого відхилення квадратно-гаусового процесу 
в нормі неперервної функції. Доведення теоре-
ми можна знайти у статті [5] або в монографії 
[10].

Теорема 1
Нехай   — це сепарабельний 

квадратно-гаусовий випадковий процес. При-
пустимо, що існує зростаюча функція rN(u) ≥ 0, 
u ≥ 1, з властивостями: r(u) → ∞ та u → ∞ і нехай 
функція r(exp{t}) опукла. Припустимо, що на-
ступний інтеграл

є збіжним. Тоді для всіх  > 0

(39)
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Припустимо, що XN = (XN(u), u ∈ ℝ), є дійсним 
незалежним центрованим гаусовим процесом 
з (22). Припустимо, що це збурює непостійну 
в часі випадкову неперервну лінійну систему (1).

Розглянемо оцінку (9) для  імпульсної пе-
рехідної функції H невимірної відповіді на по-
стійний сигнал a0 з  (7). Вихідний процес Y(t) 
визначений в (1).

Маємо наступну лему.
Лема 5
Стохастичний процес  

, є квадратно-гаусовим.
Розглянемо різницю оцінки (τ) та ім-

пульсної перехідної функції H(τ) невимірної від-
повіді на постійний сигнал a0

Спочатку досліджуємо розподіл супремуму 
для цієї різниці на області інтервалу [0,Λ], де 
Λ > 0 є фіксованим додатнім числом,

Позначимо
 

Тоді з (29) випливає, що
 

Покладемо

З (30) маємо, що

Нехай

Наступна теорема показує швидкість збіж-
ності оцінки імпульсної перехідної функції в про-
сторі неперервних функцій.

Теорема 2
Припустимо, що виконуються умови A та Б. 

Тоді нерівність

(47)
справедлива для

Побудова критеріїв згоди про вигляд ім-
пульсної перехідної функції

Використовуючи теорему 2, можна переві-
рити гіпотези про вигляд імпульсної  перехідної 
функції.

Нехай нульова гіпотеза H0 стверджує, що 
імпульсна перехідна функція є H(τ), τ ∈ [0,Λ], 
а альтернативна гіпотеза H  передбачає проти-
лежне твердження.

Позначимо

(49)
З теореми 2 випливає, що якщо  

, тоді

Нехай εδ буде розв’язком рівняння

Покладемо

Очевидно, що g(εδ* ) ≤ δ та

З теореми 2 випливає, що для перевірки 
гіпотези H0, можна використати наступний кри-
терій.

Критерій
Для заданого рівня довіри 1 – δ, δ ∈ (0,1), гі-

потеза H0 відхиляється, якщо

інакше гіпотеза H0 приймається, де εδ* ; з (52).
Зауваження 5
Рівняння g(εδ) = δ, має рішення для будь-

якого δ > 0 оскільки функція g(ε) спадає. Роз
в’язок рівняння можна знайти за допомогою 
чисельних методів.

Розглянемо окремий випадок, коли  = 1. 
Імпульсну перехідну функцію візьмемо у вигляді

Вигляд цієї функції продемонстровано на 
рис. 1.

Візьмемо Λ = 10. Очевидно, що умови A та 
Б виконуються для H(τ). Для пошуку I0, I1, I2, d 
скористаємося системою комп’ютерної алгебри 
Wolfram Mathematica. Отже, маємо:

Для знаходження значень параметра T ви-
користаємо рівняння (49) так:

Отже, отримуємо
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(61)
Розв’язання рівняння (61) розіб’ємо на два 

кроки: першим кроком буде знаходження кое-
фіцієнтів ; другим — підстав-
лення коефіцієнтів у рівняння (61) і пошук T.

Для пошуку коефіцієнтів 
скористаємося реалізацієй написаній на мові 
С++. Для знаходження T скористаємося систе-
мою комп’ютерної алгебри Wolfram Mathematica. 
Для порівняння результатів візьмемо рівні зрізу 
N = 100, N = 200, N = 500 та N = 1000.

Отримуємо табл. 1–4, які містить міні- 
мальні значення параметра T такі, що  

 із заданим рівнем значущості δ та точністю ε.
Табл.1–4 містить мінімальні значення па-

раметра T такі, що  із заданим рів-
нем значущості δ та точністю ε. Ці значення 
можна назвати критичними точками та їх варто 
використовувати так: якщо параметр усеред-
нення T в оцінці

менший ніж критичні точки з таблиці, тоді гі-
потеза H0 відхиляється. Якщо T більший або 
дорівнює критичній точці з таблиці, то гіпотеза 
H0 прийнята.

З отриманих табл. 1–4 можна побачити, 
що при збільшенні рівня зрізу N мінімальне зна-
чення параметра усереднення T для відповідних 
рівнів значущості δ та точності ε зменшується. 

Рис. 1. Графік H(τ)

Таблиця 1

Мінімальні значення T при Λ = 10 для 
фіксованого N = 100 із заданим рівнем 

значущості δ та точності ε для g(ε,N,T) = δ

ε\δ 0,3 0,2 0,1

0,3 432 460 505

0,5 255 271 298

1 126 134 147

1,5 84 89 98

2 63 67 73

5 25 27 29

Таблиця 3

Мінімальні значення T при Λ = 10 для 
фіксованого N = 500 із заданим рівнем 

значущості δ та точності ε для g(ε,N,T) = δ

ε\δ 0,3 0,2 0,1

0,3 421 447 491

0,5 252 267 294

1 126 133 147

1,5 84 89 98

2 63 67 73

5 25 27 29

Таблиця 2

Мінімальні значення T при Λ = 10 для 
фіксованого N = 200 із заданим рівнем 

значущості δ та точності ε для g(ε,N,T) = δ

ε\δ 0,3 0,2 0,1

0,3 425 452 496

0,5 253 269 296

1 126 134 147

1,5 84 89 98

2 63 67 73

5 25 27 29

Таблиця 4

Мінімальні значення T при Λ = 10 для 
фіксованого N = 1000 із заданим рівнем 

значущості δ та точності ε для g(ε,N,T) = δ

ε\δ 0,3 0,2 0,1

0,3 419 446 490

0,5 251 267 293

1 125 133 147

1,5 84 89 98

2 63 67 73

5 25 27 29
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Також таблиці показують, що при найбільшій 
точності ε = 0,3 та найменшому рівню значущості 
δ = 0,1 (надійністю 90 %) параметр усереднення 
T є найбільшим, що відповідає дійсності.

ВИСНОВКИ

Проведене дослідження показало, що ім-
пульсною перехідною функцією деякого про-
цесу є вихідний сигнал, який отримується, коли 
вхідний сигнал є імпульсом, тобто раптовою та 
короткою зміною сигналу. Також імпульсна пе-
рехідна функція вважається властивістю систем 
лінійного переміщення.

При дослідженні оцінки імпульсної перехід-
ної функції на ортонормованому та тригономе-
тричному базисах були сформовані дві умови 
А, Б та зауваження до них, у яких були введені 
формули для обчислення I0, I1, I2, d, які надалі 
в роботі постійно використовуються для зна-
ходження різних коефіцієнтів.

Дослідження квадратно-гаусових випад-
кових величин і процесів показало користь від 
використання їх по відношенню до імпульсної 
перехідної функції. Також було показано тео-
рему, яка дала оцінку ймовірності великого від-
хилення квадратно-гаусового процесу в нормі 
неперервної функції.

Для дослідження швидкості збіжності оцінки 
невідомої імпульсної перехідної функції в про-
сторі неперервних функцій та в просторі L2 були 
сформовані лема, а також теорема, яка безпо-
середньо показала швидкість збіжності оцінки 
імпульсної перехідної функції в просторі непе-
рервних функцій.

Були сформовані нульова й альтернативна 
гіпотези. Нульова гіпотеза стверджувала, що 
імпульсна перехідна функція існує, а альтер-
нативна передбачала протилежне твердження. 
Для перевірки гіпотези про вигляд імпульсної 
перехідної функції було використано теорему, 
за допомогою якої був сформований критерій.

Для побудови імітаційної моделі викорис-
товувалося інтегроване середовище розробки 
Visual Studio Community 2022 (мова програму-
вання С++) та система комп’ютерної алгебри 
Wolfram Mathematica для аналітичних перетво-
рень і чисельних розрахунків, що дало змогу 
досить точно зробити математичні розрахунки.

Імітаційна модель складалася з трьох кроків. 
Першим кроком було знаходження I0, I1, I2, d за 
допомогою системи комп’ютерної алгебри 
Wolfram Mathematica з умов А та Б та зауважен-
ня до них. Другим кроком було знаходження 
коефіцієнтів  з рівняння (61) 
за допомогою реалізації написаній на мові С++. 
Третім кроком було підставлення коефіцієнтів 
у рівняння (61) і пошук параметра усереднення 

T за допомогою системи комп’ютерної алгебри 
Wolfram Mathematica.

У моделі були наступні змінні: Λ = 10, N = 100; 
200; 500; 1000, ε = 0,3; 0,5; 1; 1,5; 2; 5, δ = 0,1; 0,2; 
0,3 дослідження яких виявило, що при однакових 
рівнях зрізу  при збільшенні області інтервалу 
[0,Λ] мінімальне значення параметра T при най-
більшій точності ε = 0,3 та найменшому рівню 
значущості δ = 0,1 (надійністю 90 %) є найбіль-
шим. Тобто побудована модель показала, що 
при збільшенні рівня зрізу N мінімальне зна-
чення параметра усереднення T для відповідних 
рівнів значущості δ та точності ε зменшується. 
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CONSTRUCTION OF GOODNESS-OF-FIT CRITERIA FOR THE TYPE  
OF IMPULSE RESPONSE FUNCTION

Abstract. The article is devoted to the study of the impulse response function, its estimation and properties, 
square-Gaussian random variables and processes, the rate of convergence of the unknown impulse response 
function, testing the hypothesis about the type of impulse response function, building a simulation model. The 
study showed that the pulse response function is the output signal of the system during signal processing, when 
the input signal is a short pulse. In a more general form, the impulse response function describes the response or 
output of the system as a function of time. Also, the impulse response function is considered a property of linear 
displacement systems. During the study of the estimation of the impulse response function on orthonormal and 
trigonometric bases, two conditions A, B and remarks to them were formed, which are used in the future to find 
different coefficients. The study of square-Gaussian random variables and processes has shown the benefits 
of using them in relation to the impulse response function. A theorem was also presented, which estimated the 
probability of a large deviation of the square-Gaussian process in the norm of a continuous function. To study the 
rate of convergence of the unknown impulse response function in the space of continuous functions and in the 
space L2, a lemma was formed, as well as a theorem that directly showed the rate of convergence of the impulse 
response function in the space of continuous functions. Zero and alternative hypotheses were formed. The null 
hypothesis claimed that the impulse response function existed, and the alternative hypothesis suggested the 
opposite. To test the hypothesis about the form of the impulse response function, a theorem was used by which 
a criterion was formed. Visual Studio Community 2022 integrated development environment (C ++ programming 
language) and Wolfram Mathematica computer algebra system for analytical transformations and numerical 
calculations were used to build the simulation model, which allowed to make mathematical calculations quite 
accurately.

Keywords: impulse response function, square-Gaussian quantities, estimation of impulse response function.
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