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Abstract. We prove the singularity for probability distributions of random variables ξ =
�∞

k=1 ξkak ,
where ξk are independent Bernoulli random variables, and a convergent positive series

�∞
k=1 ak has

the following property: ∀k ∈ N ∃sk ∈ N ∪ {0}: ak = ak+1 = · · · = ak+sk
≥ rk+sk

, with sk > 0
for infinitely many indices k. It is shown that under these conditions the corresponding distribu-
tions are Bernoulli convolutions with essential intersections (almost all (in the sense of the Hausdorff–
Besicovitch dimension) points from the spectrum have continuum many different expansions of the

form
�∞

k=1 ωkak , where ωk ∈ {0, 1}). The main attention is paid to the studies of fractal properties
of singularly continuous probability measures μξ . In particular, fractal properties of spectra (mini-
mal closed supports of the above measures) and minimal (in the sense of the Hausdorff–Besicovitch
dimension) dimensional supports of such probability distributions are studied in details.
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∀k ∈ N, ∃sk ∈ N0 := N ∪ {0} : ak = ak+1 = · · · = ak+sk
≥ rk+sk

, �6�
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c1...cm

; sup Δc1...cm = supΔ′
c1...cm

;
0� Δ′

c1...cm
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������6� %� ��������� �� ���� n�
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���

Δc1(x)c2(x)...ck1 (x) ck1+1(x) ... ck2 (x) ... ckn−1+1(x) ... ckn (x) ..., "&$

��

ckn−1+1(x) + ckn−1+2 + · · ·+ ckn ∈ {0, ln}, ∀n ∈ N,
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 !�����	 � ���� ��� (+* 
 !������ ,�� ������
��� ���	 ��� �� �� ����� ��������� � 
������ "#$	 ��� !�������� ���������
-������	 � ��� ��
�

ckn−1+1(x) + ckn−1+2(x) + · · ·+ ckn(x) ∈ {0, ln},

��������� ��� 
��� ������� 
������ n ∈ N	 � x ��� ��������� ��������� ����.
���� � 
������ "#$� � ������ / ���� �������� ���������� ������ ��� ���	 ���
���� ����� ����������� ������ ������ �������� �� ���������� ������ ���	
� �� �� ��������� ��������� ���������
0�����	 � ��!��� �������
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�!���
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������� ξ � ��
������ ��.

� � ����������� Q̃.���
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mn =

{
ln + 1, ��� akn = rkn ;
2ln + 1, ��� akn > rkn .
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4�� ���� n 
������� ����������� 
����7��
!���

�qn = (q0n, q1n, . . . , qmn−1,n)

�����!��� �����
+$ %�� mn = ln + 1	 �

qin =
1

ln + 1
, i ∈ {0, 1, 2, . . . , mn − 1} = Bn.

2$ %�� mn = 2ln + 1	 �

qin =
rkn

rkn−1

, i ∈ {0, 2, 4, . . . , mn − 1} = Bn;

qin =
akn − rkn

rkn−1

, i ∈ {1, 3, 5, . . . , mn − 2}.

(8��������� �����5�* Q̃ 9‖qin‖	 n.�� ��
!��� ��� �!�
!���� �� �����������


����� �qn	 
������� Q̃.��������� ����� 
������� 1)	+3 �����!��� ����� :����
An = {0, 1, . . . , mn − 1}	 �� γn ∈ An� ;������� 
����������

f : A1 ×A2 × · · · ×An × . . . → [0, 1],

��� ������ �����!��� ����'

f({γn}) = x = βγ11 +
∞∑

n=2

βγnn

n−1∏
i=1

qγii,
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�� βγnn =
∑γn−1

j=0 qjn� �������	� 
������

x = Δ̃γ1γ2...γn..., γn ∈ An.

����		�� ���
 	�
������� Q̃�
������		�� ���� x ���� ������	��� � �� !"#$�
%����
��

Δ̃γ1...γm =

[
βγ11 +

m∑
n=2

βγnn

n−1∏
i=1

qγii, βγ11 +
m∑

n=2

βγnn

n−1∏
i=1

qγii +
m∏

i=1

qγii

]

	�
������� &��	���	� �����
��� ��	'( m 
 ��	���) γ1 . . . γm Q̃�
������		� ��
��� x� ������� &��	�� Δ′

c1...ckn
��	'( kn 	� ��������)���� ��� ��������)�� ��

��� �	��	�� &��	���	* �����
��� Δc1c2...ckn
��	'( kn � �	��	�) Q̃�&��	����

Δ̃γ1γ2...γn  γi ∈ Bi ��	(� ��������	���� �������	� ���������		��+

γi =

{
cki−1+1 + · · ·+ cki , ��,� aki = rki ;
2(cki−1+1 + · · ·+ cki), ��,� aki > rki .

-��( ��� .������	�'� ���(
∑∞

k=1 ak � ������	�'� 	����(

c1c2 . . . ck1ck1+1 . . . ck2 . . . ckn−1+1 . . . ckn , ci ∈ {0, 1},
��	(� ��	� 	���� γ1, γ2, . . . , γn �γi ∈ Bi$ ���� ,�

Δc1c2...ckn
= Δ̃γ1γ2...γn ,

�����( γi �
	���)���� li ������� cki−1+1 . . . cki �� ���	�		�� �	����	�		��$
(��� akn = rkn �

/�*�� {ξ̃n} 0 ��������	���� 	�
����	* �������* ����	 ,� 	��(��)�� 
	��
��	� 0, 1, . . . , mn − 1 
 ������	����� p̃0n, p̃1n, . . . , p̃mn−1,n ��

p̃in = Ci
lnqln−ipi,

��� akn = rkn 1 ��

p̃in =

{
C

i/2
ln

qln−i/2pi/2, ��,� i 0 ���	� 

0, ��,� i 0 	����	� 

��� akn > rkn � 2���*����	�) ����&�)3 ‖qin‖ �� ��������	���) {ξ̃n} 	�
����

�	* �������* ����	 �
	�������� �������� ����	� ξ̃ 
 	�
����	� Q̃�
������� ξ̃n

ξ̃=f(ξ̃1, ξ̃2, . . . , ξ̃n, . . . ) = βξ̃11
+

∞∑
n=2

βξ̃nn

n−1∏
i=1

qξ̃ii
=: Δ̃ξ̃1 ξ̃2...ξ̃n....

���������� ��!	 %������� ����	 ξ � ξ̃ ��	����� ��
������	�� ������� �����
����
�� ,� Pξ(Δc1c2...ckn

) = Pξ̃(Δ̃γ1γ2...γn) ∀n ∈ N ��

γi =

{
cki−1+1 + · · ·+ cki , ��,� aki = rki ;
2(cki−1+1 + · · ·+ cki), ��,� aki > rki .

4�	� ���	���� ��
�������	�� ������ 
 ��	���(�&�5 ��������5 ����	 ξ̃ 	�
�����
	���� �� ��	�����5 ��
������	���� �������* ����	 ξ1, ξ2, . . . , ξkn �� �����������
��	������	�'� ��
�����(�



�� �� �� ���	
� 	 �� �� ���	�

���� ���� ���� ������ 	
����� �
������ ������� ξ �������

lim
n→∞ rkn

⎛⎝ n∏
j=1

(lj + 1)

⎞⎠ .

��������� ������ ���	
����� ������� ξ̃ ����	 ��
	�� �� ������������ �����

��� ����
�	��� Q̃�����
������ ��
������ ���������� ���� μξ ���� �	�!��" #	�� Q̃�
����
����� ��
����� n�!� �	�!� ����� ��� ����$ �	 �� �������� 
�����$� ln + 1"
#���

Sξ̃ =
∞⋂

n=1

⋃
γ1∈B1

· · ·
⋃

γn−1∈Bn−1

⋃
γn∈Bn

Δ̃γ1γ2...γn−1γn .

%������ μξ̃(Δ̃γ1γ2...γn−1γn) = p̃γ11p̃γ22 . . . p̃γnn > 0 � λ(Δ̃γ1γ2...γn−1γn) = rkn & �� � �����

�������� ���� '���!	 �����	� ��������

λ(Sξ̄) = λ

⎛⎝ ∞⋂
n=1

⋃
γ1∈B1

· · ·
⋃

γn−1∈Bn−1

⋃
γn∈Bn

Δ̃γ1γ2...γn−1γn

⎞⎠ = lim
n→∞ rkn

n∏
j=1

(lj + 1) ,

(� � 
���
��� ���" �

���� ���� ����� p = 1− q ∈ [0, 1]� ����√
1

n + 1

n∑
i=0

√
Ci

nqn−ipi → 0, n→∞.

��������� )��	� ε > 0& �	 Sn * �������� +�������, � ����� � n ���	����� ��������
���	��& � ������� � ���� +�����, ��
���	����� � ����������$ p" -	 �	����� ������
����

lim
n→∞P

{∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε

}
= 0.

#��� ����� n0 ∈ N �	��& (� 
� ���� n > n0 �	� �����

P

{∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε

}
< ε. �. 

- ���������� /�0�12����������!�& (1 · a1 + · · ·+ 1 · am)2 ≤ m · (a2
1 + · · ·+ a2

m)& �	 �. 
�����	��� 
� ���	
��

∣∣ i
n − p

∣∣ > ε& (�

n∑
i : | i

n−p|>ε

√
Ci

nqn−ipi ≤ √n + 1

√√√√√√
⎛⎜⎝ n∑

i : | i
n−p|>ε

Ci
nqn−ipi

⎞⎟⎠
=
√

n + 1

√
P

{∣∣∣∣Sn

n
− p

∣∣∣∣ > ε

}
≤ √ε

√
n + 1.

�3 

4���� �� ���0�& ��� 2nε + 1 �	���	���� ���� i �	���& (�
∣∣ i
n − p

∣∣ ≤ ε" #���&
�����������$�� ���������� /�0��2����������!� �	 ������
�� �	��	�����& �	���5

n∑
i : | i

n−p|≤ε

√
Ci

nqn−ipi ≤ √2εn + 1

√√√√√√√
⎛⎜⎝ n∑

i : | i
n−p|≤ε

Ci
nqn−ipi

⎞⎟⎠ ≤ √2εn + 1. �67 



���������	�
� 
� 
��	 ����
����	 ����
���
	 ���
� �������	 ��

� ��� �� ���� 	
��
	�� �� ��
 n > n0

n∑
i=0

√
Ci

nqn−ipi =
n∑

i : | i
n−p|≤ε

√
Ci

nqn−ipi +
n∑

i : | i
n−p|>ε

√
Ci

nqn−ipi

≤ √ε
√

n + 1 +
√

2εn + 1 < 3
√

ε
√

n + 1 + 1.

����� √
1

n + 1

n∑
i=0

√
Ci

nqn−ipi ≤ 3
√

ε +

√
1

n + 1
,

�	���
 � ����� �	�������� ���
� �

�������� 	
�
 ����� p = 1 − q ∈ [0, 1] � K0 � �	
���� ����	 � (0, 1)� �	�� ����
n0 = n0(p, K0) ∈ N√

1
n + 1

n∑
i=0

√
Ci

nqn−ipi ≤ K0 < 1, ∀n > n0.

������
�� 	
��� √
1

m + 1

m∑
i=0

√
Ci

mqm−ipi

��  ���!�" υ(p)� ��� �����
�# 	�� p = 1− q ∈ [0, 1]�

��� 	
�
 ����� m ∈ N \ {1}� �	��

υ(p) =

√
1

m + 1

m∑
i=0

√
Ci

mqm−ipi ≤ Km < 1, ∀p = 1− q ∈ [0, 1],

�� Km � �	������ ��� �������� 
�� m�

�	
����� $	�����  ���!�"

ϕ(x0, x1, . . . , xm) =
√

x0 +
√

x1 + · · ·+√xm

�� %���
�� G &��������
�
 x0+x1+· · ·+xm = 1� �� �����'�	��� 	 (m+1)(	
�������
��)� [0, 1]m+1

� �����#�

−−−−−−−−−−−−−−−→
(
√

x0,
√

x1, . . . ,
√

xm)
−−−−−−−−→
(1, 1, . . . , 1) ≤

∣∣∣−−−−−−−−−−−−−−−→(
√

x0,
√

x1, . . . ,
√

xm)
∣∣∣ ∣∣∣−−−−−−−−→(1, 1, . . . , 1)

∣∣∣ = √
m + 1,

�� �������	�� �� G  ���!�� ϕ(x0, x1, . . . , xm) ����&� �	�&� ��*)��#'�&� ���%����√
m + 1 ��


x0 = x1 = · · · = xm =
1

m + 1
�

ϕ(x0, x1, . . . , xm) <
√

m + 1
��� 	��+ ��'
+ ��%�� � ����
�
 G� ,��&������  ���!�"

υ(p) =

√
1

m + 1

m∑
i=0

√
Ci

mqm−ipi,

�� p = 1− q ∈ [0, 1]� -�  ���!�� �������	�� �� [0, 1]� �� �)������ �	��+�

υ(p) ≤ max
(

ϕ(x0, x1, . . . , xm)√
m + 1

)
= 1,

��
%��� ��	����# ����
	� ���#�
 � 	
�����

Ci
mqm−ipi =

1
m + 1

, ∀i = 0, . . . , m.



�� �� �� ���	
� 	 �� �� ���	�

��� m ≥ 2 ��� pm� ��� qm �	��
� ����� �� 1
m+1 � ����

υ(p) < 1, ∀p ∈ [0, 1], ∀m ≥ 2. ����

�������� υ(p) ������� � �������� � ������	�� 	� � ���� ���  ��!
�" ���
�
��������
� ����!� � � ���� �������"� #� maxp (υ (p)) = Km < 1� ∀m ≥ 2� #� �
 ��� �	� ����� �

$��	��� 	������ ��	����%" ����
������ �	���	��� ����� ��� ���� ����& ����'
��� ξ � " ������ ������	�	��  ��
� ��� ����

������� ��	� ���� p = 0 ��� p = 1� �� 	
�����	� 	�
�
�� ξ ��� 	
�����
�
��������� � 	��� ���
� 	
������ ξ ��� �
�������� ����	�
� �
� ����������

 �	����� ����� 	��� ��! 	������ " ����� ��� $�(��

M =
∞∏

n=1

max
i
{p̃in}.

)��������� #�  ���  ���	�� �� � �����
�	���  � *  �! �+�( p ∈ (0, 1) � M = 1
��� p ∈ {0, 1}. ����� �� 	������% ,��� -�./� ���� ���� ������� ξ̃ ��" ��� ���	�
 �����	�� ����� �� �p ∈ {0, 1}�� ��� ���	� ��������� �p ∈ (0, 1)� ����� ���

0��� ���� ������� ξ̃� �� ��� ���� ����% �������% � ��������� Q̃'�������'
��� ��" �����%	� ��������� ����� �� 	� � � 	����� 	� � �-1/�� ����2

∞∏
n=1

(
mn−1∑

i=0

√
qinp̃in

)
> 0.

��������
mn−1∑
i=0

√
qinp̃in =

√
rkn

rkn−1

ln∑
i=0

√
Ci

ln
qln−ipi 	�

rkn

rkn−1

≤ 1
ln + 1

,

	�
mn−1∑

i=0

√
qinp̃in ≤

√
1

ln + 1

ln∑
i=0

√
Ci

ln
qln−ipi.

$���(� �% �����% ������	�  ���	��

∞∏
n=1

(
ln∑

i=0

√
qinp̃in

)
" �����! ����� √

1
ln + 1

ln∑
i=0

√
Ci

ln
qln−ipi → 1, n →∞.

3�#� ln > 1� 	� � ���� �� ���� 1�1 	� � ���� 1�.√
1

ln + 1

ln∑
i=0

√
Ci

ln
qln−ipi ≤ max {max {Kj, j = 2, . . . , m0} , K0} < 1,

 � m0 4 ����� �����%�� � !��
� �����"	��! �����√
1

m + 1

m∑
i=0

√
Ci

mqm−ipi ≤ K0 < 1.

) ���
� ����� ����� ak < rk �����"	��!  �! �������& �������	� � ����� k� #�
��������� �����% ����� ln > 1  �! �������& �������	� � ����� n� �	���

���� ���� ������� ξ̃ � ���� ��	� �����%	� ��������
� ����� ���� #�� ������



���������	�
� 
� 
��	 ����
����	 ����
���
	 ���
� �������	 ��

�� ����� ��	
�
� �������� ξ 
� ���������� ���� ������
� 	�������� ���������	
�
���� μξ� �

�� ���������	 
�����
��	 ������� ����	��

����� M � �� 	����� �!������ ��������� ���	��" ����"� ������#��� $� 	�%
���	
�� ΦM ��
������� ������#
�	� ���������� 	�
�	�� ��
�� ��
������ ���%
���� M � � $� ��� ���������� ε > 0 �	��# �� !���& ��� ���	����� ε%� ��

� {Ej}
������� M � Ej ∈ ΦM � 
�!
�� ∀ε > 0 ∃ {Ej} 'Ej ∈ ΦM � |Ej | ≤ ε() M ⊂ ⋃j Ej �
α%�����* ����* +��	����� ��������� E ⊂ M �����	�� �������� 	����	
�� ΦM

������#
�	�

Hα(E, ΦM ) = lim
ε→∞

⎡⎢⎢⎣ inf
|Ej |≤ε

⎧⎨⎩∑
j

|Ej |α
⎫⎬⎭
⎤⎥⎥⎦ = lim

ε→∞mα
ε (E, ΦM ),

�� ������� !���
�	� � �	��������� �� !���& ��� ���	������ ε%� ��

�� {Ej}
������� E� Ej ∈ ΦM � , $� -./0��1� 
�� �� ���	
���*�� 	����	
�� �	�� ��� ��
��
'��� �����( ��
�������� �
����#��  ��	���� α%����� ���� +��	������ � � !�����
������
� Hα(E)�

�����2#��� ��	��

dimH(E, ΦM ) = inf{α : Hα(E, ΦM ) = 0}
������#
�	� ��������	
* +��	�����34��� ����� ������� E ⊂ M �����	�� 	����%
	
�� �� ����� 
�� �� � ��

�� ΦM �

5����	
�� ΦM �� ����� 
�� �� � ��

�� ������#
�	� ������#
�	� ���������
� $� dimH(E, ΦM ) = dimH(E)� ∀E ⊆ M �

����� Ãn � 	��2� 6����������� ������ �� ����� kn� 
�!
�

Ãn =
{
E : E = Δα1...αkn

, αi ∈ {0, 1} , i = 1, 2, . . . , kn

}
,


�

Ã =
∞⋃

n=1

Ãn. '��(

���� ���� ����� sup{ln} < ∞� ���� ��������� Ã � �������� ��������� ��
������

� ���
���� ������ dimH(E, Ã) = dimH(E)� ∀E ⊂ Sμ�

�������� �������	
� dimH(E, Ã) ≥ dimH(E) ��������� �	 ��� � 	����	
�� �	��

�������� ���������� ������ � ��	
�
� Ã � ��	
���� 7������� �!������ �����%
��	
�� ����� {Ei} � �������� ε%� ��

� ������� E ⊂ Sμ ��
�������� Ei = (ai, bi)�
8	 ��� � �� �!��	����� �������� mα

ε (E) ��	
�
��� !��
� � ��

� � �����*
Ei ∩ E �= ∅� 
�� !�� �
��
� ��������	
�� !����� �����
�� $� Ei ∩ E �= ∅� 7��
���������� Ei �	��# 6����������� ������� 

Δ[n(i)] := Δc1...ckn(i)
∈ Ãn(i),


� ��� $� Δ[n(i)] ⊂ Ei � Ei �� ��	
�
� ��
������� � Ãn(i)−1� Ei �� ���� ��	
�
�

!���&� 2 · ln(i) 6�������� � Ãn(i)� !� � ��&��� ���� � Ei ��	
�� !� 6�����������

������� � Ãn(i)−1� 9� �� ������ ������� Ei ∩ E ��	
�
�	� � �!2#������ �� !���&

� 2 · ln(i) + 2 �����
������ 6�������� � Ãn(i) �������* rkn(i) '� �*��*�� Δ[n(i)](�

8
���
∣∣Δ[n(i)]

∣∣ < ε � (
2 · ln(i) + 2

) ∣∣Δ[n(i)]

∣∣α <
(
2 · ln(i) + 2

) |Ei|α .



�� �� �� ���	
� 	 �� �� ���	�

�����

mα
ε

(
E, Ã

)
≤
∑

i

(
2 · ln(i) + 2

) ∣∣Δ[n(i)]

∣∣α ≤ (2 · sup{ln}+ 2)
∑

i

|Ei|α ,

��� ��	
���� �
���	��� ε > 0 �� α > 0� �� ��� ��	
������ ε�������� �����
E ⊂ Sμ 
����	���� Ei�
���� ����

mα
ε (E, Ã) ≤ (2 · sup{ln}+ 2)mα

ε (E).
�� ��������� �������
 ��������

Hα(E, Ã) ≤ (2 · sup{ln}+ 2)Hα(E),

�	
�� 
 ��
��� ����
��� ���
	�
���

dimH(E, Ã) ≤ dimH(E). �

 ������	�!� ���� ����� ���"���� ����
��
��� #��������$%����	�� �����
���
����� ���
� Sμ &�
�
�������� ���������� ���
� �
� μ'�

������� ��	� ����� sup{ln} < ∞� ��	
 ���
��
��� ����	��������������� �����
���
����� ���
� Sμ 	��
�� !

dimH(Sμ) = lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)
− ln rkn

)
.

"���	����� (' )�	����� ��������� *�

dimH(Sμ) ≤ lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)
− ln rkn

)
.

+����� Sμ ����� �����
∏n

j=1(lj +1) ,�
������ 	
��
���� � Ã� �
����� ���
���
	�!� rkn � ����

mα
rkn

(Sμ) ≤ rα
kn
·

n∏
j=1

(lj + 1).

-�*�

lim
n→∞

rα
kn
·

n∏
j=1

(lj + 1) < 1 &(.'

�� Hα(Sμ) ≤ 1. /���� ����	
��� *� &(.' 	��	�� � ���	

α ≥ lim
n→∞

(∑n
j=1 ln (lj + 1)
− ln rkn

)
=: a,

����� Hα(Sμ) = 0 ��� 	�
� α > a� 
� ����� dimH(Sμ) ≤ a.
0' )�	����� ������ *�

dimH(Sμ) ≥ lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)
− ln rkn

)
.

+����� ����������� ����
����� ������� %������
� Sμ �� ������� 	
� 	���� ����
�,
 P = ‖pik‖� p0k ∈ (0, 1)� 1��������� �����
��� "��	
��
��� �
�� μT � �������

��� Q̃���	����� ������ ���2 ��
	����� �
 �������� ����
���	���2 	�����	�2
	����� 3����� ���" 	�
� ����,
 P = ‖p̃ik‖� �� ����� 	
���	
��� �
�� μT

���� 4�
	���
��� ������
����!5 �� �������
����� ���
2� ����� ���� *�� μT �������

� ,�
������ 	
��
��
	 � Ãn ���
	�!	���
(∏n

j=1(lj + 1)
)−1

�
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���
	 ���
� �������	 ��

��� ������	� ε > 0
 ���� {Vi} � ε��������� ������� Sμ ������������� �������

���� � Ãn(i)
 �rkn(i) ≤ ε
 ∀i ∈ N�� ����

1 = μT (Sμ) = μT

(⋃
i

Vi

)
≤
∑

i

μT (Vi) =
∑

i

1∏n(i)
j=1(lj + 1)

=
∑

i

|Vi|
log|Vi|

�
1

�n(i)
j=1 (lj+1)

�
=
∑

i

|Vi|
− logrkn(i)

��n(i)
j=1 (lj+1)

�
.

� ��������� �������� a  ���!"
 #� ��� �����$��	� δ > 0 � �!" n0 ∈ N ����
 #�
��� � �� n > n0 �����!"�$ � ������� �$∑n

j=1 ln(lj + 1)
− ln rkn

≥ a− δ.

%�&����� ���� n∗
 #� n∗ > n0 �� rkn∗ ≤ ε� ����

1 = μT (Sμ) ≤
∑

i

|Vi|a−δ
,

��� �����$��	� rkn∗ ���������  ������ Sμ ������������� ���������� � Ã�
����� �����


1 ≤ ma−δ
rn∗ (Sμ, Ã) ≤ Ha−δ(Sμ, Ã), ∀δ > 0.

���! Hα(Sμ, Ã) ≥ 1
 ∀α < a
 �
 ����
 � ��������$�' ����

dimH(Sμ) = dimH(Sμ, Ã) ≥ lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)
− ln rkn

)
. �

(�������
 #� � � ������� �� ���� � ���	���!����	� ��� ! �������$ �� ��� ����
��� �� ��������� �	����� )���!��� �  !��"���� ������������� � ��"* ����* ����
���� �������� �$ +�! ���,�-)��������� ������� ��� �����
 ��� ���� � �!" ����
���!��$�� ������� ������ ��&�����$ �� �������� �$ ������� �����
 #� ��*�$
 �������! ���$�� �$ ��&�����$�

������� ��	� ����� sup{ln} < ∞� ��	

�� ���
�
��� ����	�������������� ������ ������ �� �� �� ��
����� �
!�"

�
��� ��#����� �.�� 	�
�� $

lim
n→∞

(
n ln 2
− ln rkn

)
.

%� ���
�
��� ����	�������������� ������ ������ �� �� �� ��������!���
�
!��
��� ��#����� �.�� 	�
�� $

lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)
− ln rkn

)
.

&���	���'� /�	���"�� � ����� ��� ���� �� �������� �� +�! ���,�-)��������� �012�3
%4� ��#� E1 ⊂ E2
 �� dimH(E1) ≤ dimH(E2)5
%6� dimH (

⋃
n En) = supn dimH(En)5

%7� ��#� E1 � E2 	���������� ����&��
 �� dimH(E1) = dimH(E2)�
��� ������	� ���!

∑∞
k=1 ak ��&!�!"�� �� �������� � ������� 6 ��	������� �� ����

�� ������� �� {ln} �� {mn} � ���������! �� ������� �$ ������ {Bn}� 8��� ��!*"��



��� �� �� ���	
� 	 �� �� ���	�

��������� ��	
������	� ������ {Lj}� ����� ��

Lj :=
{
x : Δ̃γ1γ2...γn..., γn ∈ Bn, ���� n ∈ {1, 2, . . . , j − 1},

� γn ∈ {0, mn − 1}, ���� n ∈ N \ {1, 2, . . . , j − 1}
}
.

������� L1 	�������� � �������� ��� ������ ��� ���� ����� ���������� �
���
��� �� � ������ ���
���� ���	
����! ��
��	�� �����" #�����$� ����������� ���
�����	�� ���
������ �� ���� ��� ������	������
�	� ��� ��������� ������� %"&� ����'
�����(

dimH(L1) = lim
n→∞

(
n ln 2
− ln rkn

)
.

)���� ��������� �� dimH(Lj) = dimH(L1)� ∀j ∈ N� ����� j ∈ N \ {1}� �	
�

L1 =
2j−1⋃

i

L
(i)
1 ,


�
{
L

(i)
1

}
i=1,...,2j−1 � �	�������� ��	����� ��� ����� �� ������ 	
���� ������	� �	�

���� �

L
(1)
1 :=

{
x : x = Δ̃γ1γ2...γn..., γn = 0, �� 	 n ∈ {1, 2, . . . , j − 1},

� γn ∈ {0, mn − 1}, �� 	 n ∈ N \ {1, 2, . . . , j − 1}
}
.

!�"�����

dimH

(
L

(1)
1

)
= dimH(L1) #$%&

"����"��  '( �� ')� *�	���+ Lj �	��� ���
���"��� + "�,��
�

Lj =

�j−1
i=1 (li+1)⋃

t=1

L
(t)
j ,

{L(t)
j }t=1,...,

�j−1
i=1 (li+1) � �	�������� ��	����� ��� ����� �� ������ 	
���� ������	�

�	���� �� L
(1)
1 ∈ {L(t)

j }t=1,...,
�j−1

i=1 (li+1)� -	
�  '(� ') �� #$%& "����"��

dimH(Lj) = dimH(L1).

. �	����
��	� ��"�	��� ��  '(� ����	/

dimH

(⋃
i

Li

)
= sup

i
dimH(Li) = dimH(L1). #$0&

*�	���� �	�	�� ��� ����� ��������+ ��������� 	�������� + "�,��
� #0&� ���"�
��
��  ��	���	�

⋃∞
j=1 Lj� "�
�� � "����"�� ����� �"��
����� ��	����� �����

L∗ � ��	���� ��� �	�	�� 
�� ���� ���+� �	����+����� ��	���� ����� 	�������
+ "�,��
� #0&� 1� 	

dimH Sμ > dimH L1 = lim
n→∞

(
n ln 2
− ln rkn

)
,

�	  �	,	�  	 Sμ = L∗∪(⋃∞
j=1 Lj

)
�� "�����"	��� B2 "����"���  	 dimH L∗ = dimH Sμ

�� 	���� ����� "�� #" ����� �	����	��� 2�+�
	�3�45���	"���& �	��� ������� Sμ

����� �	����+����+ ��������� 	������� + "�,��
� #0&�
6	�����	�  	 dimH L∗ = dimH Sμ ��"��� 
�� �	,	 "���
�+� �	��

lim
n→∞

(∑n
j=1 ln(lj + 1)
− ln rkn

)
= lim

n→∞

(
n ln 2
− ln rkn

)
,



���������	�
� 
� 
��	 ����
����	 ����
���
	 ���
� �������	 ���

������ ���� dimH Sμ = dimH L1 �	
� ����
�� ������� ���� ln = 1� n �= 2s� � ln = 2�
n = 2s��

�������� ln > 1 ��� �
�����
���� ��������� ���
���� n� �� ���� ������� ��
�������� ������ !��!������������ nt ���� ��� ������ Bnt ������ �
 
��"
 ����#

�

����� $��
�
� � �����% � ����� Bnt \ {0, mnt − 1} ���� 
�

�� � ����
�
%��� θt� &������
� ������

K1 =
{

x : x := Δ̃γ1γ2...γn..., �
 γk ∈ {0, mk − 1} !�� k /∈ {nt} � γnt = θt, ∀t ∈ N
}

.

'���� ����� � ������ K1 �( ������������ ��������� ������
�� ���� �)�� �����
K1 ⊂ L∗� $���������"� ���������� ��� !������* ���������� �� ��# ��������� ���
���
�
�� � ���
�
�� �
��
� +�,� �����(�-

dimH(K1) = lim
n→∞

(∑n
i=1 ln(zi + 1)
− ln rkn

)
,

�
 zi = 0� ���� i ∈ {nt} � zi = 1 !�� i /∈ {nt}� .��

dimH(K1) = lim
n→∞

(
(n− τ(n)) ln 2
− ln rkn

)
= lim

n→∞

(
(n− τ(n))

n

n ln 2
− ln rkn

)
,

�
 τ(n) / ��������� ��
��� !������������ {nt}� ��� 
�"� �� n� �������� {nt} �������
��������� ������ ���� ��� τ(n)/n → 0 �n → ∞�� �� dimH K1 = dimH L1� ���
�
dimH L∗ = dimH L1� �
�������� 	
�
 ���� λ(Sμ) > 0� �� ��	
� �� �� ��� ���� ������� ����� ������
����� ������������ �������� �����
��� �)��

0� ����� ����	�
��� �
�	���	� �������
� ���������� ��
����� ξ

1!
��� ( ������ �����* #�����
�������* ���������� �
!
�
������ %�����������
���!������ �������� ������ �����������
 ��
%���� !�!���� ����������# ���!������
��
 ��� �!�����% �!
���� $ ������ !������� ������ ��
%���� ���� ����� ����
�
�����
���# ������� 2
������ ���� ξ =

∑∞
k=1 ξk/2k� �
 ξk / �
���
��� ��!������

�
������� ��� ������*�� ����
�� 0 �� 1 � ����������� p ∈ (0, 1
2 ) �� 1− p ���!����3

��� .�� ���������� 4������5�62
�������� �!
���� ��� ( ����� ������ �����*
5���������* #�����
�������* ����������� ���� 7����� ����
 #�����
����( ���3
�������� ������������ ���!����� ���������� 4������5� �����
 ���!������

8�����(�� �� ���������* 4������5� ���!����� ��!������� �
������ τ ������3
(���� �����-

dimH(τ) = inf {dimH(E), E ∈ Bτ} ,

�
 Bτ / ���� ��
������# ���
�������# ������ ��
 ����9������ ����
��#� ��!����3
��� �
������ τ � �����

Bτ = {E : E ∈ B, Pτ (E) = 1} .

8
#�% υ / �
!
�
���� %��������� ��� �� ���
�������# !��������# [0, 1]� E0 /
�
��� 5�������� !�������� ���������� ��������� � �
#�% Φ(E0) / ��9� ���������
����
������� ���������� �������� ����� �� ��� E0 � ��� ���������� ε > 0 ����( �

����" �� �����
��
 (υ− ε)3!������� {Ej} ������ E0� Ej ∈ Φ(E0)� υ(Ej) ≤ ε� .���
(υ−α) /��� 4������5� ��������� ������ E ⊂ E0 �������(���� �����!�� ����-

Hα(E, υ, Φ(E0)) = lim
ε→∞

⎡⎣ inf
υ(Ej)≤ε

⎧⎨⎩∑
j

υα(Ej)

⎫⎬⎭
⎤⎦ = lim

ε→∞ mα
ε (E, υ, Φ),

�
 Ej ∈ Φ(E0)�
⋃

j Ej ⊃ E�
:����

dimυ (E, Φ(E0)) = inf {α : Hα(E, υ, Φ(E0)) = 0}



��� �� �� ��	
�� 
 � �� ���	
�

���������	
 ����������	 
������������������ ������ E �����	�� ���� υ � 	�����
	��� ��������� Φ(E0)�

������� ��	� ����� sup{ln} <∞� ��� ����������� 
������� �������� �������

��� �������� ξ �����	 !

dimH(μξ) = lim
n→∞

∑n
j=1 hj

− ln rkn

,

�

hj = −
lj∑

i=0

p̃ij ln p̃ij .

"������#� ��� ����	����� ��������	�� ���	����� ��������� ���������� �������
�� ξ ��	������ �������	� �����
��� ��	��� 
�� � ����������� 	������ ξ�

!�"�� Δ̃[n](x) := Δ̃a1(x)a2(x)...an(x) # Q̃�$����������� �������� n��� ����� 
���
��	���� ����� x 	������ Sξ� %�������� &� ���	 �	�" ����" $����������" ���������

	�������� � Ã '���� '()**� !�"�� μ # ��������	�� ���� 
�� ���������� ���������
���������� �������� ξ ����� ∀E ∈ B

μ(E) = P{ξ ∈ E}.
!�"�� λ # ���� +����� �� ,- (.� /���

μ(Δ̃[n](x)) = p̃a1(x)1 · p̃a2(x)2 · . . . · p̃an(x)n,

λ(Δ̃[n](x)) = qa1(x)1 · qa2(x)2 · . . . · qan(x)n = rkn .

0����
���� �����1���


lnμ(Δ̃[n](x))

lnλ(Δ̃[n](x))
=

∑n
j=1 ln p̃aj(x)j

ln rkn

.

2�&� x = Δ̃a1(x)a2(x)...an(x)... ���������	
 ��������� ��� &� P(aj(x) = i) = p̃ij

'����� �������� ���������� �������� x ���	����	
 ����3 μ* ��

{ηj} = {ηj(x)} := {ln p̃aj(x)j}
� ��	�������	�3 ��������" ���������" ������� � ��	������� �����������4

P{ηj = ln p̃ij} = p̃ij , i = 0, . . . , mj − 1.

E ηj =
mj−1∑
i=0

p̃ij ln p̃ij = −hj, |hj | ≤ c1 <∞,

E η2
j =

mj−1∑
i=0

p̃ij ln2 p̃ij ≤ c2 < ∞,

������� ���	����� c1 �� c2 �� ������� ��� j �� ����$�� ν(x) = x lnx �� ϕ(x) =
x ln2 x ������� �� �������� ,- (. �� sup lj < ∞� ���������

Sn := η1(x) + η2(x) + · · ·+ ηn(x).

%� �������3 5���������� '��	������ ����� ������" ��	��* ��
 μ����� �	�" �����
x ∈ [0, 1] ��� ��	$� �����	��

lim
n→∞

(Sn − E(Sn))
n

= 0.

%������� &�

E(Sn) = E(η1) + E(η2) + · · ·+ E(ηn) = −(h1 + h2 + · · ·+ hn).
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���
	 ���
� �������	 ���

���������Hn := h1+h2+· · ·+hn	 D = limn→∞ Hn/(− ln rkn)	 
 ��������� �������

T =
{

x : lim
n→∞

(
Sn

ln rkn

− Hn

− ln rkn

)
= 0
}

=
{

x : lim
n→∞

( 1
n (Sn − E(Sn))

1
n ln rkn

)
= 0
}

.

���
��� rkn ≤ 1
2n 	 �� �������

1
n ln rkn �
���������� �
� ���� ���� μ(T ) = 1 
	

����	 dimμ(T, Ã) = 1� �����

T1 =
{

x : lim
n→∞

(
Sn

ln rkn

− Hn

− ln rkn

)
= 0
}

;

T2 =
{

x : lim
n→∞

Sn

ln rkn

≤ lim
n→∞

Hn

− ln rkn

}
=

{
x : lim

n→∞

lnμ(Δ̃[n](x))

lnλ(Δ̃[n](x))
≤ lim

n→∞
Hn

− ln rkn

}
;

T3 =
{

x : lim
n→∞

Sn

ln rkn

≥ lim
n→∞

Hn

− ln rkn

}
=

{
x : lim

n→∞

lnμ(Δ̃[n](x))

lnλ(Δ̃[n](x))
≥ lim

n→∞
Hn

− ln rkn

}
.

��������	 �� T ⊂ T1�  ���� ������� !�����
��� �� ����	 �� "� ��� ������� �
��������
 ������� # ������ $%&'	 �� T1 ⊂ T3 
 T ⊂ T2�

(� �������) *�# � $+&	 dimλ(T2, Ã) ≤ D� ,������)��	 �� T ⊂ T2	 ��-��

dimλ(T, Ã) ≤ D.

���
���

T ⊂ T3 =

{
x : lim

n→∞

lnμ(Δ̃[n](x))

lnλ(Δ̃[n](x))
≥ D

}
,

�� �� �������) *�* � $+&

dimλ(T, Ã) ≥ D · dimμ(T, Ã) = D · 1 = D.

����	 dimλ(T, Ã) = D� ���
��� λ . �
�� /����� �� $0	#&	 ��

dimH(T, Ã) = dimλ(T, Ã) = D.

(� ���) 1�# dimH(T, Ã) = dimH(T )� ���� dimH(T ) = D�
2�������	 �� 3��������� ���� ������� T - �
�
����
� ����
��
���� ���
-�

�
�� μ� ����� C . ������ ���
� �
�� μ	 ����� μ(C) = 1� ��������	 �� C1 = C ∩T .
��� ���
� �
�� μ 
 C1 ⊂ C� ���� dimH (C1) ≤ dimH(C) 
 C1 ⊂ T � 2�������	 ��
dimH (C1) = dimH(T )� ���
��� C1 ⊂ T 	 �� dimH (C1) ≤ α0(T ) = D� ( 
�4��� ����	

C1 ⊂ T ⊂ T3 =

{
x : lim

n→∞

lnμ(Δ̃[n](x))

lnλ(Δ̃[n](x))
≥ D

}
.

���� � ������� *�# �� *�* ������ $+& �� ��� 1�# ��3���-	 ��

dimH (C1) = dimλ(C1, Ã) ≥ D · dimμ(T, Ã) ≥ D · dimμ(C1, Ã) = D · 1 = D. �

�������� 	
�
 ��������� �	
����� ξ ��	 ��� ���	�������
���� �dimH(μξ) =
1� �����
����� �������
 ������ � ������� ��������� �������
	����� ���������� �	�

���� ξk�  	! ����	�! �" ��#	 ��� p = q = 1

2 ! akn = rkn �∀n ∈ N� �

ln =

{
1, ��$� n �= 2s,

2, ��$� n = 2s,
s ∈ N.
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�� �� ������	
� �� �� ��	�
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��� ���	� ������

 �����
�	�
���� ����� ��
� ����� ��� ������� �� �� ��������

�� �� ������	
�� ��  �!�"��#�� �� $	��!
��%�%
� �� �� ��	�
� �� ��� �	���	��� �� ����
��
�

���	����� ������
	� �������� ��� ������ �����
�� �	� ���������	 �Q������
�� ����� �&
'��� �� ��(� �� ������� �� �� )������

*� �� ������	
� �� �� ��	�
� ����� �������� �� ���	� ������	 �������� ��� ������
���
������

 �����
�	���� +,-./012 3,4/514 +67 
8� 9� 6� :;,</8,=/0,� >?;
@ �� A
B1./C
8,D?8,D13=
 =,-.1 � ����E�� �E���FE�

E� �� ������	
� �� �� ��	�
� ����	�
 ������	�� �� ����
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