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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА IНТЕГРАЛЬНИХ
ФУНКЦIОНАЛIВ МАРТИНГАЛЬНОГО ТИПУ ВIД НЕСТIЙКИХ
РОЗВ’ЯЗКIВ СТОХАСТИЧНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
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Анотацiя. Розглядаються функцiонали
∫ t
0 g(ξ(s)) dW (s), t ≥ 0. Функцiя g — дiйсна i локально

iнтегровна з квадратом, ξ — єдиний сильний розв’язок стохастичного диференцiального рiвняння
Iто dξ(t) = a(ξ(t)) dt+dW (t), a — вимiрна, обмежена, дiйсна функцiя i |xa(x)| ≤ C. Дослiджується
поведiнка при t → ∞ вказаних функцiоналiв, знайдено вiдповiдний нормуючий множник та явний
вигляд граничної випадкової величини.

Abstract. We consider functionals
∫ t
0

g(ξ(s)) dW (s), t ≥ 0. Function g is real and locally square
integrable, ξ is a unique strong solution of Itô stochastic differential equation dξ(t) = a(ξ(t)) dt +
dW (t), a is measurable, bounded, real function and |xa(x)| ≤ C. The behavior of these functionals is
investigated as t → ∞, the appropriate normalizing factor and the explicit form of the limit random
variable are established.

Аннотация. Рассматриваются функционалы
∫ t
0 g(ξ(s)) dW (s), t ≥ 0. Функция g — действитель-

ная и локально интегрируемая с квадратом, ξ — единственное сильное решение стохастического
дифференциального уравнения Ито dξ(t) = a(ξ(t)) dt + dW (t), a — измеримая, ограниченная,
действительная функция и |xa(x)| ≤ C. Исследуется поведение при t → ∞ указанных функци-
оналов, найден соответствующий нормирующий множитель и явный вид предельной случайной
величины.

1. Вступ

Нехай на повному ймовiрнiсному просторi (Ω,�, P) визначено одновимiрний вi-
нерiвський процес W (t) вiдносно зростаючого, повного за мiрою P потоку σ-алгебр
σ(W (s), s ≤ t), t ≥ 0. Нехай функцiя a : R → R вимiрна, обмежена i |xa(x)| ≤ C при
всiх x ∈ R. Вiдомо, що однорiдне стохастичне диференцiальне рiвняння Iто

dξ(t) = a(ξ(t)) dt + dW (t), t ≥ 0, ξ(0) = x0 (1)

має єдиний сильний розв’язок ξ = ξ(t) i цей розв’язок є строго маркiвським процесом
(див. [1], Теорема 4).

Припустимо, що коефiцiєнт a задовольняє додаткову умову:
(A1) iснує стала c0 така, що 2c0 + 1 > 0 i

lim
|x|→∞

[
1
x

∫ x

0

va(v) dv − c0

]
= 0.

Означення 1.1. Розв’язок ξ рiвняння (1) називається нестiйким, якщо

lim
t→∞

1
t

∫ t

0

P{|ξ(s)| < N} ds = 0

для довiльної сталої 0 < N < ∞.
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Означення 1.2. Важаємо, що сiм’я процесiв {ζT (t), t ≥ 0} слабко збiгається при
T → ∞ до процесу {ζ(t), t ≥ 0}, якщо для довiльного L > 0 мiри μT [0, L], якi
вiдповiдають процесам ζT (·) на вiдрiзку [0, L], слабко збiгаються до мiри μ[0, L], яка
вiдповiдає процесу ζ(·) на вiдрiзку [0, L].

Вiдомо (див. [2]), що за умови (A1) розв’язок ξ рiвняння (1) нестiйкий i процес
|ξ(tT )|√

T
при T → ∞ слабко збiгається до процесу r(t) ≥ 0, який є розв’язком рiвняння

Iто

r2(t) = (2c0 + 1) t + 2
∫ t

0

r(s) dŴ (s). (2)

Зауваження 1.1. Процес r(t) є бесселiвським дифузiйним процесом (див. [3]) iз iн-
дексом 2c0 + 1 i перехiдною щiльнiстю

ρ(t, x, y) =
1

t(xy)ν−1
exp
{
−x2 + y2

2t

}
y2ν−1Iν−1

(xy

t

)
, (3)

де ν = c0+ 1
2 , Iν — модифiкована бесселiвська функцiя. Цей процес при −1 < 2c0 < 1

з вiдбиттям у точцi нуль, при 2c0 ≥ 1 точка нуль для нього недосяжна.

У данiй роботi розглядається асимптотична при t → ∞ поведiнка функцiоналiв
вигляду β(t) =

∫ t

0 g(ξ(s)) dW (s), де g — локально iнтегровна з квадратом дiйсна
функцiя, ξ — розв’язок рiвняння (1). Ця стаття є продовженням дослiджень роботи
[4], у якiй розглядалась поведiнка при t → ∞ функцiоналу

∫ t

0 g(ξ(s)) ds, де g —
локально iнтегровна дiйсна функцiя, ξ — розв’язок рiвняння (1). Було доведено, що
при виконаннi певних умов випадковий процес

β
(1)
T (t) =

1√
Tψ(

√
T )

∫ tT

0

g(ξ(s)) ds,

де неспадна функцiя ψ(r), r ≥ 0 — регулярно змiнна на нескiнченностi порядку
α > 0, слабко (у рiвномiрнiй топологiї простору неперервних функцiй) збiгається
при T → ∞ до процесу вигляду

β(1)(t) = 2b

[
rα+1(t)
α + 1

−
∫ t

0

rα(s) dŴ (s)
]

, (4)

r(t) ≥ 0 — бесселiвський дифузiйний процес, що є розв’язком рiвняння (2).
Для функцiоналiв вигляду

∫ t

0
g(ξ(s)) dW (s), де g — локально iнтегровна з квадра-

том дiйсна функцiя, ξ — розв’язок рiвняння вигляду (1), у якому
∣∣∫ x

0
a(v) dv

∣∣ ≤ C
при всiх x ∈ R асимптотична поведiнка при t → ∞ дослiджувалась в роботах [5]–[9].

У роботi [5] знайдено достатнi умови, при яких розподiл функцiоналу

βT (1) =
1√√

Tψ(
√

T )

∫ T

0

g(ξ(s)) dW (s)

збiгається при T → ∞ до розподiлу функцiоналу η
√

β(1)(1), де η — нормально
розподiлена випадкова величина з параметрами (0, 1), яка не залежить вiд β(1)(1),

β(1)(t) = 2

[∫ ζ(t)

0

|u|αb̄(u) du −
∫ t

0

|ζ(s)|α b̄(ζ(s)) dζ(s)

]
, (5)

процес ζ(t) описує поведiнку броунiвської частинки у двошаровому середовищi, тоб-
то ζ(t) є розв’язком рiвняння

ζ(t) =
∫ t

0

σ̄(ζ(s)) dŴ (s),
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σ̄(x) =

{
σ1, x > 0,

σ2, x < 0,
b̄(x) =

{
b1, x > 0,

b2, x < 0,

α ≥ 0, 0 < σi < ∞,
∫ t

0
P{|ζ(s)| = 0} ds = 0.

У роботi [10] було показано, що ζ(t) є однорiдним маркiвським процесом з пере-
хiдною щiльнiстю

ρ(t, x, y) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
σ1

√
2πt

[
e
− (y−x)2

2σ2
1t − σ1−σ2

σ1+σ2
e
− (y+x)2

2σ2
1t

]
, x ≥ 0, y > 0,

2σ1
σ1+σ2

· 1
σ2

√
2πt

e
− (σ1y−σ2x)2

2σ2
1σ2

2t , x ≥ 0, y < 0,

2σ2
σ1+σ2

· 1
σ1

√
2πt

e
− (σ2y−σ1x)2

2σ2
1σ2

2t , x ≤ 0, y > 0,

1
σ2

√
2πt

[
e
− (y−x)2

2σ2
2t − σ2−σ1

σ1+σ2
e
− (y+x)2

2σ2
2t

]
, x ≤ 0, y < 0.

Граничнi розподiли вигляду (5) при ζ(t) = W (t) були вперше отриманi в [11]. У
роботi [6] отримано результати аналогiчнi результатам роботи [5] для функцiоналiв
вигляду

β̃T (t) =
∫ t

0

gT (ξT (s)) dμT (s). (6)

Тут μT (t) — сiм’я iнтегровних з квадратом мартингалiв, для якої характеристика
〈μT 〉 (t) P→ t при T → ∞, а ξT (t) — розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь

dξT (t) = aT (ξT (t)) dt + σT (ξT (t)) dμT (t).

У роботi [7] для функцiоналiв вигляду (6), у яких μT (t) = WT (t) — сiм’я вiнерiв-
ських процесiв, отриманi необхiднi i достатнi умови слабкої збiжностi при T → ∞
до певних функцiоналiв вiд ζ(t).

Випадок функцiоналу βT (1), у якому ξ(t) = W (t), ψ(
√

T ) = 1, а функцiя g2 є iн-
тегровною на всiй осi, розглядався в [8]. У цiй роботi аналiтичним методом знайдено
явний вигляд характеристичної функцiї граничного розподiлу.

Поведiнка функцiоналiв вигляду (6), де μT (t) — сiм’я збiжних за ймовiрнiстю,
iнтегровних з квадратом мартингалiв, ξT (t) — розв’язки стохастичних диференцi-
альних рiвнянь, розглядалась у роботi ([9], §5, гл. IX) при локально рiвномiрнiй
збiжностi пiдiнтегральної функцiї.

Дана стаття побудована таким чином. Наступний роздiл мiстить основнi резуль-
тати про слабку збiжнiсть розглянутих у вступi функцiоналiв. У роздiлi 3 доведено
допомiжний результат, що використовується при доведеннi Теореми 2.1.

2. Основнi результати

Позначимо

f(x) = exp
{
−2
∫ x

0

a(v) dv

}
. (7)

Теорема 2.1. Нехай ξ — розв’язок рiвняння (1), в якому коефiцiєнт a задоволь-
няє умову (A1). Нехай також локально iнтегровна з квадратом дiйсна функцiя g є
непарною i iснують функцiї ψi(r), r ≥ 0, i = 1, 2 — неспаднi, регулярно змiннi на не-
скiнченностi порядку αi > 0, i = 1, 2 вiдповiдно i сталi b, C такi, що виконуються
умови:

(A2) lim
|x|→∞

[
f(x)

ψ1(|x|)
∫ x

0

g2(u)
f(u)

du − b signx

]
= 0,
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(A3)
∣∣∣∣ f(x)
ψ2(|x|)

∫ x

0

|g(u)|
f(u)

du

∣∣∣∣ ≤ C,

(A4) lim
T→∞

ψ2(
√

T )√√
Tψ1(

√
T )

= 0.

Тодi випадковий процес

βT (t) =
1√√

Tψ1(
√

T )

∫ tT

0

g(ξ(s)) dW (s),

де процеси ξ(t) i W (t) пов’язанi через рiвняння (1), слабко (у рiвномiрнiй топо-
логiї простору неперервних функцiй) збiгається при T → ∞ до процесу β(t) =
W ∗ (β(1)(t)

)
. Тут W ∗(t) — вiнерiвський процес, β(1)(t) має вигляд (4) при α = α1,

де процеси r(t) ≥ 0 i Ŵ (t) пов’язанi через рiвняння (2), W ∗(t) i β(1)(t) — незалежнi.

Доведення. Зрозумiло, що з непарностi функцiї g випливає

βT (t) =
4
√

T√
ψ1(

√
T )

∫ t

0

g(rT (s)
√

T ) dŴT (s),

де

rT (t) =
|ξ(tT )|√

T
, ŴT (t) =

∫ t

0

sign ξ(sT ) dWT (s), WT (t) =
W (tT )√

T
.

Оскiльки
∫ t

0
P{|ξ(s)| = 0} ds = 0 при кожному t > 0 (див. [12], гл. 6, §3, Лема 5), то

ŴT (t) при кожному T > 0 є неперервним з ймовiрнiстю 1 мартингалом з характери-
стикою

〈
ŴT

〉
(t) = t. Тому, за теоремою Дуба (див. [13], гл. 1, §1, Теорема 1), ŴT (t)

при кожному T > 0 є вiнерiвським процесом вiдносно σ - алгебри σ(WT (s), s ≤ t).
Крiм того, процес

(
rT (t), ŴT (t)

)
задовольняє принципу А. В. Скорохода вибору

збiжної пiдпослiдовностi ([14], §6, гл. I). Тому, не обмежуючи загальностi, будемо
враховувати (див. [4]), що для довiльної пiдпослiдовностi мають мiсце збiжностi
rTn(t) P→ r(t), ŴTn(t) P→ Ŵ (t) при Tn → ∞ i кожному t > 0. В роботi [2] доведено,
що при виконаннi умови (A1) граничнi процеси

(
r(t), Ŵ (t)

)
задовольняють рiвняння

(2), при цьому для довiльних L > 0, ε > 0

lim
h→0

lim
Tn→∞

P

{
sup

|t1−t2|≤h; ti≤L

|rTn(t2) − rTn(t1)| > ε

}
= 0. (8)

Зрозумiло, що збiжнiсть (8) має мiсце i для ŴTn(t). Нехай τTn(t) — найменший
розв’язок рiвняння β

(1)
Tn

(τTn(t)) = t, де

β
(1)
Tn

(t) =
√

Tn

ψ1(
√

Tn)

∫ t

0

g2
(
rTn(s)

√
Tn

)
ds.

При цьому τTn(t) є маркiвським моментом вiдносно σ-алгебри σ (WTn(s), s ≤ t), t ≥
0. Очевидно, що

β
(1)
Tn

(t) =
1√

Tnψ1(
√

Tn)

∫ tTn

0

g2 (ξ(s)) ds.

Згiдно з Лемою 3.1
∫∞
0

g2 (ξ(s)) ds = ∞ з ймовiрнiстю 1. Тому при кожному Tn

процес β
(1)
Tn

(t) з ймовiрнiстю 1 досягає вiдповiдний рiвень.
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Отже, βTn (τTn(t)) — послiдовнiсть вiнерiвських процесiв (див.[13], гл. 1, §4, Те-
орема 3), якi позначимо W ∗

Tn
(t). Тому βTn(t) = W ∗

Tn

(
τ−1
Tn

(t)
)
, де τ−1

Tn
(t) = β

(1)
Tn

(t),
тобто

βTn(t) = W ∗
Tn

(
β

(1)
Tn

(t)
)

.

Iз доведення Теореми 2.2 в [4] випливає, що при виконаннi умови (A2) β
(1)
Tn

(t) P→
β(1)(t) при Tn → ∞, де β(1)(t) має вигляд (4) при α = α1. Крiм того, для процесу
β

(1)
Tn

(t) має мiсце аналог збiжностi (8).
Оскiльки для довiльних N > 0, ε > 0, δ > 0 має мiсце нерiвнiсть

P
{∣∣∣W ∗

Tn

(
β

(1)
Tn

(t)
)
− W ∗

Tn

(
β(1)(t)

)∣∣∣ > ε
}

≤ P
{
β

(1)
Tn

(t) > N
}

+ P
{
β(1)(t) > N

}
+ P

{
sup

|t1−t2|≤δ; ti≤N

|W ∗
Tn

(t2) − W ∗
Tn

(t1)| > ε

}
+ P

{∣∣∣β(1)
Tn

(t) − β(1)(t)
∣∣∣ > δ

}
i для вiнерiвського процесу W ∗

Tn
(t) має мiсце аналог збiжностi (8), то отримаємо

збiжнiсть
W ∗

Tn

(
β

(1)
Tn

(t)
)
− W ∗

Tn

(
β(1)(t)

)
P→ 0 (9)

для кожного t > 0 при Tn → ∞.
Оскiльки процеси β

(1)
Tn

(t) при кожному Tn є вимiрними вiдносно σ-алгебри

σ
(
ŴTn(s), s ≤ t

)
, а процеси β

(1)
Tn

(t) P→ β(1)(t) i ŴTn(t) P→ Ŵ (t) при Tn → ∞, тому
процес β(1)(t) вимiрний вiдносно σ-алгебри σ

(
Ŵ (s), s ≤ t

)
.

Використовуючи властивостi стохастичних iнтегралiв отримаємо∣∣∣E W ∗
Tn

(t)ŴTn(t)
∣∣∣ = ∣∣∣EβTn (τTn(t)) ŴTn(t)

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣E 4
√

Tn√
ψ1(

√
Tn)

∫ τTn(t)

0

g
(
rTn(s)

√
Tn

)
dŴTn(s)ŴTn(t)

∣∣∣∣∣
=

4
√

Tn√
ψ1(

√
Tn)

∣∣∣∣∣E
∫ min(t,τTn(t))

0

g
(
rTn(s)

√
Tn

)
ds

∣∣∣∣∣
≤

4
√

Tn√
ψ1(

√
Tn)

E

∫ t

0

∣∣∣g (rTn(s)
√

Tn

)∣∣∣ ds

=
ψ2(

√
Tn)√√

Tnψ1(
√

Tn)
·

√
Tn

ψ2(
√

Tn)
E

∫ t

0

∣∣∣g (rTn(s)
√

Tn

)∣∣∣ ds.

(10)

Покажемо, що при виконаннi умов (A3), (A4) права частина попередньої нерiвно-
стi прямує до нуля при Tn → ∞. Для цього розглянемо функцiю

F (x) = 2
∫ x

0

f(u)
(∫ u

0

|g(v)|
f(v)

dv

)
du.

Ця функцiя має неперервну похiдну F ′(x) i має майже скрiзь (за мiрою Лебега)
локально iнтегровну другу похiдну F ′′(x). Тому для процесу F (ξ(t)) можна засто-
сувати формулу Iто ([15], §10, гл. II), згiдно iз якою отримаємо рiвнiсть

E

√
Tn

ψ2(
√

Tn)

∫ t

0

∣∣∣g (rTn(s)
√

Tn

)∣∣∣ ds = E

[
F (ξ(tTn)) − F (x0)√

Tnψ2(
√

Tn)

]
. (11)

Згiдно з умовою (A3)
|F (x)| ≤ Cψ2(|x|) · |x|
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для всiх x ∈ R. Тому

E

∣∣∣∣ F (ξ(tTn))√
Tnψ2(

√
Tn)

∣∣∣∣ ≤ C E rTn(t)
ψ2(rTn(t)

√
Tn)

ψ2(
√

Tn)
≤ C1 E rα2+1

Tn
(t).

Оскiльки у рiвняннi (1) |xa(x)| ≤ C i ξ(0) = x0, то аналогiчно до ([13], гл. 2, §6,
Теорема 4) отримаємо E rα2+1

T (t) ≤ C2 + C3t
α2+1

2 для певних сталих C2, C3. Тому з
рiвностi (11) маємо

E

√
Tn

ψ2(
√

Tn)

∫ t

0

∣∣∣g (rTn(s)
√

Tn

)∣∣∣ ds ≤ C̃1 + C̃2t
α2+1

2 ,

а з умови (A4) i нерiвностi (10) отримаємо для кожного t > 0∣∣∣EW ∗
Tn

(t)ŴTn(t)
∣∣∣→ 0

при Tn → ∞.
Отже,

∣∣EW ∗
Tn

(t)Ŵ (t)
∣∣→ 0 при Tn → ∞.

Оскiльки процеси Ŵ (t) i W ∗
Tn

(t) є вiнерiвськими i в границi некорельованi, то
W ∗

Tn
(t) при Tn → ∞ не залежить вiд Ŵ (t), а в силу того, що процес β(1)(t) повнiстю

визначається процесом Ŵ (t), то β(1)(t) при Tn → ∞ не залежить вiд W ∗
Tn

(t).
Iз збiжностi (9) випливає ([17], гл. IV, §11), що скiнченновимiрнi розподiли про-

цесу W ∗
Tn

(
β

(1)
Tn

(t)
)

i вiдповiднi скiнченновимiрнi розподiли процесу W ∗
Tn

(
β(1)(t)

)
у

границi при Tn → ∞ спiвпадають. Оскiльки процеси W ∗
Tn

(t) i β(1)(t) при Tn → ∞
незалежнi, а скiнченновимiрнi розподiли процесу W ∗

Tn
(t) не залежать вiд Tn, то скiн-

ченновимiрнi розподiли процесу W ∗
Tn

(
β(1)(t)

)
при Tn → ∞ збiгаються до вiдповiдних

скiнченновимiрних розподiлiв процесу W ∗ (β(1)(t)
)
, де W ∗(t) — вiнерiвський процес,

незалежний вiд процесу β(1)(t).
Отже, скiнченновимiрнi розподiли процесу βTn(t) збiгаються при Tn → ∞ до

вiдповiдних скiнченновимiрних розподiлiв процесу W ∗ (β(1)(t)
)
.

Для доведення слабкої збiжностi скористаємось нерiвнiстю

P

⎧⎪⎨⎪⎩ sup
|t1−t2|≤h

ti≤L

|βTn(t2) − βTn(t1)| > ε

⎫⎪⎬⎪⎭
= P

⎧⎪⎨⎪⎩ sup
|t1−t2|≤h

ti≤L

∣∣∣W ∗
Tn

(
β

(1)
Tn

(t2)
)
− W ∗

Tn

(
β

(1)
Tn

(t1)
)∣∣∣ > ε

⎫⎪⎬⎪⎭
≤ P

{
sup

0≤t≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t)
∣∣∣ > N

}

+ P

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ sup

|t1−t2|≤h
ti≤L

∣∣∣W ∗
Tn

(
β

(1)
Tn

(t2)
)
− W ∗

Tn

(
β

(1)
Tn

(t1)
)∣∣∣ > ε

⎞⎟⎠
∩
(

sup
0≤t≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t)
∣∣∣ ≤ N

)⎫⎪⎬⎪⎭
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≤ P

{
sup

0≤t≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t)
∣∣∣ > N

}
+ P

⎧⎪⎨⎪⎩ sup
|t1−t2|≤h

ti≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t2) − β
(1)
Tn

(t1)
∣∣∣ ≥ δ

⎫⎪⎬⎪⎭
+ P

⎧⎪⎨⎪⎩
⎛⎜⎝ sup

|t1−t2|≤h
ti≤L

∣∣∣W ∗
Tn

(
β

(1)
Tn

(t2)
)
− W ∗

Tn

(
β

(1)
Tn

(t1)
)∣∣∣ > ε

⎞⎟⎠
∩
(

sup
0≤t≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t)
∣∣∣ ≤ N

)
∩

⎛⎜⎝ sup
|t1−t2|≤h

ti≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t2) − β
(1)
Tn

(t1)
∣∣∣ < δ

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭

≤ P

{
sup

0≤t≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t)
∣∣∣ > N

}
+ P

⎧⎪⎨⎪⎩ sup
|t1−t2|≤h

ti≤L

∣∣∣β(1)
Tn

(t2) − β
(1)
Tn

(t1)
∣∣∣ ≥ δ

⎫⎪⎬⎪⎭
+ P

⎧⎪⎨⎪⎩ sup
|s1−s2|≤δ

si≤N

∣∣W ∗
Tn

(s2) − W ∗
Tn

(s1)
∣∣ > ε

⎫⎪⎬⎪⎭
при довiльних ε > 0, δ > 0, N > 0, L > 0.

Iз цiєї нерiвностi i того, що для процесiв W ∗
Tn

(t) i β
(1)
Tn

(t) виконується спiввiд-
ношення аналогiчне (8), маємо, що i для процесу βTn(t) має мiсце спiввiдношення
аналогiчне (8). Тому ([16], гл. IX, §2, Теорема 1) процес βTn(t) слабко збiгається при
Tn → ∞ до процесу W ∗ (β(1)(t)

)
. Iз довiльностi пiдпослiдовностi Tn → ∞ i єдиностi

розв’язку рiвняння (2) випливає доведення теореми. �

Приклад 2.1. Розглянемо рiвняння (1) з

a(x) =
c0x

(1 + x2)
.

Нехай

g(x) =
sinx

8
√

1 + x2
.

У даному випадку f(x) = 4
√

1 + x2 i умови Теореми 2.1 виконуються при ψ1(r) =√
r ln r, ψ2(r) = r

3
4 , b = 1

2 , c0 = − 1
4 .

Тому випадковий процес

βT (t) =
1√√

Tψ1(
√

T )

∫ tT

0

g(ξ(s)) dW (s) =
1

T
3
8

√
ln
√

T

∫ tT

0

sin(ξ(s))
8
√

1 + ξ2(s)
dW (s),

де процеси ξ(t) i W (t) пов’язанi через рiвняння (1), слабко збiгається при T → ∞ до
процесу β(t) = W ∗ (β(1)(t)

)
, де W ∗(t) — вiнерiвський процес,

β(1)(t) = 2b

[
rα1+1(t)
α1 + 1

−
∫ t

0

rα1(s) dŴ (s)
]

,

де α1 = 1
2 , i процеси r(t) ≥ 0 i Ŵ (t) пов’язанi через рiвняння (2), W ∗(t) i β(1)(t) —

незалежнi. У розглядуваному випадку

β(1)(t) =
2
3
r

3
2 (t) −

∫ t

0

√
r(s) dŴ (s), r2(t) =

1
2
t + 2

∫ t

0

r(s) dŴ (s).
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Теорема 2.2. Нехай ξ — розв’язок рiвняння (1), в якому коефiцiєнт a задовольняє
умову (A1); дiйсна функцiя g2 — локально iнтегровна i така, що для певної сталої b
виконується умова

lim
|x|→∞

[
f(x)
|x|

∫ x

0

g2(u)
f(u)

du − b signx

]
= 0,

де f(x) визначена в (7). Тодi випадковий процес

βT (t) =
1√
T

∫ tT

0

g(ξ(s)) dW (s)

слабко збiгається при T → ∞ до процесу β(t) =
√

b (2c0 + 1)W ∗(t), де W ∗(t) —
вiнерiвський процес.

Доведення. Зрозумiло, що при кожному t > 0

βT (t) =
∫ t

0

g(ξ(sT )) dWT (s)

з ймовiрнiстю 1. Нехай τT (t) — найменший розв’язок рiвняння β
(1)
T (τT (t)) = t, де

β
(1)
T (t) =

∫ t

0

g2 (ξ(sT )) ds.

Аналогiчними мiркуваннями, як i при доведеннi Теореми 2.1, отримаємо, що

βT (t) = W ∗
T

(
β

(1)
T (t)

)
,

де W ∗
T (t) при кожному T > 0 є вiнерiвським процесом.

Функцiя g2 задовольняє умовам Теореми 2.2 роботи [4] при α = 1. Тому процес
β

(1)
T (t) при T → ∞ слабко збiгається до виродженого процесу b (2c0 + 1)t. Iз слабкої

збiжностi до виродженого процесу випливає збiжнiсть за ймовiрнiстю ([17], гл. III,
§10.1). Отже,

β
(1)
T (t) P→ b (2c0 + 1)t

при T → ∞ i аналогiчно доведенню збiжностi (9) маємо, що

W ∗
T

(
β

(1)
T (t)

)
− W ∗

T (b (2c0 + 1)t) P→ 0

при T → ∞. Оскiльки W ∗
T (t) при кожному T є вiнерiвським процесом, то маємо

збiжнiсть при T → ∞ скiнченновимiрних розподiлiв процесу βT (t) до вiдповiдних
розподiлiв процесу

√
b (2c0 + 1)W ∗(t).

Для остаточного доведення теореми досить, як i в Tеоремi 2.1, впевнитися в спра-
ведливостi спiввiдношення аналогiчного (8) для βT (t). �

Теорема 2.3. Нехай ξ — розв’язок рiвняння (1), i виконується умова (A1); нехай
дiйсна вимiрна функцiя g локально iнтегровна i така, що iснують сталi q i b, для
яких

(A5) lim
|x|→∞

1
|x|
∫ x

0

f(u)
(∫ u

q

g(v)
f(v)

dv

)
du = 0;

(A6) lim
|x|→∞

[
f(x)
|x|

∫ x

0

f(u)
(∫ u

q

g(v)
f(v)

dv

)2

du − b signx

]
= 0,

де f(x) визначена в (7). Тодi випадковий процес

β
(1)
T (t) =

1√
T

∫ tT

0

g(ξ(s)) ds
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слабко збiгається при T → ∞ до процесу 2
√

b (2c0 + 1)W ∗(t), де W ∗(t) — вiнерiв-
ський процес.

Доведення. Розглянемо функцiю

F (x) = 2
∫ x

0

f(u)
∫ u

q

g(v)
f(v)

dv du,

де f(x) визначена в (7). Ця функцiя має неперервну похiдну F ′(x) i має майже
скрiзь (за мiрою Лебега) локально iнтегровну другу похiдну F ′′(x). Тому для процесу
F (ξ(t)) можна застосувати формулу Iто ([15], §10, гл. II), згiдно iз якою, враховуючи
рiвнiсть

F ′(x)a(x) +
1
2

F ′′(x) = g(x),

яка має мiсце майже скрiзь (за мiрою Лебега), отримаємо

β
(1)
T (t) =

1√
T

[F (ξ(tT )) − F (x0)] − 1√
T

∫ tT

0

F ′(ξ(s)) dW (s) (12)

з ймовiрнiстю 1 для всiх t > 0. Iз умови (A5) випливає, що |x|−1F (x) → 0 при
|x| → ∞. Крiм того, враховуючи нерiвнiсть

E
|ξ(tT )|2

T
≤ C1 + C2t

(див. [4]) легко встановити, що

F (ξ(tT ))√
T

P→ 0

при T → ∞. Отже, з (12) випливає, що

β
(1)
T (t) +

1√
T

∫ tT

0

F ′(ξ(s)) dW (s) P→ 0 (13)

при T → ∞. Аналогiчними мiркуваннями, як i при доведеннi Теореми 2.1, отрима-
ємо, що

1√
T

∫ tT

0

F ′(ξ(s)) dW (s) =
∫ t

0

F ′(ξ(sT )) dWT (s) = W ∗
T

(∫ t

0

[F ′(ξ(sT ))]2 ds

)
,

де W ∗
T (t) — сiмейство вiнерiвських процесiв. Тому, враховуючи (13),

β
(1)
T (t) + W ∗

T

(∫ t

0

[F ′(ξ(sT ))]2 ds

)
P→ 0

при T → ∞ для кожного t > 0. Згiдно з умовою (A6) для функцiї [F ′(x)]2 виконую-
ться умови Теореми 2.2 роботи [4] при α = 1. Тому процес

β
(1)
T (t) =

∫ t

0

[F ′(ξ(sT ))]2 ds

при T → ∞ слабко збiгається до виродженого процесу 4b (2c0 +1)t. Далi завершення
доведення теореми аналогiчне завершенню доведення Теореми 2.2. �

Приклад 2.2. Розглянемо рiвняння (1) з

a(x) =
c0x

1 + x2
.

Нехай g(x) = sinx.
1) У випадку c0 = 1 маємо f(x) = (1 + x2)−1 i умови Теореми 2.3 виконуються

при q = 0, b = 1
6 .
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Тому випадковий процес

β
(1)
T (t) =

1√
T

∫ tT

0

sin(ξ(s)) ds

слабко збiгається при T → ∞ до процесу β(t) =
√

2W ∗(t), де W ∗(t) — вiнерiвський
процес.

2) Якщо c0 = 0, то f(x) = 1 i умови Теореми 2.3 виконуються при q = π
2 , b = 1

2 .
Тому випадковий процес

β
(1)
T (t) =

1√
T

∫ tT

0

sin(W (s)) ds

слабко збiгається при T → ∞ до процесу β(t) =
√

2W ∗(t), де W ∗(t) — вiнерiвський
процес.

3. Допомiжний результат

Доведемо лему, що використовується при доведеннi Теореми 2.1.

Лема 3.1. Нехай ξ — розв’язок рiвняння (1), тодi для локально iнтегровної з
квадратом дiйсної функцiї g �≡ 0∫ ∞

0

g2 (ξ(s)) ds = ∞
з ймовiрнiстю 1.

Доведення. Оскiльки g �≡ 0, то не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що

sup
−1<x<0

g2(x) > 0.

Позначимо σ1 = min{t : ξ(t) = 0}, τ1 = min{t > σ1 : ξ(t) = −1}, . . . , σn = min{t >
τn−1 : ξ(t) = 0}, τn = min{t > σn : ξ(t) = −1}, . . . , i

ζn =
∫ τn

σn

g2 (ξ(s)) ds.

Оскiльки розв’язок рiвняння (1) є строго маркiвським (див. [1]), то ζn — послi-
довнiсть незалежних i однаково розподiлених випадкових величин (див.[13], гл. 3,
§15, Наслiдок 1). Тому згiдно з посиленим законом великих чисел

1
n

n∑
i=1

ζi → E ζ1, n → ∞

майже напевне.
Отже,

∑n
i=1 ζi → ∞, n → ∞, з ймовiрнiстю 1, оскiльки

E

∫ τ1

σ1

g2 (ξ(s)) ds > 0

(iснування i невiд’ємнiсть математичного сподiвання для ζ1 випливає iз роботи [13],
гл. 3, §15, Теорема 2).

Тому iз нерiвностi ∫ ∞

0

g2 (ξ(s)) ds ≥
∞∑

i=1

ζi

маємо, що ∫ ∞

0

g2 (ξ(s)) ds = ∞
з ймовiрнiстю 1. �
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