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Abstract. We use lattice method to price swing option. We show that the payoff function at each
node of the lattice is concave and piecewise affine. The conclusion of this result is that there exist a
bang-bang control such that if the loan at the moment is integer then [0, 1]-valued optimal purchased

quantitity at this moment is equal to 0 or 1. If the loan at the moment isn’t integer then the fair price
is a convex combination of the nearest payoff values with integer loans.
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[
VN

(1 + r)N−n

∣∣∣∣ Fn

]
,
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�	 �
���� 	���$��

..� ��� ��������� *��
� �
� l0 = l − 1 ��$� �
��������� ������ *�����
���	�
�
�

V (j, m1, l) = α(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, (m1 − α)+, l − 1) + q̃V (j, (m1 − α)+, l − 1).

 ���	�	 m2� 
���� �
� 0 ≤ m2 ≤ m1 ≤ l + 1� %
� 
���� α ∈ [0, 1] � ��
�
������
���� (������ V ����
 ����
����

V (j, m2, l) ≥ α(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, (m2 − α)+, l − 1) + q̃V (j, (m2 − α)+, l − 1).

'�� ��� m2 ≤ m1� 
� �� ������
������ ��������

V (j + 1, (m2 − α)+, l− 1) ≥ V (j + 1, (m1 − α)+, l− 1),

V (j, (m2 − α)+, l− 1) ≥ V (j, (m1 − α)+, l − 1).
'�"��

V (j, m2, l) ≥ α(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, (m2 − α)+, l− 1) + q̃V (j, (m2 − α)+, l− 1)

≥ α(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, (m1 − α)+, l− 1) + q̃V (j, (m1 − α)+, l− 1)

= V (j, m1, l).

0
� � �����$��
 ������
�
��
�� � ��
� �������
����
� ��������"� α� �

������� ���� ��� ���	� l � j �	�
����	 
�������� 
�
�
���  ������ ���	 
����

���
�� V (j, m, l)!



�� �� �� ���	�
� 	 �� 
� ���
�

• ��� ������ �	���� m
 ��
��� ��� 0 ≤ m ≤ l
 V (j, m, l) ��		� ��	������

����

V (j, m, l) = max
[
Sj(N− l)−K+ p̃V

(
j + 1, (m− 1)+, l − 1

)
+ q̃V

(
j, (m− 1)+, l − 1

)
;

p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)
]
;

• V (j, m, l) ����	��� �������� �� m
 ��	 m ∈ Z+�

• ���
��� V (j, m, l) 
����������	���
 �� 	��� ��� ��	� α ∈ [0, 1] � m ∈ Z+


��
��� ��� 0 ≤ m ≤ l
 ������	��

V (j, m + α, l) = α V (j, m + 1, l) + (1− α)V (j, m, l).

��
� ��	������! ��������� ��	
�
���
���� �������� ������ ����	���� �� l ���

���� j� �������� �
	��� �������� ��	
�
���
���� ���� ����������� �����������

�� �
	 	
	 ��� ��	
�
���
���� 	
���!� �� ������� �����
������ ��� �����������

�� "
�� ����	���# �� �����
����� ���	�� ������� �� ��	
���
���� �
	 	
	 �����

���� ��
�������
������

$� "� � ����
��� �������
 �� !�
������ �������� % �
��� ���� ��� l = 0 �
���
�

����
�� ��������� ���� ����! ������
 � ������ ������� N � &
	 	
	 0 ≤ m ≤ l+1
� 	
���� ������ ������� �� ��� l = 0 ����� ��
����� m ��!�� "��
 �
��� ��"� ' 

��"� (#

V (j, 0, 0) = (Sj(N)−K)+, V (j, 1, 0) = Sj(N)−K.

)��� α ∈ [0, 1] ��

V (j, α, 0) = α(Sj(N)−K) + (1− α)(Sj(N)−K)+ = α V (j, 1, 0) + (1− α)V (j, 0, 0),

% ���!� �� ����� ��� ��� l = 0 V (j, m, l) ������
����� ��"�� �������� ���	���

�
 �����	� [0, 1]�
$$� #�� ����
���! *���
 ��� ���� l < l0 ����� ����� ��� + �������
 ���	���

V (j, m, l)� ,
�������� ����
� 	�!�
 l = l0�

(� -�� ��"�!� m ∈ Z+ � ���� α ∈ [0, 1]

V (j, m, l) = sup
α∈[0,1]

{
α(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m− α, l − 1) + q̃V (j, m− α, l − 1)

}
.

% ���� ������������� ����	���

V (j, m− α, l − 1) = (1− α)V (j, m, l − 1) + α V (j, m− 1, l − 1).

&�!�


V (j, m, l) = sup
α∈[0,1]

{
α(Sj(N − l)−K)

+ (1 − α)
[
p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

]
+ α

[
p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1)

]}
.

.� supα∈[0,1]{α a + (1− α)b} = max{a, b} ������
���
�� 

V (j, m, l) = max
[
Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l − 1);

p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)
]
.



���������� 	��
��� �
����
 ����� ������� � ������������ ������ ��

�� �������	�
 �� m ∈ Z+� �
� 0 ≤ m ≤ l − 1 �� ������ � ���� �������� ��
����
���� 	�������� ��������

V (j, m, l) = max
[
Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l − 1);

p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)
]
,

V (j, m + 1, l) = max
[
Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1);

p̃V (j + 1, m + 1, l− 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1)
]
,

V (j, m− 1, l) = max
[
Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 2, l− 1) + q̃V (j, m− 2, l − 1);

p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1)
]
.

�	�� m = l� ��

V (j, m + 1, l) = Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1).

 �		!��
�! " 	������� �
� 0 ≤ m ≤ l − 1�
#� ��	�


Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

≥ p̃V (j + 1, m + 1, l− 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1)
�

Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 2, l− 1) + q̃V (j, m− 2, l− 1)

≥ p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1).

� 	��� �
������$���% �������� V (j, m, l − 1) &������ &&�
'� �����

V (j, m, l) ≥ Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l − 1)

≥ 1
2

(
Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

+ Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 2, l− 1) + q̃V (j, m− 2, l− 1)
)

=
V (j, m + 1, l) + V (j, m− 1, l)

2
.

(� ��	�
 ����



Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

< p̃V (j + 1, m + 1, l− 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1)

�

Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 2, l− 1) + q̃V (j, m− 2, l− 1)

< p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1).

� 	��� �
������$���% ��������

V (j, m, l) ≥ p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

≥ 1
2

(
p̃V (j + 1, m + 1, l − 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1)

+ p̃V (j + 1, m− 1, l − 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1)
)

=
V (j, m + 1, l) + V (j, m− 1, l)

2
.

)�  �		!��
�! 	��*�+� �����

Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

≥ p̃V (j + 1, m + 1, l− 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1)



�� �� �� ���	�
� 	 �� 
� ���
�

�

Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 2, l− 1) + q̃V (j, m− 2, l− 1)

< p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1).

�������	
 ���

2V (j, m, l) ≥ Sj(N − l)−K

+
(
p̃V (j + 1, m− 1, l) + q̃V (j, m− 1, l) + p̃V (j + 1, m, l) + q̃V (j, m, l)

)
= V (j, m− 1, l) + V (j, m + 1, l).

��� m = l 
����� �� � �� �����
��� �
��������� 
�������
 ��
������

V (j, m + 1, l) = Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1).

�� ��
�� A1 = max{a, b}
 A2 = max{c, d}� ����������	
 ��� ��������� a − b ≥
c− d� �
�� A2 = c
 �� c− d > 0 � a > b
 � ������
 A1 = a� ����	 ������	
 �� 	����

���� 
���� 
 ��!�� A1 = b
 � A2 = c
 �
�� ��������� a− b ≥ c− d�
"���	�	 � ����
��� A1 = V (j, m + 1, l)
 A2 = V (j, m− 1, l)
 ��!��

a = Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1),

b = p̃V (j + 1, m + 1, l − 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1),

c = Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 2, l − 1) + q̃V (j, m− 2, l− 1),

d = p̃V (j + 1, m− 1, l − 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1).

#���	 ��������
 ��� a− b ≥ c− d�

a− b = Sj(N − l)−K + p̃(V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m + 1, l− 1))

+ q̃(V (j, m, l − 1)− V (j + 1, m + 1, l− 1)),

c− d = Sj(N − l)−K + p̃(V (j + 1, m− 2, l− 1)− V (j, m− 1, l − 1))

+ q̃(V (j, m− 2, l− 1)− V (j, m− 1, l − 1)).

" 
��� ����������!� ������������ �� ����!� ����!� m
 ����!� ��� 0 ≤ m ≤
l − 1
 !�� l $��
�������
 ���������

V (j, m− 1, l − 1) ≥ V (j, m− 2, l− 1) + V (j, m, l − 1)
2

,

�� �
��

V (j, m− 2, l − 1)− V (j, m− 1, l− 1) ≤ V (j, m− 1, l− 1)− V (j, m, l − 1).

������ �����!����� ��

������ 
 �������	

V (j, m− 2, l − 1)− V (j, m− 1, l− 1) ≤ V (j, m− 1, l− 1)− V (j, m, l − 1)

≤ V (j, m, l − 1)− V (j, m + 1, l − 1).

%�
��� ��!�� �����
 ��� a− b ≥ c− d
 � ������
 �
�� A2 = c
 �� A1 = a
 � 
���� 

A2 = c
 A1 = b �� 
�&�
������
����	 ������	
 �������� ��!����
�� $������ V (j, m, l) �� m ∈ Z+ �� ����'

�������( l � j
 ��� ��� ��������� �
����� 0 ≤ m ≤ l + 1�
)� ������	
 ��� �
�� ��� 0 ≤ m ≤ l
 !�� m ∈ Z+
 � ��&�
������	 0 ≤ α ≤ 1

���������

V (j, m + α, l) = α V (j, m + 1, l) + (1− α)V (j, m, l),



���������� 	��
��� �
����
 ����� ������� � ������������ ������ ��

�� ����� ��� V (j, m + α, l) �	�
����	��
� ��	� 
����	������ �	
� 
��
� �����
��

�� 	
��

V (j, m + α, l) = sup
β∈[0,1]

[
β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, (m + α− β)+, l − 1)

+ q̃V (j, (m + α− β)+, l − 1)
]
.

�����
��� ��� �
�	�	
	
 
������ ����� Sj(N − l)−K < 0� ��
������ ���

Sj(N − l)−K ≥ 0


���	��� ��
����	�
� ��� β = 1� �������� ���		 ���	� ��	���������� ���

Sj(N − l)−K < 0.

���	� ���		 ��	���������� ��� � ���	
� ��	�	
� N − l �����
	
� 1 ≤ m ≤ l− 1�
������ m = 0 � m = l �
������
��
 
��� ��	�����!	
�� �
������ ��� �	��" m �	
� 
��
� �����
� ��	�� 
�	��#

�$�� ���%

V (j, m, l) = max
[
Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1);

p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)
]
,

V (j, m + 1, l) = max
[
Sj(N − l)−K + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1);

p̃V (j + 1, m + 1, l− 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1)
]
.

&' ���
���
�� (�
���� V (j, m, l − 1) �� m 
�	��	�� ���

V (j, m, l − 1)− V (j, m + 1, l− 1) ≥ V (j, m− 1, l− 1)− V (j, m, l − 1),

V (j, m, l − 1)− V (j, m− 1, l− 1) ≥ V (j, m + 1, l− 1)− V (j, m, l − 1).

 �	�	� ��� ����
��� 
�	���$�	 ���'
��	
��%

x = Sj(N − l)−K,

V (j, m, l) = max{a; b},
V (j, m + 1, l) = max{c; d}.

)
�� �'���� max{a; b} = a� �� �' ���	�!�	
�� ��*	 � ���
���
�� 
�	��	�� ��� �
max{c; d} = c� +�� �'
���	�� ��� 	
�� 
�� �����
� �	���� ������� � �	��$�� ���	
�
��	�	
� ��� ����	 � m 	��
��� �� ��� ����*	� ����	 � m+1 	��
��� 
�� �	� ���		

���� �������� 	��
��� ��'����� ������� ,���� �� ��	�����!	
�� �
������

V (j, m + α, l) = α c + (1 − α) a = α
(
x + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

)
+ (1− α)

(
x + p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) + q̃V (j, m− 1, l− 1)

)
= x + p̃V (j + 1, m + α− 1, l− 1) + q̃V (j, m + α− 1, l− 1).

 �	�	� ���'
��	
�	

f = x + p̃V (j + 1, m + α− 1, l− 1) + q̃V (j, m + α− 1, l− 1).

��
�� �	�	�� max{c; d} = d� ����� �' ���
���
�� 
�	��	�� ��� max{a; b} = b� +��
�'
���	�� ��� 	
�� � �	��$�� ���	
� ��	�	
� ��� ����	 �m+1 	��
�� 
�� �����
		

	 �������� ��'���� ������ �� � ��� �	
�*	� �����	
��	 ����� �� ��
������ � m



�� �� �� ���	�
� 	 �� 
� ���
�

������ ��� �	
���� �� ��
����� �����	� �
��� � ���� ������ �������� ��
�� ��

������������� ����
���

V (j, m + α, l) = αd + (1− α) b = α
(
p̃V (j + 1, m + 1, l − 1) + q̃V (j, m + 1, l− 1)

)
+ (1 − α)

(
p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

)
= p̃V (j + 1, m + α, l − 1) + q̃V (j, m + α, l − 1).

������ �����������

g = p̃V (j + 1, m + α, l − 1) + q̃V (j, m + α, l − 1).

������ a > b� c < d ��� � ������ ��� � �
�� c − d ≥ a − b� �� ����� �	��� 
�


� �����
����
�  ����� ��� ��
������� ��� ��
���� ��� !���� ��	�  �	 � ��� �

��
��" � �� ���
 ��  ���
 ������� � ��
�#�� ������ �������  � ������� m �������

� ���  ������ ������� �� �����	� �
���� �� �� ����� �	�� ��
�
�� ��� ��� ����$��

���
� � m + 1 ������ � ���� �� ������ ������� ��� �	
����� �	�� �	 �� ��
�����

������� ������
� �
�����

% ���� �  ������ 
�
�� � ������ ������� N − l �	
���� ��
����� �����	� �
���

��� m + 1 �������& ���
�� �� �� �	
���� ��� m �������& ���
�� ���� a < b� c > d�
��
�� �� ������������� ����
���

V (j, m + α, l) = αc + (1− α) b = α
(
x + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

)
+ (1− α)

(
p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1)

)
= α x + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1).

������ �����������

h = α x + p̃V (j + 1, m, l− 1) + q̃V (j, m, l − 1).

'��
� �	 ��������� ��� � ��

V (j, m + α, l) = α V (j, m + 1, l) + (1− α)V (j, m, l),

��

V (j, m + α, l) ∈ {
f, g, h

}
.

(�
����� ��� ��� �����������
� α ∈ [0, 1]� ����� �� ��  �����#��"

V (j, m + α, l) = max
{
f, g, h

}
= sup

β∈[0,1]

[
β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, (m + α− β)+, l − 1)

+ q̃V (j, (m + α− β)+, l − 1)
]
.

)�� ���
� �� ������� ��
������ ��� ��� ����
� β ∈ [0, 1] � �����������
� α ∈ [0, 1]
�	�������"

V (j, m + α, l) ≥ β(Sj(N − l)−K)+ p̃V (j + 1, m + α− β, l− 1)+ q̃V (j, m + α− β, l− 1).

*�  �������� max
{
f, g, h

}
� �������	 � �
� + ��������" ��� f ≥ g� ��� g ≥ f �

,� f − g ≥ 0� 
��

f − g = x + α
(
p̃
(
V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m + 1, l− 1)

)
+ q̃

(
V (j, m, l − 1)− V (j, m + 1, l− 1)

))
+ (1− α)

(
p̃
(
V (j + 1, m− 1, l− 1)− V (j + 1, m, l− 1)

)
+ q̃

(
V (j, m− 1, l − 1)− V (j, m, l − 1)

))
.



���������� 	��
��� �
����
 ����� ������� � ������������ ������ ��

����� � ��	
 ����
����� �
��� 
���� �	��
���� ������ �����
�

x + p̃
(
V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m + 1, l− 1)

)
+ q̃

(
. . .

) ≥ f − g ≥ 0.

����� ������ ���

h− g = αx + α
(
p̃(V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m + 1, l− 1)) + q̃(. . . )

) ≥ 0.

� ����� 
� ��	
��	�� ��� max
{
f, g, h

}
= max{f, h}� ����
����
 ��	�� � �� 
�����

���������

!�"� #
��$ max{f, h} = f � ����� �
��� 
���� �	��
���� ������%���� f ≥ h ≥ g�
&���
 ���� ��$� ��� �	� 	�'��� β ∈ [0, 1] � ���� ��	$���� α ∈ [0, 1]� ����	����

�	��
�����

max{f, g, h} = f ≥ s

:= β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m + α− β, l − 1)

+ q̃V (j, m + α− β, l − 1).

!�"�"� ����
����
 �����	� �	
��(� ����� 0 ≤ α ≤ β ≤ 1� ����� �
��� 
���� ����)

������� m − 1 ≤ m − (β − α) ≤ m� #� ������	������ ���
���� ����� �	��
����

����'�� �������

s = β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m + α− β, l − 1) + q̃V (j, m + α− β, l − 1)

= βx + (β − α)p̃V (j + 1, m− 1, l − 1) +
(
1− (β − α)

)
p̃V (j + 1, m, l− 1)

+ (β − α)q̃V (j, m− 1, l− 1) +
(
1− (β − α)

)
q̃V (j, m, l − 1).

�����

f − s = (1− β)x + (1− β)p̃
[
V (j + 1, m− 1, l − 1)− V (j + 1, m, l− 1)

]
+ (1− β)q̃

[
V (j, m− 1, l− 1)− V (j, m, l − 1)

]
.

*� �����	$�


f − h = (1− α)x + (1− α)p̃
[
V (j + 1, m− 1, l− 1)− V (j + 1, m, l− 1)

]
+ (1− α)q̃

[
V (j, m− 1, l − 1)− V (j, m, l − 1)

] ≥ 0,

�� f − s ≥ 0�
!�"��� ����
����
 �����$ �	
��(� ����� 0 ≤ β ≤ α ≤ 1� ����� ����	���� �	��
)

���� ����������� m ≤ m + (α − β) ≤ m + 1� + ������	������ ���
���� �
��
�

����

s = β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m + α− β, l − 1) + q̃V (j, m + α− β, l − 1)

= βx + (α − β)p̃V (j + 1, m + 1, l − 1) + (1− α + β)p̃V (j + 1, m, l− 1)

+ (α− β)q̃V (j, m + 1, l− 1) + (1− α + β)q̃V (j, m, l − 1).

,������

h− s = (α− β)x + (α− β)p̃
[
V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m + 1, l− 1)

]
+ (α− β)q̃

[
V (j, m, l − 1)− V (j, m + 1, l − 1)

]
.

*�

h− g = αx + αp̃
[
V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m + 1, l− 1)

]
+ αq̃

[
V (j, m, l − 1)− V (j, m + 1, l− 1)

]
≥ 0,

��-��

 h ≥ s� � f ≥ h ≥ s�
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����� ����	��
 ��
 ������ β ∈ [0, 1] � ����	��������
 α ∈ [0, 1] ���������

max{f, g, h} = f ≥ s

:= β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m + α− β, l − 1)

+ q̃V (j, m + α− β, l − 1).

���� ����� ������ max{f, h} = h
 ����� ��������� ��������� ����������� h ≥
f ≥ g� �� ����� ��������

  �� ��
 ������ β ∈ [0, 1] � ����	��������
 α ∈ [0, 1]

����� ����� ��������� ������!����"

max{f, g, h} = h ≥ s

:= β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m + α− β, l − 1)

+ q̃V (j, m + α− β, l − 1).

����#� $�
 �� ��� ��������
  �� h ≥ s
 ����� 0 ≤ α ≤ β ≤ 1� % &��� ��� ��

s = βx + (β − α)p̃V (j + 1, m− 1, l− 1) +
(
1− (β − α)

)
p̃V (j + 1, m, l− 1)

+ (β − α)q̃V (j, m− 1, l − 1) +
(
1− (β − α)

)
q̃V (j, m, l − 1).

h ≥ f 
 ��&����

h− f = −(1− α)x + (1 − α)p̃
[
V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m− 1, l− 1)

]
+ (1− α)q̃[V (j, m, l − 1)− V (j, m− 1, l− 1)]

≥ 0,

�� ����� �

h− s = −(β − α)x + (β − α)p̃
[
V (j + 1, m, l− 1)− V (j + 1, m− 1, l− 1)

]
+ (β − α)q̃

[
V (j, m, l − 1)− V (j, m− 1, l− 1)

]
≥ 0.

������ % ������ ��#�� �� �'� ����	���
  �� ��
 0 ≤ β ≤ α ≤ 1
 ���� h ≥ g
 �� h ≥ s�
����� ����	��
 ��
 ������ β ∈ [0, 1] � ����	�������� α ∈ [0, 1] ���������

max{f, g, h} = h ≥ s

:= β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m + α− β, l − 1)

+ q̃V (j, m + α− β, l − 1).

��� (������ ��� ����	�� ��'�� ����	���
  ��
 ���� g ≥ f 
 �� � h ≥ f � �����
max{f, g, h} = max{g, h}� )���� ��'�� ����	���
  �� ��
 ������ β ∈ [0, 1] � ����*

	�������� α ∈ [0, 1]
 ��������� ���������"

max{g, h} ≥ β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, m + α− β, l − 1) + q̃(. . .),

���������� ��� �� g ≥ h ≥ f � h ≥ g ≥ f �
+���
 �� ����	���
  �� ��
 ������ α ∈ [0, 1]
 ����� ����� ���������"

V (j, m + α, l) = sup
β∈[0,1]

[
β(Sj(N − l)−K) + p̃V (j + 1, (m + α− β)+, l − 1)

+ q̃V (j, (m + α− β)+, l − 1)
]

= max
{
f, g, h

}
,

�
 ���� ��
 0 ≤ m ≤ l
 0 ≤ α ≤ 1

V (j, m + α, l) = α V (j, m + 1, l) + (1− α)V (j, m, l),

��

V (j, m + α, l) ∈ {f, g, h},
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���� max
{
f, g, h

}
����� ��	�������� ���

V (j, m + α, l) = max
{
f, g, h

}
= αV (j, m + 1, l) + (1− α)V (j, m, l). �

�� ������
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