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Àíîòàöiÿ. Íàâîäÿòüñÿ îöiíêè õàðàêòåðèñòèê íàäiéíîñòi âèñîêîíàäiéíî¨ ñèñòåìè iç çàõèñòîì ó
ïðèïóùåííi, ùî ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ ¹ ïóàññîíiâñüêèì.

Êëþ÷îâi ñëîâà i ôðàçè. Ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ, àëüòåðíóþ÷èé ïðîöåñ, ñèñòåìà iç çàõèñòîì, òåîðåìà
Ðåíü¨, íàïiâìàðêîâñüêèé ïðîöåñ.

1. Âñòóï

Ó [1] íàâîäÿòüñÿ ðiâíîìiðíi îöiíêè âiäõèëåííÿ âiä ôóíêöi¨ ïîêàçíèêîâîãî ðîçïî-
äiëó ðîçâ'ÿçêiâ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Φ = θL+ (1− θ)Φ ? K, (1)

äå L, K � çàäàíi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó íåâiä'¹ìíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, θ ∈ (0, 1), ?�

çãîðòêà ôóíêöié ðîçïîäiëó: Φ ? K(t) =
∫ t
0

Φ(t− x) dK(x).
Öi îöiíêè ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðè äîñëiäæåííi õàðàêòåðèñòèê íàäiéíîñòi ñèñòåìè

iç çàõèñòîì [2, c. 75]. Ó ðîáîòàõ [3, 4, 5] öå ðîáèëîñÿ â çàãàëüíîìó âèãëÿäi.
Ìåòîþ ðîáîòè ¹ óòî÷íåííÿ îöiíîê öèõ õàðàêòåðèñòèê òà ðîçãëÿä iíøèõ ó âè-

ïàäêó äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ, ùî ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ ¹ ïóàññîíiâñüêèì. Çîêðåìà
îöiíþ¹òüñÿ ãàðàíòîâàíèé ÷àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè iç çàäàíîþ íàäiéíiñòþ, íàâîäÿòüñÿ
îöiíêè ôóíêöié ðîçïîäiëó ïðîìiæêiâ ìiæ âiäìîâàìè òà êiëüêîñòi âiäìîâ.

Ó ï. 2 ñòàòòi ñôîðìóëüîâàíî ðåçóëüòàòè, à â ï. 3 íàâåäåíî ¨õ äîâåäåííÿ.

2. Îñíîâíi óìîâè òà ðåçóëüòàòè

Ñèñòåìà iç çàõèñòîì [2, c. 75] ñêëàäà¹òüñÿ ç àëüòåðíóþ÷îãî ïðîöåñó òà íåçàëåæíî-
ãî âiä íüîãî ïðîöåñó âiäíîâëåííÿ. Âiäìîâà ñèñòåìè íàñòóïà¹ â ìîìåíò âiäíîâëåííÿ
îñòàííüîãî, ÿêùî â öåé ìîìåíò àëüòåðíóþ÷èé ïðîöåñ ïåðåáóâà¹ ó ôàçi ðåìîíòó.

Ó öié ðîáîòi ââàæà¹ìî, ùî ïðîöåñ âiäíîâëåííÿ� ïóàññîíiâñüêèé iç ïàðàìåòðîì v.
Áóäåìî ïîçíà÷àòè m(F ), m2(F )�ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ òà äðóãèé ïî÷àòêîâèé

ìîìåíò âiäïîâiäíî âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó F (t).
Ïîçíà÷èìî ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ôàç áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè òà ðåìîíòó àëüòåðíóþ÷îãî

ïðîöåñóG òàB âiäïîâiäíî, β̂(s) =
∫ +∞
0

e−sx dB(x), ïîêàçíèêîâó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó �

Ea(t) = 1− e−at, t ≥ 0.
Íàçâåìî t0 ãàðàíòîâàíèì ÷àñîì áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ñèñòåìè iç çàõèñòîì iç íàäié-

íiñòþ γ, ÿêùî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ñèñòåìà íå âiäìîâèòü äî ÷àñó t0, ¹ íå ìåíøîþ
âiä γ.

2000 Mathematics Subject Classi�cation. Primary 60K20; Secondary 90B25.



126 Î. Î. ÊÓØÍIÐ, Â. Ï. ÊÓØÍIÐ

Òåîðåìà 2.1. Ãàðàíòîâàíèé ÷àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ñèñòåìè iç çàõèñòîì iç íà-

äiéíiñòþ γ íå ìåíøèé âiä T ln 1−θ
γ+2θκ , äå T = β̂(v)m(G)

1−β̂(v)
, θ = 1− β̂(v),

A(t) =
1

β̂(v)

∫ t

0

e−vx dB(x), K(t) = G ? A(t),

m(A) =
1

β̂(v)

∫ +∞

0

xe−vx dB(x) ≤ m(B),

κ =
m2(K)

2m2(K)
=
m2(G) + 2m(G)m(A) +m2(A)

2
(
m(G) +m(A)

)2 ,

ïðè÷îìó m2(A) ≤ m2(B).

Ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ÷àñó áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ñèñòåìè iç çàõèñòîì ïîçíà÷àòèìåìî
Φ1(x), ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ðîçïî÷àëàñÿ ôàçà ðåìîíòó àëüòåðíóþ÷îãî
ïðîöåñó, i Ψ1(x), ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ðîçïî÷àëàñÿ ôàçà áåçâiäìîâíî¨
ðîáîòè.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ÷àñó áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ñèñòåìè iç çàõè-

ñòîì ïðè ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Eq(x)− qm(L)− 2κ
∫ x

0

(
1−B(y)

)
ve−vy dy ≤ Φ1(x);

Φ1(x) ≤ (1− θ)Eq(x) + (1 + 2κ)

∫ x

0

(
1−B(y)

)
ve−vy dy;

Ψ1(x) ≤ (1− θ)Eq(x) + θ(1 + 2κ)G(x);

Ψ1(x) ≥ Eq(x)− q
(
m(L) +

∫ x

0

(
1−G(y)

)
dy

)
− 2κθG(x),

äå r = θ
1−θ , q = r

m(G)+m(A) ≤
r

m(G) = 1
T , m(L) = 1

θ

∫ +∞
0

x
(
1−B(x)

)
dEv(x) ≤ 1

v .

Òåîðåìà 2.3. ßêùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ðîçïî÷àëàñÿ ôàçà áåçâiäìîâíî¨

ðîáîòè àëüòåðíóþ÷îãî ïðîöåñó, òî äëÿ ðîçïîäiëó êiëüêîñòi âiäìîâ ñèñòåìè iç çà-

õèñòîì ξ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

P(ξ ≥ n) ≤ θ + (1− θ)p̄n(t) + 2κθmin{n, 1 + qt},
äå

p̄n+1(t) =

(
1−

n∑
k=1

τk

)
Eq(t) +

n∑
k=1

τk

(
1−

n−k∑
i=1

τi

)
E?2q (t) +

+

n−1∑
k=1

τk

n−k∑
i=1

τi

1−
n−k−i∑
j=1

τj

E?3q (t) + · · ·

· · ·+
(
τn−11 (1− τ1) + (n− 1)τn−21 τ2

)
E?nq (t) + τn1 E

?(n+1)
q (t), n ≥ 0;

θn =

∫ +∞

0

(vx)n−1

(n− 1)!
e−vx dB(x) =

∫ +∞

0

(
E?(n−1)v (x)− E?nv (x)

)
dB(x), n ≥ 1;

τk =
θk+1

θ
, k ≥ 1;

çîêðåìà

P(ξ ≥ 1) = Ψ1(t) ≤ θ + (1− θ)Eq(t) + 2κθ;

P(ξ ≥ 2) ≤ θ + (1− θ)
(
θ2
θ
E?2q (t) +

θ − θ2
θ

Eq(t)

)
+ 2κθ

(
1 + Eq(t)

)
.
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Çàóâàæåííÿ 2.1. Ðîçïîäië pn(t) = p̄n(t)−p̄n+1(t), n ≥ 1, p0(t) = 1−p̄1(t) ¹ ðîçïîäiëîì
êiëüêîñòi ïîäié ñòàöiîíàðíîãî ïîòîêó áåç ïiñëÿäi¨ íà ïðîìiæêó ÷àñó (0, t) i ìà¹ òâiðíó

ôóíêöiþ
∑∞
n=0 pn(t)xn = eqt(ω(x)−1), äå ω(x) =

∑∞
n=1

θn+1

θ xn [7, c. 42].

Çàóâàæåííÿ 2.2. ßêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ðîçïî÷àëàñÿ ôàçà ðåìîíòó àëü-
òåðíóþ÷îãî ïðîöåñó, òî ñåðåäíié ÷àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ñèñòåìè iç çàõèñòîì äîðiâ-
íþ¹ T + 1

v , à ÿêùî ôàçà çàêií÷èëàñÿ, òî T + 1
v + 1

m(G) .

3. Äîâåäåííÿ

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. ßêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ðîçïî÷àëàñÿ ôàçà ðåìîí-
òó àëüòåðíóþ÷îãî ïðîöåñó, òî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ÷àñó áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè ñèñòåìè
iç çàõèñòîì Φ1(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1) iç K(t) = G ? A(t), äå

A(t) =
1

β̂(v)

∫ t

0

e−vx dB(x), L(t) =
1

θ

∫ t

0

(
1−B(x)

)
dEv(x).

Ïîçíà÷èìî Φ(t) ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) iç L(t) = K(t), äëÿ ÿêîãî, çãiäíî ç
[1, òåîðåìà 2], âèêîíóþòüñÿ ðiâíîìiðíi îöiíêè

|Φ(t)− Eq(t)| ≤ 2rκ. (2)

Ôóíêöiÿ Φ1(t) ïîäà¹òüñÿ ÷åðåç Φ(t) ôîðìóëîþ

Φ1(t) = L ?
(
θ + (1− θ)Φ(t)

)
. (3)

Iç (2), (3) îòðèìó¹ìî

Ψ1(t) ≤ Φ1(t) ≤ (1− θ)Eq(t) + θ(1 + 2κ). (4)

ßêùî ïðèðiâíÿòè ïðàâó ÷àñòèíó öi¹¨ íåðiâíîñòi äî 1 − γ, òî ìîæíà âèðàçèòè
ãàðàíòîâàíèé ÷àñ áåçâiäìîâíî¨ ðîáîòè (ïîòiì âèêîðèñòîâó¹ìî íåðiâíiñòü 1

q ≥ T ).
Íåðiâíîñòi m(A) ≤ m(B), m2(A) ≤ m2(B) âèïëèâàþòü iç òîãî, ùî ïðè âñiõ t > 0

A(t) ≥ B(t), ùî, ó ñâîþ ÷åðãó, îòðèìó¹òüñÿ ç òàêî¨ ëåìè.

Ëåìà 3.1. Íåõàé V (t)�íåâiä'¹ìíà ìîíîòîííà ôóíêöiÿ, F (t)�ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

íåâiä'¹ìíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, θ =
∫∞
0
V (x) dF (x), L(t) = 1

θ

∫ t
0
V (x) dF (x). Òîäi,

ÿêùî V (t)�íåñïàäíà, òî ïðè âñiõ t > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü L(t) ≤ F (t), à
ÿêùî V (t)�íåçðîñòàþ÷à, òî íåðiâíiñòü F (t) ≤ L(t).

Äîâåäåííÿ ëåìè 3.1. ßêùî V (t)�íåñïàäíà, òî ôóíêöiÿ F − L çðîñòà¹ âiä 0, ïîêè
V (x) < θ, à ïîòiì ñïàäà¹ äî 0 íà íåñêií÷åííîñòi. Òîìó âîíà � íåâiä'¹ìíà. Àíàëîãi÷íî
ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê íåçðîñòàþ÷î¨ V (t).

Ëåìó 3.1 äîâåäåíî. �

Òåîðåìó 2.1 äîâåäåíî. �

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.2. Âåðõíi îöiíêè îäåðæàíî â (4), à äëÿ îòðèìàííÿ íèæíiõ
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.2. Eq ? L(t) ≥ Eq(t)− q
∫ t
0

(
1− L(x)

)
dx.

Äîâåäåííÿ.

Eq ?
(
1−L(t)

)
= q

∫ t

0

(
1−L(t−x)

)
e−qx dx ≤ q

∫ t

0

(
1−L(t−x)

)
dx = q

∫ t

0

(
1−L(x)

)
dx.

Ëåìó 3.2 äîâåäåíî. �

Òåîðåìó 2.2 äîâåäåíî. �
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3. Ôóíêöi¨ P(ξ ≥ n) = Ψn(t) ¹ ìiíiìàëüíèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâ-
íÿííÿ òèïó âiäíîâëåííÿ

Ψn(t) =

n∑
k=2

θkAk ? G ?Ψn+1−k(t) +

(
θ −

n∑
k=2

θk

)
Ln ? G(t) + (1− θ)A ? G ?Ψn(t).

Îñêiëüêè (vx)n−1

(n−1)! � çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ, òî, çà ëåìîþ 3.1, ïðè âñiõ t > 0 âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü Ak(t) ≤ A(t), òîìó

Ψn(t) ≤
n∑
k=2

θk
θ

Φ ?Ψn+1−k(t) +

(
θ −

n∑
k=2

θk

)(
1 +

1− θ
θ

Φ(t)

)
=

=

n−1∑
k=1

τkΦ ?Ψn−k(t) +

(
1−

n−1∑
k=1

τk

)(
θ + (1− θ)Φ(t)

)
,

(5)

äå Φ(t)�ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) iç L(t) = K(t).
Çàóâàæìî, ùî p̄n(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

p̄n(t) =

(
1−

n−1∑
k=1

τk

)
Eq(t) +

n−1∑
k=1

τkp̄n−k ? Eq(t). (6)

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïðè n ≥ 1 äîâåäåìî íåðiâíiñòü

Ψn(t) ≤ θ + (1− θ)p̄n(t) + 2κθ

(
1 +

n−1∑
k=1

τkEq(t) +

n−2∑
k=1

τk

n−1−k∑
i=1

τiE
?2
q (t) +

+

n−3∑
k=1

τk

n−2−k∑
i=1

τi

n−1−k−i∑
j=1

τjE
?3
q (t) + · · ·

· · ·+
(
τn−21 + (n− 2)τn−31 τ2

)
E?(n−2)q (t) + τn−11 E?(n−1)q (t)

)
.

(7)

Äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (7). Ïðè n = 1 íåðiâíiñòü (7) âèïëèâà¹ ç (4).
Çàìiíèìî â (7) n íà n− k i çãîðíåìî ç Φ(t). Âðàõóâàâøè, ùî çãiäíî ç (2),

(1− θ)p̄n−k ? Φ(t) ≤ (1− θ)p̄n−k ? Eq(t) + 2κθp̄n−k(t),

à â iíøèõ äîäàíêàõ Φ(t) ≤ 1, äiñòàíåìî

Ψn−k ? Φ(t) ≤ θ + (1− θ)p̄n−k ? Eq(t) + 2κθ

(
1 + p̄n−k(t) +

n−k−1∑
i=1

τiEq(t) +

+

n−k−2∑
i=1

τi

n−k−1−i∑
j=1

τjE
?2
q (t) + · · ·

+
(
τn−k−21 + (n− k − 2)τn−k−31 τ2

)
E?(n−k−2)q (t) +

+ τn−k−11 E?(n−k−1)q (t)

)
=
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= θ + (1− θ)p̄n−k ? Eq(t) + 2κθ

(
1 + Eq(t) +

n−k−1∑
i=1

τiE
?2
q (t) +

+

n−k−2∑
i=1

τi

n−k−1−i∑
j=1

τjE
?3
q (t) + · · ·

+
(
τn−k−21 + (n− k − 2)τn−k−31 τ2

)
E?(n−k−1)q (t) +

+ τn−k−11 E?(n−k)q (t)

)
. (8)

Ïiäñòàâèìî (8) ó ïðàâó ÷àñòèíó (5) ðàçîì iç íåðiâíiñòþ

θ + (1− θ)Φ(t) ≤ θ(1 + 2κ) + (1− θ)Eq(t),

ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ç (2). Âèêîðèñòàâøè (6), äiñòàíåìî (7).
Íåðiâíiñòü (7) äîâåäåíî. �

Îñêiëüêè âñi ñóìè â (7) íå ïåðåâèùóþòü 1, òî

Ψn(t) ≤ θ + (1− θ)p̄n(t) + 2κθ
(

1 + Eq(t) + E?2q (t) + · · ·+ E?(n−1)q (t)
)
,

çâiäêè îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàò òåîðåìè 2.3, áî âñi äîäàíêè â äóæêàõ íå ïåðåâèùóþòü 1,
à 1 + Eq(t) + E?2q (t) + · · · = 1 + qt. �

Òâåðäæåííÿ çàóâàæåííÿ 2.2 ìîæíà îòðèìàòè iíòåãðóâàííÿì (3) òà (1).
Àâòîðè âäÿ÷íi ðåöåíçåíòîâi çà ñóòò¹âi çàóâàæåííÿ, ùî äîçâîëèëè ïîêðàùèòè ði-

âåíü âèêëàäó.
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A STUDY OF CHARACTERISTICS OF A HIGHLY RELIABLE SYSTEM
WITH PROTECTION ASSUMING THAT THE RENEWAL PROCESS

IS POISSON

O. O. KUSHNIR, V. P. KUSHNIR

Abstract. We assess reliability characteristics of a highly reliable system of protection assuming that
the renewal process is Poisson.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂ ÂÛÑÎÊÎÍÀÄÅÆÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
Ñ ÇÀÙÈÒÎÉ Â ÑËÓ×ÀÅ ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÑÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ

ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß

Î. Î. ÊÓØÍÈÐ, Â. Ï. ÊÓØÍÈÐ

Aííîòàöèÿ. Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè õàðàêòåðèñòèê íàäåæíîñòè âûñîêîíàäåæíîé ñèñòåìû ñ çàùèòîé
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ�ïóàññîíîâñêèé.


