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НЕРАВЕНСТВО МАРШО ДЛЯ КРАТНЫХ МОДУЛЕЙ НЕПРЕРЫВНОСТИ
В МЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

For periodic functions of one variable in the metric spaces L\Psi [0, 2\pi ], we establish an analog of Marshoud’s inequality for
multiple modules of continuity.

Для перiодичних функцiй однiєї змiнної в метричних просторах L\Psi [0, 2\pi ] доведено аналог нерiвностi Маршо для
кратних модулiв неперервностi.

Пусть для действительнозначных функций f(x), x \in R1, имеющих период 1,

\Delta tf(x) = f(x+ t) - f(x), \Delta k
t = \bigtriangleup t

\Bigl( 
\Delta k - 1
t

\Bigr) 
, k \in \scrN ,

\omega k(f, h)X = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
| t| \leq h

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \Delta k
t f
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
X

— модуль непрерывности порядка k в пространстве X.

В случае X = Lp, p \in [1,\infty ], при k < l, k, l \in \scrN , наряду с очевидным неравенством
\omega l(f, h)Lp \leq 2l - k\omega k(f, h)Lp справедливо неравенство Маршо [1]

\omega k(f, h)Lp \leq Clh
k

1\int 
h

\omega l(f, s)Lp

sk
ds

s
, (1)

где h \in 
\biggl( 
0,

1

2

\biggr] 
, Cl — положительная константа, не зависящая от p, h и f.

В случае p \in (1,\infty ) М. Ф. Тиман [2; 3, с. 41] доказал более точные неравенства: для

h \in 
\biggl( 
0,

1

2

\biggr) 
при k < l

Cp,kh
k

\left(  1\int 
h

\omega l(f, s)
\beta 1
Lp

s\beta 1k
ds

s

\right)  1/\beta 1

\leq \omega k(f, h)Lp \leq Bp,kh
k

\left(  1\int 
h

\omega l(f, s)
\beta 2
Lp

s\beta 2k
ds

s

\right)  1/\beta 2

, (2)

где \beta 1 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(2, p), \beta 2 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(2, p), Cp,k, Bp,k > 0.

Неравенства (2) доказаны с помощью прямых и обратных неравенств Джексона для при-
ближений функций тригонометрическими полиномами.

Этим же методом мы докажем аналог неравенства Маршо (1) в метрических пространст-
вах L\Psi .
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Пусть \Omega — множество функций \Psi : R1
+ \rightarrow R1

+, являющихся модулем непрерывности, т. е.
\Psi — непрерывная неубывающая функция, \Psi (0) = 0, \Psi (x+y) \leq \Psi (x)+\Psi (y) для всех x, y \in R1

+ ;
L0 — множество почти всюду конечных на периоде и измеримых функций. Для \Psi \in \Omega 

множество

L\Psi =

\left\{   f \in L0 : \| f\| \Psi =

1\int 
0

\Psi (| f(x)| )dx < \infty 

\right\}   
является линейным метрическим пространством с метрикой \rho (f, g)\Psi = \| f  - g\| \Psi ;

M\Psi (s) := \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
t>0

\Psi (st)

\Psi (t)
, s \in (0,\infty )

— функция растяжения \Psi [4] (гл. II, § 1).
Докажем следующую теорему.

Теорема 1. Пусть k, l \in \scrN , k < l, M\Psi 

\biggl( 
1

2

\biggr) 
< 1. Тогда для всех h \in 

\biggl( 
0,

1

2

\biggr) 
выполняются

неравенства

\omega k(f, h)\Psi \leq C

1\int 
h

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
h

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(f, s)\Psi 

ds

s
, (3)

где константа C не зависит от f и h.

При доказательстве используем следующие результаты из теории приближения функций в
L\Psi . Пусть

En(f)\Psi = \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}
\{ ck\} 

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| f(x) - 
n\sum 

k= - n
cke

ik2\pi x

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\Psi 

— наилучшее приближение f тригонометрическими полиномами степени не выше n в L\Psi .

Теорема А [5, 6]. Пусть \Psi \in \Omega , M\Psi 

\biggl( 
1

2

\biggr) 
< 1, k \in \scrN . Тогда

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
n

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\Psi ,f \not =const

En - 1(f)\Psi 

\omega k
\bigl( 
f, 1

n

\bigr) 
\Psi 

< \infty , (4)

\omega k(f, h)\Psi \leq C

[ 1h ]\sum 
\nu =1

M\Psi 

\bigl( 
(\nu h)k

\bigr) 
\nu 

E\nu  - 1(f)\Psi , (5)

где константа C = C(k,\Psi ) не зависит от f и h.

Заметим, что ранее эти утверждения были доказаны для пространств Lp, p \in (0, 1) [7 – 9].
Доказательство теоремы 1. Обозначим для краткости

\omega k(h) := \omega k(f, h)\Psi , \omega l(h) := \omega l(f, h)\Psi .

Далее все константы Cj зависят только от k, l и \Psi .

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2019, т. 71, № 12



1714 С. А. ПИЧУГОВ

Для оценки сверху \omega k

\biggl( 
1

2n

\biggr) 
применим последовательно неравенства (5) и (4):

\omega k

\biggl( 
1

2n

\biggr) 
\leq C1

n+1\sum 
\nu =1

M\Psi 

\Bigl( 
2(\nu  - n)k

\Bigr) 
E2\nu  - 1 - 1(f)\Psi \leq C2

n+1\sum 
\nu =1

M\Psi (2
(\nu  - n)k)\omega l

\biggl( 
1

2\nu  - 1

\biggr) 
. (6)

Поскольку функция M\Psi полумультипликативна [4] (гл. II, § 1), то

M\Psi 

\Bigl( 
2(\nu  - n)k

\Bigr) 
= M\Psi 

\Bigl( 
2(\nu  - 1 - n)k2k

\Bigr) 
\leq M\Psi 

\Bigl( 
2(\nu  - 1 - n)k

\Bigr) 
M\Psi 

\Bigl( 
2k
\Bigr) 
= C3M\Psi 

\Bigl( 
2(\nu  - 1 - n)k

\Bigr) 
.

Далее,

\omega l

\biggl( 
1

2\nu  - 1

\biggr) 
\leq C4\omega l

\biggl( 
1

2\nu 

\biggr) 
.

Поэтому из (6) следует, что

\omega k

\biggl( 
1

2n

\biggr) 
\leq C5

n+1\sum 
\nu =1

M\Psi 

\biggl( 
2(\nu  - 1)k 1

2nk

\biggr) 
\omega l

\biggl( 
1

2\nu 

\biggr) 
. (7)

Используем монотонность функций M\Psi и \omega l :

J\nu :=

1
2\nu  - 1\int 
1
2\nu 

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
1

2n
1

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(s)

ds

s
\geq C6\omega l

\biggl( 
1

2\nu 

\biggr) 
M\Psi 

\biggl( 
2(\nu  - 1)k 1

2nk

\biggr) 
.

Тогда из (7) получаем (3) при h =
1

2n
:

\omega k

\biggl( 
1

2n

\biggr) 
\leq C7

n+1\sum 
\nu =1

J\nu = C7

1\int 
1

2n+1

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
1

2n
1

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(s)

ds

s
.

Теперь для произвольного h рассуждения стандартны. Пусть h \in 
\biggl[ 

1

2n+1
,
1

2n

\biggr] 
, тогда

\omega k(h) \leq \omega k

\biggl( 
1

2n

\biggr) 
\leq C7

1\int 
1

2n+1

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
1

2n
1

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(s)

ds

s
\leq C7

1\int 
h
2

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
2h

1

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(s)

ds

s
\leq 

\leq C7M\Psi (4
k)

1\int 
h

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
h

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(s)

ds

s
.

Теорема 1 доказана.
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Замечание 1. Неравенство (3) неулучшаемо в следующем смысле:

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
h\in (0, 12)

\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}
f\in L\Psi ,f \not =const

\omega k(f, h)\Psi \int 1

h
M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
h

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(f, s)\Psi 

ds

s

> 0. (8)

Пусть для заданного h \in 
\biggl( 
0,

1

l

\biggr) 
f(x) = \chi [0,h](x) — характеристическая функция отрезка [0, h]

и s > h. Тогда

\omega k(f, h)\Psi =
\bigm\| \bigm\| \bigm\| \Delta k

hf
\bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\Psi 
=

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
k\sum 
j=0

( - 1)k - jCj
kf(x+ jh)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
\Psi 

=
k\sum 
j=0

\Psi 
\Bigl( 
Cj
k

\Bigr) 
h,

\omega l(f, s)\Psi \leq 
l\sum 

\nu =0

\| C\nu 
l f(x+ s)\| \Psi =

l\sum 
\nu =0

\Psi (C\nu 
l )h,

1\int 
h

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
h

s

\biggr) k\Biggr) 
\omega l(f, s)\Psi 

ds

s
\leq 

l\sum 
\nu =0

\Psi (C\nu 
l )h

1

k

1\int 
hk

M\Psi (t)
dt

t
.

Отсюда следует (8), если
1\int 

0

M\Psi (t)
dt

t
< \infty .

Известно [4] (гл. II, § 1), что для функции растяжения M\Psi существует нижний показатель
растяжения \Upsilon \Psi такой, что для любого \varepsilon > 0 найдется постоянная C\varepsilon > 0 такая, что для всех
t \in (0, 1] выполняются неравенства t\Upsilon \Psi \leq M\Psi (t) \leq C\varepsilon t

\Upsilon \Psi  - \varepsilon . Если \Psi \in \Omega , то \Upsilon \Psi \in [0, 1]. Но

из условия M\Psi 

\biggl( 
1

2

\biggr) 
< 1 следует, что \Upsilon \Psi > 0. Поэтому при достаточно малом \varepsilon 

1\int 
0

M\Psi (t)
dt

t
\leq C\varepsilon 

1\int 
0

t\gamma \Psi  - \varepsilon dt

t
< \infty .

Замечание 2. Если
\int 1

0
M\Psi 

\Bigl( 
tk
\Bigr) 
M\omega l

\biggl( 
1

t

\biggr) 
dt

t
< \infty , то \omega k(f, h)\Psi \asymp \omega l(f, h)\Psi .

Действительно, так как

\omega l(f, s)\Psi = \omega l

\Bigl( 
f, h

s

h

\Bigr) 
\psi 
\leq \omega l(f, h)\Psi M\omega l

\Bigl( s
h

\Bigr) 
\Psi 
,

то

\omega k(f, h)\Psi 
\omega l(f, h)\Psi 

\leq C

1\int 
h

M\Psi 

\Biggl( \biggl( 
h

s

\biggr) k\Biggr) 
M\omega l

\Bigl( s
h

\Bigr) ds

s
= C

1\int 
h

M\Psi (t
k)M\omega l

\biggl( 
1

t

\biggr) 
dt

t
.

В частности, если M\omega l
(y) \leq Ky\delta l при y \geq 1, то из условия \delta l < k\Upsilon \Psi следует, что \omega k(f, h)\Psi \asymp 

\asymp \omega l(f, h)\Psi .

Это утверждение приведено в [5].
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