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ПРО РЕДУКЦIЮ (\bfone + \bfthree )-ВИМIРНОГО НЕОДНОРIДНОГО РIВНЯННЯ
МОНЖА – АМПЕРА ДО ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

We study the relations between the structural properties of two-dimensional nonconjugate subalgebras of the Lie algebra of
the generalized Poincaré group P (1, 4) and the results of symmetry reduction for the (1+ 3)-dimensional inhomogeneous
Monge-Ampère equation. Some results concerning the reduction of the equation under investigation to the first-order PDEs
are presented.

Вивчається зв’язок мiж структурними властивостями неспряжених пiдалгебр розмiрностi 2 алгебри Лi узагальненої
групи Пуанкаре P (1,4) i результатами симетрiйної редукцiї (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа –
Ампера. Наведено деякi результати, що стосуються редукцiї дослiджуваного рiвняння до диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними (ДРЧП) першого порядку.

1. Вступ. Рiвняння Монжа – Ампера в просторах рiзних вимiрностей i рiзних типiв використо-
вувалися i використовуються при розв’язуваннi рiзних задач геометрiї, геометричного аналiзу,
теорiї струн, космологiї, геометричної оптики, одновимiрної газової динамiки, метеорологiї та
океанографiї тощо. Тут наведемо тiльки деякi роботи присвяченi дослiдженню цих рiвнянь
[1 – 15] (див. також цитовану там лiтературу).

Рiвняння Монжа – Ампера дослiджувалися рiзними методами. В пропонованiй роботi (1 +
+ 3)-вимiрне неоднорiдне рiвняння Монжа – Ампера вивчається класичним методом Лi – Ов-
сяннiкова [16 – 18] (див. також цитовану там лiтературу).

У 1984 р. A. M. Grundland (Грондленд), J. Harnad (Ханед), P. Winternitz (Вiнтернiц) [19]
звернули увагу на те, що при проведеннi симетрiйної редукцiї нелiнiйних релятивiстськи iн-
варiантних рiвнянь в окремих випадках редукованi рiвняння, отриманi за допомогою неспря-
жених (нееквiвалентних вiдносно внутнiшнiх автоморфiзмiв) пiдалгебр заданих рангiв алгебр
Лi груп симетрiї цих рiвнянь, були рiзних типiв. Вони також вивчали такого типу редукцiї.
Пiдтвердження iснування такого типу редукцiй можна знайти при проведеннi симетрiйних ре-
дукцiй деяких важливих для теоретичної i математичної фiзики диференцiальних рiвнянь (див.,
наприклад, [20 – 30] i цитовану там лiтературу).

В рамках класичного групового аналiзу (див., наприклад, [17, 18]) iнварiантнi розв’яз-
ки диференцiальних рiвнянь слiд класифiкувати за їхнiми рангами (рангами вiдповiдних їм
неспряжених пiдалгебр). При такому пiдходi не вдається пояснити отримання рiзних типiв ре-
дукованих рiвнянь (iнварiантних розв’язкiв) при використаннi неспряжених пiдалгебр заданих
рангiв алгебр Лi груп симетрiї цих рiвнянь.

У роботi [28] для класифiкацiї симетрiйних редукцiй (iнварiантних розв’язкiв) диферен-
цiальних рiвнянь авторами запропоновано використовувати структурнi властивостi низькоро-
змiрних неспряжених пiдалгебр того самого рангу алгебр Лi груп симетрiї рiвнянь, що дослi-
джуються.

Пропонована робота присвячена вивченню зв’язку мiж структурними властивостями не-
спряжених пiдалгебр розмiрностi 2 алгебри Лi групи Пуанкаре P (1,4) i результатами симе-
трiйної редукцiї (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера. Наведемо тiльки
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окремi результати, що стосуються редукцiї дослiджуваного рiвняння до ДРЧП першого поряд-
ку. З цiєю метою спочатку розглянемо деякi результати, що стосуються алгебри Лi групи P (1,4)

та її неспряжених пiдалгебр.

2. Алгебра Лi групи Пуанкаре \bfitP (\bfone ,\bffour ) та її неспряженi пiдалгебри. Група P (1,4) є
групою поворотiв i трансляцiй п’ятивимiрного простору Мiнковського M(1,4). Серед важливих
для теоретичної i математичної фiзики груп група P (1,4) посiдає особливе мiсце. Вона є
найменшою групою, яка мiстить як пiдгрупи групи симетрiї релятивiстської фiзики (група
Пуанкаре P (1,3)) та нерелятивiстської фiзики (розширена група Галiлея \widetilde G(1,3) [31]).

Алгебра Лi групи P (1,4) задається 15-ма базисними елементами M\mu \nu =  - M\nu \mu , \mu , \nu =

= 0, 1, 2, 3, 4 i P\mu , \mu = 0, 1, 2, 3, 4, якi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення\bigl[ 
P\mu , P\nu 

\bigr] 
= 0,

\bigl[ 
M\mu \nu , P\sigma 

\bigr] 
= g\nu \sigma P\mu  - g\mu \sigma P\nu ,\bigl[ 

M\mu \nu ,M\rho \sigma 

\bigr] 
= g\mu \sigma M\nu \rho + g\nu \rho M\mu \sigma  - g\mu \rho M\nu \sigma  - g\nu \sigma M\mu \rho ,

де g00 =  - g11 =  - g22 =  - g33 =  - g44 = 1, g\mu \nu = 0, якщо \mu \not = \nu .

У цiй роботi розглядатимемо таке зображення [32] для алгебри Лi групи P (1,4):

P0 =
\partial 

\partial x0
, P1 =  - \partial 

\partial x1
, P2 =  - \partial 

\partial x2
, P3 =  - \partial 

\partial x3
,

P4 =  - \partial 

\partial u
, M\mu \nu = x\mu P\nu  - x\nu P\mu , x4 \equiv u.

Надалi використовуватимемо наступнi базиснi елементи:

G = M04, L1 = M23, L2 =  - M13, L3 = M12,

Pa = Ma4  - M0a, Ca = Ma4 +M0a, a = 1, 2, 3,

X0 =
1

2
(P0  - P4), Xk = Pk k = 1, 2, 3, X4 =

1

2
(P0 + P4).

Неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1,4) описанi в роботах [33 – 35].
Алгебра Лi розширеної групи Галiлея \widetilde G(1,3) генерується такими базисними елементами:

L1, L2, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4.

Класифiкацiя всiх низькорозмiрних (\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}L \leq 3) неспряжених пiдалгебр алгебри Лi групи
P (1,4) проведена в [36].

3. Про редукцiю (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера до ДРЧП
першого порядку. У цiй роботi розглядаємо (1 + 3)-вимiрне неоднорiдне рiвняння Монжа –
Ампера вигляду

\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}(u\mu \nu ) = \lambda (1 - u\nu u
\nu )3, \lambda \not = 0,

де u = u(x), x = (x0, x1, x2, x3) \in M(1,3), u\mu \nu \equiv \partial 2u

\partial x\mu \partial x\nu 
, u\nu = g\nu \alpha u\alpha , u\alpha \equiv \partial u

\partial x\alpha 
, g\mu \nu =

= (1, - 1, - 1, - 1)\delta \mu \nu , g
\mu \nu g\nu \sigma = \delta \mu \sigma , \mu , \nu , \alpha , \sigma = 0, 1, 2, 3.

Тут i надалi, M(1,3) — чотиривимiрний простiр Мiнковського, R(u) — дiйсна вiсь залежної
змiннoї u, \delta \mu \sigma — символ Кронекера.
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У 1983 р. в працi Фущича i Сєрова [32] вивчено симетрiю i побудовано багатопараметричнi
сiм’ї точних розв’язкiв багатовимiрного рiвняння Монжа – Ампера. Iз цiєї роботи, зокрема,
випливає, що групою симетрiї дослiджуваного рiвняння є група Пуанкаре P (1,4).

Для проведення симетрiйної редукцiї i побудови класiв iнварiантних розв’язкiв цього рiв-
няння ми використали структурнi властивостi неспряжених пiдалгебр розмiрностi 2 алгебри Лi
групи P (1,4).

Внаслiдок проведення симетрiйної редукцiї рiвняння що вивчається, отримали такi типи
редукованих рiвнянь:

– ДРЧП першого порядку;
– ДРЧП другого порядку.

Нижче ми наведемо тiльки деякi отриманi нами результати, що стосуються редукцiй (1+3)-
вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера до ДРЧП першого порядку.

3.1. Алгебри Лi типу \bftwo \bfitA \bfone . У цiй роботi символом 2A1 позначаємо абелевi неспряженi
пiдалгебри розмiрностi 2 алгебри Лi групи Пуанкаре P (1,4).

1. \langle L3 + \lambda 1G, \lambda 1 > 0\rangle \oplus \langle X3\rangle :
Анзац (x21 + x22)

1/2 = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = (x20  - u2)1/2, \omega 2 = \mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u) + \lambda 1 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

.

Редуковане рiвняння
\bigl( 
\omega 1\varphi 

2\varphi 2
1  - \lambda 2

1\omega 1\varphi 
2
2 + 2\varphi 2\varphi 1\varphi 2  - \omega 1\varphi 

2
\bigr) 
\omega 1 = 0.

Тут i надалi: \varphi i =
\partial \varphi 

\partial \omega i
, i = 1, 2.

Розв’язок редукованого рiвняння \omega 1 = 0.

Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера x20  - u2 = 0.

2. \langle G\rangle \oplus \langle X1\rangle :
Анзац (x20  - u2)1/2 = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x2, \omega 2 = x3.

Редуковане рiвняння \varphi 2
1 + \varphi 2

2  - 1 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \varphi (\omega 1, \omega 2) = \varepsilon 
\sqrt{} 

1 - c21 \omega 1 + c1\omega 2 + c2, \varepsilon = \pm 1, де c1, c2 —
довiльнi сталi.

Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера (x20  - u2)1/2 =

= \varepsilon 
\sqrt{} 

1 - c21 x2 + c1x3 + c2.

3. \langle G+ \alpha X2, \alpha > 0\rangle \oplus \langle X1\rangle :
Анзац x3 = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = (x20  - u2)1/2, \omega 2 = x2  - \alpha \mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u).

Редуковане рiвняння
\bigl[ 
2\alpha \varphi 1\varphi 2  - (\varphi 2

1  - \varphi 2
2  - 1)\omega 1

\bigr] 
\omega 1 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = \alpha c1 \mathrm{l}\mathrm{n}(\omega 1) + c1\omega 2  - 
\sqrt{} 

\alpha 2c21 + (c21 + 1)\omega 2
1+

+\alpha c1 \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
2\alpha 2c21 + 2\alpha c1

\sqrt{} 
\alpha 2c21 + (c21 + 1)\omega 2

1

\omega 1

\Biggr) 
+ c2,

де c1, c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

x3 =
\alpha 

2
c1 \mathrm{l}\mathrm{n}(x

2
0  - u2) + c1

\bigl( 
x2  - \alpha \mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u)

\bigr) 
 - 
\sqrt{} 
\alpha 2c21 + (c21 + 1)(x20  - u2) + c2+

+\alpha c1 \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
2\alpha 2c21 + 2\alpha c1

\sqrt{} 
\alpha 2c21 + (c21 + 1)(x20  - u2)\sqrt{} 
x20  - u2

\Biggr) 
.
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4.

\biggl\langle 
L3 +

1

2
(P3 + C3)

\biggr\rangle 
\oplus \langle X0 +X4\rangle :

Анзац \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

 - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x3
u

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = (x21 + x22)
1/2, \omega 2 = (x23 + u2)1/2.

Редуковане рiвняння
\bigl[ \bigl( 
\varphi 2
1 + \varphi 2

2

\bigr) 
\omega 2
1\omega 

2
2 + \omega 2

1 + \omega 2
2

\bigr] 
\omega 2 = 0.

5.

\biggl\langle 
L3 +

\lambda 1

2
(P3 + C3), 0 < \lambda 1 < 1

\biggr\rangle 
\oplus \langle X0 +X4\rangle :

Анзац \lambda \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

 - \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x3
u

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = (x21 + x22)
1/2, \omega 2 = (x23 + u2)1/2.

Редуковане рiвняння
\bigl[ \bigl( 
\varphi 2
1 + \varphi 2

2

\bigr) 
\omega 2
1\omega 

2
2 + \omega 2

1 + \lambda 1\omega 
2
2

\bigr] 
\omega 2 = 0.

Зауважимо, що нижченаведенi результати отриманi при допомозi неспряжених пiдалгебр
типу 2A1 алгебри Лi розширеної групи Галiлея \widetilde G(1,3) \subset P (1,4).

6. \langle L3  - P3\rangle \oplus \langle X4\rangle :
Анзац \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

x1
x2

+
x3

x0 + u
= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x0 + u, \omega 2 = x21 + x22.

Редуковане рiвняння
\bigl( 
4\omega 2

1\omega 
2
2\varphi 

2
2 + \omega 2

1 + \omega 2

\bigr) 
\omega 1 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = i\varepsilon \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( \sqrt{} 
\omega 2
1 + \omega 2

\omega 1

\Biggr) 
 - i\varepsilon 

\sqrt{} 
\omega 2
1 + \omega 2

\omega 1
+ f(\omega 1), \varepsilon = \pm 1,

де f — довiльна гладка функцiя.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

= f(x0 + u) - i\varepsilon 

\sqrt{} 
(x0 + u)2 + x21 + x22

x0 + u
+

+i\varepsilon \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( \sqrt{} 
(x0 + u)2 + x21 + x22

x0 + u

\Biggr) 
 - x3

x0 + u
, \varepsilon = \pm 1.

7. \langle L3\rangle \oplus \langle X0 +X4\rangle :
Анзац u = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = (x21 + x22)

1/2, \omega 2 = x3.

Редуковане рiвняння \varphi 2
1 + \varphi 2

2 + 1 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = i\varepsilon 
\sqrt{} 
c21 + 1\omega 1 + c1\omega 2 + c2, \varepsilon = \pm 1,

де c1, c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

u = i\varepsilon 
\sqrt{} 
c21 + 1

\sqrt{} 
x21 + x22 + c1x3 + c2, \varepsilon = \pm 1.

8. \langle L3 + \alpha (X0 +X4), \alpha > 0\rangle \oplus \langle X4\rangle :
Анзац x0 + u - \alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

x1
x2

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x3, \omega 2 = (x21 + x22)
1/2.

Редуковане рiвняння \omega 2
2\varphi 

2
1 + \omega 2

2\varphi 
2
2 + \alpha 2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = \varepsilon 

\Biggl[ 
i\alpha \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
\alpha 
\sqrt{} 
c21\omega 

2
2 + \alpha 2 + \alpha 2

\omega 2

\Biggr) 
 - i
\sqrt{} 

c21\omega 
2
2 + \alpha 2 + c1\omega 1 + c2

\Biggr] 
, \varepsilon = \pm 1,

де c1, c2 — довiльнi сталi.
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Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

u = \varepsilon 

\Biggl[ 
i\alpha \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
\alpha 
\sqrt{} 

c21(x
2
1 + x22) + \alpha 2 + \alpha 2\sqrt{} 
x21 + x22

\Biggr) 
 - i
\sqrt{} 
c21(x

2
1 + x22) + \alpha 2 + c1x3 + c2

\Biggr] 
+

+\alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

 - x0.

9. \langle L3 + \alpha X3, \alpha > 0\rangle \oplus \langle X0 +X4\rangle :
Анзац x3 + \alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

x1
x2

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = u, \omega 2 = (x21 + x22)
1/2.

Редуковане рiвняння (\varphi 2
1 + \varphi 2

2 + 1)\omega 2
2 + \alpha 2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = \varepsilon 

\Biggl[ 
i\alpha \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
\alpha 
\sqrt{} 

(c21 + 1)\omega 2
2 + \alpha 2 + \alpha 2

\omega 2

\Biggr) 
 - i
\sqrt{} 
(c21 + 1)\omega 2

2 + \alpha 2 + c1\omega 1 + c2

\Biggr] 
, \varepsilon = \pm 1,

де c1, c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

x3 = \varepsilon 

\Biggl[ 
i\alpha \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
\alpha 
\sqrt{} 
(c21 + 1)(x21 + x22) + \alpha 2 + \alpha 2\sqrt{} 

x21 + x22

\Biggr) 
 - 

 - i
\sqrt{} 

(c21 + 1)(x21 + x22) + \alpha 2 + c1 u+ c2

\biggr] 
 - \alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

x1
x2

.

10. \langle L3 + 2X4\rangle \oplus \langle X3\rangle :
Анзац x0  - u+ 2\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

x2
x1

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x0 + u, \omega 2 = (x21 + x22)
1/2.

Редуковане рiвняння (\varphi 2
2 + 4\varphi 1)\omega 

2
2 + 4 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = c1\omega 1  - 2i
\sqrt{} 

c1\omega 2
2 + 1 + 2i \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( 
1\sqrt{} 

c1\omega 2
2 + 1

\Biggr) 
+ c2,

де c1, c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

x0  - u+ 2\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x2
x1

= c1(x0 + u) - 2i
\sqrt{} 
c1(x21 + x22) + 1+

+2i \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( 
1\sqrt{} 

c1(x21 + x22) + 1

\Biggr) 
+ c2.

11. \langle L3  - P3 + 2\alpha X0, \alpha \not = 0\rangle \oplus \langle X4\rangle :
Анзац x0 + u - 2\alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

x1
x2

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = (x21 + x22)
1/2, \omega 2 = (x0 + u)2 + 4\alpha x3.

Редуковане рiвняння (\varphi 2
1 + 16\alpha 2\varphi 2

2)\omega 
2
1 + 4\alpha 2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = 2i\alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( 
1\sqrt{} 

4c21\omega 
2
1 + 1

\Biggr) 
 - 2i\alpha 

\sqrt{} 
4c21\omega 

2
1 + 1 + c1\omega 2 + c2,

де c1, c2 — довiльнi сталi.

ISSN 1027-3190. Укр. мат. журн., 2022, т. 74, № 3



ПРО РЕДУКЦIЮ (1 + 3)-ВИМIРНОГО НЕОДНОРIДНОГО РIВНЯННЯ МОНЖА – АМПЕРА . . . 423

Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

x0 + u - 2\alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

=  - 2i\alpha 
\sqrt{} 
4c21(x

2
1 + x22) + 1+

+2i\alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( 
1\sqrt{} 

4c21(x
2
1 + x22) + 1

\Biggr) 
+ c1

\bigl( 
(x0 + u)2 + 4\alpha x3

\bigr) 
+ c2.

12. \langle P3\rangle \oplus \langle X1\rangle :
Анзац x20  - x23  - u2 = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x2, \omega 2 = x0 + u.

Редуковане рiвняння \varphi 2
1 + 4\omega 2\varphi 2  - 4\varphi = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \varphi (\omega 1, \omega 2) = (\omega 1 + c1)
2  - c2\omega 2, де c1, c2 — довiльнi сталi.

Розв’язок (1+ 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера x20  - x23  - u2 = (x2 +

+ c1)
2  - c2(x0 + u).

13. \langle P3  - X2\rangle \oplus \langle X1\rangle :
Анзац x2  - 

x3
x0 + u

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x0 + u, \omega 2 = (x20  - x23  - u2)1/2.

Редуковане рiвняння
\bigl( 
2\omega 3

1\varphi 1\varphi 2 + \omega 2
1\omega 2\varphi 

2
2  - \omega 2

1\omega 2  - \omega 2

\bigr) 
\omega 1\omega 2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \omega 2 = 0.

Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера x20  - x23  - u2 = 0.

14. \langle P3  - 2X0\rangle \oplus \langle X4\rangle :
Анзац (x0 + u)2 + 4x3 = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x1, \omega 2 = x2.

Редуковане рiвняння \varphi 2
1 + \varphi 2

2 + 16 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \varphi (\omega 1, \omega 2) = i\varepsilon 
\sqrt{} 

c21 + 16\omega 1 + c1\omega 2 + c2, \varepsilon = \pm 1, де c1,

c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

(x0 + u)2 + 4x3 = i\varepsilon 
\sqrt{} 

c21 + 16x1 + c1x2 + c2.

15. \langle P3  - 2X0\rangle \oplus \langle X1\rangle :
Анзац

1

6
(x0 + u)3 + x3(x0 + u) + x0  - u = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x2, \omega 2 = (x0 + u)2 + 4x3.

Редуковане рiвняння \varphi 2
1 + 16\varphi 2

2  - \omega 2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \varphi (\omega 1, \omega 2) = \varepsilon c1\omega 1  - 
\varepsilon 

6
(\omega 2  - c21)

3/2 + c2, \varepsilon = \pm 1, де c1,

c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

1

6
(x0 + u)3 + x3(x0 + u) + x0  - u = \varepsilon c1x2  - 

\varepsilon 

6

\bigl( 
(x0 + u)2 + 4x3  - c21

\bigr) 3/2
+ c2.

16. \langle L3\rangle \oplus \langle X4\rangle :
Анзац (x21 + x22)

1/2 = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x0 + u, \omega 2 = x3.

Редуковане рiвняння \varphi 2
2 + 1 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \varphi (\omega 1, \omega 2) = f(\omega 1) + i\varepsilon \omega 2, \varepsilon = \pm 1, де f — довiльна
гладка функцiя.

Розв’язок (1+3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера (x21+x22)
1/2 = f(x0+

+ u) + i\varepsilon x3, \varepsilon = \pm 1.

17. \langle L3 + \alpha X3, \alpha > 0\rangle \oplus \langle X4\rangle :
Анзац x3 + \alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}

x1
x2

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x0 + u, \omega 2 = (x21 + x22)
1/2.
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Редуковане рiвняння \omega 2
2(\varphi 

2
2 + 1) + \alpha 2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = f(\omega 1) + i\varepsilon 
\sqrt{} 

\omega 2
2 + \alpha 2  - i\varepsilon \alpha \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
\alpha 
\sqrt{} 
\omega 2
2 + \alpha 2 + \alpha 2

\omega 2

\Biggr) 
+ c, \varepsilon = \pm 1,

де f — довiльна гладка функцiя; c — довiльна стала.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

x3 + \alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

= f(x0 + u) + i\varepsilon 
\sqrt{} 
x21 + x22 + \alpha 2  - i\varepsilon \alpha \mathrm{l}\mathrm{n}

\Biggl( 
\alpha 
\sqrt{} 
x21 + x22 + \alpha 2 + \alpha 2\sqrt{} 

x21 + x22

\Biggr) 
+ c1.

18. \langle P3  - X1\rangle \oplus \langle X4\rangle :
Анзац x1  - 

x3
x0 + u

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x2, \omega 2 = x0 + u.

Редуковане рiвняння
\bigl[ 
\omega 2
2(\varphi 

2
1 + 1) + 1

\bigr] 
\omega 2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \varphi (\omega 1, \omega 2) = f(\omega 2) + i\varepsilon 
\omega 1

\omega 2

\sqrt{} 
\omega 2
2 + 1, \varepsilon = \pm 1, де f —

довiльна гладка функцiя.

Розв’язок (1+3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера x1 - 
x3

x0 + u
= f(x0+

+ u) + i\varepsilon 
x2

x0 + u

\sqrt{} 
(x0 + u)2 + 1.

3.2. Алгебри Лi типу \bfitA \bftwo . У цiй роботi символом A2 позначаємо розв’язнi неспряженi
пiдалгебри розмiрностi 2 алгебри Лi групи Пуанкаре P (1,4).

1.

\biggl\langle 
 - G - 1

\lambda 1
L3, X4, \lambda 1 > 0

\biggr\rangle 
:

Анзац \mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u) + \lambda 1 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x3, \omega 2 = x21 + x22.

Редуковане рiвняння \omega 2\varphi 
2
1 + 4\omega 2

2\varphi 
2
2 + \lambda 2

1 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = c1\omega 1  - i\varepsilon 
\sqrt{} 

c21\omega 2 + \lambda 2
1 + i\varepsilon \lambda 1 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( \sqrt{} 
c21\omega 2 + \lambda 2

1

\lambda 1

\Biggr) 
+ c2, \varepsilon = \pm 1,

де c1, c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

\mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u) + \lambda 1 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

= c1x3  - i\varepsilon 
\sqrt{} 
c21(x

2
1 + x22) + \lambda 2

1+

+i\varepsilon \lambda 1 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( \sqrt{} 
c21(x

2
1 + x22) + \lambda 2

1

\lambda 1

\Biggr) 
+ c2, \varepsilon = \pm 1.

2. \langle  - G - \alpha X1, X4, \alpha > 0\rangle :
Анзац x1  - \alpha \mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u) = \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x2, \omega 2 = x3.

Редуковане рiвняння \varphi 2
1 + \varphi 2

2 + 1 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння \varphi (\omega 1, \omega 2) = i\varepsilon 
\sqrt{} 

c21 + 1\omega 1+ c1\omega 2+ c2, \varepsilon = \pm 1, де c1, c2 —
довiльнi сталi.
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Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера x1  - \alpha \mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u) =

= i\varepsilon 
\sqrt{} 

c21 + 1x2 + c1x3 + c2, \varepsilon = \pm 1.

3.

\biggl\langle 
 - 1

\lambda 1
(L3 + \lambda 1G+ \alpha X3), X4, \alpha > 0, \lambda 1 > 0

\biggr\rangle 
:

Анзац \mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u) + \lambda 1 \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

= \varphi (\omega 1, \omega 2), \omega 1 = x21 + x22, \omega 2 = x3 + \alpha \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

.

Редуковане рiвняння 4\omega 2
1\varphi 

2
1 + \omega 1\varphi 

2
2 + (\alpha \varphi 2  - \lambda 1)

2 = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння

\varphi (\omega 1, \omega 2) = c1\omega 2  - i\varepsilon 
\sqrt{} 
c21\omega 1 + (\alpha c1  - \lambda 1)2+

+i\varepsilon (\alpha c1  - \lambda 1) \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( \sqrt{} 
c21\omega 1 + (\alpha c1  - \lambda 1)2

\alpha c1  - \lambda 1

\Biggr) 
+ c2, \varepsilon = \pm 1,

де c1, c2 — довiльнi сталi.
Розв’язок (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера

\mathrm{l}\mathrm{n}(x0 + u) + (\lambda 1  - c1\alpha ) \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}
x1
x2

= c1x3  - i\varepsilon 
\sqrt{} 
c21(x

2
1 + x22) + (\alpha c1  - \lambda 1)2+

+i\varepsilon (\alpha c1  - \lambda 1) \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{h}

\Biggl( \sqrt{} 
c21(x

2
1 + x22) + (\alpha c1  - \lambda 1)2

\alpha c1  - \lambda 1

\Biggr) 
+ c2, \varepsilon = \pm 1.

4. Висновки. Встановлено взаємозв’язок мiж структурними властивостями неспряжених
пiдалгебр розмiрностi 2 алгебри Лi узагальненої групи Пуанкаре P (1,4) i результатами симе-
трiйної редукцiї (1 + 3)-вимiрного неоднорiдного рiвняння Монжа – Ампера. Наведено деякi
результати, що стосуються редукцiї дослiджуваного рiвняння до ДРЧП першого порядку.

Класифiкацiю неспряжених пiдалгебр розмiрностi 2 алгебри Лi групи P (1,4) можна знайти
в [36]. Вони є наступних типiв: 2A1 , A2.

Редукцiї дослiджуваного рiвняння до ДРЧП першого порядку отримано для деяких неспря-
жених пiдалгебр типiв: 2A1 , A2.
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12. Yau Shing-Tung, N. Steve, The shape of a life. One mathematician’s search for the universe’s hidden geometry, Yale
Univ. Press, New Haven, CT (2019).

13. E. Witten, Superstring perturbation theory via super Riemann surfaces: an overview, Pure Appl. Math. Q., 15, № 1,
517 – 607 (2019).
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