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Локальна поведiнка вiдображень метричних
просторiв з розгалуженням

Сергiй О. Скворцов

(Представлена В.Я. Гутлянським)

Анотацiя. Одним з найпотужнiших iнструментiв дослiдження вiд-
ображень є метод модулiв сiмей кривих. На сьогоднi оцiнки спотво-
рення модуля встановлено майже для всiх вiдомих класiв, зокрема,
конформних i квазiконформних вiдображень, вiдображень з обмеже-
ним спотворенням, вiдображень зi скiнченним спотворенням тощо.
Оцiнки спотворення модуля сiмей кривих дозволяють дослiджувати
рiзноманiтнi задачi сучасного аналiзу, зокрема, значно полегшують
вивчення локальної i межової поведiнки як гомеоморфiзмiв, так i
вiдображень з розгалуженням. В данiй статтi йдеться про один з мо-
жливих типiв спотворення модуля при вiдображеннi, а саме, коли мо-
дуль сiмей кривих в прообразi при вiдображеннi оцiнюється ваговим
модулем образу вiдповiдної сiм’ї кривих. Такi оцiнки добре вiдомi в
класичнiй теорiї (зокрема, у квазiконформному аналiзi), але їх роль
не достатньо дослiджена у випадку необмежених ваг. Подiбнi оцiнки
ми розглядаємо в метричному просторi, де їх застосування на даний
момент також не дуже поширене. Оскiльки за наявностi обернено-
го вiдображення вказане спотворення модуля еквiвалентне ваговiй
нерiвностi Полецького для оберненого вiдображення, природньо вва-
жати їх “оберненими нерiвностями Полецького”, як це i пропонується
в текстi. Щодо даного рукопису, вiн присвячений водночас як розви-
тку модульної технiки, так i дослiдженню вiдображень просторiв, що
можуть бути не евклiдовими. Центральне мiсце займає питання про
локальну поведiнку одного класу вiдображень метричних просторiв.
Розглядається випадок, коли вихiдний метричний простiр задоволь-
няє умову слабкої сферiкалiзацiї, що є аналогом рiманової сфери
(розширеного евклiдового простору), а вiдображений простiр є ло-
кально лiнiйно зв’язним. Отримана одностайна неперервнiсть вiдпо-
вiдних сiмей вiдображень деякої областi зi слабко плоскою межею
на фiксовану область з компактним замиканням за умови, що вiд-
повiдна вага у ключовiй нерiвностi iнтегровна. Методологiя роботи,
крiм методу модулiв, iстотно спирається на метод пiднять сiмей кри-
вих, який дозволяє дослiджувати саме вiдображення з розгалужен-
ням. Пiсля вступу i формулювання основного результату доводиться
основна лема про пiдняття, яка узагальнює одне класичне твердже-
ння Мартiо–Рiкмана–Вяйсяля для евклiдового простору. Доведення
основного результату вiдбувається вiд супротивного i розташовано



одразу по закiнченню доведення леми. Робота завершується наведе-
нням чотирьох прикладiв, два з котрих вiдносяться до евклiдового
простору, а два iнших – до фактор-просторiв одиничного круга по
розривнiй групi дробово-лiнiйних автоморфiзмiв без нерухомих то-
чок.

2010 MSC. 30C65, 30L10, 30C62, 31B15.

Ключовi слова та фрази. Biдображення з обмеженим i скiнчен-
ним спотворенням, модулi сiмей кривих, локальна поведiнка вiдобра-
жень, нерiвнiсть Полецького.

1. Вступ

Робота присвячена вивченню вiдображень з обмеженим i скiнчен-
ним спотворенням, якi активно вивчаються останнiм часом, див., на-
приклад, [1–7] i [8]. Водночас робота присвячена вивченню вiдобра-
жень метричних просторiв, якi мають скiнченне спотворення, див.,
напр., [9–15] i [16].

Добре вiдомо, що в теорiї квазiконформних вiдображень i їх уза-
гальнень велике значення мають оцiнки спотворення модуля M сiмей
кривих вигляду

M(f(Γ)) 6
∫

D∩A(x0,r1,r2)

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) , (1.1)

де 0 < r1 < r2 < ∞, Γ – сiм’я кривих, що з’єднують S(x0, r1) =
{x ∈ Rn : |x − x0| = r1} i S(x0, r2) = {x ∈ Rn : |x − x0| = r2}
в A ∩ D, A = {x ∈ Rn : r1 < |x − x0| < r2}, Q – фiксована ви-
мiрна за Лебегом функцiя (як правило, безпосередньо обчислюється
по вiдображенню f), а η – довiльна вимiрна за Лебегом функцiя,

що задовольняє умову
r2∫
r1

η(t) dt > 1 (див., напр., [3, спiввiдношен-

ня (7.5)], [7, теорема 6.10]). Спiввiдношення (1.1) можна розглядати
як вагову модульну нерiвнiсть (див. [17]). Якщо ж ми припустимо
вiдображення f гомеоморфним i розглянемо обернене вiдображення
g = f −1, то нерiвнiсть (1.1) можна записати i по-iншому, а саме,

M(Γ∗) 6
∫

D∩A(x0,r1,r2)

Q(x) · ηn(|x− x0|) dm(x) , (1.2)

де Γ∗ складається з тих i тiльки тих кривих, образ яких при вiдобра-
женнi g з’єднує сфери S(x0, r1) i S(x0, r2) у кiльцi A(x0, r1, r2). Вла-
стивостi вiдображень g з останньої нерiвностi (1.2), взагалi кажучи,
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вiдрiзняються вiд властивостей вiдображень f у (1.1). Зокрема, одно-
стайна неперервнiсть сiмей вiдображень g не переноситься на сiм’ї
вiдповiдних обернених вiдображень f, i навпаки (див., напр., [18, при-
клад 6.1]). По аналогiї з гомеоморфiзмами можна також розглядати
вiдображення g з розгалуженням, i якi задовольняють (1.2). Таких
вiдображень достатньо багато як в класичних класах квазiрегуляр-
них вiдображень (див., напр., [1, теорема 3.2] або [2, теорема 6.7.II]),
так i в сучасних класах вiдображень зi скiнченним спотворенням дов-
жини i площi (див., напр., [7, теорема 6.1], [3, теорема 8.5, лема 10.1]).

Сформулюємо тепер основнi цiлi, яки ми ставимо при викладеннi
даної статтi. Нещодавно був отриманий результат стосовно локальної
поведiнки вiдображень метричних просторiв для гомеоморфiзмiв, що
задовольняють обернену нерiвнiсть Полецького (див. [19,20] та [18]).
Наразi ми пропонуємо вiдмовитись вiд гомеоморфностi, як це було у
всiх згаданих працях, i розглянемо тiльки вiдкритi та дискретнi вiд-
ображення. Як i в [19,20], ми проводимо нашi дослiдження за умови
iнтегровностi функцiї Q в (1.2). Зауважимо, що евклiдiв випадок вiд-
ображень з розгалуженням у (1.2) частково дослiджено в [21, теоре-
ма 1.1].

Звернемося до означень. Скрiзь далi, (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) – ме-
тричнi простори з метриками d i d ′ i локально скiнченними борелеви-
ми мiрами µ i µ ′, вiдповiдно. Кривою γ в X називається неперервне
вiдображення γ : I → X, де I = [a, b], (a, b), [a, b) або (a, b]. Довжина
кривої γ : [a, b] → X визначається рiвнiстю

l(γ) := sup

n∑
i=1

d(γ(ti), γ(ti−1)) ,

де sup береться по всiх можливих розбиттях a = t0 6 t1 6 . . . 6
tn := b. Якщо l(γ) <∞, то крива називається спрямлюваною i, отже,
коректно визначена функцiя довжини sγ(t), що позначає довжину
кривої γ|[a,t], t ∈ [a, b]. У цьому випадку має мiсце зображення

γ(t) = γ0 ◦ sγ(t),

де γ0 називається нормальним представленням кривої γ, див. [22,
роздiл 7]. Iнтегралом вiд борелевої функцiї ρ : X → [0,∞] по спрям-
люванiй кривiй γ називається величина

∫
γ

ρ(x) |dx| =
l(γ)∫
0

ρ(γ0(t)) dt .
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Образом кривої α в X будемо називати множину |α| = {x ∈ X :
∃ t ∈ [a, b] : α(t) = x}. Множину A у метричному просторi X будемо
називати лiнiйно зв’язною, якщо будь-якi двi точки x1, x2 ∈ A можна
з’єднати кривою, що лежить в A (див. розд. 13.2 в [3]). Областю
D в X називається вiдкрита лiнiйно зв’язна множина в X, iншими
словами, D – область в X тодi i тiльки тодi, коли D вiдкрита i, крiм
того, будь-якi двi точки x1, x2 ∈ D можна з’єднати кривою γ, що
цiлком лежить в D.

Сiм’єю кривих Γ називається довiльна множина кривих γ. Бо-
релева функцiя ρ : X → [0,∞] називається допустимою для сiм’ї Γ
кривих γ в X, якщо

∫
γ
ρ(x)|dx| > 1 для всiх (локально спрямлюваних)

кривих γ ∈ Γ. Якщо ρ допустима для Γ, то ми пишемо ρ ∈ admΓ.

Модулем сiм’ї кривих Γ порядку p > 1 називається величина

Mp(Γ) = inf
ρ∈ admΓ

∫
X

ρ p(x) dµ(x) . (1.3)

Якщо admΓ = ∅, покладемо:Mp(Γ) = ∞. Для заданих множин E i F,
що лежать в областi D простору X, позначимо через Γ(E,F,D) сiм’ю
всiх кривих γ : [a, b] → X таких, що γ(a) ∈ E, γ(b) ∈ F i γ(t) ∈ D при
всiх t ∈ [a, b].

Наступна конструкцiя вiдiграє роль рiманової сфери у метричних
просторах. Покладемо X := X ∪ {∞}, i нехай h : X × X → R –
деяка метрика. Будемо говорити, що h задовольняє умову слабкої
сферикалiзацiї, якщо (X,h) – компактний метричний простiр, крiм
того, h i d породжують однакову топологiю на X. Метричний простiр
X називається простором, що допускає слабку сферикалiзацiю, якщо
iснує хоча б одна така метрика h : X × X → R. Якщо не сказане
протилежне, то поняття околу точки, а також множини ∂E i E, що
вiдносяться до довiльної множини E ⊂ X (або E ⊂ X) за означенням
асоцiйованi iз топологiєю простору X у випадку, коли X допускає
слабку сферикалiзацiю. Збiжнiсть в X та X також буде розумiтися в
сенсi метрики h.

Тут i надалi α та α′ позначають хаусдорфовi розмiрностi просто-
рiвX таX ′ вiдповiдно, якщо не сказане протилежне. Простiр X нази-
вається локально лiнiйно зв’язним, якщо для кожної точки x0 ∈ X i
довiльного її околу U знайдеться лiнiйно зв’язний окiл V ⊂ U точки
x0 (iншими словами, будь-якi двi точки x1, x2 ∈ V можна з’єднати
кривою, що цiлком лежить в V ).

Згiдно до [15, розд. 9], простiр X будемо називати слабко плоским
в точцi x0 ∈ X, якщо для будь-якого околу U точки x0 i кожного
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P > 0 знайдеться окiл V цiєї точки, що мiститься в U, такий, що

Mα(Γ(E,F,X)) > P

для будь-яких континуумiв E,F ⊂ X, що задовольняють умову E ∩
∂U = ∅ ̸= E ∩ ∂V i F ∩ ∂U = ∅ ̸= F ∩ ∂V, див. [3, розд. 13.9]. Про-
стiр X будемо називати слабко плоским, якщо вказана властивiсть
виконується для кожного x0 ∈ X. Якщо простiр X допускає слабку
сферикалiзацiю, то для областi G ⊂ X i множин E,F ⊂ G покладемо

Mα(Γ(E,F,G)) :=Mα(Γ(E \ {∞}, F \ {∞}, G \ {∞})) .

Бiльше того, для сiм’ї кривих Γ на X покладемо Mα(Γ) = Mα(Γ
∗),

де за означенням Γ ∗ складається з тих i тiльки тих кривих сiм’ї Γ,
що не проходять через точку ∞. У цьому випадку, розумiння слабкої
плоскостi, що стосується X, дослiвно можна перенести на довiльну
область G ⊂ X. Нехай y0 ∈ X ′, 0 < r1 < r2 <∞ i

A = A(y0, r1, r2) =
{
y ∈ X ′ : r1 < d′(y, y0) < r2

}
. (1.4)

Якщо f : D → X ′ – задане вiдображення, y0 ∈ f(D) i 0 < r1 < r2 <
d0 = sup

y∈f(D)
d′(y, y0), то через Γf (y0, r1, r2) ми позначимо сiм’ю всiх

кривих γ в областi D таких, що f(γ) ∈ Γ(S1, S2, A), де

Si = {y ∈ D ′ : d ′(y, y0) = ri}, i = 1, 2 ,

а множина A визначена в (1.4). Нехай Q : X ′ → [0,∞] – вимiрна
функцiя. Будемо говорити, що f : D → X ′ задовольняє обернену
нерiвнiсть Полецького в точцi y0 ∈ f(D), якщо спiввiдношення

Mα(Γf (y0, r1, r2)) 6
∫

f(D)∩A(y0,r1,r2)

Q(y) · ηα′
(d′(y, y0)) dµ

′(y) (1.5)

виконується для довiльної вимiрної за Лебегом функцiї η : (r1, r2) →
[0,∞] такої, що

r2∫
r1

η(r) dr > 1 .

Сiм’я F вiдображень f : X → X ′ називається одностайно непе-
рервною в точцi x0 ∈ X, якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться
δ = δ(x0, ε) > 0 таке, що d ′ (f(x), f(x0)) < ε для всiх x ∈ X таких, що
d(x, x0) < δ i для всiх f ∈ F. Сiм’я F одностайно неперервна, якщо F
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одностайно неперервна в кожнiй точцi x0 ∈ X. Наступне твердження
можна знайти в [14, пропозицiя 2.1])

Вiдображення f : D → X ′ називається дискретним, якщо про-
образ {f−1 (y)} кожної точки y ∈ X ′ складається з iзольованих то-
чок, i вiдкритим, якщо образ будь-якої вiдкритої множини U ⊂ D
є вiдкритою множиною в X ′. Будемо говорити, що область D ⊂ X
задовольняє умову A, якщо будь-якi двi пари точок a ∈ D, b ∈ D, i
c ∈ D, d ∈ D можна з’єднати непересiчними кривими C1 i C2 в обла-
стi D. Зауважимо, що таку умову задовольняють довiльнi областi
евклiдового простору, локально зв’язнi на своїй межi (див. [20, про-
позицiя 1]).

Припустимо, X допускає слабку сферикалiзацiю. Тодi для обла-
стей D ⊂ X, D ′ ⊂ X ′ i довiльної вимiрної функцiї Q : X ′ → [0,∞]
позначимо через FQ(D,D

′) сiм’ю всiх вiдкритих дискретних вiдобра-
жень f областi D на область D′ таких, що спiввiдношення (1.5) ви-
конується для кожної точки y0 ∈ D ′. Основним результатом даної
статтi є наступне твердження.

Теорема 1.1. Нехай (X, d, µ) i (X ′, d ′, µ ′) – метричнi простори з
хаусдорфовими розмiрностями 2 6 α, α ′ < ∞, X ′ – локально лiнiй-
но зв’язний простiр, а X допускає слабку сферикалiзацiю, причому
вiдповiдний простiр (X,h) є локально зв’язним. Нехай також D i
D ′ – областi в X i X ′, вiдповiдно, причому, простiр D є слабко пло-
ским, крiм того, D ′ є компактом в X ′ , а множина ∂D ′ мiстить
не менше двох точок.

Якщо область D ′ задовольняє умову A i Q ∈ L1(D′), то сiм’я
FQ(D,D

′) є одностайно неперервною в D.

Зауваження 1.1. В теоремi 1.1 одностайна неперервнiсть розумiє-
ться в сенсi вiдображень, що дiють мiж просторами (X,h) i (X ′, d ′).
Iншими словами, FQ(D,D ′) є одностайно неперервною в точцi x0 ∈ D
тодi i тiльки тодi, коли для будь-якого ε > 0 знайдеться δ = δ(x0, ε) >
0 таке, що нерiвнiсть d ′(f(x), f(x0)) < ε виконується одночасно для
всiх f ∈ FQ(D,D

′) i всiх x ∈ D таких, що h(x, x0) < δ.

2. Допомiжнi мiркування

Для зручностi покладемо

h(E1, E2) = inf
x∈E1,y∈E2

h(x, y) , E1, E2 ⊂ X ,

h(E) = sup
x,y∈E

h(x, y) , d(F1, F2) = inf
x∈F1,y∈F2

d(x, y) ,
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де E ⊂ X ′ i F1, F2 ⊂ X, i d(F ) = sup
x,y∈F

d(x, y), де F ⊂ X . Для

вiдображення f : D → X ′ i множини E ⊂ X покладемо

C(f,E) := {y ∈ X ′ : ∃xk ∈ D,x0 ∈ E : xk
h→ x0, f(xk) → y , k → ∞} .

Наступне поняття є принципово важливим при дослiдженнi будь-
яких вiдображень з розгалуженням (див., напр., [2, роздiл 3, гл. II]).
Нехай f : D → X ′ – вiдображення, β : [a, b) → X ′ – деяка кри-
ва i x ∈ f −1 (β(a)) . Крива α : [a, c) → D називається максималь-
ним пiдняттям кривої β при вiдображеннi f з початком у точцi x,
якщо (1) α(a) = x; (2) f ◦ α = β|[a, c); (3) якщо c < c′ ≤ b, то не
iснує кривої α′ : [a, c′) → D, такої що α = α′|[a, c) i f ◦ α′ = β|[a, c′).
Iснування максимальних пiднять при вiдкритих дискретних вiдобра-
женнях в n-вимiрному евклiдовому просторi доведене Рiкманом [2,
теорема 3.2.II]. У випадку метричних просторiв вiдповiдне твердже-
ння можна знайти, напр., у [13, лема 2.1]. Нехай β : [a, c) → D –
крива зi значеннями в областi D ⊂ (X, d). Скрiзь далi ми пишемо
β(t) → ∂D, якщо для будь-якого ε > 0 знайдеться δ := δ(ε) > 0 таке,
що d(β(t), ∂D) < ε для всiх t ∈ (δ, c). Тут, звiсно, припускається, що
∂D ̸= ∅. Виконується наступне твердження.

Лема 2.1. Нехай (X, d) – метричний простiр, що допускає слабку
сферикалiзацiю, (X,h) є локально зв’язним, (X ′, d ′) є компактним,
крiм того, нехай D,D ′ – областi в X та X ′, вiдповiдно. Нехай f –
вiдкрите дискретне вiдображення областi D на D ′. Тодi для будь-
якої кривої β : [a, b) → D ′, такої, що β(t) → ∂D ′ при t → b − 0
будь-яке її максимальне пiдняття α : [a, c) → D з початком в до-
вiльнiй точцi x ∈ f −1(β(a)) при вiдображеннi f задовольняє умову:
h(α(t), ∂D) → 0 при t→ c− 0.

Доведення. Передусiм зауважимо, що формулювання леми 2.1 є ко-
ректним, а саме, за умов леми ∂D не порожня. Дiйсно, оскiльки за
умовою β(t) → ∂D ′, маємо: ∂D ′ ̸= ∅. Тодi знайдеться послiдовнiсть
точок yk = β(tk) ∈ D ′ така, що d ′(yk, ∂D

′) → 0 при k → ∞, де
tk ∈ [a, b). Оскiльки простiр X ′ є компактним, ми можемо вважати,
що yk → y0 ∈ X ′. Тодi y0 ∈ ∂D ′, бо d ′(yk, ∂D

′) → 0 при k → ∞.
Оскiльки f(D) = D ′ за умовою леми, iснують xk ∈ D такi, що
f(xk) = yk. Оскiльки X є компактом, то ми також можемо вважа-
ти послiдовнiсть xk збiжною до якоїсь точки x0 при k → ∞. Точка x0
не може бути внутрiшньою для областi D, бо в протилежному випад-
ку в силу вiдкритостi вiдображення f такою була б i точка y0. Тодi
x0 ∈ ∂D, отже, ∂D ̸= ∅.
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Оскiльки тепер нами встановлено, що ∂D ̸= ∅, то можливi тiльки
два випадки: або h(α(t), ∂D) → 0 при t → c − 0, або h(α(pk), ∂D) >
δ0 > 0, k = 1, 2, . . . , за певного δ0 > 0 i деякої послiдовностi pk → c−0
при k → ∞. Здiйснимо доведення леми 2.1 вiд супротивного, кори-
стуючись пiдходом, застосованим при доведеннi [12, лема 3]. Нехай
iснує така крива β : [a, b) → D′, вiдносно якої її максимальне пiдняття
α : [a, c) → D, c ∈ (a, b), задовольняє умову h(α(pk), ∂D) > δ0 > 0, k =
1, 2, . . . , для деякої послiдовностi pk ∈ [a, c) такої, що pk → c− 0 при
k → ∞. Оскiльки простiр X – компактний, в цьому випадку можна
вважати, що α(pk) → x1 ∈ D при k → ∞. Розглянемо множину

D0 =

{
x ∈ X : x = lim

k→∞
α(tk), tk ∈ [a, c), lim

k→∞
tk = c

}
.

Зауважимо, що c ̸= b. Дiйсно, якщо c = b, то за неперервнiстю f в
областi D ми мали б, що f(α(pk)) = β(pk) → x1 ∈ D при k → ∞.
Останнє суперечить обранню кривої β, бо β(t) → ∂D ′ при t → b − 0
за умовою леми.

Нехай тепер c ̸= b. Переходячи до пiдпослiовностей за необхiдно-
стi, ми можемо обмежитись тiльки монотонними послiдовностями tk.
Нехай x ∈ D0∩D, тодi з огляду на неперервнiсть f ми отримаємо, що
f(α(tk)) → f(x) при k → ∞, де tk ∈ [a, c), tk → c при k → ∞. Однак,
f(α(tk)) = β(tk) → β(c) при k → ∞. Тодi вiдображення f стале на
D0 ∩D. Зауважимо, що

D0 =

∞∩
k=1

α([tk, c)) ̸= ∅.

Тому, з огляду на [23, теорема 5.II.47.5] множина D0 зв’язна. Також
зазначимо, що D0 – непорожня, що безпосередньо випливає iз вклю-
чення x1 ∈ D0, де x1 визначена вище. Нехай L0 – зв’язна компонента
D0 ∩D, що мiстить точку x1. Якщо D0 мiстить двi i бiльше точок, то
за означенням зв’язностi таким є i L0. Оскiльки f – дискретне вiд-
ображення i L0 ⊂ D, множина L0 є одноточковою. Отже, D0 є одното-
чковою також. У такому випадку, криву α : [a, c) → D можна продов-
жити до замкненої кривої α : [a, c] → D, причому f(α(c)) = β(c). Тодi
за [13, лема 2.1] знайдеться ще одне максимальне пiдняття α′ кривої
β|[c,b) з початком в точцi α(c). Об’єднуючи пiдняття α i α′, ми отри-
маємо нове пiдняття α′′ кривої β, визначене на [a, c′), c ′ ∈ (c, b), що
суперечить “максимальностi” вихiдного пiдняття α. Отримане проти-
рiччя вказує на те, що h(α(t), ∂D) → 0 при t→ c− 0.
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3. Доведення теореми 1.1

Здiйснимо доведення теореми вiд супротивного. Припустимо, що
сiм’я FQ(D,D

′) не є одностайно неперервною в точцi x0 ∈ D. Iншими
словами, знайдуться такi x0 ∈ D i ε0 > 0 з наступною умовою: для
будь-якого m ∈ N знайдеться xm ∈ D,m = 1, 2, . . . i вiдображення
fm ∈ FQ(D,D

′) такi, що h(x0, xm) < 1
m i

d ′(fm(x0), fm(xm)) > ε0 . (3.1)

Оскiльки за умовою D′ – компакт, ми можемо вважати, що по-
слiдовностi fm(x0) i fm(xm) збiгаються при m → ∞ до точок a1 та
a2 ∈ D′, вiдповiдно. Тодi, з нерiвностi (3.1), за нерiвнiстю трикутни-
ка та за неперервнiстю метрики маємо: d ′(a1, a2) > ε0. За умовами
теореми знайдуться точки w1, w2 ∈ ∂D′, w1 ̸= w2. Визначимо кри-
вi γ1 i γ2 наступним чином. Якщо обидвi точки a1 i a2 є межовими,
то позначимо через γi вироджену криву, образ якої збiгається з вiд-
повiдною точкою ai, i = 1, 2. Якщо лише одна з точок a1 або a2 є
межовою, наприклад, точка a1, то знову позначимо через γ1 вiдпо-
вiдну вироджену криву, образ якої збiгається з a1; нехай, наприклад,
a1 ̸= w2, тодi точку a2 з’єднаємо з точкою w2 кривою γ2, що лежить
в D′ повнiстю, за виключенням кiнцевої точки w2 (це можливо за
умовою A).

I нарештi, якщо обидвi точки a1 i a2 є внутрiшнiми, з’єднаємо то-
чки a1 i w1, a2 i w2 непересiчними кривими γ1 та γ2 в D′, що можливо
за умовою A, (див. рисунок 1). Зауважимо, що |γi|, i = 1, 2 – компакти
в X ′ як неперервнi образи вiдповiдних вiдрiзкiв у метричний простiр,
тому iснує l0 > 0 таке що d ′(|γ1|, |γ2|) = l0 > 0. Оскiльки простiр X ′

Рис. 1: До доведення теореми 1.1

локально лiнiйно зв’язний, знайдуться лiнiйно зв’язнi околи Vi точок
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ai, i = 1, 2 такi, що V1 ∩ V2 = ∅. Можна вважати, що V1 ⊂ B(a1,
l0
4 ).

З’єднаємо точки a1 та a2 з точками fm(x0) та fm(xm) кривими αm та
βm всерединi околiв V1 та V2, вiдповiдно. Тепер утворимо новi кри-
вi: нехай γ1∗m : [0, 1] → X ′ крива, що є поєднанням кривих γ1 та αm,
а γ2∗m : [0, 1] → X ′ – крива, що є поєднанням кривих γ2 та βm, де
γ1∗m (0) = fm(x0) i γ2∗m (0) = fm(xm).

Нехай

tm = sup
t∈[0,1]

{t : γ1∗m (t) ∈ D′}, pm = sup
t∈[0,1]

{t : γ2∗m (t) ∈ D′}.

Покладемо
γ1m = γ1∗m |[0,tm) , γ

2
m = γ2∗m |[0,pm).

Покажемо, що умови леми 2.1 в [13] виконуються. Перш за все, ло-
кальна компактнiсть X випливає iз його компактностi, також вiн є
локально зв’язним за умовами теореми. Крiм того, оскiльки за умо-
вою D ′ – компакт, то простiр D ′ локально компактний. Отже, за [13,
лема 2.1] знайдуться максимальнi пiдняття кривих γ1m та γ2m при вiд-
ображеннi fm з початками в точках x0 та xm, вiдповiдно.

За лемою 2.1 h(α∗
m(t), ∂D) → 0 i h(β∗m(t), ∂D) → 0 при t→ c1 − 0 i

t → c2 − 0, вiдповiдно. Отже, на кривих α∗
m та β∗m знайдуться точки

z1m та z2m, вiдповiдно, такi що h(z1m, ∂D) < 1
m та h(z2m, ∂D) < 1

m .
Оскiльки X є компактним, можна вважати, що z1m i z2m збiжнi до
точок p1 i p2, вiдповiдно. Нехай Pm – частина носiя кривої α∗

m в X,
що знаходиться мiж точками x0 та z1m, а Qm – частина носiя кривої
β∗m в X, що знаходиться мiж точками xm та z2m. Розглянемо сiм’ю

Γ∗
m := Γ(Pm, Qm, D)

кривих, що з’єднують Pm та Qm в D. За означенням максимального
пiдняття при вiдображеннi fm у точках x0 та xm маємо:

fm(Pm) ⊂ |γ1m|, fm(Qm) ⊂ |γ2m|. (3.2)

Розглянемо покриття A0 :=
∪

y∈|γ1|
B(y, l0/4) множини |γ1|. Оскiль-

ки |γ1| – компактна множина, за лемою Гейне-Бореля-Лебега можна
обрати скiнченну кiлькiсть iндексiв 1 6 N0 < ∞ i вiдповiднi точки

z1, . . . , zN0 ∈ |γ1| так, щоб |γ1| ⊂ B0 :=
N0∪
i=1

B(zi, l0/4). Не обмежую-

чи загальностi, можна вважати, що всi точки zi належать D ′, так
як у протилежному випадку за нерiвнiстю трикутника можна замi-
нити кулю B(y, l0/4) на кулю B(y∗, l∗0/4) з центром в деякiй точцi
y∗ ∈ D′, де l∗0 – деяке додатне число, яке можна обрати так, що
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l0/4 < l∗0/4 < l0/2. Крiм того, оскiльки V1 ⊂ B(a1,
l0
4 ), можна вважа-

ти, що V1 ⊂ B(zi0 ,
l0
4 ) для деякого zi0 ∈ D ′ i 1 6 i0 6 N0.

Нехай Γ ′
m – сiм’я всiх кривих, що з’єднують fm(Pm) та fm(Qm) в

D ′, а Γm – сiм’я всiх кривих, що з’єднують |γ1m| та |γ2m| в D′. Тодi,
користуючись (3.2), маємо:

Γ ′
m ⊂ Γm =

N0∪
i=1

Γmi , (3.3)

де Γmi – сiм’я всiх кривих γ : [0, 1] → D ′ таких, що γ(0) ∈ B(zi, l0/4)∩
|γ1m| i γ(1) ∈ |γ2m| при 1 6 i 6 N0. Беручи до уваги [23, теорема 1.I.5,
§46], ми можемо показати, що

Γmi > Γ(S(zi, l0/4), S(zi, l0/2), A(zi, l0/4, l0/2)) . (3.4)

Нехай γ ∈ Γ∗
m, тодi γ : [0, 1] → D, γ(0) ∈ Pm, γ(1) ∈ Qm. Зокре-

ма, fm(γ(0)) ∈ fm(Pm), fm(γ(1)) ∈ fm(Qm). З огляду на спiввiд-
ношення (3.3), маємо: fm(γ) ∈ Γmi для деякого 1 6 i 6 N0. То-
дi з (3.4) випливає, що fm(γ) має пiдкриву △ : (t1, t2) → D ′ та-
ку, що △ ∈ Γ(S(zi,

l0
4 ), S(zi,

l0
2 ), A(zi,

l0
4 ,

l0
2 )). Тобто, за означенням,

γ1 = γ|[t1,t2] i fm(γ1) = △ ∈ Γ(S(zi,
l0
4 ), S(zi,

l0
2 ), A(zi,

l0
4 ,

l0
2 )). Еквiва-

лентно, γ > γ1, де γ1 ∈ Γfm(zi,
l0
4 ,

l0
2 ). Отже,

Γ∗
m >

N0∪
i=1

Γfm

(
zi,

l0
4
,
l0
2

)
.

Покладемо

η(t) =

{
4/l0, t ∈ [l0/4, l0/2],

0, t ̸∈ [l0/4, l0/2] .

Оскiльки вiдображення fm задовольняють спiввiдношення (1.5) в D′,
маємо:

Mα(Γ
∗
m) 6

N0∑
i=1

Mα

(
Γfm(zi,

l0
4
,
l0
2
)

)
6

6 4α
′
N0/l

α′
0 · ∥Q∥1 := c <∞ , (3.5)

оскiльки Q ∈ L1(D′). Тут ∥Q∥1 позначає норму функцiї Q в L1(D ′).
З iншого боку, для достатньо великих m виконується:

h(Pm) > h(z1m, x0) > h(x0, p1)− h(z1m, p1) >
1

2
h(x0, p1) ,

h(Qm) > h(z2m, xm) > h(z2m, x0)− h(xm, x0) >
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> h(p2, x0)− h(z2m, p2)− h(xm, x0) >
1

2
h(x0, p2) .

Покладемо

U = Bh

(
x0,

R0

2

)
=

{
x ∈ X : h(x, x0) <

R0

2

}
,

де
R0 = min{h(x0, p1), h(x0, p2), h(x0, ∂D)}.

Оскiльки xm → x0 при m → ∞, при цьому h(Pm) > δ1 i h(Qm) > δ2
при всiх m > m0 i деякому m0 ∈ N, з огляду на [23, теорема 1.I.5, §46]
iснує номер m1 ∈ N такий, що Pm ∩ ∂U ̸= ∅ ̸= Qm ∩ ∂U при m > m1.
Оскiльки D – слабко плоский простiр, для будь-якого числа P > 0
знайдеться iнший окiл V ⊂ U точки x0 такий, що

Mα(Γ(E,F,D)) > P (3.6)

для будь-яких континуумiв E,F ⊂ D таких, що E∩∂U ̸= ∅ ̸= F ∩∂U
i E ∩ ∂V ̸= ∅ ̸= F ∩ ∂V. Оскiльки xm → x0 при m → ∞, при цьому
h(Pm) > δ1 i h(Qm) > δ2 при всiх m > m0 i деякому m0 ∈ N, з огляду
на [23, теорема 1.I.5, §46] iснує номер m2 ∈ N, m2 > m1, такий, що
Pm ∩ ∂V ̸= ∅ ̸= Qm ∩ ∂V. Тодi з (3.6) випливає, що

Mα(Γm(Pm, Qm, D)) > P , m > m2 . (3.7)

Спiввiдношення (3.7) суперечить (3.5), оскiльки число P може бути
обраним бiльше за 4α

′
N0/l

α′
0 · ∥Q∥1. Отримана суперечнiсть доводить

теорему. 2

4. Приклади

Приклад 4.1. Скористаємося прикладом 1 з нашої попередньої стат-
тi [18]. Обмежимося евклiдовою розмiрнiстю n = 2. Зафiксуємо до-
вiльне число p > 1 з умовою 2/p < 1 i покладемо α ∈ (0, 2/p). Визна-
чимо послiдовнiсть вiдображень fm одиничного круга D = {z ∈ C :
|z| < 1} на круг B(0, 2) = {z ∈ C : |z| < 2} наступним чином:

fm(z) =

{
1+|z|α

|z| · z , 1/m 6 |z| 6 1,
1+(1/m)α

(1/m) · z , 0 < |z| < 1/m .

Зауважимо, що fm задовольняє умову

M(fm(Γ(S1, S2, D))) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) (4.1)
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для всiх z0 ∈ D i всiх 0 < r1 < r2 < d0 := sup
z∈D

|z − z0| i всiх вимiрних

за Лебегом функцiй η : (r1, r2) → [0,∞] з умовою
r2∫
r1

η(r) dr > 1

для функцiї Q(z) = 1+|z|α
α|z|α при кожному z0 ∈ D, бiльше того, Q ∈

Lp(D) (див., напр., мiркування, застосованi при розглядi [3, пропози-
цiя 6.3]). Тут µ = µ ′ = m – плоска мiра Лебега, M – конформний
модуль сiмей кривих (у (1.3) µ = m, X = C, p = 2, крiм того, A як
i ранiше визначено у (1.4) при d ′(x, y) = |x − y|, X ′ = C i y0 = z0).
Прямими обчисленнями можна переконатися в тому, що оберненi вiд-
ображення gm = f−1

m (z) обчислюються шляхом спiввiдношення

gm(z) =

{
(|z|−1)1/α

|z| · z , 1 + 1/(mα) 6 |z| 6 2,
1/m

1+(1/m)α · z , 0 < |z| < 1 + 1/(mα) .

Бiльше того, спiввiдношення (4.1) можна записати в виглядi

M(Γgm(z0, r1, r2)) 6
∫

A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) . (4.2)

Зауважимо, що сiм’я вiдображень gm задовольняє усi умови теоре-
ми 1.1. Зокрема, простiр C (а, отже, i C) є слабко плоским (див.,
напр., [18, лема 2.2]). Роль слабкої сферикалiзацiї вiдiграє розширена
комплексна площина з хордальною метрикою h (див. спiввiдношен-
ня (1.3) в [18]).

Приклад 4.2. Для того, щоб отримати вiдповiдну сiм’ю вiдображень
з розгалуженням, можна покласти hm = (gm ◦ l)(z), де l(z) = z2.
Зауважимо, що

M(Γ) 6 2 ·M(l(Γ)) , (4.3)

оскiльки N(l, B(0, 2)) = 2 i KO(l, z) = 1, де N(f,D) – максимальна
кратнiсть вiдображення f в D, а KO(f, z) позначає зовнiшню дилата-
цiю вiдображення f в точцi z (див. [1, теорема 3.2]). Зауважимо, що
l(Γhm(z0, r1, r2)) ⊂ Γgm(z0, r1, r2). Отже, зi спiввiдношень (4.2) i (4.3)
випливає, що

M(Γhm(z0, r1, r2)) 6 2

∫
A∩D

Q(z) · η2(|z − z0|) dm(z) .

Сiм’я вiдображень hm також задовольняє всi умови теореми 1.1.
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Приклад 4.3. Побудуємо тепер аналогiчний приклад сiм’ї вiдобра-
жень мiж метричними просторами. Для цього розглянемо двi рi-
мановi поверхнi, записанi у виглядi фактор-просторiв D/G i D/G∗
по деяких групах G i G∗ дробово-лiнiйних автоморфiзмiв одинично-
го круга D, що дiють розривно i не мають нерухомих точок (див.,
напр., [25, розд. 2]). Скористаємося схемою, застосованою при розгля-
дi прикладу 3) зауваження 5.2 в [14]. Нагадаємо, що кожен елемент
p0 фактор-простору D/G є орбiтою точки z0 ∈ D, тобто, p0 = {z ∈ D :
z = g(z0), g ∈ G}. Нехай h̃ i h̃∗ – метрики на D/G i D/G∗, вiдповiдно.
Докладнiше, для p1, p2 ∈ D/G покладемо

h̃(p1, p2) := inf
g1,g2∈G

h(g1(z1), g2(z2)) , (4.4)

де h – гiперболiчна метрика:

h(z1, z2) = log
1 + t

1− t
, t =

|z1 − z2|
|1− z1z2|

. (4.5)

Зауважимо, що h̃ у (4.4) дiйсно є метрикою (див. мiркування пiсля
формули (2.8) у [25]). Можна також визначити елемент площi dṽ на
D/G. З цiєю метою, введемо до розгляду так звану фундаменталь-
ну множину F, яка визначається як пiдмножина D, що мiстить одну
i тiльки одну точку орбiти z ∈ Gz0 (див. [26, § 9.1, розд. 9]). Фун-
даментальною областю D0 називається область в D, з властивiстю
D0 ⊂ F ⊂ D0 така, що v(∂D0) = 0 (див. там же). Найважливiшим
прикладом фундаментальної областi є багатокутник Дiрихле,

Dζ =
∩

g∈G,g ̸=I
Hg(ζ) ,

де Hg(ζ) = {z ∈ D : h(z, ζ) < h(z, g(ζ))} (див. [25, спiввiдношен-
ня (2.6)]). Нехай π – натуральна проекцiя D на D/G, тодi π – аналiти-
чна функцiя, конформна на D0 (див. [26, пропозицiя 9.2.2] i коментар
пiсля (2.11) в [25]). Для вимiрної множини E ⊂ D/G покладемо

ṽ(E) := v(π−1(E)) ,

де v – гiперболiчна мiра в одиничному крузi з елементом площi

dv(z) =
4 dm(z)

(1− |z|2)2
, (4.6)

m – плоска мiра Лебега. Таким чином, D/G i D/G∗ – метричнi про-
стори з мiрами, бiльше того, цi простори лiнiйно зв’язнi i локально
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гомеоморфнi простору C (див., напр., [26, теорема 6.2.1]). Зауважи-
мо, що для будь-якої точки p0 ∈ D/G знайдеться окiл U ⊂ D/G,
який називається нормальним околом цiєї точки, такий що π(V ) = U,
де V – компактний окiл у D, π є гомеоморфiзмом в V, причому
h̃(p1, p2) = h(φ(p1), φ(p2)) для будь-яких p1, p2 ∈ U i φ := (π|V )−1. Пе-
реходячи до еквiвалентного фактор-простору за допомогою дробово-
лiнiйного автоморфiзму одиничного круга g0(z) = (z − z0)/(1− zz0),
ми завжди можемо вважати, що 0 ∈ V i π(0) = p0. Iснування нор-
мальних околiв випливає зi спiввiдношення (2.10) у [25] (докладне об-
ґрунтування їх iснування наведено в мiркуваннях пiсля формули (15)
публiкацiї [27]).

Нехай тепер r0 > 0 таке, що куля B(0, r0) зi своїм замиканням
лежить в околi V ⊂ D ⊂ C, де π(V ) = U. Аналогiчно, для точки
p∗0 ∈ D/G∗ знайдеться нормальний окiл U∗ ⊂ D/G∗ i вiдповiдний
йому компактний окiл V∗ ⊂ D ⊂ C такий, що π∗(0) = p∗0, π∗(V∗) = U∗,

π є гомеоморфiзмом V∗ на U∗ i h̃∗(p1, p2) = h(φ∗(p1), φ∗(p2)) для будь-
яких p1, p2 ∈ U∗ i φ∗ := (π∗|V∗)−1. Нехай тепер 1 > R0 > 0 таке, що
куля B(0, R0) зi своїм замиканням лежить в околi V∗ ⊂ D ⊂ C, де
π∗(V∗) = U∗. Покладемо

Fm(z) =

{
r0

1+rα1
· 1+|z|α

|z| · z , r1/m 6 |z| 6 R0,
r0

1+rα1
· 1+(1/m)α

(1/m) · z , 0 < |z| < R0/m .

Вiдображення Fm переводять кулю B(0, R0) на кулю B(0, r0). Покла-
демо

F̃m := (π ◦ Fm ◦ φ∗)(p∗) , p∗ ∈ π∗(B(0, R0)) .

Вiдображення F̃m дiють мiж областями π∗(B(0, R0)) i π(B(0, r0)) фак-
тор-просторiв D/G∗ i D/G, вiдповiдно (див. рисунок 4.3). Можна по-
казати, що вiдображення Fm та F̃m належать класу Соболєва i ма-
ють скiнченне спотворення (див. мiркування, наведенi при доведеннi
теореми 7.1 в [28]). Зауважимо, що функцiя Q(p∗) =

1+|φ∗(p∗)|α
α|φ∗(p∗)|α є iн-

тегровною в π∗(B(0, R0)), оскiльки∫
π∗(B(0,R0))

Q(p∗) dṽ∗(p) =

∫
B(0,R0)

4(1 + |z|α) dm(z)

(1− |z|2)2α|z|α

6 C ·
∫

B(0,R0)

(1 + |z|α) dm(z)

α|z|α
<∞ .

Тодi за лемою 3.1 в [25] вiдображення F̃m задовольняють умову

M̃(F̃m(Γ(S̃1, S̃2, π∗(B(0, R0))))) 6
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Рис. 2: До конструкцiї прикладу 4.3

6
∫

Ã∩π∗(B(0,R0))

Q(p∗) · η2(h̃∗(p∗, p∗0)) dṽ∗(p∗)

при Q(p∗) =
1+|φ∗(p∗)|α
α|φ∗(p∗)|α для всiх p∗0 ∈ π∗(B(0, R0)), всiх 0 < r1 < r2 <

h̃∗(p
∗
0, ∂π∗(B(0, R0))) i всiх вимiрних за Лебегом функцiй η : (r1, r2) →

[0,∞] з умовою
r2∫
r1

η(r) dr > 1 ,

де
S̃i = {p∗ ∈ D/G∗ : h̃∗(p∗, p

∗
0) = ri} , i = 1, 2,

i
Ã = Ã(p∗0, r1, r2) = {p∗ ∈ D/G∗ : r1 < h̃∗(p∗, p

∗
0) < r2} .

В такому випадку, вiдображення G̃m := F̃ −1
m задовольняють умову

M̃(Γ
G̃m

(r1, r2, Ã)) 6
∫

Ã∩π∗(B(0,R0))

Q(p∗) · η2(h̃∗(p∗, p∗0)) dṽ∗(p∗) ,

де Γ
G̃m

(r1, r2, Ã) складається з тих i тiльки тих кривих у π(B(0, r0)),

образи яких при вiдображеннi G̃m належать Γ(S̃1, S̃2, Ã). Зауважимо,
що вiдображення G̃m задовольняють всi умови теореми 1.1 (простiр
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D/G можна наперед пiдiбрати таким, що допускає слабку сферiкалi-
зацiю, причому вiдповiдний простiр D/G був би локально зв’язним).
Слабка плоскiсть областi π(B(0, r0)) очевидна, оскiльки B(0, r0) є
слабко плоским в евклiдовому, отже, i гiперболiчному сенсi (а тому i
в сенсi модуля сiмей кривих на D/G, бо цей модуль визначається в ме-
жах околу π(B(0, r0)) саме через гiперболiчну метрику i гiперболiчну
мiру в B(0, r0)). Крiм того, π∗(B(0, R0)) = π∗(B(0, R0)) є компактом
в D/G∗ як гомеоморфний образ компакту B(0, R0) при вiдображеннi
π∗. Наявнiсть двох i бiльше точок у ∂π∗(B(0, R0)), а також умова A
на π∗(B(0, R0)) очевиднi. Локальна лiнiйна зв’язнiсть D/G∗ є резуль-
татом вже згаданої вище [26, теорема 6.2.1] (хоча може бути отри-
мана i безпосередньо: D/G∗ = π∗(D), отже, D/G∗ є лiнiйно зв’язним
як неперервний образ лiнiйно зв’язної множини D при неперервному
вiдображеннi π∗).

Приклад 4.4. Нарештi, вкажемо вiдповiдний приклад сiм’ї вiдобра-
жень мiж метричним просторами з розгалуженням. Для цього в кру-
зi B(0,

√
r0) розглянемо вiдображення l(z) = z2. Неважко бачити, що

l переводить B(0,
√
r0) в B(0, r0), причому має мiсце спiввiдношен-

ня (4.3). Нехай Mh(Γ) – “гiперболiчний” модуль сiмей кривих, тобто,
модуль сiмей кривих, що визначається за допомогою гiперболiчного
елементу площi (4.6) i гiперболiчної довжини кривої згiдно метрики h
у (4.5). Зауважимо, що Mh(Γ) = M(Γ) (див., напр., [14, зауважен-
ня 5.2]). Тодi з (4.3) будемо мати

Mh(Γ) 6 2 ·Mh(l(Γ)) . (4.7)

Нехай Gm := F −1
m . Покладемо тепер

H̃m := (π∗ ◦Gm ◦ l ◦ φ)(p) , p ∈ π(B(0,
√
r0)) .

Покладемо
L := φ−1 ◦ l ◦ φ = π ◦ l ◦ φ .

Доведемо, що

L(Γ
H̃m

(r1, r2, Ã)) ⊂ Γ
G̃m

(r1, r2, Ã) . (4.8)

Дiйсно,
H̃m = (π∗ ◦Gm ◦ l ◦ φ)(p) =

= (π∗ ◦Gm ◦ φ ◦ φ−1 ◦ l ◦ φ)(p) = (G̃m ◦ φ−1 ◦ l ◦ φ)(p) = (4.9)

= (G̃m ◦ L)(p) .
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Нехай γ ∈ Γ
H̃m

(r1, r2, Ã), тодi H̃m(γ) ∈ Γ(S̃1, S̃2, Ã), Ã = Ã(p∗0, r1, r2).

Тодi з огляду на (4.9) маємо: L(γ) ∈ Γ
G̃m

(r1, r2, Ã). Включення (4.8)
доведене.

Тепер зауважимо, що

M̃(Γ) 6 2M̃(L(Γ)) (4.10)

для будь-якої сiм’ї кривих Γ у π(B(0, r0)), де M̃, як i вище, позначає
модуль сiмей кривих у D/G. Дiйсно, нехай Γ – вказана сiм’я кривих.
За вибором B(0, r0) ⊂ V i околу V ⊂ U, а також в силу рiвностi
Mh(Γ) =M(Γ) (див., напр., [14, зауваження 5.2]),

M̃(Γ) =Mh(φ(Γ)) =M(φ(Γ)) . (4.11)

За нерiвнiстю (4.7)

M(φ(Γ)) 6 2 ·M(l(φ(Γ))) . (4.12)

Знову, за вибором B(0, r0) ⊂ V i околу V ⊂ U, а також в силу рiвностi
Mh(Γ) =M(Γ) ( [14, зауваження 5.2]))

M(l(φ(Γ))) =Mh(l(φ(Γ))) = M̃((π ◦ l ◦ φ)(Γ)) = M̃(L(Γ)) . (4.13)

Поєднуючи (4.11), (4.12) i (4.13), отримаємо бажане спiввiдношен-
ня (4.10).

Остаточно, з (4.8), (4.10) i (4.13) отримаємо, що

M̃(Γ
H̃m

(r1, r2, Ã)) 6 2M̃(L(Γ
H̃m

(r1, r2, Ã))) 6 (4.14)

6 2M̃(Γ
G̃m

(r1, r2, Ã)) 6 2 ·
∫

Ã∩π∗(B(0,R0))

Q(p∗) · η2(h̃∗(p∗, p∗0)) dṽ∗(p∗) .

Нерiвностi у (4.14) доводять, що вiдображення H̃m, m = 1, 2, . . . , є
вiдображеннями з основної нерiвностi (1.5), в який приймає участь
деяка (не залежна вiд m) iнтегровна функцiя Q, причому є вiдкри-
тими i дискретними вiдображеннями мiж областями просторiв D/G
i D/G∗ з точкою розгалуження p0. Можна показати, що для H̃m всi
умови теореми 1.1 виконуються (за умови, що простiр D/G допускає
слабку сферикалiзацiю та за умови, що вiдповiдний розширений про-
стiр D/G є локально лiнiйно зв’язним).
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